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KAPITEL 1

Einleitung

Die Vorlesung “Analysis auf Mannigfaltigkeiten” steht am Ende des Analysis-
Zyklus und markiert den Ubergang in globalere Fragestellungen der Topologie und
Geometrie. Im Analysis-Zyklus geht es um die Differential- und Integralrechnung
fiir Funktionen; diese kénnen reell- oder vektorwertig sein, in einer oder mehreren
Verénderlichen, sind aber eigentlich immer auf geeigneten (z.B. offenen) Teilmengen
des R"™ definiert. In der Analysis auf Mannigfaltigkeiten &ndert sich die Perspektive
auf die Konzepte aus dem Analysis-Zyklus: es geht nicht mehr so sehr um Funktio-
nen und ihre Eigenschaften, sondern eher um die Frage, auf welchen Rdumen die
grundlegenden Konzepte der Differential- und Integralrechnung noch funktionieren,
wie solche Rdume aussehen und wie die Struktur dieser Réume die Eigenschaften
von Funktionen oder z.B. die Losbarkeit von Gleichungen beeinflusst.

Das erste zentrale Konzept der Vorlesung sind damit die Mannigfaltigkeiten.
Die Grundidee der Mannigfaltigkeiten ist, R&ume zu studieren, die lokal aussehen
wie ein gegebener Modellraum (in unserem Fall R™), so dass bestimmte Konzepte
(der Differential- und Integralrechnung) wohldefiniert sind. Anders gesagt, jeder
Punkt in einer (glatten) Mannigfaltigkeit hat eine Umgebung, die wie eine offene
Teilmenge im R™ aussieht. Tatséchlich hat jeder Punkt viele solcher Umgebungen,
und die Identifikationen als offene Teilmengen im R™ miissen dann natiirlich mit den
Konzepten der Differential- und Integralrechnung, insbesondere mit Ableitungen
von Funktionen, kompatibel sein.

Die Bedeutung des Konzepts der Mannigfaltigkeit bzw. allgemeiner der Idee,
Réume zu betrachten, die lokal aussehen wie ein gegebener Modellraum, geht weit
iiber die Vorlesung “Analysis auf Mannigfaltigkeiten” hinaus und ist eigentlich die
Basis der meisten Gebiete der modernen Geometrie. Wir kénnen uns zum Bei-
spiel statt fiir Differenzierbarkeit von Funktionen fiir die Messung von Léngen oder
Winkeln interessieren. Radume, die lokal aussehen wie R™, so dass die Identifikation
als offene Teilmengen im R™ mit Lingen- oder Winkelmessung kompatibel sind,
sind dann die Riemannschen bzw. die konformen Mannigfaltigkeiten. Ein weiteres
Beispiel sind komplexe Mannigfaltigkeiten, die lokal wie offene Teilmengen in C™
aussehen, und in denen die Konzepte der komplexen Analysis wohldefiniert sind.
Blétterungen, symplektische oder Kontakt-Mannigfaltigkeiten sind weitere Beispie-
le fir Rdume, die lokal wie R™ mit einer fiir gewisse (z.B. physikalische) Anwen-
dungen relevanten geometrischen Zusatzstruktur aussehen. Etwas weiter weg finden
wir dhnliche Konzepte auch in der algebraischen Geometrie: algebraische Varietéten
oder allgemeiner Schemata sind Rdume, die lokal aussehen wie Losungsmengen al-
gebraischer Gleichungen, und deren Struktur dann etwas iiber das Losungsverhalten
polynomieller Gleichungssysteme aussagen kann.

Natiirlich gibt es in der Mathematik viele Konzepte, die nur aus Spafl an der
Freud definiert und untersucht werden. Es gibt allerdings wirklich gute Griinde,
sich fiir Mannigfaltigkeiten zu interessieren, weswegen Mannigfaltigkeiten auch 170
Jahre nach der Formulierung des Konzept{] noch zentrale und iiberaus relevante

IHabilitation Bernhard Riemann: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, 10. Juni 1854.
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Objekte der modernen Mathematik sind. Historisch haben Probleme insbesondere
der komplexen Analysis einen wesentlichen Anteil an der Entwicklung des Begriffs
der Mannigfaltigkeit. Ein Beispiel dafiir ist die komplexe Logarithmusfunktion, die
wegen e2™" = 1 mehrwertig ist. Solange wir den komplexen Logarithmus nur als
Funktion auf C\ {0} betrachten, miissen wir immer einen Zweig wéhlen, und dies
ist auch nur auf einfach-zusammenhéngenden Gebieten in C \ {0} moglich. Aller-
dings kann durch analytische Fortsetzung und Zusammenkleben solcher Gebiete
fiir die verschiedenen Zweige eine Mannigfaltigkeit konstruiert werden, auf der der
komplexe Logarithmus eine wohldefinierte Funktion ist. Ein weiteres Beispiel, in
dem Mannigfaltigkeiten die natiirliche Losung fiir Probleme der Analysis liefern,

sind die elliptische Integrale [ L )dz7 die in der Berechnung der Bogenldnge von
p(z

Ellipsen und der Periodendauer des Fadenpendels auftauchen und nicht elementar
16sbar sind. Auch hier ist ein Problem, dass die Wurzelfunktion mehrdeutig ist; und
die Losung ist, das elliptische Integral als Integral einer Funktion auf der Riemann-
schen Fliche, die durch w? = p(z) definiert ist, zu betrachten. Durch das Studium
der Fliache und der Funktionen auf dieser Fliche erhélt man dann wesentliche Ein-
sichten fiir das urspriingliche Problem der elliptischen Integrale.

Uber diese konkreten Beispiele hinaus liefern Mannigfaltigkeiten und die Un-
tersuchung ihrer globalen Eigenschaften wichtige Einsichten fiir Fragen sowohl der
Analysis als auch der Geometrie. Einer der zentralen Punkte, die die Entwick-
lung im Laufe des 20. Jhds beeinflusst haben, ist das Zusammenspiel zwischen der
Struktur der Mannigfaltigkeit und der Analysis und insbesondere der Losung von
Differentialgleichungen auf der Mannigfaltigkeit. Natiirlich ist klar, dass Wellen-
ausbreitung oder Warmeleitung in der Ebene R? anders funktioniert als auf einer
Kugeloberfliche. Der Zusammenhang geht aber viel tiefer und wird zum Beispiel
in der De-Rham-Kohomologie und dem allgemeinen Satz von Stokes sichtbar. Ein
weiterer Punkt ist, dass Mannigfaltigkeiten ein geeigneter Kontext sind, um mit
Symmetrien von Differentialgleichungen umzugehen, dies fiihrt schlussendlich auf
die Theorie von Lie-Gruppen und ihren Wirkungen auf Mannigfaltigkeiten.

Mannigfaltigkeiten tauchen auch in verschiedensten Kontexten in natiirlicher
Weise auf. Auf der einen Seite natiirlich als konkrete geometrische Objekte, wie z.B.
die Kugeloberfliche, projektive Rédume oder der zwei-dimensionale Torus. Die zen-
tralen geometrischen Objekte zur Beschreibung der Raum-Zeit in der allgemeinen
Relativititstheorie sind vier-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Dariiber hinaus gibt
es aber auch viele Beispiele, in denen Mannigfaltigkeiten als Zustandsrdume von
Systemen auftauchen. In der klassischen Mechanik wird die Bewegung von Punkt-
massen durch Ort und Impuls beschrieben, und der Zustandsraum eines solchen
Systems von verschiedenen Punktmassen ist eine Mannigfaltigkeit, deren Koordi-
naten Ort und Impuls der jeweiligen Punktmassen sind. (Die Formulierung von
Erhaltungsgrofien in diesem Zusammenhang fiihrt dann auf symplektische Mannig-
faltigkeiten.) Weitere Beispiele sind Konfigurationsrdume von n Punkten (geordnet
oder ungeordnet) im R™ oder Konfigurationsriume von Gelenken. (Tatséchlich ist
jede glatte kompakte Mannigfaltigkeit Konfigurationsraum eines geeigneten ebenen
Gelenks.) Der Fantasie sind dabei kaum Grenzen gesetzt, so studiert die Informati-
onsgeometrie zum Beispiel Mannigfaltigkeiten, deren Punkte Wahrscheinlichkeits-
verteilungen sind, und deren (in diesem Fall Riemannsche) Mannigfaltigkeitenstruk-
tur etwas iiber “Information” als Abstand zwischen Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen aussagt.

Nach diesem Exkurs iiber die Bedeutung des Mannigfaltigkeitenbegriffs in der
modernen Mathematik kommen wir zur konkreten Situation fiir die Vorlesung
“Analysis auf Mannigfaltigkeiten” zuriick. In der Vorlesung beschéftigen wir uns
mit differenzierbaren (synonym glatten) Mannigfaltigkeiten, also Rdumen, die lokal



1. EINLEITUNG 3

wie R™ aussehen, und auf denen die Konzepte der Differential- und Integralrech-
nung wohldefiniert sind. Wir finden in diesem Kontext eigentlich alle Konzepte des
Analysis-Zyklus in allgemeinerer Form wieder. Ableitungen (insbesondere partielle)
in Form des Differentials einer glatten Abbildung, Extremwerte in Form kritischer
Punkte. Tangentialvektoren werden nicht nur fiir Kurven oder Flidchen sondern
auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension definiert, und partielle Differentialglei-
chungen konnen als Teilmengen in Tangentialbiindeln (fiir lineare pDGL) oder all-
gemeiner Jet-Biindeln (fiir hohere Ordnung) verstanden werden. Auch einen Begriff
von Integral gibt es in hoheren Dimensionen. Oft erhalten wir durch die Verallge-
meinerung auch bessere Formulierungen, z.B. haben der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sowie die Integralsidtze der Analysis II eine gemeinsame Ver-
allgemeinerung im Satz von Stokes und die Operationen der Vektoranalysis eine
allgemeinere Formulierung im De-Rham-Komplex.

Das zweite wichtige und neue Konzept der Vorlesung, das erlaubt, Analysis in
hoheren Dimensionen zu betreiben, sind die Differentialformen. Informell tauchen
Differentialformen bereits in Analysis II auf, als infinitesimale Fldchen- bzw. Vo-
lumenelemente bei Oberflichen- bzw. Raumintegralen. Vor diesem Hintergrund, in
dem Integration auf infinitesimale Volumenmessung begriindet wird, ist es sinnvoll,
allgemein Differentialformen als alternierende Multilinearformen auf Vektorfeldern
zu betrachten. Differentialformen sind die zentralen Werkzeuge, um die Konstruk-
tionen der Vektoranalysis und verschiedene relevante Differentialgleichungen (wie
z.B. die Wérmeleitungsgleichung, Wellengleichung oder die Maxwell-Gleichungen)
in allgemeinen Dimensionen und koordinatenunabhdngig zu formulieren. Fiir die
Integrationstheorie sind Differentialformen genau die Objekte, die {iber (kompakte
und orientierte) Mannigfaltigkeiten integriert werden kénnen. Der Differentialfor-
menkomplex von de Rham ist auch das erste Zeugnis einer tieferen Verbindung
zwischen Analysis und Topologie, in der die Struktur der Mannigfaltigkeit einen
Einfluss auf die Integrierbarkeit von Differentialformen hat bzw. ein Hinweis darauf,
dass die Struktur und Geometrie der Mannigfaltigkeit mit Hilfe von Differentialfor-
men untersucht werden kann.

Zum Abschluss der Einleitung noch ein speziellerer Uberblick iiber Inhalt und
Aufbau der Vorlesung. Am Beginn der Vorlesung, Kapitel [2], werden noch einmal
die relevanten topologischen Grundlagen wiederholt bzw. diskutiert, dabei insbe-
sondere der Begriff der topologischen Mannigfaltigkeiten. Dieses Kapitel enthélt
auch bereits die wichtigsten Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten, die wir im Laufe des
Semesters weiter untersuchen werden. Kapitel [3| werden dann die glatten Mannig-
faltigkeiten sowie die glatten Abbildungen definiert. Diese sind die ersten zentralen
Begriffe der Vorlesung, die erlauben, koordinatenunabhéngig iiber Differenzierbar-
keit zu sprechen. In Kapitel [f] befassen wir uns dann mit Tangentialvektoren bzw.
dem Tangentialbiindel (linearen Approximationen an Mannigfaltigkeiten) und dem
Differential (lineare Approximation an glatte Abbildungen). Diese Verallgemeine-
rungen der ersten Ableitung einer reell-wertigen Funktion sind in der Differenti-
altopologie wertvolle Hilfsmittel: die Losungstheorie gewohnlicher linearer Diffe-
rentialgleichungssysteme erlaubt, lineare Information in Tangentialvektoren (oder
allgemeiner Vektorfeldern) zu geometrischer Information iiber die Mannigfaltig-
keit zu integrieren. Ein wichtiges Beispiel fiir dieses Prinzip sind Immersionen und
Submersionen, die wir in Kapitel [5| untersuchen: Immersionen induzieren injektive
Abbildungen auf den Tangentialbiindel, und diese lineare Information reicht aus,
um zu zeigen, dass sie lokal immer wie eingebettete Untermannigfaltigkeiten ausse-
hen. Weiter werden in Kapitel [§| kritische Punkte und der Satz von Sard sowie der
Einbettungssatz von Whitney diskutiert. Der Einbettungssatz insbesondere zeigt,
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dass die abstrakt definierten Mannigfaltigkeiten auch immer konkret als Unter-
mannigfaltigkeiten im R"™ realisiert werden konnen. Das zweite zentrale Konzept
der Vorlesung, Differentialformen, wird in Kapitel [f] definiert und ausfiihrlich dis-
kutiert. Als Multilinearformen auf Vektorfeldern sind Differentialformen die richti-
ge Verallgemeinerung der Flidchen- oder Volumenformen aus dem Analysis-Zyklus
und erlauben insbesondere koordinatenfreie Formulierung relevanter Differential-
gleichungen. Wir diskutieren die zugrundeliegende multilineare Algebra und die
relevanten Strukturen fiir Differentialformen: das Dachprodukt und die duflere Ab-
leitung. Dies fiihrt auf den De-Rham-Komplex, der fiir den R3 alle wesentlichen
Aussagen der klassischen Vektoranalysis kodiert. Zuletzt definieren wir in Kapi-
tel [7] eine Verallgemeinerung der Integrationstheorie auf kompakten und orientier-
ten glatten Mannigfaltigkeiten und formulieren den Satz von Stokes, der die zwei-
und dreidimensionalen Spezialfille aus der Analysis-Vorlesung verallgemeinert. Der
Formalismus der Differentialformen und Integralsétze wird aulerdem am Beispiel
der Wirmeleitungsgleichung sowie der Maxwell-Gleichungen des Elektromagnetis-
mus veranschaulicht.

Disclaimer: Wie iiblich bei Vorlesungsmitschriften beruht nichts im folgenden
Skript auf eigenen wissenschaftlichen Leistungen, Einsichten oder Ergebnissen. So-
wohl Definitionen als auch Formulierungen und Beweise fiir Sétze sind meist das
Produkt von urspriinglich vage formulierten Ideen, die durch vielfache Umformulie-
rungen und Kontextverdnderungen iiber Jahrzehnte zu den heute verwendeten Kon-
zepten herangewachsen sind. Insofern kénnen konkrete Zuschreibungen von Frage-
stellungen, Begriffen, Satzen oder Beweistechniken {iblicherweise nicht vorgenom-
men werden. (Auflerdem stellt sich iiberraschend oft heraus, dass die iiblicherweise
mit Sétzen oder Begriffen verkniipften Namen nicht unbedingt die zentralen Ent-
wicklungen des Begriffs reflektieren.)

Das Material des Vorlesungsskripts beruht iiberwiegend auf géngigen Lehr-
biichern zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten bzw. zur Differentialtopologie. Haupt-
séchlich verwendet wurden die Biicher von Tu [Tull], Conlon |Con01], Milnor
IMil97] und Hirsch [Hir94]. Die einzige Eigenleistung beschrénkt sich daher auf
Tipp-, Index-, Logik- und andere Fehler, fragwiirdige Anordnung des Materials so-
wie falsche Schwerpunktsetzungen. (Vermutlich sind allerdings viele meiner Fehler
auch von anderen Leuten bereits gemacht worden; damit kann ich leben.)

Vielen Dank an Herrn Jochen Herzhoff und Herrn René Spoerer fiir viele hilf-
reiche Korrekturvorschlége.



KAPITEL 2

Topologische Mannigfaltigkeiten: Definitionen und
Beispiele

2.1. Grundlagen Topologie

DEFINITION 2.1.1 (topologischer Raum). Ein topologischer Raum ist ein Paar
(X, 0) bestehend aus einer Menge X und einer Menge O C P(X) von Teilmengen
von X, den sogenannten offenen Mengen, so dass
(1) 0,X € O,
(2) fiir eine Menge {U;}ier von offenen Mengen U; € O st | J,.; U; € O, d.h.
Vereinigungen von beliebig vielen offenen Mengen sind wieder offen,
(8) fir Uy, Uy € O ist Uy NUs € O, d.h. endliche Durchschnitte von offenen
Mengen sind wieder offen.

Die Mengen der Form X \ U fir U € O heiffen abgeschlossene Mengen. Fiir
einen Punkt x € X heiflen die offenen Mengen U € O mit x € U offene Umgebun-
gen von .

BEMERKUNG 2.1.2. (1) In der Notation wird iblicherweise O weggelas-
sen.
(2) Es gibt noch andere (aber dquivalente) Definitionen von topologischen
Rdiumen, zum Beispiel durch Konvergenz (niher an der Analysis).

BEISPIEL 2.1.3. (1) Sei X eine Menge. Die diskrete Topologie auf X ist
durch O = P(X) definiert. Die indiskrete Topologie ist durch O = {{), X}
definiert. Die kofinite Topologie auf X hat als offene Mengen genau die
Komplemente der endlichen Teilmengen in X und zusdtzlich mit § (wenn
X unendlich ist).

(2) Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind die offenen Mengen wie in der
Analysis-Vorlesung definiert: eine Menge U C X ist offen, wenn fir jedes
z €U ein e > 0 existiert, so dass die e-Umgebung

B(z;e) :={y € X | d(z,y) < ¢}

in U enthalten ist. Dies definiert die metrische Topologie, ein Spezialfall
ist insbesondere die “normale” euklidische Topologie auf R™.

(8) Fiir eine total geordnete Menge (X, <) ist die Ordnungstopologie auf X
gegeben durch die Basis aus den Mengen

(a,00) = {beX|b>a}
(—o0,b) = {aeX]a<b}
(a,b) = (a,00)N(—00,b)

Fiir R mit der natirlichen Anordnung stimmt die Ordnungstopologie mit
der euklidischen Topologie iiberein.
O

UBUNGSAUFGABE 2.1.4. (1) Sei (X,0) ein topologischer Raum. Zeigen
Sie, dass Schnitte von endlich vielen offenen Mengen in X wieder offen

5
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sind. Geben Sie zwei Beispiele an, dass der Schnitt von unendlich vielen
offenen Mengen nicht unbedingt offen sein muss.

(2) Formulieren Sie eine Definition von topologischem Raum, die nur abge-
schlossene Mengen benutzt und zeigen Sie, dass diese Definition dquivalent
zu Definition |2.1.1] ist.

DEFINITION 2.1.5 (Unterraum). Sei (X,O(X)) ein topologischer Raum und
Y C X eine Teilmenge von X. Dann definiert O(Y) ={Y NU |U € O(X)} eine
Topologie auf Y, und (Y,O(Y)) heifst Unterraum von X. Wenn Y € O(X) ist,
spricht man von offenem Unterraum, wenn X \'Y € O(X) von abgeschlossenem
Unterraum.

DEFINITION 2.1.6 (stetige Abbildung). Seien (X,O(X)) und (Y,O(Y)) zwei
topologische Riume. Eine Abbildung f: X — Y (von Mengen) heifit stetige Abbil-
dung, wenn fiir alle offenen Mengen U € O(Y) gilt f~1(U) € O(X).

BEISPIEL 2.1.7. (1) Fiir eine Menge X ist die Abbildung
idx: (X, P(X)) = (X, {0, X})

stetig. Allgemeiner: fiir zwei Topologien (X, O1) und (X, O3) auf derselben
Menge X heifit Oy feiner als Oy (bzw. Oy ist grober als Oq), wenn die
Identitit id: (X, 01) — (X, Oa) stetig ist.

(2) Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riumen und f: X =Y eine
Abbildung. Dann ist f stetig fir die metrischen Topologien auf X bzw. Y
aus Beispiel (2) genau dann, wenn das aus der Analysis bekannte
e-0-Kritertum erfillt ist.

O

DEFINITION 2.1.8 (Homéomorphismus). Seien X und Y topologische Rdiume.
Eine Bijektion f: X — Y heifft HomGomorphismus, wenn sowohl f als auch
f~1 stetig sind. Die beiden Riume X und Y heiffen hombéomorph, wenn es einen
Homdéomorphismus f: X —Y gibt.

DEFINITION 2.1.9 (Hausdorfl-Raum, Trennungsaxiom Ts). Ein topologischer
Raum X heifst Hausdorff-Raum, wenn fir je zwei Punkte x,y € X offene Umge-
bungen U, von x und Uy, von y existieren, so dass U, NU, = 0.

BEISPIEL 2.1.10. (1) Die kofinite Topologie auf einer Menge X ist genau
dann hausdorffsch, wenn X endlich ist.
(2) Metrische Riume mit der metrischen Topologie sind Hausdorff-Riume.

(8) Ein Unterraum eines Hausdorff-Raums ist wieder ein Hausdorff-Raum.
O

DEFINITION 2.1.11 (Abzéhlbarkeitsaxiome). Sei X ein topologischer Raum.

(1) Erstes Abzihlbarkeitsaziom: fiir jeden Punkt x € X existiert eine Folge
von offenen Umgebungen (U;);en, so dass fir jede offene Umgebung V
von x ein n € N existiert, fir das U, CV gilt.

(2) Zweites Abzihlbarkeitsaziom: es existiert eine abzihlbare Basis der Topo-
logie auf X, d.h. es gibt eine abzihlbare Menge U = {U; }ien von offenen
Mengen in X, so dass jede offene Menge in X als Vereinigung von Mengen
aus U geschrieben werden kann.

BEMERKUNG 2.1.12. FEine erste axiomatische Definition des Begriffs topolo-
gischer Raum wurde von Feliz Hausdorff in “Grundziige der Mengenlehre” vorge-
nommen. Die Terminologie “Abzihlbarkeitsaxiom” erinnert noch daran.
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BEISPIEL 2.1.13. Metrische Rdume, die eine abzdhlbare dichte Teilmenge ha-
ben, erfillen das zweite Abzdhlbarkeitsaziom. Lokal kompakte Hausdorff-Rdume, die
das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom erfillen, sind metrisierbar. (|

DEFINITION 2.1.14. FEin topologischer Raum X heif$t zusammenhéngend, wenn
es keine diskunkte Zerlegung von X in nichtleere offene Teilmengen gibt.

DEFINITION 2.1.15 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum X heifit kompakt,
wenn fir jede offene Uberdeckung {Ui}ier von X eine endliche Teiliiberdeckung
existiert. Ein topologischer Raum X heifst lokal kompakt, wenn fir jeden Punkt
x € X eine kompakte Menge K C X existiert, die eine offene Umgebung U von x
enthdlt.

BEISPIEL 2.1.16. Der Satz von Heine—Borel besagt, dass die abgeschlossenen
und beschrdinkten Teilmengen im R™ genau die kompakten Teilmengen sind. Insbe-
sondere ist die Binheitskreislinie S* = {(x,y) € R? | 2? + y> = 1} kompakt, aber
R™ nicht. O

UBUNGSAUFGABE 2.1.17. Sei X ein Hausdorffraum. Zeigen Sie:
(1) Ist X kompakt und A C X abgeschlossen, so ist A auch kompakt.
(2) Ist K C X kompakt, dann ist K abgeschlossen in X.
(3) Ist K C X kompakt und M C K, dann ist M kompakt und in K enthalten.

UBUNGSAUFGABE 2.1.18. Sei f: X — Y eine stetige surjektive Abbildung zwi-
schen Hausdorffriumen.
(1) Zeigen Sie: wenn X kompakt ist, dann ist auch Y kompakt.
(2) Geben Sie ein Beispiel, in dem Y kompakt, aber X nicht kompakt ist.

DEFINITION 2.1.19. FEine stetige Abbildung f: X — Y topologischer Rdume
heif$t eigentlich, wenn die Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.

UBUNGSAUFGABE 2.1.20. Eine eigentliche stetige Abbildung f: X — Y in
einen lokal kompakten Hausdorff-Raum Y ist abgeschlossen, d.h. Bilder von ab-
geschlossenen Mengen sind abgeschlossen.

DEFINITION 2.1.21 (Parakompaktheit). Sei X ein topologischer Raum. Fine
offene Uberdeckung {U;}icr heifit lokal endlich, wenn es fiir jeden Punkt eine offene
Umgebung V C X gibt, so dass V NU; # O nur fir endlich viele i € I gilt.

Eine Uberdeckung {V;}icr heifit Verfeinerung einer Uberdeckung {U;} je s, wenn
fiir jede Teilmenge V; ein Index j € J existiert, so dass V; C Uj.

Ein topologischer Raum X heifit parakompakt, wenn jede Uberdeckung eine
lokal endliche Verfeinerung hat.

BEISPIEL 2.1.22. Ein Beispiel fiir eine nicht lokal endliche Uberdeckung von R
ist {(x— 1,24+ 1)z €QneNs}. O

) UBUNGSAUFGABE 2.1.23. Geben Sie eine lokal endliche Verfeinerung dieser
Uberdeckung an.

2.2. Quotiententopologie und Zusammenkleben

DEFINITION 2.2.1 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum und
~C X x X eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen [x] = {y €
X |y ~ x} wird mit X/~ bezeichnet und heifft Quotientenraum; wir haben eine
natiirliche surjektive Abbildung m: X — X/: x — [z]. Auf X/~ wird eine Topo-
logie, die Quotiententopologie, dadurch definiert, dass eine Menge U C X/~ offen
ist genau dann, wenn ihr Urbild m=*(U) C X offen ist.
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BEMERKUNG 2.2.2. Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf X/,
fiir die die Projektion m: X — X/, stetig ist.

UBUNGSAUFGABE 2.2.3. Sei X ein topologischer Raum und ~ C X x X eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei f: X — Y eine Abbildung, die auf den Aquivalenz-
klassen konstant ist. Dann ist die induzierte Abbildung f: X/~ — Y genau dann
stetig, wenn [ stetig ist.

BEISPIEL 2.2.4. Die Kreislinie erhalten wir als Quotient S* = [0,1]/~ mit
der Aquivalenzrelation, die durch 0 ~ 1 g"egeben ist. Alternativ erhalten wir die
Kreislinie als Quotient S' = R/ mit der Aquivalenzrelation

~={x~y|Ine€Z:xz=y+n}
O

BEISPIEL 2.2.5. Die Kugeloberfiiche erhalten wir als Quotient S = [0,1]%/~
mit der Aquivalenzrelation

~={z~yl|z,ye{0,1} x[0,1]U[0,1] x {0,1}}.
O

BEISPIEL 2.2.6. Hiufig werden Quotienten in der (Differential-)Topologie ein-
gesetzt, um topologische Rdaume entlang von Unterrdumen zusammenzukleben. Dazu
betrachten wir ein Diagramm von topologischen Rdumen

X, & 72 X,
Wir definieren einen neuen topologischen Raum
XUz Xy =X, |_|X2/{i1(2:) ~ ’LQ(Z) | FAS Z},

den wir durch Zusammenkleben von X1 und Xo entlang Z erhalten. Dabei sind die
Abbildungen i1 und ie hdufig Inklusionen abgeschlossener Unterrdume, das ist aber
nicht notwendig und funktioniert fiir beliebige stetige Abbildungen. Der zusammen-
geklebte Raum X, Uz Xo hat eine universelle Eigenschaft, diese Konstruktion in
der Kategorientheorie wird als Pushout bezeichnet. O

Im Allgemeinen ist ein Quotient eines Hausdorfl-Raums nach einer Aquivalenz-
relation nicht wieder ein Hausdorff-Raum.

DEFINITION 2.2.7. Wir bezeichnen eine Aquivalenzrelation als offen, wenn die
Projektion m: X — X/ eine offene Abbildung ist, d.h. fiir alle offenen Mengen
U C X ist das Bild n(U) offen in X/~. Dies ist dquivalent dazu, dass fir alle
offenen Mengen U C X die Vereinigung Uzey(z] = 7 Y(n(U)) der Aquivalenz-
klassen von Punkten in U wieder offen ist.

PROPOSITION 2.2.8. Sei X ein topologischer Raum und ~ C X x X eine offene
Aquivalenzrelation. Dann ist der Quotient X/~ genau dann ein Hausdorff-Raum,
wenn ~ C X X X eine abgeschlossene Menge ist. Insbesondere ist ein topologischer
Raum X hausdorffsch genau dann wenn die Diagonale X C X x X abgeschlossen
15st.

BEWEIS. Die Teilmenge ~ ist genau dann abgeschlossen, wenn X x X\ ~ offen
ist. Nach Definition der Produkttopologie ist das genau dann der Fall, wenn fiir
je zwei Punkte z,y mit [x] # [y] offene Umgebungen U und V existieren, so dass
UxVn~=0.

Da ~ offen ist, sind die Projektionen 7(U) und (V') offene Umgebungen von
[] bzw. [y], und aus U x VN ~= ( folgt, dass 7 (U) und 7 (V) disjunkt sind. Damit
haben wir die Richtung " <" gezeigt.
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Wenn nun X/, ein Hausdorff-Raum ist, haben wir fiir je zwei Aquivalenzklassen
[] # [y] disjunkte offene Umgebungen U und V in X/.. Mit der Projektionsabbil-
dung kénnen wir U = (7~ 1(U)) und V = 7(7~1(V)) schreiben, und 7=!(U) und
7~ 1(V) sind also disjunkte offene Umgebungen von x bzw. y. O

UBUNGSAUFGABE 2.2.9. Sei X ein topologischer Raum und ~ C X x X eine
offene Aquivalenzrelation. Sei {B;}icr eine Basis von X . Zeigen Sie, dass die Men-
gen {m(B;)}ier eine Basis der Quotiententopologie auf X/~ bilden. Insbesondere ist
fiir eine offene Aquivalenzrelation ~ auf einem Raum X, der das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom erfillt, dieses Abzdhlbarkeitsaxiom auch wieder fir den Quotienten
X/~ erfillt.

UBUNGSAUFGABE 2.2.10. (*) Wir betrachten die Aquivalenzrelation ~ auf R,
fiir die x ~ y genau dann, wenn x,y € Z oder x =y ist. Zeigen Sie, dass R/ .. nicht
das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfillt.

2.3. Topologische Mannigfaltigkeiten

DEFINITION 2.3.1 (lokal euklidischer Raum). FEin topologischer Raum X heifst
lokal euklidisch, wenn fiir jeden Punkt v € X eine offene Umgebung x € U C X

ezistiert, so dass es einen Homdomorphismus ¢: U Sw auf eine offene Teilmenge
W C R"™ gibt.

UBUNGSAUFGABE 2.3.2. Zeigen Sie, dass fiir jeden Punkt x € R™ und jedes
€ > 0 ein Homdomorphismus B(x;€) = R"™ existiert. Zeigen Sie die analoge Aussage

fiir den offenen Wiirfel

UBUNGSAUFGABE 2.3.3. Welche der folgenden Réiume sind hausdorffsch/lokal
euklidisch/erfiillen das zweite Abzihlbarkeitsaxiom?

(1) offene Unterriume U C R"

(2) X = R™ U {*}, so dass eine Teilmenge U C X offen ist wenn i) x ¢ U
und U C R™ offen oder ii) * € U und U \ {x} C R™ offen.

(3) Alexandroff-Gerade (lange Gerade): zwei Kopien der Ordnungstopologie
auf wy x [0,1) identifiziert an (0,0).

(4) die Teilmenge C' = {(z,y,2) € R3 | 22 + y* = 22} mit der Unterraumto-
pologie.

SATZ 2.3.4 (Invarianz der Dimension). Gegeben seien offene Teilmengen U C
R™ und V CR™. Wenn U und V. homdomorph sind, dann ist schon n =m.

BEMERKUNG 2.3.5. Der Satz iber die Invarianz der Dimension geht um einiges
tber die Methoden der Vorlesung hinaus. Beweisen kann man den Satz mit den
Werkzeugen aus der Vorlesung “Topologie 17, insbesondere der relativen Homologie.
Fiir eine offene Teilmenge U C R™ und einen Punkt x € U berechnet man

~ | Z k=0,n
Hy (U, U\ {z},2) = { 0 sonst

Die relative Homologie Hi, (U, U \ {z}) kennt also die Dimension der offenen Teil-
menge U bzw. des umgebenden R™. Die Homdomorphie-Invarianz der Homologie
impliziert dann die Invarianz der Dimension.

PROPOSITION 2.3.6. Sei X ein lokal euklidischer Raum. Dann ist die lokale
Dimension eine wohldefinierte und lokal konstante Funktion d: X — N. Wenn X
zusammenhdngend ist, dann ist die lokale Dimension konstant.
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BEWEIS. Fiir einen Punkt x € X definieren wir die lokale Dimension als
d(z) := n, wenn ein Paar (U, ¢) bestehend aus einer offenen Menge U C X und

einem Homoomorphismus ¢: U =N C R™ existiert. Nach Definition von lokal
euklidischen Réumen existiert mindestens ein Paar (U, ¢).

Um die Wohldefiniertheit zu zeigen, seien U,V C X offene Umgebungen von
x, mit Homoomorphismen ¢: U — U C R" und vV — V C R™. Fiir den Schnitt
U NV sind dann auch ¢(UNV) C R™ und (U NV) C R™ offen. Aus dem Satz
iiber die Invarianz der Dimension, angewendet auf den Homéomorphismus

pory i p(UNV) S p(UNV),

folgt n = m. Damit ist insbesondere die lokale Dimension wohldefiniert.

Nach Definition existiert fiir jeden Punkt = € X eine offene Umgebung U C X
von z und ein Hom6omorphismus U =50 C R™, so dass insbesondere die lokale
Dimension auf U konstant n ist. Damit ist die lokale Dimension lokal konstant.
Wenn X ein zusammenhéngender Raum ist, muss die lokale Dimension bereits
konstant sein. O

DEFINITION 2.3.7 (Topologische Mannigfaltigkeit). FEin topologischer Raum X
heifst topologische Mannigfaltigkeit (der Dimension n), wenn X Hausdorff und
lokal euklidisch (von Dimension n) ist und das zweite Abzihlbarkeitsaziom erfillt.

Eine Karte fiir die topologische Mannigfaltigkeit X ist ein Paar (U, ¢) bestehend

aus einer offenen Teilmenge U C X wund einem Homdomorphismus ¢: U 50 -
R™. Ein Atlas fir X ist eine Menge von Karten {(U;, ¢;)}icr, so dass {U;}ier eine
offene Uberdeckung von X ist, d.h. Uier Ui = X. Fliir zwei Karten (U, ) und (V, )
heifst der dazugehdrige eingeschrinkte Homdomorphismus

dov L p(UNV) LS UNV S (UNT)

der Kartenwechsel.

ABBILDUNG 1. Atlas und Kartenwechsel



2.4. BEISPIELE 11

UBUNGSAUFGABE 2.3.8. (*) Ist die durch y* = x° in R? definierte Teilmenge
(mit der induzierten Topologie) eine topologische Mannigfaltigkeit?
Hinweis: Zeichnen Sie ein Bild, aber lassen Sie sich dadurch nicht verwirren.

2.4. Beispiele
BEISPIEL 2.4.1. Die n-dimensionale Einheitssphdre
S" ={veR"™ [|lv]| =1}

ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Die Topologie ist die Unterraumtopologie, die
von der Einbettung in R" ! induziert wird. Insbesondere ist S™ mit der Unterraum-
topologie hausdorffsch und erfillt das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom.

Einen Atlas erhdlt man mit der stereographischen Projektion: fir das Komple-
ment S"\{(0,...,0,1)} des Nordpols gibt die stereographische Projektion auf die
Koordinatenebene {(x1,...,2y,0) | z; € R} 2 R™ eine Abbildung

X Tn
S™\{(0,...,0,1)} - R": ey L) B ey .
\{( ’ s YUy )} (xla » L +1) (1_xn+1 1—$n+1>
Eine Umkehrfunktion ist gegeben durch
20, 20, [af? =1
R”—)S"\{(O,...,O,l)}:(xl,...,xn)»—>( e , .
[[z]|* +1 zll> +17 Jlz[* + 1

Aus den Formeln ist dann direkt zu sehen, dass beide Abbildungen stetig sind; wir
haben also einen Homdéomorphismus S"\{(0,...,0,1)} — R™. Analog erhdilt man
eine Abbildung S"\{(0,...,0,—1)} — R™ vom Komplement des Siidpols, indem die
Nenner in der obigen Formel durch 1+ x,11 ersetzt; fiir die Umkehrfunktion muss
nur der letzte Term mit —1 multipliziert werden.

(%, %)

ABBILDUNG 2. Stereographische Projektion

Damit haben wir also einen Atlas, der zeigt, dass S™ eine topologische Mannig-
faltigkeit ist. O

BEMERKUNG 2.4.2. In der Kartographie gibt es verschiedene Mdglichkeiten, die
Erdoberfliche auf Karten zu projizieren. Die bekannte Mercator-Projektion ist win-
keltreu. Sie ist aber weder flichentreu (zu erkennen daran, dass Gronland auf der
typischen Mercator-Projektion grofler erscheint als Afrika, obwohl das tatsdchliche
Verhiltnis der Flichen 2,2 Mkm? zu 30 Mkm? ist) noch richtungstreu (d.h. die
kiirzesten Verbindungen zwischen Punkten, die Grofkreise, werden nicht auf Gera-
den projiziert). Es gibt andere Projektionen, die flichentreu sind.

Genau dieses Problem tritt auch beim Begriff der Mannigfaltigkeit auf. Fir
topologische Mannigfaltigkeiten sind die Abbildungen nur Homdomorphismen. Man
kann auf den Karten also nur topologische Information erkennen. Messungen (von
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Lingen, Winkeln, Flichen etc.) sind nicht mdglich. Nicht einmal eine sinnvolle
Definition von Ableitung oder Integral sind mdglich. Will man mehr Information
tber die Mannigfaltigkeit, miissen die Kartenwechsel auch kompatibel mit dieser
Information sein.

Fiir die Analysis auf Mannigfaltigkeiten werden wir spdter sehen, dass die
Begriffe der Analysis auf Mannigfaltigkeiten definiert werden kinnen, wenn die
Kartenwechsel beliebig oft differenzierbar sind (differenzierbare Mannigfaltigkeiten).
Wenn man Winkel messen mdchte, miissen die Kartenwechsel winkeltreu sein; das
fiihrt auf den Begriff der konformen Mannigfaltigkeit.

UBUNGSAUFGABE 2.4.3. Zeigen Sie, dass das Produkt X xY von topologischen
Mannigfaltigkeiten X und Y wieder eine topologische Mannigfaltigkeit ist. Dabei
tragt X x'Y die Produkttopologie, fiir die eine Basis durch die Menge

{UXxV |U offen in X und V offen in Y}

der “offenen Rechtecken” gegeben ist.

BEISPIEL 2.4.4. Der n-dimensionale Torus ist definiert durch T™ := (S')*".
Nach Ubung und DBeispiel erhdlt der n-Torus die Struktur einer to-
pologischen Mannigfaltigkeit. Insbesondere fiir den 2-Torus kann man auch eine
Mannigfaltigkeitenstruktur durch die Parametrisierung

¢: R = T?: (u,v) — ((R+ rcosu)cosv, (R + 7 cosu) sin v, rsin )

erhalten. Beide Strukturen sind homdéomorph. O

UBUNGSAUFGABE 2.4.5. (1) Zeigen Sie, dass der 2-Torus T? einen Atlas
aus 2 Karten hat.
(2) (*) Begriinden Sie anhand eines Bildes, dass es auch einen Atlas aus 3
Karten gibt, deren Kartenbereiche homéomorph zu R? sind.

BEISPIEL 2.4.6. Der reell-projektive Raum RP"™ hat als Punkte genau die 1-
dimensionalen Untervektorrdume von R*Y. Die Skalarmultiplikation

R* x R™™\ {0} — R™™1\ {0} : (w0, @1, ..., 20) = (ATo, AT1, ..., ATy)

induziert eine Aquivalenzrelation ~ auf R*1\ {0}. Wir bezeichnen die Aquivalenz-
klasse von (xo, ..., x,) mit

[xo: @y i+ s axp] = {(Amo, Aw1, ..., Axy) | A € R*}
Die Abbildung
(R™\ {0}) /R* = RP": [zg : -+~ 2] = R (zo,...,20)

von der Menge der ~-Aquivalenzklassen auf den RP™ ist eine Bijektion, das Tu-
pel [zg : -+ : xp] nennt man auch die homogenen Koordinaten des Punktes R -
(..., Tn).

Wir statten RP™ mit der Quotiententopologie aus. Es existiert ein Atlas mit
n+1 Karten, der den RP" zu einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
macht: fir eine Koordinate x; haben wir auf der offenen Menge {[xo : -+ : xp] |
x; # 0} eine Bijektion

{Jwo - rmp) |2 £0} =2 R [zg: -+ 1 xy] (xo,...,a?i,...,m")
Ty T4
wobei die Notation ©; bedeutet, dass der Eintrag x; aus dem n + 1-Tupel entfernt
wird. Die Topologie auf dem RIP™ ist eindeutig dadurch bestimmt, dass diese Ab-
bildungen Homdomorphismen sein sollen; das heifst, dass der RP" auch durch Zu-
sammenkleben der offenen Mengen {[xg : --- : x,] | ; # 0} konstruiert werden
kann.
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Analog kann man den komplez-projektiven Raum CP"™ mit der Struktur einer
2n-dimensionalen topologischen Mannigfaltighkeit ausstatten. O

BEISPIEL 2.4.7. (1) Auf S™ C R™ ist eine Aquivalenzrelation gegeben
durch x ~ y genau dann, wenn x = +y. Der Quotientenraum S™ /.. kann
mit RP™ identifiziert werden. Wir erhalten die Struktur einer topologi-
schen Mannigfaltigkeit auf RP", indem wir S™ mit solchen offenen Teil-
mengen U iiberdecken, fiir die die Projektion w: S™ — RP" eine Bijektion
U — w(U) induziert. Fir jede solche Teilmenge w(U) C RP™ benutzen wir
die Zusammensetzung von 1 und einer entsprechenden Karte fiir S™ als
Karte fiir RP"™. Die entstehende Topologie auf RP" ist homdomorph zu
der in Beispiel [27.0 diskutierten.

(2) Auf R™ ist eine Gruppenwirkung des Standardgitters Z™ C R™ durch Ad-
dition gegeben:

Z" xR" = R": (a,z) > a+=x

Die Menge der Nebenklassen der Untergruppe Z" C R™ wird mit R™/Z™
bezeichnet. Die Projektion w: R® — R"™/Z™ induziert eine Topologie auf
R™/Z"™; tatsichlich sogar die Struktur einer topologischen Mannigfaltig-
keit. Die Abbildung R — S': z — exp(27iz) induziert einen Homdo-
morphismus R™ /Z™ — T™.

O

Wir kénnen allgemeiner Mannigfaltigkeiten als Quotienten nach geeigneten
Gruppenwirkungen konstruieren.

DEFINITION 2.4.8. Fiir eine topologische Mannigfaltigkeit M und eine Gruppe
G (mit der diskreten Topologie) nennen wir eine stetige Gruppenwirkung p: G x
M — M eigentlich diskontinuierlich, wenn

(1) fir jeden Punkt x € M eine offene Umgebung U, existiert fiir die g(U,) N
U, # 0 schon impliziert, dass g das neutrale Element von G ist, und

(2) die Abbildung (pry,p): G x X — X x X: (g,2) — (z,p(g,2)) eigentlich
ist, d.h. fiir eine kompakte Menge K C X x X ist das Urbild (pry, p) "1 (K)
wieder kompakt in G x X.

PROPOSITION 2.4.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit, G eine diskrete Gruppe und
p: G X M — M eine eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkung. Fir die Aqui-
valenzrelation ~gC M x M auf M, die durch

T~y & dgeG:gr=y

gegeben ist, ist der Quotientenraum M /G := M/~ eine topologische Mannigfaltig-
keit.

BewEIs. Die Aquivalenzrelation ist offen: die Stetigkeit der Wirkungsabbil-
dung p: G x M — M: (g,z) — g -« bedeutet, dass fiir eine offene Menge U C M
und ein Element g € G die Menge g-U = {g -2 | « € U} wieder offen ist. Insbe-
sondere ist fiir eine offene Menge U C M die Menge G - U = |J G - x wieder
offen.

Mit Ubungsaufgabe sehen wir, dass das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom fiir
M/G erfiillt ist.

Wir wollen als Néchstes zeigen, dass der Quotient hausdorffsch ist, dass also
fiir je zwei Punkte xz,y € X mit y ¢ G - z offene Umgebungen U und V von z
und y existieren, so dass fiir alle g € G gilt g(U) NV = ). Aus der Eigentlichkeit
der Abbildung (pry,p): G x M — M x M folgt, dass das Bild (pry, p)(G x M) C

zeU
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M x M abgeschlossen ist. Diese Menge (pry, p)(G x M) C M x M ist aber genau
die Aquivalenzrelation ~¢. Die Behauptung folgt aus Proposition

Es fehlen noch die lokalen Karten in einen geeigneten R™. Fiir z € M existiert
eine offene Umgebung U, so dass fiir alle g € G \ {e} gilt g(U) N U = §. Nach De-
finition der Quotiententopologie ist m: U — 7(U) ein Hom6omorphismus auf eine
offene Umgebung 7 (U) von w(z) € M/G. Da M eine topologische Mannigfaltig-
keit ist, existiert auch eine offene Umgebung V' von x und ein Hombomorphismus
¢: V — V C R". Die Zusammensetzung

AUNV)ZSUNV S eUnV)Cé(V) =V CR

ist ein Homoomorphismus auf eine offene Teilmenge eines euklidischen Raumes.
Damit haben wir auch gezeigt, dass M /G lokal euklidisch ist. (]

BEISPIEL 2.4.10. Ein Beispiel fiir eine Gruppenwirkung ist die Wirkung von
SLo(Z) auf der (offenen) oberen Halbebene H = {z € C | Imz > 0} durch

Mébiustransformationen

a b az+b
st itz (0 4).0) o 228

Diese Wirkung ist nicht eigentlich diskontinuierlich, da z.B. die Matrizen

0 -1 d 0 -1

1 0 u 11
Fizpunkte haben (wo?) und das Zentrum =+lo trivial operiert. Trotzdem ist der
Quotient in diesem Fall eine topologische Mannigfaltigkeit, homdomorph zur Kreis-

scheibe. Die Wirkung wird eigentlich diskontinuierlich, wenn man sich auf geeignete
Kongruenzuntergruppen

I'(m) :={A € SLy(Z) | A =1y mod m} = ker (SLa(Z) — SLo(Z/mZ))

fiir m > 3 einschrinkt. Das Ergebnis sind die sogenannten Modulkurven Y (m), die
in der Zahlentheorie fiir die Klassifikation von elliptischen Kurven mit Level-m-
Struktur benutzt werden. O

Durch geeignete Identifikationen des Randes kénnen wir verschiedene inter-
essante Flichen aus [—1,1] x [—1, 1] konstruieren.

BEISPIEL 2.4.11. Wir erhalten den 2-Torus als Quotienten [—1,1]2/ mit der
durch (=1,s) ~ (1,s), s € [-1,1], und (t,—1) ~ (t,1), t € [-1,1], gegebenen
Aquivalenzrelation. O

r——-% r—

A

~ —
Cdl e

ABBILDUNG 3. Torus als Quotient von [—1, 1]
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BEISPIEL 2.4.12. Wir geben ein paar Beispiele von nicht-orientierbaren Fldchen;
diese haben nur eine Seite, s. Abbildung[{)

e Das Mobiusband kann als Quotient [—1,1] x [—1,1]/~ mit der durch
(=1,—s) ~ (1,5), s € [~1,1] gegebenen Aquivalenzrelation konstruiert
werden

e Die Kleinsche Flasche kann als Quotient [—1,1] x [—1,1]/~ mit der durch
(—1,—s) ~ (1,s), s € [-1,1] und (t,—1) ~ (t,1), t € [-1,1], gegebenen
Aquivalenzrelation konstruiert werden.

e Die reell-projektive Ebene kann als Quotient [—1,1] x [—1,1]/~ mit der
durch (—=1,—s) ~ (1,s), s € [-1,1] und (—t,—1) ~ (t,1), t € [-1,1],
gegebenen Aquivalenzrelation konstruiert werden.

Zu beachten ist, dass der Selbstschnitt in der Darstellung der Kleinschen Flasche
nur durch den Versuch der dreidimensionalen Darstellung zustande kommt. (Ins-
besondere ist die Kleinsche Flasche eine Mannigfaltigkeit.) Auch dreidimensionale
Darstellungen der reell-projektiven Ebene haben immer Selbstschnitte, ein bekanntes
Beispiel ist die Boysche Fldche. O

ABBILDUNG 4. Mobiusband und Kleinsche Flasche

UBUNGSAUFGABE 2.4.13. Wir betrachten noch einmal die Quotientenbeschrei-
bung der Kleinschen Flasche als [—1,1)2/~ mit der durch (—1,—s) ~ (1,s), s €
[—1,1], und (t,—1) ~ (t,1), t € [~1,1], gegebenen Aquivalenzrelation. Zeigen Sie,
dass dieser Quotient lokal euklidisch ist.

2.5. Topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand

Es gibt noch wesentliche Beispiele von Teilmengen in R™, die keine topologi-
schen Mannigfaltigkeiten sind: die abgeschlossenen e-Bélle B(x;e) = {y € R" |
|z — y|| < €}. Die Punkte im Rand dB(z;€) = {y € R" | ||x — y|| = €} haben keine
offenen Umgebungen, die homdomorph zu offenen Teilmengen eines euklidischen
Raumes wéren.
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DEFINITION 2.5.1. Der euklidische Halbraum von Dimension n ist die Menge
H" = {(‘le"?xn) eR" ‘ Ty > O}
Der Rand
OH" = {<x17"-axn) eR" ‘ Tn :0}

kann kanonisch mit R*~1 identifiziert werden, indem die letzte Koordinate wegge-
lassen wird. Das Innere von H™ ist

H" = {(z1,...,2,) €R" |z, > 0}.

DEFINITION 2.5.2 (topologische Mannigfaltigkeit mit Rand). Fin topologischer
Raum X heifsit topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn X hausdorffsch ist,
das zweite Abzihlbarkeitsaxziom erfillt und fir jedes x € X eine offene Umgebung
U von x und ein Homdomorphismus ¢: U — U auf eine offene Teilmenge U CH"
existiert.

Ein Punkt x € X heifst Randpunkt, wenn es eine Karte (U, ¢) mit x € U gibt,
fiir die gilt ¢(x) € OH". Die Menge aller Randpunkte heifst der Rand von X und
wird mit 0X bezeichnet. Ein Punkt x € X heif$t innerer Punkt, wenn es eine Karte
(U, ) mit x € U gibt, fir die gilt p(x) € H". Die Menge aller inneren Punkte heift
Inneres von X und wird mit X bezeichnet.

BEMERKUNG 2.5.3. Eine Umformulierung der Invarianz der Dimension ist die
folgende “Invarianz von Gebieten”: Fiir eine offene Teilmenge U C R™ und eine in-
jektive stetige Abbildung f: U — R™ ist f(U) C R™ offen. Aus dieser Aussage folgt,
dass kein Punkt x in einer Mannigfaltigkeit M mit Rand gleichzeitig Randpunkt und
innerer Punkt sein kann. Ausserdem folgt daraus auch, dass OM eine dim M — 1-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist, und M eine dim M -dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ist.

S@fﬂzﬂz‘ﬁiz %e
b # Qau«(

‘e

/</((é}4,-///(m,v&p,¢

ABBILDUNG 5. Seifert-Fléche fiir den Kleeblattknoten als Beispiel
einer Mannigfaltigkeit mit Rand

UBUNGSAUFGABE 2.5.4. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.
Zeigen Sie, dass der Rand eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

BEISPIEL 2.5.5. Der abgeschlossene n-dimensionale Einheitsball B(0;1) C R™
ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Zuerst bemerken wir, dass fir
jeden Vektor v € R™ mit ||v]| = 1 eine Rotation ¢ in der orthogonalen Gruppe O(n)
existiert, die v auf den Einheitsvektor e,, schickt. Insbesondere reicht es zu zeigen,
dass der FEinheitsvektor e, eine offene Umgebung hat, die homdomorph zu einer
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offenen Teilmenge von H"™ ist. Fine solche Umgebung ist durch x, > 0 gegeben,
und der entsprechende Homdomorphismus durch

¢: U — H": (;L’l,...,a:n)H(xl,...,xn_l,xn—\/1—3:%—~~—x2 )

n—1

Die Abbildung schickt Einheitsvektoren auf OH"™ und alle anderen Punkte im In-

% A

iU — y*

Vé
-AX \/

ABBILDUNG 6. Karte fiir Umgebung von e in B(0;1) C R?

neren des Einheitsballs auf ]Ii]ln; eine inverse Abbildung ist durch

(yl,...,yn)r—)(yl,...,yn,l,ynqt\/17y%7...,y?2%1)

gegeben. Aus diesen Aussagen folgt, dass S"~' der Rand von des Einheitsballs ist,
und das Innere des abgeschlossenen Finheitsballs ist der offene Einheitsball. O

UBUNGSAUFGABE 2.5.6. Geben Sie einen Homdéomorphismus zwischen der ab-
geschlossenen Kreisscheibe D? und dem abgeschlossenen Quadrat [—1,1]2 an.

UBUNGSAUFGABE 2.5.7. Seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten mit
Rand. Dann ist M x N eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand
O(M x N)=(0M x N)U (M x ON).

UBUNGSAUFGABE 2.5.8. Kénnen Sie die eindimensionalen topologischen Man-
nigfaltigkeiten mit bzw. ohne Rand klassifizieren?






KAPITEL 3

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und glatte
Abbildungen

3.1. Partielle Ableitungen und C'*°-Abbildungen

Wir schreiben die Koordinaten(-funktionen) des R™ als x!,..., 2™ ein Punkt

p € R™ hat dann die Koordinaten (z'(p),...,z"(p)). Dies entspricht den Kon-
ventionen der Differentialgeometrie, in denen Vektorfelder mit unteren Indizes und
Differentialformen mit oberen Indizes bezeichnet werden, s. auch Bemerkung|6.2.18

DEFINITION 3.1.1. Sei U C R™ eine offene Teilmenge, f: U — R eine Funktion

und p € U ein Punkt.

e Flir eine natiirliche Zahl k heif$t die Funktion C* am Punkt p, wenn die
partiellen Ableitungen M?Jﬁ
stetig sind.

e Die Funktion heifst C* auf U, wenn sie C* fiir alle Punkte p € U ist.

e Die Funktion heifft C*™ am Punkt p, wenn sie C* fiir alle k ist.

o Eine Funktion f: U — R™ heifit C* am Punkt p, wenn alle Komponen-
tenfunktionen (f*,..., f*) C* am Punkt p sind.

fiir alle j < k am Punkt p ezistieren und

BEMERKUNG 3.1.2. Die C°-Funktionen sind genau die stetigen Funktionen,

C*°-Funktionen heiflen auch differenzierbar bzw. glatt. Wir bezeichnen die Menge
der C*°-Funktionen auf einer offenen Menge U C R™ mit C*°(U).

3.2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

DEFINITION 3.2.1. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit.
(1) Zwei Karten (U,¢: U — R™) und (V,1: V — R"™) sind C*°-kompatibel,

wenn die beiden Kartenwechselabbildungen
pop Lip(UNV) = dp(UNV) und Yo¢ t:p(UNV)—=p(VNV)

C*>°-Abbildungen sind.

(2) Ein C>-Atlas fiir M ist eine Menge {(U;, ¢;: U; = R™) }ier von paarweise
C*°-kompatiblen Abbildungen mit | J;c; Us = M.

(3) Eine Karte (V, 1)) ist kompatibel mit einem C'*°-Atlas {(U;, ¢;) }ic1, wenn
sie kompatibel mit allen Karten im Atlas ist.

(4) Ein C*-Atlas {(U;, ¢i) }icr heifit maximal, wenn jede Karte, die mit dem
Atlas kompatibel ist, bereits im Atlas enthalten ist.

(5) Eine glatte bzw. C°°-Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannigfaltig-
keit mit einem maximalen C'*°-Atlas.

BEMERKUNG 3.2.2. Analoge Begriffe gibt es auch fiir C"-Abbildungen, und C°-

Mannigfaltigkeiten sind genau topologische Mannigfaltigkeiten. Das Bild fiir Atlas
und Kartenwechsel ist genau dasselbe wie fiir topologische Mannigfaltigkeiten, s.
Abbildung [1] auf Seite nur dass in Definition Differenzierbarkeitsvoraus-
setzungen an die Homdomorphismen gestellt werden.

19
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LEMMA 3.2.3. Sei {(U;, ¢:)}icr ein Atlas fiir einen lokal euklidischen Raum.
Wenn zwei Karten (Vi,11) und (Va, 1) mit dem Atlas kompatibel sind, sind sie
kompatibel miteinander.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass g owl_l glatt auf ¢ (V1 NV3) ist. Fiir einen Punkt
p € V1NV, gibt es eine Karte (U;, ¢;) im Atlas so dass p € U ist, also p € ViNVaNU;.
Da die Karten beide kompatibel mit dem Atlas sind, ist die Komposition

PYa oyt = (a0 d ) o (¢ oY)

glatt auf o1 (Vi N Vo N U;). Daraus folgt, dass 1s o 97" glatt auf ¢y (V3 N Va) ist;
analog sicht man, dass 1 o 45 ' glatt auf 4o (V) N V3) ist. O

PROPOSITION 3.2.4. Jeder C*®-Atlas {(U;, ¢;) }icr auf einem lokal euklidischen
Raum ist in einem eindeutigen mazimalen C*°-Atlas enthalten.

BEwEIS. Wir betrachten die Menge aller Atlanten, die kompatibel mit dem
gegebenen Atlas {(U;, ¢;)}ier sind. Diese Menge ist partiell geordnet durch Men-
geninklusion, und abgeschlossen unter Vereinigungen nach Lemma Nach dem
Zornschen Lemma existiert ein maximales Element dieser Menge, also ein maxima-
ler Atlas {(V},v;)}ies-

Wenn es eine Karte (W, o) gibt, die mit dem Atlas {(U;, ¢;) }ier kompatibel ist,
aber nicht im Atlas {(V}, %;)};es enthalten ist, dann ist {(V},¢;)};cs U (W, o) ein
groflerer Atlas, was der Maximalitdt widerspricht. Also enthélt der maximale Atlas
alle Karten, die mit dem gegebenen Atlas kompatibel sind.

Wenn es einen anderen Atlas {(Wy, ok ) ke gibt, der mit dem gegebenen At-
las {(U;, ¢;)}ier kompatibel ist, dann sind nach Lemma auch alle Karten
{(Wk, 0k) }rerx mit dem Atlas {(V},v¢;)};cs kompatibel. Wegen Maximalitét von
{(Vj,¢;)}jes muss dann {(Wy, o) }eex € {(V},¥;)}jes gelten. Dies zeigt die Ein-
deutigkeit des maximalen Atlas. O

BEMERKUNG 3.2.5. Zwei C*°-Atlanten {(U;, ¢i) }icr und {(V,¥;)}jes heifen
auch dquivalent, wenn ihre Vereinigung ein Atlas ist. In der obigen Terminologie
bedeutet das, dass alle Karten (V;, ;) mit dem Atlas {(U;, i) }ier kompatibel sind.
Proposition [3.2.7) bedeutet dann, dass jeder C*-Atlas auf einem lokal euklidischen
Raum dquivalent zu einem eindeutigen mazximalen Atlas ist.

Damit kénnen wir auch eine alternative Definition von glatter Mannigfaltig-
keit in Definition geben: FEine glatte Mannigfaltigkeit ist eine topologische
Mannigfaltigkeit mit einer Aquivalenzklasse von C*°-Atlanten (beziiglich der obigen
Aquivalenzrelation auf Atlanten).

BEISPIEL 3.2.6. Der R™ mit dem Atlas, der nur aus der Karte (R",idgr) besteht,
ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Da nur eine Karte existiert, sind keine
C*>°-Kompatibilititsbedingungen zu tberprifen.

Allgemeiner sind offene Teilmengen in glatten Mannigfaltigkeiten wieder glatte
Mannigfaltigkeiten: fir V.C M offen erhdlt man aus einem C*°-Atlas {(U;, ¢;) }ier
einen C°-Atlas {(V NU;, ¢i|v)}ier fiir V. Die C*°-Bedingungen fir den einge-
schrinkten Atlas folgen direkt aus den C°°-Bedingungen fir {(U;, &:)}icr- d

BEISPIEL 3.2.7. Die n-dimensionale Einheitssphire S™ aus Beispiel ist
eine diﬁerenzier@are Manmnigfaltigkeit, genauer ist der Atlas aus Beispiel ein
C>-Atlas. Die Ubergangsabbildung zwischen den beiden Karten ist

211 2z,
R\ (0} - R\ (0): = () o | R T
ERSEE RS EE
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Die FEintrige vereinfachen sich

2x;
flzl2+1 2x; oy
1|z 2 _(1— 2y 2°
R F R e A
Diese Abbildung ist fir alle Werte (z1,...,z,) € R™\ {0} glatt, also ist die C>-
Kompatibilititsbedingung erfiillt. O

BEISPIEL 3.2.8. Sei U C R™ eine offene Teilmenge und sei f: U — R™ eine
glatte Funktion. Der Graph

I'y=A{(z, f(z) |z€cU} CU xR™

ist eine glatte Mannigfaltigkeit, gegeben durch die Karte pri: I'y — R™.
Tatsdchlich bendtigen wir dafir die Glattheit nicht. Wenn f eine injektive Ab-

bildung ist, hat I'y durch pry: I'y — R™ eine weitere glatte Struktur. Beide Struk-

turen sind diffeomorph, wenn f glatt ist. O

UBUNGSAUFGABE 3.2.9. Zeigen Sie, dass fiir r # 0 das durch x® +y*> — 22 =r
definierte Hyperboloid in R® eine Mannigfaltigkeit ist. (Hinweis: das einschalige
Hyperboloid ist eine Regelfiiche mit zwei Geradenscharen.)

BEISPIEL 3.2.10. Produkte von glatten Mannigfaltigkeiten sind ebenfalls wieder
glatte Mannigfaltigkeiten. Fiir einen C*°-Atlas {U;, ¢;}icr von M und einen C*-
Atlas {Vj, 5} jeq von N st {(U; X V;, i X )} jyerxa ein C*°-Atlas fir M x N.

Insbesondere ist also der n-dimensionale Torus T™ eine glatte Mannigfaltigkeit. [

BEISPIEL 3.2.11. Der reell-projektive Raum RP™ ist eine glatte Mannigfaltig-
keit, genauer erfiillt der Atlas aus Beispiel[2.1.0 die C™-Kompatibilititsbedingung.
Die Karten waren durch

Zo .
i et xpl s A0 =R | —, .., —
b Qoo sl [ £0) R (2, 2)
gegeben. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, reicht es, den Kartenwechsel zwi-
schen ¢o(Uy) und ¢1(Uy) zu betrachten. Die Kartenwechselabbildung ist gegeben
durch )
) Tn
R™ = R™: — = .., —
\{xl 0}_> ('rla 7xn)'_> (561’561 ’CU1)

und diese Abbildung ist offensichtlich beliebig oft differenzierbar, solange x1 # 0 ist.
Ebenso ist der komplez-projektive Raum CP" eine glatte Mannigfaltigkeit. O

UBUNGSAUFGABE 3.2.12 (Grassmann-Mannigfaltigkeit).

Seien 0 < k < n natiirliche Zahlen. Wir bezeichnen mit Gr(k,n) die Menge der
k-dimensionalen Untervektorrdume vonV = R"™. Ein k-dimensionaler Untervektor-
raum W C R™ kann durch eine reelle (n x k)-Matriz mit Rang k dargestellt werden
(die Spalten sind gewdhlte Basisvektoren von W ). Fiir eine invertierbare (k X k)-
Matriz M liefert Rechtsmultiplikation mit M eine andere Basis desselben Vektor-
raums. Insbesondere kinnen wir Gr(k,n) als Quotient der Menge F(k,n) C R"¥
der (n x k)-Matrizen von Rang k beziiglich der Aquivalenzrelation

A~B<+<= dM e€GLy: A=BM
identifizieren. Die Menge Gr(k,n) = F(k,n)/~ wird dadurch ein topologischer
Raum mit der Quotiententopologie.
(1) Zeigen Sie, dass die Aquivalenzrelation ~ offen ist.
(2) Fir einen (n — k)-dimensionalen Untervektorraum A C 'V bezeichnen

wir mit Uy die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume B C 'V mat
A® B=V. Zeigen Sie, dass die Uy offen sind.
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(8) Zeigen Sie, dass fiir B € Us die Abbildung
Homg (B, A) - Ux: (¢p: B— A) =Ty ={b+ ¢(b) | b€ B},

die eine lineare Abbildung ¢: B — A auf ihren Graphen abbildet, eine
Bijektion ist.

(4) Zeigen Sie, dass dies einen glatten Atlas fiir Gr(k,n) definiert. (Hinweis:
Basiswechselmatrizen)

(5) Zeigen Sie, dass Gr(k,n) ein Hausdorff-Raum ist. (Hinweis: Fir je zwei
k-dimensionale Unterridume B und B’ existiert ein n — k-dimensionaler
Unterraum A mit A@B=V und A®B' =V.)

Hinweis: Um eine Vorstellung von der Konstruktion zu bekommen, ist es hilfreich,
den Spezialfall k = 1 zu betrachten, in dem Gr(1,n) = RP" ™" ist.

BEISPIEL 3.2.13. FEine kompakte orientierte Fliche von Geschlecht g kann aus
einem 4g-Eck durch Randidentifikationen konstruiert werden. Dafiir werden die
Kanten mit aq, bl,afl,bfl, .oy 0g, by, ag_l, bg_1 durchmarkiert. Dann identifizieren
wir die Kanten a; und ai_l durch einen Homdéomorphismus, der die Kante a; im
positiven Drehsinn und die Kante a; L im negativen Drehsinn durchliuft; analog fiir

bi und b; " O

\ !
SRV <

ABBILDUNG 7. Kompakte orientierte Fldche von Geschlecht 2.

BEISPIEL 3.2.14. Analog kann eine kompakte nicht-orientierte Fldche von Ge-
schlecht g aus einem 2g-Eck durch Randidentifikationen gegeben durch die Mar-

kierungen aq, a1, a2, az, ..., aq, ag konstruiert werden. Beispiele dafiir sind RP? mit
g =1 und die Kleinsche Flasche mit g = 2, s. Beispiel [2.].13, O

UBUNGSAUFGABE 3.2.15. Zeigen Sie, dass durch die Konstruktionen in Ubungs-
aufgabe [3.2.15 und |3.2.14) tatsdichlich glatte Mannigfaltigkeiten definiert werden,
d.h. geben Sie einen C*°-Atlas an.

3.3. Glatte Abbildungen

Die richtigen /sinnvollen Abbildungen zwischen glatten Mannigfaltigkeiten sind
die glatten Abbildungen. Auch dieser Begriff wird, wie schon der Begriff der Man-
nigfaltigkeit, auf lokale Eigenschaften zuriickgefiihrt: glatte Abbildungen sind Ab-
bildungen, die in Karten als Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von R™
beliebig oft differenzierbar sind.
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DEFINITION 3.3.1 (glatte Abbildung). Seien M und N glatte Mannigfaltigkei-
ten und p € M ein Punkt.

(1) Fine Abbildung f: M — R heifst glatt am Punkt p, wenn es eine Karte
(U, ¢) mitp € U gibt, so dass die Zusammensetzung fop~t: ¢(U) — U —
R am Punkt ¢(p) eine C*°-Abbildung ist. Die Abbildung f heifst glatt auf
M, wenn sie an allen Punkten glatt ist.

(2) Eine stetige Abbildung f: M — N heifit glatt am Punkt p, wenn es eine
Karte (U, ¢) von M mit p € U und eine Karte (V,¢) von N mit f(p) € V
gibt, so dass die Komposition

pofoplig(UNfTHV)) = UNFTHV) =V = (V)

C> am Punkt ¢(p) ist. Die Abbildung f heifit glatt, wenn sie an allen
Punkten glatt ist.

AAL:(JMJ { .
Karten

ABBILDUNG 8. Glatte Abbildung in Karten

NOTATION 3.3.2. Fiir zwei glatte Mannigfaltigkeiten M und N bezeichnen wir
die Menge aller glatten Abbildungen M — N mit C°(M,N). Ein Spezialfall ist
C®(M) := C>(M,R).

PROPOSITION 3.3.3. Sei f: M — N glatt am Punkt p. Fir jede Karte (U, ¢)
von M mit p € U und jede Karte (V,1) von N mit f(p) € V ist die Komposition
pofod igpUNFHV) = UNFTHV) =V = y(V)

C*> am Punkt ¢(p).

BEWEIS. Nach Definition gibt es eine Karte (U’,¢') von M mit p € U’ und
eine Karte (V/,9’) von N mit f(p) € V', so dass ¢’ o fo(¢') ! glatt am Punkt ¢’ (p)
ist. Wegen der C'°°-Kompatibilitit sind die Kartenwechsel ¢/ o ¢~ 1: (U N U’) —
' (UNU")und o (¢ )~L: " (VNV') = p(VNV') beide C*°. Damit ist dann auch
die Komposition

(o) o (W ofo(¢) )o(¢ o ) =tofos™
glatt am Punkt ¢(p). O

BEMERKUNG 3.3.4. Insbesondere ist also die Definition von glatter Abbildung
unabhingig von der Wahl der Karte. Um zu zeigen, dass eine Abbildung glatt ist,
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reicht es auch aus, die Glattheit in den Karten eines nicht notwendig mazximalen
Atlas zu tberprifen.

PRrOPOSITION 3.3.5. Die Komposition von C°°-Abbildungen zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten ist wieder C*°.

BEWEIS. Seien f: M — N und g: N — P glatte Abbildungen, und seien
(U, ¢), (V,¢) und (W, o) Karten fiir M, N und P. Es gilt

cgo(gof)op ™t =(cogoyy ) o(pofogt),

und die beiden Faktoren auf der rechten Seite sind nach Voraussetzung (und Pro-
position [3.3.3)) glatt. Also ist auch die Komposition wieder glatt, was nach Propo-
sition fiir die Behauptung ausreicht. O

NOTATION 3.3.6. Fliir eine glatte Abbildung f: M — N und eine Mannigfaltig-
keit P haben wir eine induzierte Abbildung

e C°(N,P) = C®(M,P): (9: N— P)—gof.
Diese Konstruktion wird auch Pullback genannt. Insbesondere wird die Zuordnung
M — C®(M), (f: M = N)w— (f*: C°(N) - C>*(M))

zu einem kontravarianten Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit
glatten Abbildung in die Kategorie der R-Algebren, s. Anhang[A7]]

UBUNGSAUFGABE 3.3.7. Fiir glatte Mannigfaltigkeiten N, My und M, ist eine
Abbildung f: N — My x My genau dann glatt, wenn die Kompositionenpr,of: N —
M; firi=1,2 glatt sind. Insbesondere sind die Projektionsabbildungen pr;: My X
My — M; glatt.

BEISPIEL 3.3.8. Wenn f: M — N eine glatte Abbildung ist und U C M ei-
ne offene Teilmenge, dann ist die Einschrinkung fly: U C M — N eine glatte
Abbildunyg. O

DEFINITION 3.3.9. Eine Abbildung f: M — N wvon glatten Mannigfaltigkeiten
heifst
o Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch f~' glatt
sind, und
e lokaler Diffeomorphismus, wenn es fir jeden Punkt p € M eine offene
Umgebung U gibt, so dass fly: U — f(U) ein Diffeomorphismus ist.

UBUNGSAUFGABE 3.3.10. (1) Benutzen Sie die Karten aus den Beispie-
len |2.4. 1| bzw. 2.4,51, um einen Diffeomorphismus zwischen CP' und S2
anzugeben.

(2) Die Abbildung C — C: z + 22 definiert eine glatte Abbildung q: CP' —
CP'. Bestimmen Sie die Abbildung q,: S? — S%, die unter dem Diffeo-
morphismus aus (1) zur Abbildung f: CP' — CP' korrespondiert.

(8) Die Abbildung C\ {0} — C: z++ —z 1 dehnt sich zu einer glatten Abbil-
dung j: CP' — CP' aus. Bestimmen Sie die Abbildung j': S* — S2, die
unter dem Diffeomorphismus aus (1) zur Abbildung j korrespondiert.

ProproOSITION 3.3.11. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M eine offene
Teilmenge und ¢: U — R™ eine Abbildung. Dann ist (U, ) genau dann eine Karte
fiir M, wenn ¢: U — ¢(U) ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge ¢p(U) C
R™ ist.
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BEWEIS. Sei (U, ¢) eine Karte fiir M, insbesondere ist ¢: U — ¢(U) bijektiv.
Es reicht zu zeigen, dass ¢ und ¢! glatt sind. Um die Glattheit nachzurechnen
benutzen wir die Karte (U, ¢) fiir U und die Karte (¢(U),idg)) fiir ¢(U). Dann
ist die Komposition idgg) o¢ o ol = idg(y glatt, also ist ¢ glatt. Mit denselben
Karten sehen wir mit ¢ o ¢~ ! o idg(ry = idg(), dass ¢~ ! glatt ist.

Sei umgekehrt ¢: U — ¢(U) ein Diffeomorphismus. Fiir jede Karte (V) von
M sind 1 und ¢! glatt, nach dem vorherigen Schritt. Damit sind die Kartenwechsel
¢o1~! und 1 o ¢~ glatt, also ist (U, ¢) kompatibel mit der glatten Struktur auf
M und damit ist (U, ¢) im maximalen Atlas fiir M enthalten. O

UBUNGSAUFGABE 3.3.12. Bezeichne R die reelle Gerade mit der glatten Struk-
tur, die durch den Atlas (R,idr) gegeben ist, und bezeichne R’ die reelle Gerade
mit der glatten Struktur, die durch den Atlas (R,¢: R — R: z — a:%) gegeben ist.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Die beiden Atlanten (bzw. glatten Strukturen) sind nicht dquivalent.
(2) Die Identitit idg ist kein Diffeomorphismus.
(3) Es gibt einen Diffeomorphismus R — R'.

Fin Standardbeispiel fiir einen loka-
len Diffeomorphismus ist die Abbildung
exp: R — S': x — exp(2riz), die auf der

g—) linken Seite dargestellt ist. Wir konnen die-
Q se Abbildug auch als Quotientenabbildung
IR R — R/Z interpretieren. Jeder Punkt p € R

b hat eine Umgebung U, so dass die indu-
@ op zierte Abbildung exp|y: U — exp(U) ein
Q Difpes Diffeomorphismus ist. Umgekehrt hat hier
RN adf | auch jeder Punkt x € S! eine Umgebung

V, so dass exp~!(V) einfach eine Vereini-
gung von 7 vielen Kopien von V ist. Solche
S 1 Abbildungen heien auch Uberlagerungen.
Weitere Beispiele dieser Art erhalten
wir aus Quotienten nach glatten Wirkun-
gen diskreter Gruppen.

&

BEISPIEL 3.3.13. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und G eine diskrete Grup-
pe. Wir nehmen an, dass G x M — M eine eigentlich diskontinuierliche Grup-
penwirkung durch Diffeomorphismen ist, d.h. fir jedes g € G ist die induzierte
Abbildung g- (—): M — M ein Diffeomorphismus. Dann ist der Quotient M /G ei-
ne glatte Mannigfaltigkeit, und die Quotientenabbildung M — M /G ist ein lokaler
Diffeomorphismus.

Beispiele fiir diese Situation sind T" =2 R"/Z™ und S" / Co = RP". O

UBUNGSAUFGABE 3.3.14. Sei F(k,n) der Raum der (n x k)-Matrizen von
Rang k aus Ubungsaufgabe 3.2.12. Wir betrachten F(k,n) als offene Teilmenge
Mat,,xx(R) = R™ quf, damit wird F(k,n) zu einer glatten Mannigfaltigkeit. Zei-
gen Sie, dass die Quotientenabbildung 7: F(k,n) — Gr(k,n): A~ [A] glatt ist.

UBUNGSAUFGABE 3.3.15 (Hopf-Abbildung). Wir realisieren die 3-Sphire als
S? = {(z,w) € C? | |2)? + |w|> = 1}, und identifizieren CP* = S? wie in Ubungs-
aufgabe|3.5.10, Dann definieren wir die Hopf-Abbildung wie folgt:

n: 83— 8% (z,w) > [z w)].

(1) Zeigen Sie, dass die Hopf-Abbildung glatt ist.
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(2) Berechnen Sie die Darstellung der Abbildung in den durch die stereogra-
phische Projektion gegebenen Karten der Sphdren.

3.4. Zerlegung der Eins

Ein wesentliches technisches Hilfsmittel zum Studium glatter Mannigfaltigkei-
ten sind Zerlegungen der Eins. Sie werden benutzt, um globale Objekte (auf der
ganzen Mannigfaltigkeit) in lokale Objekte (auf offenen Teilmengen einer lokal end-
lichen Uberdeckung) zu zerlegen oder globale Objekte aus lokalen zusammenzu-
kleben. Dadurch kénnen viele globale Aussagen (z.B. Existenz von Vektorfeldern,
Einbettungen in den RY Definition des Integrals) auf lokale Aussagen iiber offene
Teilmengen im R™ zuriickgefithrt werden, die dann aus den Methoden der Analysis
1T folgen.

DEFINITION 3.4.1. Fir eine Funktion f: M — R auf einer Mannigfaltigkeit M
definieren wir den Tréager von f durch

supp f ={p € M | f(p) # 0}

Zum Zerlegen und Zusammenkleben von Objekten auf Mannigfaltigkeiten (z.B.
Schnitten in Vektorbiindel, oder Einbettungen in RY) benstigen wir glatte Funk-
tionen, die auf vorgegebenen Teilmengen U und V in M mit disjunktem Abschluss
die Werte 0 bzw. 1 annehmen.

Wir beginnen mit der Funktion

0 x <0

a:R—)R:xH{ 1T 250

UBUNGSAUFGABE 3.4.2. Zeigen Sie, dass es Polynome P, (T) gibt, so dass

n Pnle_% z>0

Insbesondere ist a glatt.

ABBILDUNG 9. Die Funktionen « und S

Wir betrachten die Funktion

. . a(z)
B:R—=R: »—>a(x)+a(1ix).

Fiir den Nenner gilt

@) +at-a = { o T2
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und auf den angegebenen Bereichen sind die entsprechenden Werte grofler als 0.
Insbesondere ist 8 eine glatte Funktion, die konstant 0 fiir z < 0 und konstant 1
fiir x > 1 ist.

Fiir zwei reelle Zahlen a,b € R haben wir eine lineare Koordinatentransforma-
tion
x — a?
o
die [a?,b?] auf [0, 1] abbildet. Die Funktion

T —a?
V(z) =P (bg_ag)
ist dann eine C°°-Funktion, die auf (—oo, a?) den Wert 0 und auf (b, oo) den Wert
1 annimmt. Die C*°-Funktion §(x) = ~(z?) nimmt dann auf [—a,a] den Wert 0

und auf (—oo, —b) U (b, 00) den Wert 1 an.
Zuletzt haben wir mit

T —

2 2
A:R%R:lﬁ(“)
—a

eine glatte Funktion konstruiert, die auf [—a,a] den Wert 1 und auf (—oo, —b) U
(b, 00) den Wert 0 annimmt.

o.s
o6 |

oal|

ABBILDUNG 10. Die Funktion A fir a =1 und b = 2

Analog kénnen wir durch o(x) = A(||z||) eine Funktion o: R™ — R definieren,
die auf dem abgeschlossenen Ball von Radius @ um 0 den Wert 1 hat und auflerhalb
des abgeschlossenen Balls vom Radius b um 0 den Wert 0 hat. Wir formulieren
dieses Ergebnis:

ProPOSITION 3.4.3. Sei K C R"™ eine kompakte Teilmenge und U C R" eine
offene Umgebung von K. Dann existiert eine glatte Abbildung f: R™ — [0,1], so
dass flgk =1 und supp f C U.

BewEIs. Fiir jeden Punkt z € K existiert ein ¢ mit B(z,¢) € U und wir
kénnen eine Funktion o, finden, die auf B(z,¢) strikt positiv ist und auBerhalb
B(z, €) verschwindet. Da K kompakt ist, konnen wir K mit endlich vielen solchen
Billen B(z;,€;), i € {1,...,m} iiberdecken. Die Funktion ¢ = > " o, ist strikt
positiv auf K, glatt auf R" und hat Triger supp¢ = (-, B(z;,¢;) C U. Da K
kompakt ist, hat ¢ ein Minimum g auf K. Wir benutzen dann die oben definierte
Funktion v mit @ = 0 und b? = p. Dann ist o ¢: R™ — [0, 1] glatt, konstant 1 auf

K und supp(yo¢) C U. O

Mit diesen Funktionen kénnen wir verschiedene lokal definierte Objekte auf
Mannigfaltigkeiten ausdehnen. Das einfachste Beispiel fiir Funktionen ist die fol-
gende Aussage:
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PROPOSITION 3.4.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M eine offene
Umgebung eines Punktes p und f: U — R eine glatte Funktion. Dann existiert
eine glatte Funktion f: M — R und eine offene Umgebung V C U won p, so dass
f=Tflv.

BeEWwEIS. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit existiert eine Karte (U, ¢), so
dass suppo C ¢(U) (skalieren!). Dann betrachten wir die Funktion o o ¢: U —
#(U) CR™ % R. Das Produkt (oo ¢) - f ist identisch f in einer Umgebung von p,
nimlich auf dem Urbild ¢~1(B(0,1)). Da supp f C ¢(U), kénnen wir die Funktion
auf M\ U durch 0 fortsetzen und erhalten die behauptete Erweiterung fvon f. O

DEFINITION 3.4.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und {U;}icr eine lo-
kal endliche Uberdeckung. Eine glatte Zerlegung (auch: Partition) der Eins zur
Uberdeckung {U;}ics ist eine Menge von glatten Funktionen {\;: M — R>ot}ier,
so dass supp A\; C U; und

dai=1

iel
PROPOSITION 3.4.6. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit und {U;}icr
eine Uberdeckung. Dann existiert eine glatte Zerlegung der Eins {\;}icr zu {U;}icr.

BEWwEIs. Fiir jeden Punkt p € M existiert eine offene Umgebung U; von p und
eine glatte Funktion \;: M — R, so dass supp A\; C U; und \; konstant 1 auf einer
Umgebung W, von p ist. Dann ist {W,, | p € M} eine Uberdeckung von M und hat,
da M kompakt ist, eine endliche Teiliiberdeckung {W,,, ..., W,, }. Wir bezeichnen
die dazugehorigen Funktionen mit Ay, , ..., Ap,,. Die Funktion A =} A, ist iiberall

positiv, und wir definieren ¢; = )\% Dann haben wir ) ¢; = 1. Da A > 0 ist auch
supp Ap, = supp ¢; C Uj; also haben wir eine Zerlegung der Eins {¢;} e und fiir
jeden Index j € J einen Index ¢ € I mit supp ¢; C U;.

Zuletzt miissen noch die Indexmengen iibereinstimmen. Wir wéhlen fiir jeden
Index j € J einen Index 7(j) € I so dass supp ¢; C U, ;). Dann definieren wir fiir

jedes v €I
Pi = Z ¢j

7(j)=i
mit der Konvention, dass p; = 0, wenn kein j mit 7(j) = ¢ existiert. Dann ist

dri=> >, ij:i_il%‘:l-

icl i€l 7(5)=1

Es ist leicht zu zeigen, dass

supp Y ¢; € | suppo;
rG= )=
und damit haben wir supp p; C UT(j):i ¢; C U;. Also ist {p;}ier eine zu {U; }ier
untergeordnete Zerlegung der Eins. O

BEMERKUNG 3.4.7. Allgemeiner kann man die Ezistenz von stetigen Zerlegun-
gen der Eins auf parakompakten Rdumen zeigen. Da Mannigfaltigkeiten insbesonde-
re parakompakt sind, existieren Zerlegungen der Eins auf allen Mannigfaltigkeiten.
Der Beweis ist aber etwas komplizierter...

UBUNGSAUFGABE 3.4.8. Sei M eine (para-)kompakte glatte Mannigfaltigkeit,
und seien g: M — R sowie e: M — (0,00) stetige Abbildungen. Zeigen Sie die
Ezistenz einer glatten Abbildung h: M — R mit |h(z) — g(z)| < e(z) fir alle
ze M.
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Hinweis: Betrachten Sie die Uberdeckung U, = {y | |g(y)—g(z)| < e(y)}, x € M
und eine dazu untergeordnete Zerlequng der Eins (Ug, A\y)wen- Der Ansatz fiir die
gesuchte glatte Funktion ist dann h(z) := -,  Ay(2)g(y)-

3.5. Glatte Mannigfaltigkeiten mit Rand

DEFINITION 3.5.1. Sei A C R™ eine Teilmenge (nicht notwendig offen). Eine
Abbildung f: A — R™ heifit glatt, wenn es eine offene Umgebung A C U C R"™
und eine glatte Funktion h: U — R™ gibt, so dass f = h|a.

UBUNGSAUFGABE 3.5.2. Eine Abbildung f: A — R™ ist genau dann glatt im
Sinne von Definition wenn jeder Punkt a € A eine Umgebung U C R™ hat,
so dass eine glatte Funktion h: U — R™ existiert mit hly = f|u.

Hinweis: Zerlegung der Eins.

DEFINITION 3.5.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Zwei
Karten (U,¢: U — H") und (V,¢: V — H") von M heiflen C*°-kompatibel, wenn
die beiden Kartenwechselabbildungen

poyp™Lp(UNV) = oUNV)— H" — R"

Yvop t:p(UNV) — PUNV)—=H" —R"
(zusammengesetzt mit der Finbettung in R™) glatt im Sinne der Definition m
sind.

Analog zu Definition|3.2.1) ist ein C°°-Atlas fiir M durch eine Menge von paar-
weise C'°-kompatiblen Karten gegeben. Fine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand ist

dann eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand zusammen mit einem glatten At-
las.

BEMERKUNG 3.5.4. Die Definitionen von Randpunkten und inneren Punkten
ist dieselbe wie tm Falle topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand.

UBUNGSAUFGABE 3.5.5. Fiir eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit
Rand ist OM eine (n — 1)-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und M eine n-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.

UBUNGSAUFGABE 3.5.6. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit mit Rand.
Fiir jede glatte Abbildung f: OM — R existiert eine glatte Abbildung g: M — R
mit gloar = f-

UBUNGSAUFGABE 3.5.7. (1) Wenn M eine glatte Mannigfaltigkeit und N
eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand ist, dann ist M x N eine glatte
Mannigfaltigkeit mit Rand O(M x N) = M x ON.

(2) (*) Zeigen Sie, dass (im Gegensatz zum topologischen Fall) das Produkt

von glatten Mannigfaltigkeiten mit Rand nicht wieder eine glatte Mannig-
faltigkeit mit Rand ist.

BEMERKUNG 3.5.8. Fiir Produkte von glatten Mannigfaltigkeiten mit Rand gibt
es den Begriff der Mannigfaltigkeit mit Ecken.

UBUNGSAUFGABE 3.5.9. Die n-dimensionale Finheitskreisscheibe
D" = {(xl,...,xn) e R™ | fo < 1}

ist eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Die natirliche Inklusion
D™ < R"™ ist eine glatte Abbildung.

DEFINITION 3.5.10. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Fin Kragen fiir den
Rand ist eine offene Umgebung U von OM zusammen mit einem Diffeomorphismus

¢: OM x [0,1) = U.
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ABBILDUNG 11. Kragen fiir Mannigfaltigkeit mit Rand

BEMERKUNG 3.5.11. Die Ezxistenz von Kragen fir Rdinder werden wir spdter
sehen, wenn wir Vektorfelder diskutieren.

DEFINITION 3.5.12. Seien My und My zwei Mannigfaltigkeiten, deren Rdnder
jeweils einen Kragen ¢;: OM; x [0,1) — U; haben. Wenn es einen Diffeomorphis-
mus : OM; =N OMs gibt, dann kionnen wir My und My entlang 1 zusammenkle-
ben:

Ml |_|¢ M2 = ((M1 \ 8M1) L (M2 \ GMQ)) /N,

wobei die Aquivalenzrelation durch ¢y(z,t) ~ ¢o(v(z),1 —t) fir x € OM; und
t € (0,1) gegeben ist.

0?%

(><+ ~ o (@ G)a-+)

a4

X
/V,/I u‘(?,/ M?,

ABBILDUNG 12. Verkleben von Mannigfaltigkeiten entlang der
Rénder mit Kragen

UBUNGSAUFGABE 3.5.13. Beweisen Sie, dass dadurch tatsichlich eine glatte
Mannigfaltigkeit gegeben ist.
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Eine Variante dieser Konstruktion ist die zusammenhéngende Summe von Man-
nigfaltigkeiten.

DEFINITION 3.5.14. Seien My und My zwei topologische Mannigfaltigkeiten von
Dimension n. Wir wihlen zwei injektive Abbildungen iq: D™ — M und iz: D™ —
Ms und nehmen an, dass diese Homdéomorphismen auf die jeweiligen Bilder sind.
Die zusammenhéngende Summe M # M, ist definiert als

(M1 \22(0)) U (M2 \ i2(0))) /{ia (tu) ~ io((1 = t)u) [ u € OD",t € (0,1)}.

BEMERKUNG 3.5.15. Fs ist nicht offensichtlich, inwieweit das Ergebnis My # My
von der Wahl der FEinbettungen i1 und io abhdngt. Tatsdchlich kann man zei-
gen, dass das Ergebnis unter geeigneten Umstinden bis auf Homdomorphismus
unabhdngig von den Einbettungen ist: dafiir miissen beide Mannigfaltigkeiten orien-
tiert sein, die Finbettungen einen beidseitigen Kragen haben und selbst dann werden
komplizierte Sitze (Kirby annulus theorem fiir topologische Mannigfaltigkeiten, Pa-
lais disc theorem fiir glatte Mannigfaltigkeiten) benditigt.

UBUNGSAUFGABE 3.5.16. (1) Das (abgeschlossene) Mébiusband
B=[-1L1/{(-1,-s) ~ (1,5) | s € [-1,1]}

ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand OB = S'.

(2) Wir verkleben das Mébiusband mit einer abgeschlossenen Kreisscheibe D?
entlang der Rdnder. Genauer wdihlen wir also einen Homdomorphismus
i1: St =2 OB und einen Homdoomorphismus is: S = 0D? und betrachten
den Quotienten

X = (BuUD?)/{ii(z) ~ia(x) | x € S'}.

Zeigen Sie, dass das Ergebnis X homdomorph zu RP? ist.

(8) Wiihlen Sie fiir Mobiusband und Kreisscheibe einen geeigneten Kragen und
zeigen Sie, dass das Ergebnis X des Verklebens eine glatte Mannigfaltigkeit
ist, die diffeomorph zu RP? ist.

3.6. Ausblick: Lie-Gruppen und Wirkungen

DEFINITION 3.6.1. Fine Lie-Gruppe ist eine glatte Mannigfaltigkeit G zusam-
men mit einer Gruppenstruktur u: G x G — G, (=)~': G — G, so dass Multipli-
kation u und Invertieren (—)~! beide glatte Abbildungen sind.

BEISPIEL 3.6.2. Bezeichne GL,, die Gruppe der invertierbaren (n xn)-Matrizen
mit der Matrizenmultiplikation. Wir konnen GL,, als offene Teilmenge in R™ jden-
tifizieren: im Raum aller Matrizen ist GL,, das Komplement des Unterraums, der
durch {(a;j)i,; | det(ai;) = 0} definiert wird. Dass GL,, eine offene Menge ist, folgt
aus der Stetigkeit der Determinantenabbildung R™ = R. Als offene Teilmenge im
R st GL,, also eine glatte Mannigfaltigkeit.

Die Multiplikationsabbildung GL,, x GL,, — GL,: (A, B) — A - B ist glatt, da
die Formel fiir Matrizenmultiplikation polynomial in den Eintrdgen der zu multi-
plizierenden Matrizen ist. Genauso ist auch die Cramersche Regel zum Invertieren
von Matrizen polynomial in den Eintrdgen der zu invertierenden Matriz, also ist
auch das Matrizeninvertieren GL,, — GL,,: A — A~ glatt. O

BEMERKUNG 3.6.3. Mit demselben Argument wie fiir GL,(R) sieht man, dass
GL,,(C) eine Lie-Gruppe ist. Die aus der linearen Algebra bekannten Matrizengrup-
pen SO(n), U(n) und Sp(2n) sind weitere Beispiele fiir Lie-Gruppen. Zumindest die
halbeinfachen Lie-Gruppen konnen komplett klassifiziert werden. Quotienten von
Lie-Gruppen nach geeigneten abgeschlossenen Untergruppen liefern viele weitere
interessante Beispiele fir glatte Mannigfaltigkeiten.
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UBUNGSAUFGABE 3.6.4. Die Liegruppe SLy(R) ist diffeomorph zu S* xR.

UBUNGSAUFGABE 3.6.5. Zeigen Sie, dass die Gruppe SU(2) der unitiren (2 x
2)-Matrizen mit Determinante 1 eine glatte Mannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie, dass
SU(2) diffeomorph zu S* ist.

UBUNGSAUFGABE 3.6.6. Zeigen Sie, dass die Spurabbildung tr: SU(2) — [~2,2]
eine glatte Abbildung ist.

DEFINITION 3.6.7. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Fine Links-Gruppen-
wirkung von G auf X ist eine Abbildung p: G x X — X: (g,x) — g-x, so dass fir
alle gh € G undx € X gilt g+ (h-x) = (gh) -z und eg -x = x.

Sei G eine Lie-Gruppe und M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fine glatte Links-
wirkung von G auf M ist eine Linkswirkung p: G X M — M, die als Abbildung von
Mannigfaltigkeiten glatt ist.

Analog konnen wir glatte Rechts-Gruppenwirkungen p: M xG — M definieren.
Wir geben ein paar Beispiele fiir glatte Wirkungen.

BEISPIEL 3.6.8. (1) Die Multiplikation u: G x G — G ist ein Beispiel fiir
die Wirkung einer Gruppe auf sich selbst.

(2) Rechtsmultiplikation mit Matrizen in Ubungsaufgabe ist eine Rechts-
wirkung F(k,n) x GLx(R) — F(k,n). Linksmultiplikation mit Matrizen
aus GL, (R) induziert eine Linkswirkung GL, (R) x Gr(k,n) — Gr(k,n).

(3) Fassen wir S* = {(z,w) € C? | |2> + w|* =1} C C* und S* = {z € C |
|z| =1} € C auf, dann definiert die Skalarmultiplikation eine Wirkung,
die fiir die Hopf-Abbildung in Ubungsaufgabe eine Rolle spielt:

St x 83— S3: (A, (z,w)) = (\z, \w).

(4) Die Gruppe O(n) wirkt in natirlicher Weise durch Matrizenmultiplikation
auf R™. Diese Wirkung schrinkt sich zu einer glatten Wirkung auf der
FEinheitssphire S*~' C R™ ein.

O

Wirkungen von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigkeiten tauchen héufig beim Stu-
dium von Symmetrien von Differentialgleichungen auf und sind insbesondere in
der mathematischen Physik, z.B. Eichfeldtheorie, zentrale Objekte. Fiir geeignete
Gruppenwirkungen GxM — M sind die Quotienten/Bahnenrdume wieder Mannig-
faltigkeiten. Auf diese Art kénnen viele geometrisch interessante Mannigfaltigkeiten
konstruiert werden.

3.7. Ausblick: Flichenklassifikation

Wir haben bisher konkrete Beispiele fiir kompakte zwei-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten gesehen: kompakte orientierbare Fldchen von Geschlecht g wur-
den in Beispiel [3.2.13] konstruiert, und kompakte nicht-orientierbare Flichen in
Beispiel Tatséchlich lassen sich geschlossene Flidchen (d.h. kompakte 2-
dimensionale Mannigfaltigkeiten ohne Rand) komplett klassifizieren.

Die wesentliche Kennzahl einer geschlossenen Fliche ist das Geschlecht, das
auch in den Beispielen [3.2.13] und [3.2.14] auftauchte. Im orientierbaren Fall ist das
Geschlecht g der Fliache ¥ die maximale Anzahl an disjunkten einfachen geschlos-
senen Kurven auf der Fliche, so dass das Komplement dieser Kurven noch zusam-
menhéingend ist. Alternativ, ist das Geschlecht die Anzahl der Locher bzw. Henkel

LAn dieser Stelle ist orientierbar bzw. nicht-orientierbar noch nicht formal definiert. Informell
geht es darum, ob die Fliche zwei Seiten hat (innen und auflen wie beim 2-Torus) oder nur eine
Seite (wie bei der Kleinschen Flasche). Die genaue Definition von Orientierung werden wir erst
im Kapitel |7 sehen.
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einer orientierbaren geschlossenen Fliche: die Sphiire S? hat Geschlecht 0 (Jordan-
scher Kurvensatz), der Torus T2 hat Geschlecht 1 und die Fliichen in Abbildung
auf Seite 22 und Abbildung [I2] auf Seite [30] haben Geschlecht 2.

SaTz 3.7.1 (Klassifikation geschlossener Flichen). Jede zusammenhingende ge-
schlossene Fliche ist homoomorph zu einer der folgenden:

(1) der 2-Sphire S?
(2) einer zusammenhdingenden Summe von g Kopien von T2, g > 1 oder
(8) einer zusammenhdingenden Summe von g Kopien von RP?, g > 1.

Auflerdem sind zwei zusammenhdngende geschlossene Flichen diffeomorph genau
dann, wenn sie homdéomorph sind.

Wie koénnen wir erkennen, welche Fliache wir vor uns haben? Betrachten wir
den Fall, dass die Fliche wie in den Beispielen [3.2.13] und [3.2.14] durch Randiden-
tifikationen fiir ein Polygon gegeben ist. Zuerst unterscheiden wir in orientierbare
(Falle 1 und 2) und nicht-orientierbare Flichen (Fall 3). Eine Flédche ist genau dann
nicht-orientierbar, wenn wir ein Mobiusband finden koénnen. Ist die Flache durch
Randidentifikationen fiir ein Polygon gegeben, enthiilt die Fliche ein M6biusband,
wenn es zwei Kanten mit derselben Markierung gibt, die in dieselbe Richtung ori-
entiert sind. Die zweite Information, nach der Orientierbarkeit, ist dann die Euler-
Charakteristik. Fiir eine Flédche 3, die aus Polygonen zusammengeklebt ist, definie-
ren wir die Euler-Charakteristik durch

x(2)=V -E+F,

wobei V' die Anzahl der Eckpunkte, E die Anzahl der Kanten und F' die Anzahl der
Flachen der Polygonzerlegung bezeichnen. Dies ist eine Verallgemeinerung der Eu-
lerschen Polyederformel V — E+ F = 2 fiir den Spezialfall konvexer Polyeder (deren
Oberfliche homdomorph zu S? ist). Die Beziehung zwischen Euler-Charakteristik
X(X) und Geschlecht ist g dann wie folgt gegeben. Fiir orientierbare Flichen ist
x(X) = 2 — 2¢g, und in diesem Fall ist die Fliche homéomorph zu S? (wenn g = 0)
bzw. zu einer zusammenhingenden Summe T2# - - - #T? von g Kopien des 2-Torus
(wenn g > 1). Fiir nicht-orientierbare Flichen ist x(X) = 2 — g und in diesem Fall
ist die Fliiche homdomorph zu einer zusammenhingenden Summe RP?# - - - 4 RP?
von g Kopien der reell-projektiven Ebene.

Die Euler-Charakteristik ist auch eine Homdomorphismus-Invariante, d.h. zwei
Fléchen mit unterschiedlicher Euler-Charakteristik kénnen nicht homéomorph sein.
Diese Sorte von Aussagen kann z.B. mit den Mitteln der Vorlesung Topologie 1
bewiesen werden.

Die Fliachenklassifikation ist ein sehr klassischer Satz, bekannt in unterschied-
lichen Formen seit dem spéten 19. Jahrhundert, wird in der Vorlesung hier aber
nicht bewiesen. Es gibt unterschiedliche Beweise, z.B. {iber die Theorie Riemann-
scher Fliachen in der komplexen Analysis, kombinatorisch iiber Triangulierbarkeit
und Reduktion auf die Normalformen in den Beispielen [3.2.13| und [3.2.14] oder dif-
ferentialtopologisch iiber Morse-Theorie wie in [Hir94]. Ein relativ kurzer Beweis,
der auch mit den Mitteln der Vorlesung verstanden werden kann, findet sich in

e https://www3.nd.edu/ andyp/notes/ClassificationSurfaces.pdf

UBUNGSAUFGABE 3.7.2. (1) Zeigen Sie RP*#RP? = K, wobei K die
Kleinsche Flasche bezeichnet.
(2) Zeigen Sie T?>#RP? = K#RP?.

UBUNGSAUFGABE 3.7.3. Kénnen Sie die folgenden Flichen identifizieren?
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3.8. Ausblick: Differentialtopologie und Klassifikation von glatten
Mannigfaltigkeiten

Es gibt sehr exotische Beispiele von Mannigfaltigkeiten. Die Gebiete, die sich
mit solchen Fragen beschéftigen sind die Differentialtopologie bzw. die geometrische
Topologie.

e John Milnor entdeckte glatte Strukturen auf S”, die nicht diffeomorph
zur Standardstruktur aus Beispiel sind. Milnor und Kervaire bewie-
sen, dass es 28 paarweise nicht-diffeomorphe glatte Strukturen auf der S”
gibt (und allgemeine Aussagen zur Anzahl von Diffeomorphieklassen von
glatten Strukturen auf S” sind bekannt).

e Freedman und Donaldson zeigten, dass es eine glatte Struktur auf dem R*
gibt, die nicht diffeomorph zum Standard R* ist. Inzwischen ist bekannt,
dass es iiberabzihlbar viele paarweise nicht-diffeomorphe glatte Struktu-
ren auf R* gibt. Andererseits sind fiir alle n # 4 alle glatten Strukturen
auf R™ diffeomorph.

e Es gibt auch topologische Mannigfaltigkeiten, auf denen es keine glatte
Struktur, also keinen C'*°-kompatiblen Atlas gibt.



KAPITEL 4

Tangentialvektoren und Differential

Lineare Algebra ist nahezu die einzige Moglichkeit in der Mathematik, Proble-
me tatséchlich zu l6sen. Man kann sich also fragen, wie viel man iiber Mannigfal-
tigkeiten und glatte Abbildungen mit Hilfe der linearen Algebra sagen kann. Die
beste lineare Annéherung an eine Mannigfaltigkeit ist der Tangentialraum. Kurven
in der Mannigfaltigkeit werden durch lineare Annidherung auf die Geschwindigkeits-
vektoren an einem Punkt reduziert; dies fithrt zum Konzept des Tangentialvektors.
Fiir Funktionen in der Umgebung eines Punktes ist die lineare Annédherung durch
die Ableitung (alternativ, durch Taylor-Approximation) gegeben; durch (lineare)
Taylor-Approximation werden Funktionen zu Linearformen auf dem Tangential-
raum. In dieser Formulierung reduziert sich die Richtungsableitung von Funktio-
nen in Richtung von Tangentialvektoren auf die Auswertung von Linearformen auf
dem Tangentialraum. Mit dieser Sichtweise konnen wir Tangentialvektoren als De-
rivationen betrachten, also als Operatoren auf dem Raum der Funktionenkeime an
einem Punkt. Umgekehrt kénnen wir die Ableitung einer Funktion als Linearform
auf dem Raum der Tangentialvektoren sehen.

Ein weiterer (insbesondere auch fiir physikalische Anwendungen durchaus zen-
traler) Aspekt dieser Formulierung von Tangentialvektoren durch Kurvenkeime
oder Derivationen ist die Unabhéngigkeit der Definition von gewéhlten Koordina-
ten. Fiir konkrete Rechnungen miissen natiirlich immer noch Koordinaten gew&hlt
werden, aber fiir Definitionen und Beweise allgemeiner Aussagen sind koordinaten-
freie Darstellungen immer vorzuziehen.

4.1. Wiederholung Analysis

Wir wiederholen ein paar Begriffe aus der Analysis-Vorlesung, die wir auf Man-
nigfaltigkeiten {ibertragen wollen. Hauptséchlich geht es jetzt erst einmal um die
ersten partiellen Ableitungen, die Jacobi-Matrix und die damit formulierte lineare
Approximation von differenzierbaren Abbildungen. Diese Begriffe spielen fiir Tan-
gentialbiindel und Vektorfelder zentrale Rollen. Dagegen sind hohere (partielle)
Ableitungen weit weniger zentral fiir die Vorlesung — die allgemeineren Formulie-
rungen von Kriimmung, die in zweiten Ableitungen kodiert ist, sind aber in der
Riemannschen Geometrie fundamentale Begriffe.

4.1.1. Partielle Ableitungen und Jacobi-Matrix. Wir bezeichnen mit

rt,...,r" die Standardkoordinatenfunktionen auf R™:

ri:R"%R:U:ZvieiHvi.

7

Sei f: R™ — R™ eine Abbildung, so dass alle partiellen Ableitungen nach r!,... r"?
existieren und stetig sind. Mit den Standardkoordinaten s!,..., s™ auf R™ kénnen
wir f auch in die Komponentenfunktionen f* = s*o f zerlegen. Die Jacobi-Matriz

35
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der Abbildung f ist dann eine (m x n)-Matrix, deren Eintréige die partiellen Ablei-
tungen der Komponentenfunktionen nach den Koordinatenfunktionen r* sind:

o %
0 =(35).
27]

Die Kettenregel aus der Analysis II besagt dann, dass fiir differenzierbare Funktio-
nen f: R® — R™ und g: R™ — R! die Verkniipfung g o f auch differenzierbar ist,
und es gilt

Jgor(p) = Jg(f(p)) - J¢(p)-

Zwei wichtige Spezialfille der Jacobi-Matrix sind Gradient und Tangential-
vektoren fiir Kurven. Fiir den Spezialfall m = 1 besteht die Jacobi-Matrix einer

Abbildung f: R™ — R nur aus einer Zeile. Dieser Vektor grad f = (%) ~der par-
J

tiellen Ableitungen von f heifit Gradient von f. Der Gradientenvektor an einem
Punkt p zeigt in Richtung des stirksten Anstiegs der Funktionswerte von f um
p, und steht senkrecht auf dem Raum der Tangentialvektoren an die Niveaumenge
{zx € R" | f(z) = f(p)}. Fiir einen beliebigen Vektor v mit |jv|]| = 1 ist die Rich-
tungsableitung von f in Richtung v durch das Skalarprodukt grad f - v mit dem
Gradienten gegeben. Der Gradient beschreibt die beste lineare Ann#herung an die
Funktion f, und taucht als Koeffizient des linearen Terms in der Taylor-Entwicklung
von f auf.

UBUNGSAUFGABE 4.1.1. Gegeben ist die Funktion f: R* = R: (z,7) — 243>
Berechnen Sie den Gradienten von f und zeichnen Sie das zugehirige Gradienten-
vektorfeld grad f. (Zeichnung fir U = (—=2,2) x (—2,2), mit geeigneter Skalierung,
Vergleich mit Niveaulinien fiir Funktion)

UBUNGSAUFGABE 4.1.2. Finden Sie eine Funktion f: R® — R mit grad f =
(y+z,x+ z,x+y). Allgemein: Unter welcher Bedingung kann man eine Funktion
mit vorgegebenem Gradienten finden?

UBUNGSAUFGABE 4.1.3. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an
die Fliche vy? + 1223 — 3yz = —1 im Punkt (1,2,1).

Der andere Spezialfall ist der Fall n = 1, in dem die Jacobi-Matrix fiir eine
Abbildung f: R — R™ nur eine Spalte hat. Die Abbildung f ist dann eine differen-

zierbare Kurve im R™ und der Vektor (%) ~der Ableitungen der Komponenten-

funktionen ist der Tangentialvektor an die Kurve. Der Betrag des Tangentialvektors
wird interpretiert als Durchlaufgeschwindigkeit der Kurve, und das Integral iiber
diesen Betrag ist dann die Bogenlédnge.

UBUNGSAUFGABE 4.1.4. Bestimmen Sie die Parametrisierung der logarithmi-

schen Spirale

exp(—t) sin(t)

() = ( exp(—t) cos(?) ) . te0,00),

in Bogenldinge.

UBUNGSAUFGABE 4.1.5. Berechnen Sie Bogenlinge und Krimmung der Herz-
kurve, deren Parameterdarstellung in Polarkoordinaten durchn r(¢) = 2a(1—cos ¢),
a € R, gegeben ist.

UBUNGSAUFGABE 4.1.6. Berechnen Sie das Kurvenintegral fv fds fiir die Funk-
tion f(x,y) = 2 + 22y und die Kurve

)= (T ) te b2
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UBUNGSAUFGABE 4.1.7. Gegeben ist die Funktion f: R? — R: (x,y) — 22+y>.
Wiihlen Sie einen Weg v von a = (0,0) nach b = (1,1) und berechnen Sie das
Kurvenintegral f7 grad f. (geometrische Interpretation)

UBUNGSAUFGABE 4.1.8. (1) Berechnen Sie das Kurvenintegral fv fds fir
~v:[0,1] = R gegeben durch

(2t firo<t

V(t){ 1 fir k<t

und f: R — R gegeben durch f(x) = 3x.

(2) Berechnen Sie das Kurvenintegral f7 fds fir v: [0,1] — R2: t — (t,t)
und f: R? = R: (x,y) = .

4.1.2. Partielle Ableitungen auf Mannigfaltigkeiten. Eine sehr wichtige
Bemerkung zum vorigen Abschnitt ist, dass alle Konstruktionen — partielle Ablei-
tungen, Gradienten, Tangentialvektoren — von der Wahl von Koordinaten abhéngen.
Die Parametrisierung einer differenzierbaren Kurve kénnen wir zum Beispiel als spe-
zielle Wahl von Koordinaten auf dem Definitionsbereich der Kurve sehen, und Um-
parametrisierung dndert die Lénge des Tangentialvektors. Ebenso héngt der Gra-
dient sehr davon ab, in welchen Koordinaten die Funktion f: R™ — R beschrieben
wird. Wenn wir Koordinaten wechseln, dann hat diese Koordinatenwechselfunktion
eine Jacobi-Matrix, und die Kettenregel beschreibt genau den Effekt von Koordina-
tenwechsel auf Gradienten und Tangentialvektoren. Aus diesem Grund taucht die
Jacobi-Matrix auch immer wieder auf, wenn wir Tangentialvektoren und Gradien-
ten auf Mannigfaltigkeiten betrachten wollen.

DEFINITION 4.1.9. Sei M eine Mannigfaltigkeit, (U, ¢) eine Karte und f: U —
R eine glatte Funktion. Mit Hilfe der Karte (U, ®) werden dann auf U Koordina-
tenfunktionen durch x* = r* o ¢ definiert. Die partielle Ableitung von f nach x* am
Punkt p € U ist definiert durch

o b1
o= i,

Da f als glatt vorausgesetzt wird, ist auch die partielle Ableitung glatt, dies kann
in der Karte (U, ) direkt iberprift werden.

BEMERKUNG 4.1.10. Wichtig ist zu bemerken, dass die Koordinatenfunktionen
x* auf U und auch die partielle Ableitung 0 f /0x® von der Wahl der Karte abhingen.
In der Analysis II kann man das bereits sehen: fiir eine Wahl von Basisvektoren
€1y...,en im R™ hdngen die Richtungsableitungen O, f einer Funktion f: R™ — R
natirlich von der Wahl der Basis ab.

PROPOSITION 4.1.11. Sei (U, ¢) eine Karte fir eine Mannigfaltigkeit M, und

seien ', ..., 2" die dazugehorigen Koordinatenfunktionen auf U. Dann gilt
ox’ _ 5
oxs

BEWEIS. Nach Definition ist

dx'  ~ Ox'og!

0 = 2 (o) = 2020

ord

O

DEFINITION 4.1.12. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten. Seien (U, @) und (V) Karten fiir M bzw. N, mit zugehérigen
Koordinatenfunktionen x',... 2™ und y',...,y™. Wir nehmen an, dass f(U) C V.
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Die Komponentenfunktionen von f beziiglich der Koordinaten y',...,y™ sind dann
gegeben durch f' =vy'o f =rio o f. Die Matrix

aft

Oxd

heifit die Jacobi-Matrix fiir f in den Karten (U, ¢) und (V,). Im Falln = m heifst
det(0f*/0x7) Jacobi-Determinante fiir f in den Karten (U,¢) und (V,).

BEISPIEL 4.1.13. Seien (U, ¢) = (U, z',...,2") und (V,y*,...,y") zwei Karten
fiir eine Mannigfaltigkeit. Die Jacobi-Matriz fir den Kartenwechsel ist die Jacobi-
Matriz 9y /027 fiir die Identitit auf U NV beziiglich der Karten U und V. O

BEMERKUNG 4.1.14. Auch hier hdngen die Matriz und Determinante wieder
von den Karten ab.

UBUNGSAUFGABE 4.1.15. Zeigen Sie, dass det(0f/0x7) # 0 unabhingig von
der Wahl der Karte ist. (Basiswechselmatrizen in LA 1)

4.1.3. Taylor-Approximation. Wir werden die Taylor-Approximation nur
in der Form linearer Anndherung an glatte Funktionen benttigen.

DEFINITION 4.1.16. Wir nennen eine offene Menge U C R™ sternférmig um
den Punkt p € U, wenn fiir jeden Punkt x € U die Verbindungsstrecke zwischen x
und p in U liegt.

PROPOSITION 4.1.17. Sei U C R™ eine offene Menge, die sternférmig um den
Punkt p ist, und sei f: U — R eine glatte Funktion. Dann existieren glatte Funk-
tionen gi,...,gn € C>(U) so dass

flz) = flp)+ Z(wi —pgi(x),  gilp) = gi- (p).

BeEwers. Fiir x € U wird die Verbindungsstrecke zwischen x und p beschrieben
durch p + ¢(xz — p) fiir 0 < ¢t < 1. Da f auf dem sternformigen Bereich U definiert
ist, ist f(p + t(x — p)) fiir € U und 0 < ¢t <1 definiert. Die Kettenregel liefert

W -3 —pl‘);ﬁ (p+t(z —p)).

Integration iiber ¢ € [0, 1] liefert

@)= £0) = Yo' =) [ S+ tla = e

Die Funktionen g;(z) = 01 gﬁ (p + t(z — p))dt sind glatt, und wegen
1
_ [ of, ,_of
sind alle Behauptungen erfiillt. O

Diese Variante des Satzes von Taylor ist notwendig, da C'*°-Funktionen nicht
notwendigerweise mit ihren Taylor-Reihen iibereinstimmen. Ein Beispiel hierfiir ist

die Funktion
a(z) = { e~ x>0
0 z<0
aus dem Abschnitt [3.4) zur Zerlegung der Eins. Alle Ableitungen am Punkt 0 ver-
schwinden, also ist die Taylor-Reihe 0, aber die Funktion ist von 0 verschieden.

UBUNGSAUFGABE 4.1.18. Gegeben sei die Funktion f(z,y) = % —dxy+9y? +
3r — 14y + % auf R2. Zeigen Sie, dass es genau eine Minimumstelle gibt und be-
stimmen Sie diese.
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UBUNGSAUFGABE 4.1.19. Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion

f(z,y) = zyexp (mz ;y2) :

4.2. Tangentialvektoren als infinitesimale Kurven

Wir diskutieren zuerst die geometrische Sichtweise auf Tangentialvektoren: als
lineare Anniiherung an Kurven. Dies ist eine nahezu direkte Ubertragung des Be-
griffs der Tangentialvektoren an Kurven im R"™.

Zur Erinnerung, s. Notation und fiir eine offene Teilmenge U C
M bezeichnet C*(U) die Menge der auf U definierten glatten Funktionen. Fiir
eine glatte Abbildung f: M — N und eine offene Teilmenge V' C N gibt es eine
induzierte Abbildung

freO®(V) = C2(f7H(V): g€ CF(V) = go f.

DEFINITION 4.2.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Fiir einen Punkt p € M defi-

nieren wir auf der Menge

{(U, 1) IpeUUCM offen, f € C=(U)}

von in einer Umgebung von p definierten C™-Funktionen die folgende Aquivalenz-
relation:

(U.f)~(V,g) < 3WCUNYV offen, und flw = glw.
Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation heift die Menge der
Funktionenkeime am Punkt p € M wund wird mit C;°(M) bezeichnet. Addition
und Multiplikation von Funktionen induzieren Operationen auf Keimen, durch die
Cp2(M) eine R-Algebra wird.
Fiir eine glatte Abbildung f: M — N gibt es eine induzierte Abbildung
Fr O (N) = (M) (Vog) = (f7H(V), g0 f).

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus von R-Algebren.

UBUNGSAUFGABE 4.2.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass
Cp2(M) mit Addition und Multiplikation von Keimen fiir jeden Punkt p € M eine
R-Algebra ist. Zeigen Sie fir eine glatte Abbildung f: M — N, dass

I CPipy (N) = Cp° (M)
fiir jeden Punkt p ein Homomorphismus von R-Algebren ist.

BEMERKUNG 4.2.3. Mit Kategorientheorie kann die Definition von Cg°(M)
umformuliert werden:

o _ . 00
Cp (M) o pEUCQOJI\}IHéﬁenC (U)

Fiir eine gewdhite Karte (U, ¢) mit p € U induziert ¢ einen Isomorphismus:
¢: Cp%(M) = C3 (R™): (V. f) = (6(V NU), fod™).

DEFINITION 4.2.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt.

Wir definieren auf der Menge
{v: (a,b) > M |a<0<b,~(0) =p,v glatt}

von glatten Kurven durch den Punkt p die folgende Aquivalenzrelation
df(n@®)|  _ df(2()

dt t=0 dt t=0
Die Aquivalenzklassen dieser Relation heiffen infinitesimale Kurven oder Tan-

gentialvektoren an M im Punkt p. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit T,M
bezeichnet.

Y~y = fiir alle f € C°(M).
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In R™ kénnen Tangentialvektoren durch
Pfeile veranschaulicht werden. Dies setzt al-
lerdings ein konkretes Koordinatensystem
voraus. Auflerdem ist natiirlich der Begriff
der Geraden nicht invariant unter Diffeo-
morphismen, so dass eine Gerade in ei-
nem Koordinatensystem in einem ande-
ren Koordinatensystem eine beliebige glat-
te Kurve sein kann. Dagegen ist die obi-
ge Definition von Tangentialvektoren als
Aquivalenzklassen von Kurvenkeimen un-
abhéngig von der Wahl der Karte. Kon-
kret sind fiir diese Aquivalenzrelation Kur-
ven dquivalent genau dann, wenn die ers-
ten Richtungsableitungen beliebiger Funk-
tionen in Richtung der Kurve wohldefiniert
sind.

ABBILDUNG 13. Verschiedene
dquivalente  Kurven als unter-
schiedliche Représentanten desselben
Tangentialvektors

UBUNGSAUFGABE 4.2.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt und
¢: U — R™ eine Karte um den Punkt p. Seien vy : (a1,b1) = M und v2: (az,be) —
M zwei Kurven durch den Punkt p. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dqui-
valent sind:

(1) Die Kurven sind dquivalent im Sinne von Definition |4.2.4)
(2) Die Bilder ¢ o v1 und ¢ o o der Kurven in der Karte haben am Punkt
@(p) den gleichen Tangentialvektor.
(3) Fiir die Koordinatenfunktionen x* = r*o¢ der Karte (s. Deﬁm’tion
gilt
da’ (11(2))
dt

_ dai(3(t))
t=0 dt

t=0

ABBILDUNG 14. Tangentialvektor in Mannigfaltigkeit M vs. Tan-
gentialvektor an Kurve in Karte

LEMMA 4.2.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Der Tangential-
raum T, M ist ein R-Vektorraum.

BeEWEIS. Fiir die Definition der Addition wihlen wir eine Karte (U, ¢) um p.
Fiir zwei infinitesimale Kurven ~; und v, und A, 4 € R ist die Linearkombination
Ay1 + py2 gegeben durch

¢~ (A (1) + np(12(t)) — (A + 1 — 1)g(p))
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In ¢(U) C R™ entspricht dies genau der Linearkombination der Tangentialvektoren
an die Kurven ¢(v1(t)) und ¢(y2(t)). Die Vektorraum-Axiome sind erfiillt, weil sie
fiir R™ erfiillt sind. g

BEISPIEL 4.2.7. Fliir einen Punktp € R™ ist leicht zu sehen, dass die Abbildung
R™ - T,R™: (ve R") — [y(t) =p+v -

ein Isomorphismus ist. Die Injektivitit folgt, weil fiir einen Vektor v # 0 eine Funk-
tion konstruiert werden kann, die in Richtung v eine von 0 verschiedene Ableitung
hat. Die Surjektivitit folgt, weil jede Aquivalenzklasse in TpR™ durch die partiellen
Ableitungen in Koordinatenrichtungen eindeutig bestimmt ist. Alternativ kann man
natirlich die Umkehrabbildung T,R™ — R™ konkret angeben: eine infinitesimale
Kurve wird auf ihren Tangentialvektor abgebildet.

Insbesondere ist eine Basis fir T,R" gegeben durch die Kurven p+e;-t. O

Wir haben bereits bemerkt, dass die Definition der partiellen Ableitung in
eine Koordinatenrichtung natiirlich von der Wahl des Koordinatensystems (bzw.
der Karte der Mannigfaltigkeit) abhéngt. Mit der vorigen Definition von Tangen-
tialvektoren konnen wir jetzt allerdings die Richtungsableitungen betrachten, die
unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems sind.

DEFINITION 4.2.8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt und
v: (a,b) = M ein Reprisentant des Tangentialvektors v € TpM. Fir einen Funk-
tionenkeim (U, f) € Cp;°(M) definieren wir die Richtungsableitung von f in Rich-
tung v durch

_ df((®)
Duf = dt  li=0’

BEMERKUNG 4.2.9. Dies entspricht genau der Definition der Richtungsablei-
tung aus Analysis II. Fine Méglichkeit, das zu sehen ist, die Ableitung als Grenzwert
eines Differenzenquotienten zu schreiben. Die Definition von Richtungsableitung ei-
ner auf U C R"™ definierten Funktion f in Richtung eines Vektors v € R™ ergibt sich
als Spezialfall der obigen Definition, wenn wir als Kurve y(t) = p+ v - t nehmen.

Die Definition ist unabhdngig von der Wahl der Reprdisentanten, nach Defini-

tion[{-.23)

BEISPIEL 4.2.10. Firp € R™ haben wir die bekannte Beziehung zwischen Rich-
tungsableitung und partiellen Ableitungen: fir v € T,R™ und f € C;°(R™) gilt

or?
Dies folgt unmittelbar aus der Definition [[.2.8 und der Kettenregel. O

Do =3 v 2L () = v grad(f).
=1

4.3. Tangentialvektoren als Derivationen

Die Richtungsableitung aus Definition [4.2.8| erlaubt jetzt eine alternative Inter-
pretation von Tangentialvektoren: ein Tangentialvektor v am Punkt p ist ein Ope-
rator, der jedem Funktionenkeim f um p den Wert der Richtungsableitung D,, f von
f in Richtung v zuordnet. Dies fithrt auf die Interpretation von Tangentialvektoren
als Derivationen.

DEFINITION 4.3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, A eine kommutative
R-Algebra und M ein A-Modul.

e Fine R-Derivation von A mit Werten in M ist eine R-lineare Abbildung
D: A— M, so dass fir alle a,b € A die Leibniz-Regel D(ab) = aD(b) +
D(a)b erfiillt ist.
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e Die Menge aller R-Derivationen von A mit Werten in M ist ein R-Modul,
der mit Derg(A, M) bezeichnet wird.

o Fiir einen Homomorphismus ¢: A — B von R-Algebren haben wir einen
induzierten Homomorphismus von R-Moduln:

¢*: Dergr(B,M) — Derg(A,M): D~ Do ¢

UBUNGSAUFGABE 4.3.2. Sei A eine kommutative R-Algebra, M ein A-Modul,
und D eine R-Derivation von A mit Werten in M. Zeigen Sie:
(1) Fir aller € R gilt D(r) = 0.
(2) Fiir alle a € A gilt die dbliche Ableitungsregel fiir Polynome D(a™) =
na"1D(a).

UBUNGSAUFGABE 4.3.3. Sei A eine kommutative R-Algebra. Fiir zwei Deriva-
tionen Dy, Dy: A — A definieren wir den Kommutator [Dy, Ds] := Dy 0 Dy — Dy o
Dy. Zeigen Sie:

(1) Der Kommutator [Dy, D] ist wieder eine Derivation.
(2) Der Kommutator erfillt die Jacobi-Identitét:

[D1,[D2, D3]] + [Ds, [D1, D2]] + [D2,[Ds, D1]] = 0.

BEISPIEL 4.3.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine kommutative
R-Algebra. Es gibt eine universelle R-Derivation von A: wir betrachten den A-Modul
Qa/r, der als Erzeuger die Symbole da mit a € A und die Relationen

d(a+0b) =d(a) +d(b), d(fg)=fdg+gdf, dr=0

fir a,b,f,g € A und v € R hat. Die Abbildung d: A — Q4 r: a — da ist eine
R-Derivation von A mit Werten im A-Modul Q4,g.

Der Modul 24 /g heifst auch Modul der Kéhler-Differentiale und hat die folgen-
de universelle Eigenschaft: fir jede R-Derivation D: A — M gibt es eine eindeutige
Faktorisierung

A—9 0,k

D

d

BEISPIEL 4.3.5. Sei v € Tp(R") ein Tangentialvektor am Punkt p. Die Abbil-
dung

Dy: CP(R™) - R: f > Dyf =) v o

i=1
die einer Funktion f die Richtungsableitung von f am Punkt p in Richtung v zu-
ordnet, ist eine Derivation in Derg(Cp°(R"),R). Die Cp°(R™)-Modulstruktur von
R ist dabei durch

(),

C(R™) xR = R: (U, f),A) = f(p) - A
gegeben. Die Leibniz-Regel folgt aus der Produktregel fiir die partiellen Ableitungen.
Allgemeiner ist fiir eine Karte (U, ¢) = (U,x',...,2") einer Mannigfaltigkeit
M um den Punkt p die partielle Ableitung
f | _Afoo)

dx* lp ort e
aus Deﬁmtion eine Derivation in Derg(Cp°(M),R). O
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SATZ 4.3.6. Die lineare Abbildung

Tp(R™) — Derg(C,°,R): v = D, = Zvl%

P
ist ein Isomorphismus.

BEWEIS. Die R-Linearitit der Abbildung folgt direkt aus der Definition der
Richtungsableitung als Linearkombination der partiellen Ableitungen.

Fiir die Injektivitét sei v € Tp(R™) ein Vektor mit D, = 0. Fiir die Koordina-
tenfunktionen r7 gilt

; ;,0rd i )

D,(r7) = Zv 57 = Zv 8 =7,
Wir sehen, dass D, = 0 nur fiir v = 0 gelten kann, also ist die Abbildung injektiv.
Fiir die Surjektivitit sei D € Derg(Cp°, R) eine Derivation. Fiir einen Funk-
tionenkeim (U, f) kénnen wir den Satz von Taylor (in der Form von Proposi-

tion [4.1.17) anwenden: auf einer kleineren Umgebung U’ von p existieren C°°-

Funktionen g1, ..., g, mit g;(p) = gﬁ (p), so dass auf U’ gilt

f@) = fp)+ Y (" = p)gi(x).

Auf diese Gleichheit wenden wir die Derivation D an:

Df =Y (9:(WD(r" = p') + (v = p')Dgi) = ZD(ri)gi ().

Diese Derivation ist die Richtungsableitung fiir den Vektor v = (Dr!,... Dr™). O

BEMERKUNG 4.3.7. Unter dem Isomorphismus aus Satz [{.3.0] entspricht die

Standardbasis e1, ..., e, von T,(R™) den partiellen Ableitungen 8%1 ey %
P P

wobei die r', ..., ™ die Standard-Koordinatenfunktionen auf R"™ sind.

4.4. Differential fiir Abbildungen

DEFINITION 4.4.1. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Man-
nigfaltigkeiten. Dann induziert f lineare Abbildungen

fo: Derz(Cy2(M),R) — Der(CF,, (N),R): D (g € 0%, (N) = D(go f))

df: Tp(M) = Ty (N): ((v: (a,b) = M) — for).
Beide Abbildungen heifsen Differential der glatten Abbildung f: M — N am Punkt
.

M

ABBILDUNG 15. Differential der Abbildung f durch Bild der Kurve ~

UBUNGSAUFGABE 4.4.2. Sei f: M — N eine C™-Abbildung und p € M ein
Punkt. Beweisen Sie, dass das Differential T, M — Ty, N eine lineare Abbildung
15t.
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BEMERKUNG 4.4.3. Alternativ ist das Differential f.: Derg(Cy°(M),R) —
Derg(C$7,)(N),R) die vom Pullback f*: C3(N) — Cp°(M) von Funktionen aus

Definition induzierte Abbildung auf Derg(—,R) aus Definition |4.5.1]
PROPOSITION 4.4.4 (Kettenregel). Seien f: M — N und g: N — P glatte
Abbildungen, und p € M ein Punkt. Dann haben wir kommutative Diagramme

fx
Derg(C32 (M), R) —> Derp(C5, (N), R)

9=

DerR(Cgf’f(p))(P), R)

daf
TpM > Tf(p)(N)

d
mw]

Tg(f(p))(P)

BewEIs. Sei D € Derg(Cp°(M)) eine Derivation und (U, h) € C; ) ein
glatter Funktionenkeim. Nach Definition bildet die Derivation (go f).(D) die
Funktion h auf D(h o go f) ab. Andererseits bildet die Derivation g. o f.(D) die
Funktion h auf

f«(D)(hog)=D(hogo f)
ab. Also ist das Diagramm wie behauptet kommutativ.

Die entsprechende Aussage fiir das zweite Diagramm folgt direkt aus der Defi-
nition des Differentials d f als Komposition der infinitesimalen Kurve mit f. O

BEMERKUNG 4.4.5. Aus Definition folgt direkt, dass die von der Iden-
titat id: M — M induzierte Abbildung id,: Derg(Cp®(M),R) — Derg(Cp° (M), R)
auch die Identitat ist. Insbesondere ist also das Differential fiir glatte Abbildungen
funktoriell (als Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit Punkt (M, p)
mit Abbildungen glatte punktierte Abbildungskeime in die Kategorie der endlich-
dimensionalen Vektorrdiume).

PrOPOSITION 4.4.6. Sei f: M — N ein Diffeomorphismus und p € M. Dann
haben wir Isomorphismen

fe: Derg(C°(M),R)  — Derg(C¥(,) (N), R)
df: Tp(M) — Ty (N)
BEWwEIs. Folgt direkt aus der Funktorialitdt des Differentials. O

KOROLLAR 4.4.7 (glatte Invarianz der Dimension). Seien U C R™ und V C R™
zwei offene Teilmengen. Wenn es einen Diffeomorphismus U =V gibt, dann gilt
n=nm.

BEWEIS. Aus Theorem und Beispiel folgt
dimg Derg(C,°(U), R) = dimg T,R" =n

Analog folgt dimg DerR(C]‘Z?p) (V),R) = m. Anwendung von Proposition liefert

die Behauptung. O
KOROLLAR 4.4.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M. Dann ist die lineare
Abbildung
Tp(M) — Derg(C°(M),R): v = D,
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die einen Tangentialvektor auf die Richtungsableitung aus Definition[].2.8 abbildet,
ein Isomorphismus. Auflerdem gibt es fiir eine glatte Abbildung f: M — N ein
kommutatives Diagram

T, (M) ————— Derg(C5°(M),R)

dfi if*

T (N) > Derz(C3,,(N), R)

BEWEIS. Die erste Aussage folgt direkt aus Proposition zusammen mit
Theorem Die Kommutativitéit des Diagramms folgt aus der ersten Aussage
und einem analogen Quadrat fiir eine glatte Abbildung f: U — V fir U C R”
und V' C R™ offen. Die Kommutativitdt in diesem Fall folgt daraus, dass beide
vertikalen Abbildungen einfach durch die Jacobi-Matrix gegeben sind. (]

BEMERKUNG 4.4.9. Insbesondere konnen wir sowohl Derg (Cp° (M), R) als auch
T, M als Definition des Tangentialraums einer Mannigfaltigkeit verwenden, und die
zwei Definitionen von Differential, s. Definition[4.4.1], sind mit dieser Identifikation
kompatibel. Wir werden im weiteren Verlauf die notationelle Unterscheidung zwi-
schen Tp M und Derg(C°(M),R) weglassen und infinitesimale Kurven mit ihren
durch die Richtungsableitung gegebenen Derivationen identifizieren.

Aus Proposition folgt auch, dass fiir eine Karte (U, ¢) einer Mannigfal-
tigkeit M der Dimension n und p € M die Abbildung ¢ einen Isomorphismus

Derg(Cp° (M), R) — Derr(Cg,) (R™), R)

induziert. Insbesondere hat der Tangentialraum an eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit auch Dimension n.

PROPOSITION 4.4.10. Sei (U,¢) = (U,z',...,a™) eine Karte um den Punkt
p in der glatten Mannigfaltigkeit M. Dann ist %
Derg (Cp°(M),R).

Sei f: M — N eine glatte Abbildung, sei (U,zt,... 2™) eine Karte um p € M
und (V,y*,...,y") eine Karte um f(p). Dann gilt fir das Differential

i (8 >_ ~oft )0
"\ 927 Ip fo)

d.h. fiir die obige Wahl von Basen fiir die Tangentialrdume ist die Jacobi-Matriz
von [ in den gewdhlten Karten die darstellende Matriz des Differentials.

BEWEIS. Nach Definition gilt fiir das Differential ¢, der Kartenabbildung
P B P 9
” , = — 0Q) = — opo = —
o (| ) = gl (Fodr=m] (o000 = 3|
Die Behauptung folgt dann direkt aus Proposition und Theorem bzw.

Bemerkung [1.377]

Das Differential ist linear, d.h. es gibt a; € R, so dass gilt

eine Basis von

_9_
P AR 8$n
p

0 ", 0
* i~ = a.; -
/ <8a:J p) ; 70y 1)
Dann ist (a}); ; die darstellende Matrix fiir f.. Die Koeffizienten kénnen wir ermit-
teln:
(&, 0 : 9 D of
i __ k:i T v v 7 7 _
@ = (; ayk\ﬂp)> v = f. (W ) V=G| 00 f) = 550
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O

BEMERKUNG 4.4.11. Fiir den Spezialfall v: R — R3: t — (x(t),y(t), 2(t)) und
f: R® = R haben wir als darstellende Matrizen fiir die Differentiale v, und f,
7 0, 12} e
: f f f
z
Die Kettenregel[[.4.] hat dann die aus der Analysis-Vorlesung iibliche Form
d(fo*y)_@i dx 37]0 dy g dz

dt oz dt oy dt ' 9z dt
Der Tangentialvektor an eine glatte Kurve v: R — R3 ist das Bild von % unter

dem Differential .

BEMERKUNG 4.4.12. Tatsdchlich ist das Differential df: TyM — Ty, R =R
fiir eine glatte Abbildung f: M — R genau das totale Differential aus der Analy-
sis II. Fiir eine Karte (U,z',...,2") von M sind die Abbildungen dz* (bzw. z%)

Linearformen auf T,M. Genauer sind die dz?',...,dz" die duale Basis zur Basis
%, e % von TpM. Das Differential df, als Linearform auf T, M, ldft sich

dann in der dualen Basis schreiben:

df =) --da
i=1

Dies ist genau die Formel fiir das totale Differential aus Analysis II.

UBUNGSAUFGABE 4.4.13. Wir betrachten die n-Sphdire S™ C R+,

(1) Zeigen Sie, dass fir einen Punkt p € S™ mit Richtungsvektor v, € R"!

der Tangentialraum T,S"™ mit dem Untervektorraum
v;‘ ={w e R"™ | (v,w) = 0}
identifiziert werden kann.

(2) Bestimmen Sie firp # (0,...,0,1) die Basis %, cee 3%, die zu den Ko-
ordinatenfunktionen x',...,x" der durch die stereographische Projektion
gegebenen Karte gehért, s. Beispiel [2..1]

(8) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Hohenfunktion

h:S" > R: (zo,...,%n) — Ty
fiir die ermaittelten Basisvektoren.

UBUNGSAUFGABE 4.4.14. Wir betrachten die Kartenwechselabbildung
L R2\ {0} — R\ {0} y gu—— 2
PR (0} > R (0F: (o) o (g
im Atlas der 2-Sphdre, der durch stereographische Projektion gegeben ist, s. Bei-

spiel[3.2.7 Berechnen Sie die Determinante der Jacobi-Matriz fir die Kartenwech-
selabbildung. Interpretieren Sie das Ergebnis.

UBUNGSAUFGABE 4.4.15. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen
Sie, dass die Differentiale der Projektionsabbildungen Isomorphismen induzieren:

T(p’q)(M X N) %TPM@TQM.

UBUNGSAUFGABE 4.4.16. Zeigen Sie fiir die Gruppe GL,(R), dass der Tan-
gentialraum T, GL,(R) an der Einheitsmatriz mit dem Vektorraum der (n x n)-
Matrizen R™ identifiziert werden kann. Zeigen Sie,dass unter dieser Identifikation
das Differential der Matrizxmultiplikation p: GL,, x GL, — GL,, genau der Additi-
on auf R entspricht.



4.5. TANGENTIALBUNDEL UND VEKTORBUNDEL 47

UBUNGSAUFGABE 4.4.17. (1) Sei A € GL, R. Bestimmen Sie das Diffe-
rential der Konjugationsabbildung c4: GL,R — GL,R: M — AMA~!
an der Finheitsmatriz 1,,.
(2) Nun betrachten wir die Konjugationsabbildung

¢: GL,Rx GL, R — GL,R: (A, M) — AMA™".
Bestimmen Sie nun das Differential von ¢ am Punkt (I,,1,).

UBUNGSAUFGABE 4.4.18. Wir betrachten die Grassmannsche Gr(k,n) der k-
dimensionalen Untervektorriume des Vektorraums V. = R"™ und die Abbildung
w: GL, x Gr(k,n) — Gr(k,n): (M,W) — M - W, die durch Linksmultiplikati-
on mit einer Matric M € GL,, gegeben ist. Mit den Identifikationen aus Ubungs-
aufgabe ist das Differential von u am Punkt (I, W), W C V ein k-dimen-
sionaler Unterraum, eine lineare Abbildung

dp: Hom(V, V) — Ty Gr(k,n).
Auf der anderen Seite habe wir die natirliche Abbildung
7: Hom(V,V) = Hom(W,V/W): (a: V = V)= (W =V HV = V/W),
wobei W — V' die natiirliche Finbettung als Unterraum und V. — V/W die
natiirliche Projektion ist. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige Abbildung
v: Hom(W,V/W) — Tw Gr(k, V)
gibt, fir die du = v om gilt. Zeigen Sie, dass v ein Isomorphismus ist.

UBUNGSAUFGABE 4.4.19. Berechnen Sie die darstellende Matriz des Differenti-
als der Hopf-Abbildung aus Ubungsaufgabe in den durch die stereographische
Projektion gegebenen Karten.

4.5. Tangentialbiindel und Vektorbiindel

Bis jetzt haben wir die Tangentialriume an den Punkten einer Mannigfaltig-
keit als separate Vektorrdume behandelt. Wir wollen nun alle Tangentialrdume zu
einer Mannigfaltigkeit zusammenfassen, dem Tangentialbiindel. Dies ist ein Spezial-
fall des allgemeineren Konzepts von Vektorbiindeln. Dadurch kénnen insbesondere
Vektorfelder einfach als glatte Abbildungen betrachtet werden.

DEFINITION 4.5.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Das Tangentialbiindel
fir M ist, als Menge, gegeben durch

TM := | T,M.
peEM
Es gibt eine natiirliche Projektionsabbildung m: TM — M: v € T,M — p.
Fiir eine Karte (U,¢) = (U,z',...,2™) von M haben wir eine Abbildung
dqf)! TpU — T(z,(p)Rn = Rn,

die sich als Zusammensetzung des Differentials mit der Identifikation aus Bei-
spiel ergibt. Diese Abbildung schickt einen Tangentialvektor auf seine Ko-
ordinaten beziiglich der Basis 8%1, ey &% und st ein Isomorphismus. Kombiniert

mit der Kartenabbildung erhalten wir eine Abbildung
(pom de): TU = | | T,U — ¢(U) x R™.
peU
Auf TU wird dann eine Topologie dadurch definiert, dass (¢ o w,d¢) ein Homdo-

morphismus sein soll, wobei ¢(U) x R™ C R2" die von R?" induzierte Topologie
tragt.
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/ \

ABBILDUNG 16. Tangentialbiindel als Zusammenfassung aller
Tangentialrdume an verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit.

PROPOSITION 4.5.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit von Dimension n mit
Atlas {(U;, ;) Yier. Die in Definition gegebenen Abbildungen
(¢iom,dey): TU; — ¢;(U;) x R* C R
bilden einen Atlas {(TU;, (¢; o w,d¢;)) }icr. Insbesondere ist das Tangentialbiindel
TM eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2n.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die C*°-Kompatibilitdtsbedingungen fiir den Atlas
auf TM. Seien (U, ¢) = (U,zt,...,2") und (V,¥) = (V,y*,...,y") Karten fiir M.
Auf U NV haben wir als Kartenwechselabbildung
ST NY) X R 5 U)X R (00)0) - (00 0 5 )
Das heisst, als Abbildung ¢(U N V) — (U NV) haben wir die Kartenwech-
selabbildung ¥ o ¢~! von M, und auf dem R™-Faktor haben wir Multiplikation

V= (M) mit der Jacobi-Matrix fiir den Kartenwechsel, nach Proposition|4.4.10

oz
Da sowohl 1 o ¢! als auch die Multiplikation mit der Jacobi-Matrix glatte Ab-
bildungen sind, erfiillen also die Karten (TU, (¢ o w,d¢)) und (TV, (¢ o 7, de))) die
C*>-Kompatibilitidtsbedingung.
Auf TM definieren wir eine Topologie durch Angabe einer Basis:

{V |V CTU offen, (U, ¢: U — R™) Karte im maximalen Atlas}

Es ist direkt zu sehen, dass TM die Vereinigung aller dieser Teilmengen ist. Aufler-
dem ist fiir offene Teilmengen V; C TU; und V5 C TU; der Schnitt

VinVa=ViNnVanT(U; NUz) = (V1N (TU; NTU2)) N (Vo N (TU; NTUSR))

offen in T(U; NUs), da V4 N T(Uy NUsz) offen in T(U; N Usz) ist. Damit haben wir
gezeigt, dass die angegebenen Mengen die Basis einer Topologie sind.

Wir zeigen, dass TM eine abzéhlbare Basis hat. Sei {(U;, ¢;)}icr ein maxima-
ler Atlas fiir M und {B,}c, eine abzéhlbare Basis von M. Dann wihlen wir fiir
jedes U; und jeden Punkt p € U; eine offene Umgebung p € B, ; C U;. Dies ist eine
abzéhlbare Menge offener Mengen. Fiir jede offene Menge U und jeden Punkt p € U
gibt es eine Karte (U;, ¢;) mit p € U; CU und B,; C U; C U. Also ist U eine Ver-
einigung geeigneter B, ; und damit ist {B, ;} eine abzdhlbare Basis von M, deren
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offene Mengen zu Karten im maximalen Atlas gehtren. Wir betrachten die Menge
{TB,,}. Jeder der Unterrdume TB,; erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom. Die
Vereinigung von gewéhlten Basen fiir die abzéhlbar vielen Réume TB,; ist eine
abzéhlbare Basis fiir TM.

Es ist direkt zu sehen, dass diese Topologie hausdorffsch ist. Es folgt, dass TM
eine Mannigfaltigkeit ist. (]

UBUNGSAUFGABE 4.5.3. SeiS™ C R die Standard-FEinheitssphire. Fiir einen
Punkt © € S™ identifizieren wir den Tangentialraum T, S™ mit Hilfe des Diffe-

rentials T, S™ LN TR = R gls Unterraum in R™1. Wir betrachten die
Teilmenge
N ={(z,v) e R"™ xR"" |2 € S" v e R"" v L T,S"}.

Zeigen Sie, dass N eine Mannigfaltigkeit von Dimension n + 1 ist.

UBUNGSAUFGABE 4.5.4. Zeigen Sie, dass die Mannigfaltigkeit T S™ diffeomorph
zu 8™ x S"\A ist, wobei A das Bild der diagonalen Einbettung ist:

ST S"xS": z— (z,7)

DEFINITION 4.5.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fin glattes Vektorbiin-
del von Rang r auf M ist eine glatte Abbildung w: E — M zwischen Mannigfaltig-
keiten, so dass gilt

(1) Fiir jeden Punkt p € M gibt es einen Isomorphismus 7~ '(p) = R", d.h.
die Fasern der Abbildung m haben die Struktur von Vektorrdumen.

(2) Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U von p und einen
Diffeomorphismus 7: 7=1(U) — U x R" mit pry or(v) = v, der fiir je-
den Punkt p € U einen Isomorphismus 7|,: 7' (p) — {p} x R" von
R-Vektorrdumen induziert.

)//'a_[msAM
Wbt j/pé»/
ST R

ABBILDUNG 17. Als Vektorbiindel ist das Tangentialbiindel der
Mannigfaltigkeit immer lokal trivial: fiir jeden Punkt = € M gibt
es eine Umgebung U s.d. TM|y diffeomorph zu U x RI™M gt
Im Allgemeinen sind Vektorbiindel nicht global trivial, wie das
Mobiusband zeigt.

BEMERKUNG 4.5.6. Die Diffeomorphismen 7: 7= 1(U) — U x R" heiflen lokale
Trivialisierungen. Die Mannigfaltigkeit E heiffit Totalraum des Vektorbiindels, M
heifst Basis.
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BEMERKUNG 4.5.7. Sei m: E — M ein Vektorbiindel von Rang r. Fir zwei
lokale Trivialisierungen Ty : 7 YU) - U xR" und 7y: 7 1(V) = V x R" haben
wir die Ubergangsabbildung

(U;NU;) x R" 2 o= LU U;) 2 (U; NU,) x R
Aus den Bedingungen der lokalen Trivialisierbarkeit folgt, dass eine glatte Abbil-
dung Ayy: U NV — GL.(R) existiert, so dass die Ubergangsabbildung durch
ajoa; (p,v) = (p, Auy (p)(v)) gegeben ist.
UBUNGSAUFGABE 4.5.8. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M und eine Karte
¢: U — R™ liefern die Basisvektoren %\p, ce a%hg aus Proposition etne
lokale Trivialisierung von TM diber U. Bestimmen Sie fir die Standardatlanten

von S™ und RP™, s. Beispiel und die Ubergangsfunktionen fiir diese

Kartentrivialisierungen der jeweiligen Tangentialbiindel.

BEMERKUNG 4.5.9. Fine glatte Abbildung zwischen glatten Vektorbiindeln ist
emn kommutatives Diagram
E; _ E,

M, 7> My,

so dass fiir jeden Punkt p € M, die Finschrinkung
Tlariy: (B)p =71 (0) = 73 (£(0) = (B2) ()

eine lineare Abbildung ist. Wir bezeichnen mit Lectr(M) die Kategorie der glatten
Vektorbiindel auf M mit glatten Biindelabbildungen.

BEISPIEL 4.5.10. o Fir eine glatte Mannigfaltigkeit M heifit pry: M X
R"™ — R" das triviale Vektorbiindel vom Rang 7.

o Fir eine glatte Abbildung f: M — N wund ein Vektorbindel m: E — N

haben wir ein induziertes Vektorbiindel auf M, dessen Totalraum durch

[E={(p,v) e M x E| f(p) =n(v)}

gegeben ist. Die Projektionsabbildung ist w: f*E C M x E Py M. Die
Vektorraumstruktur auf der Faser 7 *(p) ist gegeben durch die natiirliche
Identifikation 7 1(p) = 7~ Y(f(p)). Fiir eine offene Teilmenge U C N
mit lokaler Trivialisierung v : 7= (U) — U x R" haben wir eine lokale
Trivialisierung auf f~Y(U) durch
THfTHU)) = fTHU) X R = (7(2), 70 (f(2)))

wobei f: f*EC M x E 22y B st

o Fiir zwei Vektorbiindel By — My und By — My ist By x Ey — M x My ein
Vektorbiindel, das Produktbiindel. Fiir zwei Vektorbiindel Fy, Es auf M
st die Einschrinkung des Produktbiindels Fy X E5 — M x M entlang der
Diagonalen A: M — M x M ein Vektorbiindel, die sogenannte Whitney-

Summe.

|
UBUNGSAUFGABE 4.5.11. Zeigen Sie, dass
E(k,n) = {(V,v) € Gr(k,n) xR" |v e V}

mit der Projektionsabbildung €(k,n) — Gr(k,n): (V,v) — V ein Vektorbiindel iber
Gr(k,n) ist.
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BEISPIEL 4.5.12. Sei F': Uectg — Vectg ein Funktor von der Kategorie der R-
Vektorrdume in sich. Fir eine glatte Mannigfaltigkeit M induziert F einen Funk-
tor F': Yectg(M) — Vectr(M) auf der Kategorie der Vektorbindel auf M. Dieser
Funktor bildet ein Vektorbindel m: E — M auf das folgende Biindel ab: Der Total-
raum ist, wie beim Tangentialbindel, F(E) := J, ¢ F(Ep) und die Projektion mp
gegeben durch v € F(E,) — p. Fiir eine lokale Trivialisierung 7: 7= (U) — U x R”
auf einer offenen Menge U C M ist eine lokale Trivialisierung Tp: 7r;1(U) —
U x F(R") von F(E) dadurch gegeben, dass fir die Einschrinkung

Trlp: F(By) =5 (p) = F(R")

gilt Tp|p = F(7|p).
Es gibt viele relevante Beispiele fiir diese Konstruktion bzw. die Erweiterung
der obigen Konstruktion auf Funktoren mit mehreren Argumenten.

e Fiir den Dualraum-Funktor VV = Homg(V,R) erhalten wir das duale Vek-
torbiindel EV — M. Im Spezialfall E = TM heifst TMY — M das Ko-
tangentialbiindel.

o Fir zwei Vektorbiindel E1, E5s — M gibt es das Hom-Biindel

}IOI’II(E]_7 Eg) — 1\47

dessen Faser iiber dem Punkt p der Vektorraum der linearen Abbildungen
(El)p — (Eg)p 1st.

e Fiir zwei Vektorbiindel E1, E5s — M g¢ibt es das Tensorbiindel E1 @ Fy —
M, dessen Faser iber dem Punkt p das Tensorprodukt (E1), ® (E2), ist.

O

4.6. Vektorfelder und Integralkurven

DEFINITION 4.6.1. Sei m: E — M ein glattes Vektorbiindel, und U C M eine
offene Teilmenge. Ein glatter Schnitt von w tber U ist eine glatte Abbildung o: U —
E mit woo(p) = p fir alle p € U. Fiir eine offene Menge U C M bezeichnen wir
mit T'(U, E) die Menge der glatten Schnitte U — E von w Gber U.

FEin glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist ein glatter
Schnitt des Tangentialbindels w: TM — M.

BEISPIEL 4.6.2. Wir betrachten den speziellen Fall eines Vektorfelds X auf
einer offenen Teilmenge U C R™. Das Vektorfeld X ordnet jedem Punkt p € U
einen Tangentialvektor X, € T,R" zu. Mit Hilfe der Basis w2<|p,..., 5% |p des
Tangentialraums kénnen wir das Vektorfeld als Linearkombination

X, =Y ) a
schreiben. Das Vektorfeld X ist glatt auf U, wenn die Funktionen o' glatt auf U
sind.

Allgemeiner kénnen wir fir eine Karte (U, ¢) = (U,zt,...,z™) einer glatten
Mannigfaltigkeit M eine lokale Trivialisierung des Tangentialbindels TM — M
konstruieren:

.1 n., _ % i
i (U) = UxR": <v—i§=1vaxi|peTpM> »—><p,;:1vel>.

Ein Vektorfeld X: M — TM kann dann in einer solchen lokalen Trivialisierung
durch Komponentenfunktionen beschrieben werden: die Komposition

, peU, d'(p)eR
p

vX LU xR
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ist gegeben durch (idy,al, ..., a"), und wir konnen auf U schreiben X = a’ 821"
Dann gilt wieder, dass das Vektorfeld genau dann glatt ist, wenn die Komponen-
tenfunktionen a® glatt sind.

In der Literatur wird diese Wahl von lokalen Koordinaten auf dem Vektorbiindel
durch eine Trivialisierung 7: TU — U x R™ auch Rahmen genannt. O

BEISPIEL 4.6.3. Wie in Bemerkung kénnen wir das Differential einer
Funktion f: M — R als Schnitt df: M — TMV auffassen. Jedem Punkt p € M
wird dabei die Linearform

zugeordnet. Um nachzurechnen, dass es sich hier um einen glatten Schnitt handelt,
kénnen wir fiir eine Karte (U, ¢) = (U, z', ..., 2™) als Rahmen fiir TM" die Schnit-
te dzt,...,da™ verwenden. In diesem Rahmen sind die Koordinaten des Schnittes
df genau die partiellen Ableitungen g{i , die glatt sind, weil f glatt ist. O

UBUNGSAUFGABE 4.6.4. Wir bezeichnen mit ', y",... 2", y" die Standardko-
ordinaten auf R?". Zeigen Sie, dass durch

ia
+= Z( Vot W»)

ein nirgends verschwindendes glattes Vektorfeld auf der Einheitssphdre

SQn_l:{(xl,yl,..., yy" |Z )—1}

induziert wird.

BEMERKUNG 4.6.5. Der Satz vom Igel sagt, dass auf gerade-dimensionalen
Sphdren jedes Vektorfeld mindestens eine Nullstelle hat, d.h. einen Punkt, an dem
der zugeordnete Vektor der Nullvektor ist. Dieser Satz kann z.B. mit den Metho-
den der Topologie-Vorlesung bewiesen werden. Fir glatte Vektorfelder werden wir
eventuell noch einen Beweis sehen.

DEFINITION 4.6.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene
Menge. Die Menge der glatten Vektorfelder auf U wird mit X(U) bezeichnet. Durch

0 0
7 K3
axi> ~ Z(fa )8:17’
wird X(U) zu einem Modul tiber dem Ring C*°(U).
DEFINITION 4.6.7. Sei U C R" offen, f € C*(U ) und X € X(U). Die Ablei-
tung von f in Richtung des Vektorfeldes X = Z a' 8T, ist definiert durch

(Xf)(p) = X, f = Z €C°° (U).

UBUNGSAUFGABE 4.6.8. Gegeben seien das Vektorfeld X = a:a% + ya% und die

Punktion f(x,y,2) = x? + y? + 22 auf R3. Berechnen Sie X f (die Funktion, die
sich durch Anwendung der zu X gehdrenden Derivation auf [ ergibt).

C>(U) x X(U) = X(U): (f,X =

DEFINITION 4.6.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U C M eine offene
Menge. Fiir zwei glatte Vektorfelder X undY aufU definieren wir die Lie-Klammer

(X, Y], f = (X, Y =Y, X)f.

Das Vektorfeld [X,Y] ist wieder glatt, und ist genau der Kommutator der Vektor-
felder in Der(C*°(U)), s. Beispiel[}.3.3 Insbesondere ist X(U) eine Lie-Algebra.
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UBUNGSAUFGABE 4.6.10. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, X,Y € X(M)
glatte Vektorfelder auf M und f,g € C®(M) glatte Funktionen. Zeigen Sie
[fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X
UBUNGSAUFGABE 4.6.11. Berechnen Sie die Lie-Klammer der folgenden Vek-
torfelder in R2:
(1) X =
(2) X =

und Y =

9
oy
und Y = (1 4 22)2

9
ox
0 9
ox oy

UBUNGSAUFGABE 4.6.12. Berechnen Sie die Lie-Klammer der folgenden Vek-
torfelder in R3:
(1) X:xQB% —acza%—ka% undY:m%—i—zy%.
(2) X:y%—xa@y—kz% und Y = (z—y)a%—gf%.
PROPOSITION 4.6.13. Sei U C R™ offen und X € X(U). Die Abbildung
CoU)—=C*U): f—Xf
ist eine Derivation. Insbesondere haben wir eine Abbildung
X(U) = Der(C*®(U)): X — (f — Xf).

BEWEIS. Es ist nur die Leibniz-Regel X (fg) = fXg+ gX f zu beweisen. Diese
folgt daraus, dass fiir einen Punkt p € U der Tangentialvektor X, aufgefasst als
Derivation, die Leibniz-Regel X,,(fg) = (X, f)g(p) + f(p)(Xpg) erfiillt. O

LEMMA 4.6.14. Sei M eine Mannigfaltigkeit, U C M eine offene Teilmenge
und A € Derg(C>(U)) eine Derivation.

(1) Sei f € C=(U) eine glatte Funktion und V. C U eine offene Teilmenge
mit fly = 0. Dann ist A(f)|v = 0.

(2) Fir f € C°U) und v € U hdangt A(f)(z) nur von A und dem Keim
[f] € C(U) ab.

BEWEIS. (1) Sei x € V. Nach Proposition existiert eine glatte Funktion
¢ € C*(U) so dass ¢(x) = 1 und ¢|\y) =0. Da fly =0ist (1 -¢)-f = f. Es
folgt

A(f)(x) = A((1 = ¢) - f)x) = A(l = ¢)(z) - f(z) + (1 = ¢)(x) - A(f)(2).

Da f(z) =1—¢(z) = 0 ist A(f)(z) = 0 wie behauptet.

(2) Seien f,g € C*°(U) zwei Funktionen mit demselben Keim [f] = [g] €
C2°(U). Nach Definition existiert eine Umgebung W von z mit f|w = glw. Nach
(1) ist (A(f) = Ag)lw = A(f = g)lw = 0. Also ist A(f)(z) = A(g)(x). O

Durch glatte Ausdehnung von Funktionen kénnen wir eine Derivation in C*°(U)
auf den Halm Cp°(U) an einem Punkt p € U einschrénken. Fiir einen Funktionen-

keim (V, f) € Cp°(U) konnen wir nach Proposition eine Funktion f: U — R
und eine offene Teilmenge W C V finden, so dass f lw = flw.

DEFINITION 4.6.15. Flir eine Deriwation A € Derg(C*°(U)) und einen Punkt
p € U definieren wir eine Derivation A, € Derg(Cp°(U),R) durch

AU, 1)) = AP (D).

SATZ 4.6.16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U eine offene Teilmenge.
Dann ist die Abbildung

X(U) = Der(C®(U)): X v (f = Xf)

ein Isomorphismus von Lie-Algebren und C(U)-Moduln.
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BEWEIS. Nach Definition bildet die Abbildung die Lie-Klammer auf den Kom-
mutator in Der(C°(U)) ab. Auflerdem ist die Abbildung kompatibel mit der Mul-
tiplikation mit glatten Funktionen: fiir ein Vektorfeld X € X(U) und eine glatte
Funktion f € C*(U) wird fX auf g — fXg abgebildet, was genau der Multipli-
kation der glatten Funktion f und der Derivation g — Xg entspricht. Damit reicht
es, die Bijektivitdt zu zeigen.

Fiir die Injektivitéit bemerken wir, dass fiir einen Punkt p € U die Auswertung
am Punkt p ein kommutatives Diagramm induziert

X(U) ——> Derg(C™(U))

]

Tp(U) —— Derg(C;°(U), R),

d.h. am Punkt p ist die Abbildung X(U) — Derg(C*>°(U)) einfach die Abbildung,
die den Tangentialvektor X,, auf die zugehorige Derivation abbildet. Wenn ein Vek-
torfeld X € X(U) auf die Derivation 0 abgebildet wird, dann muss bereits das
Vektorfeld an allen Punkten 0 sein.

Fiir die Surjektivitéit benutzen wir wieder die Einschrankung der Derivation aus
Definition [1.6.15 Fiir A € Derg(C*°(U)) definieren wir ein Vektorfeld X € X(U),
indem wir dem Punkt p € U den Tangentialvektor A, € Derg(C;°(U), R) zuordnen.
Ohne Beschriinkung kénnen wir annehmen, dass (U, z*, ..., 2") eine Karte ist. Dann
sind die Koordinatenfunktionen des Vektorfelds XA durch die Ableitungen A(z?)
gegeben, und das bedeutet gerade, dass die zu Xa gehorende Derivation genau A
ist. (Dies ist die globalere Variante von Satz bzw. Korollar [1.4.§]) O

UBUNGSAUFGABE 4.6.17. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M ein
Punkt. Sei U C M eine offene Umgebung von p und X € X(U) ein glattes Vek-
torfeld. Zeigen Sie, dass es ein glattes Vektorfeld X € X(M) und eine Umgebung
V C U wvon p gibt, so dass )~(|V =Xly.

DEFINITION 4.6.18. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und X € X(M)
ein glattes Vektorfeld. Fine Integralkurve fiir X durch den Punkt p ist eine glatte
Kurve v: (a,b) — M so dass a < 0 < b, v(0) = p und fir alle t € (a,b) gilt
Al (1) = Xy

ABBILDUNG 18. Verschiedene Integralkurven fiir ein Vektorfeld
auf einer Mannigfaltigkeit.
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Integralkurven werden durch Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen be-

schrieben: in einer Karte (U, x!, ..., 2™) haben wir
, 0 dvt o
X = Yy (¢ - d dyl¢(1) = . .
s = 2@ 0| o wd Ak =3 o]
Eine Integralkurve durch den Punkt p = (p',...,p") ist dann genau eine Losung
des Systems
dv? , . )
— K3 t 1 O — 2
L= d () A0 =p

Der folgende Satz aus der Analysis IT/TII besagt, dass zumindest in Karten In-
tegralkurven fiir Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten existieren und eindeutig sind.

SATZ 4.6.19. Sei U C R”™ eine offene Teilmenge, po € U und f: U — R™ eine
glatte Funktion.

(1) Die Differentialgleichung

dy

7 = F®).y(0) =po

hat eine eindeutige glatte Losung y: (a,b) — V.
(2) Fiir jeden Punkt po € V existiert eine offene Umgebung W C V, ein

e > 0 und eine glatte Funktion y: (—e,e) x W — V so dass fiir alle
(t,q) € (—e,e) x W gilt

%

ot (t,q) = f(y(t,9),y(0,q) = q.

Durch die Eindeutigkeit kénnen dann Integralkurven in verschiedenen iiberlap-
penden Karten zusammengeklebt werden. Der zweite Teil der Aussage bedeutet,
dass die Losungen des gewohnlichen DGL-Systems glatt von den Anfangsbedin-
gungen abhéngen. Insbesondere kénnen Integralkurven durch alle Punkte einer ge-
eigneten Umgebung W von p gefunden werden. Dies fithrt zum Begriff des lokalen
Flusses:

DEFINITION 4.6.20. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M eine offene
Teilmenge und X ein Vektorfeld auf U. Ein lokaler Fluss fir X um einen Punkt
p € U ist eine glatte Funktion F: (—e,e) x W — U, wobei W C U eine offene
Umgebung von p ist, so dass fir alle g € W die Abbildung F(t,q): (—€,e) = U eine
Integralkurve fiir X ist. Insbesondere gilt

(1) F(0,q) = q fiir alle g € W,
(2) F(t,F(s,q)) = F(t+s,q), wenn beide Seiten definiert sind.

BEMERKUNG 4.6.21. o Hier muss F(t,q) interpretiert werden als der
Punkt, an dem die Integralkurve durch den Punkt q zum Zeitpunkt t an-
gekommen ist. Oft wird auch die Notation Fy(q) = F(t,q) verwendet. Die
Abbildungen Fi(q) heifien Flusslinien.

o FEin lokaler Fluss, der auf R x M definiert ist, heifit globaler Fluss. Die
Sitze aus der Analysis II/II1 sagen, dass lokale Fliisse fiir Vektorfelder
immer existieren. Globale Fliisse existieren im Allgemeinen nicht. Fin
Vektorfeld, fir das ein globaler Fluss existiert, heif§t vollstandig.

e Sei M eine Mannigfaltigkeit, X ein Vektorfeld auf M und F: Rx M — M
ein globaler Fluss. Dann gilt fir alle t € R

FtOF_t:F_tOFt:FOZidM.

Insbesondere sind alle Fy: M — M Diffeomorphismen.
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BEMERKUNG 4.6.22. Mit dem Begriff des lokalen Flusses konnen wir auch die
Lie-Klammer besser veranschaulichen. Fir zwei Vektorfelder X undY auf M haben
wir lokal zwei zugehorige Flisse. Wir konnen erst dem Fluss fir X fir eine Zeit
t folgen, und dann dem Fluss firY fir eine Zeit s, oder umgekehrt. Wenn beide
Varianten das selbe Ergebnis liefern, sagen wir, dass die Fliisse kommutieren. Dies
ist aber im Allgemeinen nicht der Fall (s. Abbildung @)

R
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ol
X
-—f/i, 4 - s 4
wn U 5 TLS/17
> —7 1 —
AN 0 7S e
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ABBILDUNG 19. Veranschaulichung der Lie-Klammer

Die infinitesimale Variante dieses Kommutators (Grenzibergang s,t — 0) ist
genau die Lie-Klammer der beiden Vektorfelder. Allgemeiner sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) Vektorfelder Xy,...,X, haben paarweise triviale Lie-Klammer.
(2) Die zu Xy,...,X, zugehérigen Flisse kommutieren paarweise.
(3) Es gibt lokale Koordinaten x',... 2", so dass X; = % 1st.

UBUNGSAUFGABE 4.6.23. Bestimmen Sie die mazimale Integralkurve (t) mit
Anfangspunkt (a,b) € R? des folgenden Vektorfeldes auf R?:

0 7]

X = il
0x+x8y

UBUNGSAUFGABE 4.6.24. Bestimmen Sie die Integralkurven des folgenden Vek-
torfelds auf R™ mit Standardkoordinaten (r',... ,r™) fiir beliebige Anfangswerte:

n ia
X:Er BI%

UBUNGSAUFGABE 4.6.25. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen
Sie, dass jedes glatte Vektorfeld auf M wvollstindig ist. Geben Sie auf R? \ {0} ein
Beispiel eines Vektorfelds an, das nicht vollstindig ist.

UBUNGSAUFGABE 4.6.26. Sei M eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit,
und seien p,q € M zwei Punkte. Dann existiert ein Diffeomorphismus f: M — M

mit f(p) = q.

UBUNGSAUFGABE 4.6.27. Zeigen Sie, dass ein n-dimensionales glattes reelles
Vektorbiindel genau dann trivial ist, wenn es n glatte Vektorfelder gibt, die an jedem
Punkt linear unabhdngig sind.
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UBUNGSAUFGABE 4.6.28. Sei G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e € G.
Fiir g € G kénnen wir TyG und TG durch Linksmultiplikation mit g identifizie-
ren. Firv € T.G erhalten wir dadurch ein Vektorfeld X,. Solche Vektorfelder hei-
Sen links-invariant. Zeigen Sie, dass links-invariante Vektorfelder auf Lie-Gruppen
vollstindig sind.

4.7. Tangentialvektoren fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand

DEFINITION 4.7.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, und p € OM
ein Randpunkt.

Seien U,V C M offene Mengen mitp € UNV . Zwei glatte Abbildungen f: U —
R und g: V — R heiflen dquivalent, wenn es eine offene Umgebung W C U NV
von p gibt, so dass flw = glw. Wir bezeichnen mit C;°(M) die R-Algebra der
Funktionenkeime am Punkt p, analog zu Definition [[.2.1]

Der Tangentialraum T, M ist durch Derg(Cp°(M),R) definiert.

BEMERKUNG 4.7.2. (1) Auch eine Definition von Tangentialvektoren iber
Kurvenkeime ist maoglich. Dafiir betrachten wir fir einen Randpunkt x €
OM Kurven v: [0,b) — M mit v(0) = x. Wir kénnen dann eine Aqui-
valenzrelation wie in Definition betrachten. Allerdings haben dann
die Tangentialvektoren an den Punktp € OM, die nach “aufen” (beziglich
einer Karte) zeigen, keine Reprdsentanten durch Kurven in M.
(2) Mit der obigen Definition von Tangentialraum konnen wir dann das Dif-
ferential wie f. in Definition [{.4.1] fiir Mannigfaltigkeiten ohne Rand de-
finieren. Die Kettenregel gilt unverdndert.

Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit Rand miissen wir uns noch
iiberlegen, dass der Tangentialraum an Randpunkten x € OM als Vektorraum auch
n-dimensional ist. Nach der Definition [3.5.1und sind die glatten Funktionen-
keime in C2°(M) in einer Umgebung von z definiert. Insbesondere, ist also fiir einen
Punkt € OH" die Einschrénkungsabbildung p: C°(R™) — C°(H") surjektiv.

LEMMA 4.7.3. Sei x € OH". Die Abbildung
p*: Derg(C3°(H"), R) — Dera(C3°(R"), R): D+ (g € C(R™) = D(p(g))
ist ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS. Die Injektivitdt von p* folgt aus der Surjektivitét der Einschrankungs-
abbildung p: C°(R™) — C°(H™).

Fiir die Surjektivitit kénnen wir eine Derivation in Derg(CS°(R™),R) als Rich-
tungsableitung fiir einen Tangentialvektor in T,R"™, reprasentiert durch die Kurve
~v(t) = x + tv mit v € R™, auffassen. Der Vektor v zeigt entweder in Richtung H"
(d.h. v™ > 0) oder nach “aufien” (d.h. v™ < 0). In letzterem Fall zeigt —v nach
innen. Im ersten Fall ist

Dlg) -t 200 = (@)
t—0+ t
eine Derivation in Derg(C2°(H"),R) mit p*(D) = v. Im zweiten Fall nehmen wir
stattdessen lim;_,o- und erhalten die gewiinschte Derivation mit p*(D) = v. O

KOROLLAR 4.7.4. Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und x €
OM st Derg(Cp°(M),R) ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

UBUNGSAUFGABE 4.7.5. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.
Wir definieren das Tangentialbiindel genau wie in Definition[{.5.1l Zeigen Sie, dass
TM eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist.



58 4. TANGENTIALVEKTOREN UND DIFFERENTIAL

DEFINITION 4.7.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und p € OM ein
Randpunkt. Wir sagen, dass ein Tangentialvektor v € T, M nach innen zeigt, wenn
v & T,(OM) und eine glatte Kurve v: [0,€) — M existiert, fir die gilt v(0) = p,
~v((0,€)) C M und ~¥'(0) = v. Andernfalls sagen wir, dass der Vektor nach aulen
zeigt.

DEFINITION 4.7.7. Sei M eine glatte Mannnigfaltigkeit mit Rand. Fin glattes
Vektorfeld X entlang OM ist eine Zuordnung p € OM — X, € T, M, das in einer
Karte (U,zt,...,2") als

PN
Xp = ;a (p) O lp
fiirp e UNOM und a® € C>®(dM) geschrieben werden kann.

BEMERKUNG 4.7.8. In der Konvention von Definition[2.5.1 zeigt ein Vektorfeld
X entlang OM genau dann am Punkt p € OM nach auflen, wenn a™(p) < 0 ist.

PROPOSITION 4.7.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann exis-
tiert ein glattes nach aufen zeigendes Vektorfeld entlang OM .

BEWEIS. Fiir eine Karte (U, zL,...,2%) von M um den Randpunkt p € OM
zeigt das Vektorfeld X, = — agn nach auflen. Wir wihlen eine Uberdeckung von
OM aus solchen Uberdeckungen und eine passende glatte Zerlegung der Eins {pa } o
Dannist X = > po X, ein glattes nach auflen zeigendes Vektorfeld entlang OM. O

UBUNGSAUFGABE 4.7.10. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand. Zei-
gen Sie, dass es einen Kragen fiir OM gibt.



KAPITEL 5

Kritische Punkte und Untermannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel geht es nun genauer um die Beziehung zwischen Mannigfal-
tigkeiten bzw. glatten Abbildungen und ihren linearen Anndherungen durch Tan-
gentialbiindel bzw. Differential. Zentrales Werkzeug ist der Satz von der Umkehr-
funktion, der es erlaubt, aus Aussagen iiber das Differential Aussagen iiber die
glatte Abbildung (z.B. einfache Form in geeigneten Koordinaten) zu folgern.

5.1. Definitionen

DEFINITION 5.1.1. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Dann heifit f Tmmer-
sion bzw. Submersion am Punkt p € M, wenn df: T,M — Ty, N injektiv bzw.
surjektiv ist.

DEFINITION 5.1.2. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Der Rang von f am
Punkt p € M ist der Rang der linearen Abbildung df: TyM — Ty, N.

BEMERKUNG 5.1.3. Der Rang der Abbildung df: TyM — Ty, )N ist die Di-
mension des Bildes von df. Fiir gewihlte Karten (U, 2%, ..., 2™) und (V,y*, ..., y™)

ist der Rang der Abbildung df gleich dem Rang der Jacobi-Matriz (%) .
i,j

DEFINITION 5.1.4. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Ein Punkt p € M
heifst reguldrer Punkt, wenn das Differential df: T,M — Ty, N surjektiv ist;
andernfalls heifst p kritischer Punkt.

Ein Punkt g € N heifst kritischer Wert, wenn es einen kritischen Punkt p € M
mit f(p) = q gibt; andernfalls heifit q regulidrer Wert.

PrOPOSITION 5.1.5. Sei f: M — R eine glatte Abbildung. Ein Punkt p € M

ist genau dann ein kritischer Punkt, wenn es eine Karte (U, x',... a™) um p gibt,
so dass fiir allei=1,...,n gilt
of
-(p) =0
Py ()

BEWEIS. Es gibt nur zwei Moglichkeiten fiir df: T, M — R. Entweder ist df
die Null-Abbildung oder df ist surjektiv (und damit ist p ein reguléirer Punkt). Die
darstellende Matrix fiir das Differential ist

(550 o)

Also ist p ein kritischer Punkt, wenn alle partiellen Ableitungen von f verschwinden.
O

BEMERKUNG 5.1.6. Der Begriff des kritischen Punktes umfasst also alles, was
zu Extremwertaufgaben in der Analysis- Vorlesung gesagt wird.

PRrROPOSITION 5.1.7. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Dann ist die Menge
der kritischen Punkte abgeschlossen in M. Wenn M kompakt ist, ist die Menge der
requldren Werte offen in N.

59
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BEwEIs. Der Fall dim M < dim N ist klar: alle Punkte in M sind kritische
Punkte. Wir kénnen also annehmen, dass dim M > dim N ist. Wir zeigen, dass fiir
jede Karte (U, x!,...,2™) die Menge der kritischen Punkte in U abgeschlossen ist.
Fiir eine Karte (V,y!,...,y™) mit f(U) C V ist ein Punkt p € U kritisch genau
dann, wenn die Jacobi-Matrix

af’
(50,

nicht maximalen Rang hat. Die Menge der kritischen Punkte in U wird also definiert
durch die Bedingung, dass die endliche Menge der (n x n)-Minoren (Determinanten
von quadratischen Teilmatrizen) identisch null ist. Also ist die Menge der kritischen
Punkte in U abgeschlossen.

Wenn M kompakt ist, ist die Abbildung f abgeschlossen. Damit ist dann die
Menge der kritischen Werte abgeschlossen, also ist die Menge der reguldren Werte
offen. O

Zusammen mit dem Satz von der Umkehrfunktion liefern reguléire Werte bzw.
der Rang einer Abbildung gute Kriterien, wann fiir eine glatte Abbildung f: M —
N das Urbild eines Punktes ¢ € N eine Mannigfaltigkeit ist; dies ist eine weitere
reiche Quelle fiir natiirlich vorkommende Mannigfaltigkeiten.

UBUNGSAUFGABE 5.1.8. Zeigen Sie, dass die Abbildung S* — S*: (y e Rt €
R) — (2ty,2t2 — 1) den reguliren Wert (0,...,0,1) hat.

UBUNGSAUFGABE 5.1.9. Seien A € Rug undy: R — R?: t — (eM cost,eM sint).
Sei X = {y(t) e R? | t € R}, und

1

. 2.

(2,0, 2).

Zeigen Sie, dass f eine Immersion ist.

UBUNGSAUFGABE 5.1.10. Sei X = {(sinz,y,2) € R? | y,2 € R} und Y = R2.
Zeigen Sie, dass die Abbildung f(x,y,z) = (x,y) keine Submersion ist.

UBUNGSAUFGABE 5.1.11. Wir realisieren S* = {(u,v) € C? | |u® + |[v]> = 1}
und S* = CP'. Zeigen Sie, dass die Abbildung (u,v) — [u : v] eine Submersion ist.

UBUNGSAUFGABE 5.1.12. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie,
dass jede glatte Abbildung M — R mindestens zwei kritische Punkte hat.

5.2. Wiederholung Analysis: Umkehrfunktion und konstanter Rang

Im folgenden Abschnitt diskutieren wir kurz die inversen und impliziten Funk-
tionenséitze aus der Analysis II.

SATZ 5.2.1 (Satz von der Umkehrabbildung fiir R™). Sei U C R™ eine offene
Teilmenge und sei f: U — R™ eine glatte Abbildung. Die Abbildung f ist genau
dann ein lokaler Diffeomorphismus am Punkt p, wenn fir die Jacobi-Determinante

gilt det(f*/0r7)(p) # 0.

Dieser Satz wird in der Analysis IT bewiesen. Die Beweisidee ist folgende: Wir
kénnen annehmen, dass f(p) = 0 = p und J;(0) = I,,. Wir definieren die Abbildung
¢(z) =z — f(z). Fir y € R nah genug an 0 ist T,(z) = y+ ¢(z) eine Kontraktion,
die nach dem Fixpunktsatz von Banach einen eindeutigen Fixpunkt = hat, fiir den
dann f(x) = y gilt — wir erhalten also eine Umkehrabbildung f~!. Mit der Inver-
tierbarkeit der Jacobi-Matrix kéonnen wir dann zeigen, dass die Umkehrabbildung
f~1 auch beliebig oft differenzierbar ist.
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SATz 5.2.2 (Satz von der Umkehrabbildung fiir Mannigfaltigkeiten).
Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten.
Fiir einen Punkt p € M sei (U,¢) = (U,x',...,2") eine Karte von M mit p € U
und (V) = (V,yt,...,y") eine Karte von N mit f(U) C V. Dann ist f genau
dann ein lokaler Diffeomorphismus am Punkt p, wenn det(dy® o f/0x7)(p) # 0.

BEWEIS. Nach Definition

Oy’ o f d(r' oo foo™t)
oni P = 59 (¢(p))

ist die Jacobi-Matrix fiir f in den Karten (U, z,...,2") und (V,y!,...,y") gleich
der Jacobi-Matrix fiir die Abbildung o fog~!. Theorembesagt, dass 1o fop ™!
ein lokaler Diffeomorphismus ist. Da die Kartenabbildungen ¢ und v Diffeomorphis-
men sind, ist das gleichbedeutend mit der Aussage, dass f ein lokaler Diffomorphis-
mus ist. U

BEMERKUNG 5.2.3. Der Satz von der Umkehrfunktion laft sich dann
umformulieren: eine glatte Abbildung zwischen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
ist genau dann ein lokaler Diffeomorphismus am Punkt p, wenn das Differential
ein Isomorphismus ist.

UBUNGSAUFGABE 5.2.4. Bestimmen Sie durch Berechnung der Jacobi-Matriz,
fiir welche Punkte in R® die Abbildung R? — R3: (z,y,2) — (2,22 +y?> +22—1,2)
ein lokaler Diffeomorphismus ist.

UBUNGSAUFGABE 5.2.5 (Hyperboloide fiir indefinite Formen). Seien 0 < p <n
natirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass fir jede reelle Zahl r > 0

P n
(xl,...,xn)ER"|fo— Z i =r
i=1

i=p+1

eine Mannigfaltigkeit ist. Was passiert fiirr =0¢
Hinweis: Betrachten Sie die Jacobi-Matrix fiir geeignete Projektionen auf Ko-
ordinatenebenen.

UBUNGSAUFGABE 5.2.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit von Dimension m, und
sei (U,zt, ..., 2™) eine Karte. Glatte Abbildungen f1,..., f™ sind genau dann Ko-
ordinatenfunktionen einer Karte, wenn fiir die Jacobi-Determinante gilt

det(9f"/0x7)|, # 0.

BEMERKUNG 5.2.7. Insbesondere kann der Satz von der Umkehrabbildung gut
benutzt werden, um Karten fiir Mannigfaltigkeiten zu produzieren. Hdufig wird der
Satz auch benutzt, um zu zeigen, dass Koordinaten existieren, in denen Vektoren
oder Unterrdume des Tangentialraums eine einfache Form haben, zum Beispiel im
Immersionssatz[5.5. 17 und im Submersionssatz[5.3.15, oder im folgenden Satz vom

konstanten Rang.

SATZ 5.2.8 (Satz vom konstanten Rang). Seien U C R™ und f: U — R™
eine glatte Abbildung. Sei p € U ein Punkt, so dass f in einer Umgebung von p
konstanten Rang k hat. Dann existiert eine offene Umgebung W C U wvon p und
eine offene Umgebung V- C R™ wvon f(p), und Diffeomorphismen ¢: W — W,
V: V =V mit ¢(p) =0 und ¢(f(p)) =0, so dass

Yo foe tal,. .. a") = (a, ... 2" 0,...,0).
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BEWEIS. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
p =0 und f(p) = 0 ist. AuBlerdem kénnen wir durch Vertauschen von Koordina-
tenfunktionen annehmen, dass der linke obere k£ x k-Block der Jacobi-Matrix

ai
I =95

am Punkt p = 0 eine von Null verschiedene Determinante hat. Wir definieren
p: U —=R™: z=(z4,...,2") = (fi(x),..., fFx), =", ... 2").
Es gilt ¢(0) = 0, die Jacobi-Matrix von ¢ hat die Form

o(f,ft)
J(¢) = o(z1,...,xk)

und ist damit am Punkt p = 0 invertierbar. Nach dem inversen Funktionen-
Satz existiert dann eine Umgebung W der 0, auf der ¢ ein Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge W C R™ ist. Bezeichnen wir mit w = (wl,...,w") die
Koordinaten von W, dann existieren Abbildungen &¥*1 ... €™ so dass gilt

foo t(w) = (w,...,wk e (w),... ™ (w)).
Die Abbildungen &7 verschwinden bei 0, da f(0) = 0 und ¢~1(0) = 0. Fiir die
Jacobi-Matrix der Zusammensetzung haben wir

Tx 0
J(f)od(¢ ™) =T(fos™h) = ( L A ) -
O(wkt1 . wm™)

Der Rang von J(f) ist k in einer Umgebung der 0, und J(¢~!) ist invertierbar
auf W. Nach Verkleinerung von W koénnen wir also annehmen, dass die Matrix
J(fo¢~1) an jedem Punkt von W Rang k hat. Der rechte untere Block der Matrix
J(f o F71) kann also nur Nullen enthalten, sodass die Abbildungen ¢’ lokal nur
von den Koordinaten w',. .., w* abhingen. Wir verkleinern W weiter so, dass die
& auf ganz W nur von den Koordinaten w', ..., w* abhéingen. Nun kénnen wir auf
einer Umgebung V € R™ von 0 die Abbildung

v: Vo o= R™:
y=" oy = R T =T )y =)

definieren. Am Punkt 0 ist
I 0
s =% 0 )

offensichtlich invertierbar. Aus Satz folgt, dass wir V' so verkleinern kénnen,
dass v ein Diffeomorphismus wird. Nun verkleinern wir noch einmal W so, dass
f(W) C V. Nach Konstruktion folgt jetzt auf W die Behauptung

Yofop t(wh,...,w") = (w',...,w"0,...,0). O

SATZ 5.2.9 (Satz von der impliziten Funktion). Sei U C R™ x R™ eine offene
Teilmenge und sei f: U — R™ eine glatte Abbildung. Die Standardkoordinaten auf
U werden als (z,y) = (a',..., 2" y',...,y") geschrieben. Wenn fiir einen Punkt
(a,b) € U mit f(a,b) = 0 gilt det(df"/0y?)|(ap) # 0, dann existiert eine offene
Umgebung A x B von (a,b) und eine eindeutige glatte Abbildung h: A — B, sodass
fiir (x,y) € A x B dann f(z,y) =0 genau dann, wenn y = h(x).

UBUNGSAUFGABE 5.2.10. Zeigen Sie, dass Satz aus Satzfolgt.

UBUNGSAUFGABE 5.2.11. Zeigen Sie, dass der Satz von der Umkehrabbildung
aus dem Satz von der impliziten Funktion folgt.
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UBUNGSAUFGABE 5.2.12. Gegeben sei das Gleichungssystem
x%+4m§+x§—2y%+y% = —4
(1 +z3)’+y1—y2 = -3

Zeigen Sie, dass dieses System in einer Umgebung des Punktes (x1, x2, x3,y1,Y2) =
(1, %, —1,—-2,1) nach (y1,y2) aufgelést werden kann. Bestimmen Sie die Jacobi-
Matriz der impliziten Funktion y = h(z) im Punkt (1,1, -1).

5.3. Untermannigfaltigkeiten und Abbildungen von konstantem Rang

DEFINITION 5.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine Teil-
menge S C M heifit regulire Untermannigfaltigkeit von Dimension k, wenn fir
jeden Punkt p € S eine Karte (U,x',... 2™) von M um p existiert, so dass

UmS:{(x1771‘n)€U|:L,k+1::xn:O}

Eine solche Karte (U,z',...,2") heifit an S angepasste Karte von M.
) <
pd

( ?0/3 A (/()

ABBILDUNG 20. Untermannigfaltigkeit S mit an S angepasster Karte.

—

BEMERKUNG 5.3.2. Die Differenz dim M — k der Dimensionen heifit auch Ko-
dimension von S in M.
Die Definition umfasst auch offene Untermannigfaltigkeiten.

ABBILDUNG 21. Zwei Teilmengen, die keine Untermannigfaltigkei-
ten sind.

PROPOSITION 5.3.3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine re-
guldre Untermannigfaltigkeit. Dann ist S eine Mannigfaltigkeit, und

{(UNS,dls) | (U, o) an S angepasste Karte}
ist ein glatter Atlas fir S.
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BEWEIS. Fiir zwei an S angepasste Karten (U, ¢) = (U, 2%, ..., 2") und (V, ) =
(V,yt,...,y") ist die Kartenwechselabbildung ¢ o v~1t: (U NV) — ¢(U NV)
glatt. Wir nehmen an, dass die Kodimension n — k ist, d.h. dass S in den Kar-
ten durch das Verschwinden der letzten n — k Koordinaten definiert ist. Dann
bildet ¢ o ¢~ die Menge »(U NV N S) C (U NV)NRF x {0} in die Menge
HUNVNS)CdUNV)NRF x {0} ab. Die Komponenten dieser Abbildung sind
Komponenten von ¢otp~!, also ist diese Einschrankung auf R* auch glatt. Da nach
Definition fiir jeden Punkt in S eine angepasste Karte existiert, haben wir einen
glatten Atlas fiir S. Also ist S eine Mannigfaltigkeit der Dimension k. O

DEFINITION 5.3.4. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Fir einen Punkt
p € N heifit
FHp)={ae M| f(q) = p}
die Niveaumenge (engl. level set) zu p. Fiir f: M — R"™ nennt man f~(0) auch
Verschwindungsmenge von f.

N

/

ABBILDUNG 22. Hoéhenfunktion auf dem Torus, mit verschiedenen
Niveaumengen.

Wir haben jetzt die folgende Version vom impliziten Funktionen-Satz auf Man-
nigfaltigkeiten. Das Beweisprinzip ist wieder sehr dhnlich zum Beweis des Satzes
vom konstanten Rang [5.2.8/im R": wir wiihlen uns im Tangentialbiindel die richti-
ge Basis und nutzen dann den Satz von der Umkehrfunktion, um daraus geeignete
Koordinaten zu bekommen.

PROPOSITION 5.3.5. Sei f: M — N eine glatte Abbildung und sei p € N ein
requlirer Wert. Wenn f=1(p) # 0, dann ist f=(p) eine regulire Untermannigfal-
tigkeit der Dimension dim M — dim N.

BEWEIS. Sei (V,v) = (V,y!,...,y") eine Karte um p. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit kénnen wir ¢(p) = 0 € R™ annehmen. Fiir diese Karte ist ins-
besondere f~1(V) C M eine offene Umgebung von f~1(p), und f~1(p) ist die
Verschwindungsmenge von ¢ o f in f~1(V). Insbesondere kénnen wir die folgende
einfachere Situation annehmen: f: M — R" und p = 0 in R" ist ein reguldrer Wert.
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Da f=1(0) # 0 ist f fiir alle Punkte in f~1(0) eine Submersion, also m > n;
auBlerdem sind alle Punkte in f~!(0) regulir. Fiir einen Punkt ¢ € f~1(0) withlen
wir eine Karte (U, ¢) = (U, x!,...,2™) um q. Da q regulér ist, hat die Jacobi-Matrix
(0f/027); j Rang n. Durch Umordnen der Koordinaten kénnen wir erreichen, dass
der Block (0f%/0x7)y—n+1<j<m invertierbar ist.

Auf U betrachten wir die Funktionen z!,... 2™ ", f!,..., f*: U — R. Die
Jacobi-Matrix fiir die zusammengesetzte Funktion (x!,... 2™~ f1 ... f"): U —

R™ ist
oz® oz~
B Ox _ 1 ) 0
a_ + —m+ = i—m+4n
aft—mEn  gpimin . afi=
OxP oxJ OxJ

wobei 1 < a,8 <m—nund m—n+1<1i,j <m. Diese Matrix hat Determinante
a 1—m-n
027 /) nti<ijem

nach Konstruktion. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion [5.2.2 existiert also eine
Umgebung U’ von p so dass (U’,x!,..., 2™~ " fl ... f") eine Karte von M ist.

In dieser Karte wird f~1(0) beschrieben durch f* = ... = f* = 0. Also ist diese
Karte angepasst an f~1(0), und f~1(0) ist eine reguliire Untermannigfaltigkeit der
Dimension m — n. (]

BEMERKUNG 5.3.6. Die Voraussetzung, dass der Punkt p ein requldrer Wert ist,
ist zentral. Jede kompakte Teilmenge K C R™, die eine relativ kompakte offene Um-
gebung U C R™ hat, kann als Verschwindungsmenge einer glatten nicht-negativen
Abbildung g: R™ — R mit supp(l — g) C U geschrieben werden. Daraus folgt mit
Zerlequng der Eins, dass jede abgeschlossene Teilmenge A einer glatten Mannig-
faltigkeit M als Verschwindungsmenge einer glatten Abbildung geschrieben werden
kann.

Mit Proposition [5.3.5] kénnen wir viele weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten
konstruieren.

EISPIEL 5.3.7. Die n-dimensionale Sphdre ist in urch die Gleichung
B 5.3.7. Di di jonale Sphire ist in R™1 durch die Gleich
Z?jll x? =1 gegeben. Dies entspricht der Verschwindungsmenge der Funktion

n+1
R SR (22" Z(m’)2 -1
i=1

Die Jacobi-Matrix ist

<8f =22!,. of = 2;10"“)

BrT = 2 G

und damit ist der einzige kritische Punkt (0,...,0). Also ist S eine requlire Un-

termannigfaltigkeit von R™ 1. O
BEISPIEL 5.3.8. Allgemeiner ist fir ein Polynom f(x1,...,x,) die Menge

{(x1,...,zn) | f(z1,...,2,) =0} CR"
eine regulire Untermannigfaltigkeit, wenn f und Of /Or' keine gemeinsamen Null-
stellen haben. Untermannigfaltigkeiten dieser Form nennt man glatte Hyperflichen.
Zum Beispiel ist fiir die kubische Fliche f(x,y,z) = 22+ y> + 22 — 3zyz = 1
eine glatte Hyperfliche: die partiellen Ableitungen sind
of _ of _ of

2y -3, 9. 3
Ox Oy y=3 0z 203

Die gemeinsame Nullstelle der partiellen Ableitungen istx =y =z = %, aber wegen
3% — 3% = —%7 # 1 liegt dieser Punkt nicht auf der Fldche. O

2z — 3,
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BEISPIEL 5.3.9. Wir kénnen auch im projektiven Raum RP" Hyperflichen defi-
nieren: jedes homogene Polynom definiert eine Funktion f: RP™ — R und {f = 0}
ist eine requlire Untermannigfaltigkeit, wenn f keine gemeinsamen Nullstellen mit
allen partiellen Ableitungen hat. Solche Mannigfaltigkeiten nennt man glatte pro-
jektive Hyperflichen.

Die projektive Fliche f(x,y,z) = zyw+ xyz +yzw + xzw = 0 ist singuldir, d.h.
keine requlire Untermannigfaltigkeit in RP*. Die partiellen Ableitungen sind

of of of of

— = ywtyztzw, - =zrwtrztzw, S =xytywtrw, S— =xYtyz+rz.
ox oy 0z ow

Die Punkte [1:0:0:0],[0:1:0:0],[0:0:1:0] und [0:0:0: 1] sind singuldr,
da an ihnen sowohl f als auch alle partiellen Ableitungen verschwinden. Man kann
zeigen (das ist aber etwas schwieriger), dass dies die einzigen singuliren Punkte
sind. (fir Bilder: Stichwort Cayley nodal cubic) O

BEISPIEL 5.3.10. Die Matrizengruppe SL, (R) ist eine regulire Untermannig-
faltigkeit von GL,(R), konkret realisiert als Niveau-1-Menge der glatten Abbildung
det: GL,(R) — R. Um zu zeigen, dass die 1 tatsichlich ein regulirer Punkt der
Determinantenabbildung ist, entwickeln wir die Determinante nach der i-ten Zeile:

det A = Z(—l)iJrjaijmij,
j=1

wobei m;; der entsprechende (i,j)-Minor ist, d.h. die Determinante der Matriz, die
aus A durch Entfernen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Damit sehen

wir
ddet

6@2']'

(=1)"*my;

Fine Matriz ist also ein kritischer Punkt der Determinante, wenn alle (i, j)-Minoren
verschwinden. Fine solche Matrix hat aber nach dem Entwicklungssatz Determinan-
te 0. Also ist SL,, eine regulire Untermannigfaltigkeit von Dimension n®> —1. 0O

SATZ 5.3.11 (Satz vom konstanten Rang fiir Mannigfaltigkeiten).
Sei f: M — N eine glatte Abbildung, die in einer Umgebung von p € M konstanten
Rang k hat. Dann existiert eine Karte (U, ¢: U — R™) mit ¢(p) = 0 und eine Karte
(Vyp: V= R™) mit (f(p)) =0, so dass fir alle Punkte in U gilt

(Wofop H(rt,...,rm)=(rt,...,7* 0,...,0).

Wenn fiir einen Punkt ¢ € N die Niveaumenge f~1(q) eine offene Umgebung
hat, auf der f konstanten Rang k hat, dann ist f~1(q) eine requlire Untermannig-
faltigkeit in M von Kodimension k.

UBUNGSAUFGABE 5.3.12. Beweisen Sie Satz|5.3.11 mit Hilfe von Satz ,

UBUNGSAUFGABE 5.3.13. Zeigen Sie in den folgenden Schritten, dass die or-
thogonale Gruppe O(n) eine glatte Mannigfaltigkeit von Dimension n(n — 1)/2 ist:

(1) Mit der Abbildung f: GL,(R) — GL,(R): A — A'A kénnen wir die
orthogonale Gruppe O als f~1(1,,) identifizieren.

(2) Am Punkt 1, € GL,(R) haben wir T1, GL,(R) = Mat,(R), und das
Differential von f am Punkt1, ist df: M s M®+ M.

(3) Die Abbildung df hat konstanten Rang n(n +1)/2.

Immersionen und Submersionen sind insbesondere auch Abbildungen mit kon-
stantem Rang. Damit ergeben sich zwei Spezialfille des Satzes vom konstanten
Rang.
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PROPOSITION 5.3.14 (Immersionssatz).
Sei f: M — N eine Immersion am Punkt p € M. Dann existiert eine Karte
(U,¢: U = R™) mit ¢(p) =0 und eine Karte (V,4: V — R™) mit (f(p)) =0, so
dass in einer Umgebung von ¢(p) gilt

(Yo foop Nt ....r™)=(r",...,7™0,...,0).

PROPOSITION 5.3.15 (Submersionssatz).
Sei f: M — N eine Submersion am Punkt p € M. Dann existiert eine Karte
(U,¢: U = R™) mit ¢(p) = 0 und eine Karte (V,4: V — R™) mit ¥(f(p)) =0, so
dass in einer Umgebung von ¢(p) gilt

(z/JOfqu_l)(rl,...,r",r"+1,...,rm) = (rl,...,r").

BEMERKUNG 5.3.16. e Insbesondere sind Submersionen offene Abbil-
dungen: lokal sind sie durch Projektionsabbildungen gegeben, die offen
sind.

o Wenn f: M — N eine Submersion ist, dann ist S = f~1(p) fiir jeden
Punktp € N eine regulire Untermannigfaltigkeit von M. Fir einen Punkt
q € S haben wir dann eine exakte Sequenz von Tangentialrdumen

0—T,S = T,M L 1,N 0.

Insbesondere ist der Kern von df genau der Tangentialraum an S im
Punkt q. Wenn auf TqM ein Skalarprodukt existiert, wird das orthogonale
Komplement TSt isomorph auf T,N abgebildet. Die Vektoren in T,S+
heiffen dann Normalenvektoren zu S.

o Wir hatten bereits das Tangentialbiindel als Beispiel fiir ein Vektorbiindel
von Rang r auf einer Mannigfaltigkeit von Dimension r. Fir eine Immer-
sion t: M — N haben wir fir jeden Punkt p € M eine injektive lineare
Abbildung dv: T,M — T,N. Es gibt ein Vektorbindel auf M, dessen Fa-
ser Gber dem Punkt p genau der Kokern cokerd: = T,N/de(T,M) ist.
Dieses Biindel heif$t Normalenbiindel.

L

-1

S

e ——

ABBILDUNG 23. Normalenbiindel einer reguldren Kurve in einer Fléche.

UBUNGSAUFGABE 5.3.17. Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit und sei
(U,p: U — R™) eine Karte. Zeigen Sie, dass sich fiir einen Punkt p € U der
Tangentialraum T, M mit dem Bild der linearen Abbildung

dppy@ s R™ = Ty R™ — RY

identifizieren ldsst.
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UBUNGSAUFGABE 5.3.18. Sei f: RN — RN~ ¢ine glatte Abbildung und 0 €
RN=™ ein regulirer Wert. Bezeichne M = f~1(0) die zugehdorige Untermannig-
faltigkeit in RN . Zeigen Sie, dass sich der Tangentialraum T, M an einen Punkt
p € M mit dem Unterraum kerd, f von RY identifizieren lissst.

Beschreiben Sie den Tangentialraum von S™ C R™ ! als Unterraum von R,

UBUNGSAUFGABE 5.3.19. Beweisen Sie, dass die Menge
{(z,y,2) € R®| 2%2® + 322 + 30 — 29° — 2y = 1}
eine zum R? diffeomorphe glatte Untermannigfaltigkeit des R? ist.
UBUNGSAUFGABE 5.3.20. Zeigen Sie, dass die Menge
{(20,--,2n) EC™" [ 25+ + 22 =1}
eine glatte Untermannigfaltigkeit von C" 1 ist, und diffeomorph zu T S™ ist.

UBUNGSAUFGABE 5.3.21 (GauB-Abbildung). Sei M C R" eine regulire Unter-
mannigfaltigkeit von Dimension k, wir bezeichnen die Immersion mit v: M < R™.
Fiir jeden Punkt p € M kénnen wir den Tangentialraum T, M durch dv: T, M —
T, ) R = R" als k-dimensionalen Untervektorraum von R™ auffassen. Zeigen Sie,
dass die zugehorige Abbildung M — Gr(k,n) glatt ist.

UBUNGSAUFGABE 5.3.22. Sei M C R eine zwei-dimensionale regulire Un-
termannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine Umgebung U C R3, so
dass UNM in U durch Verschwindung einer glatten Abbildung f: U — R definiert
werden kann. Zeigen Sie, dass die Normalenrdume an Punkte in U durch den Gra-
dienten grad(f) erzeugt werden. Alternativ werden die Normalenriume auch durch
das Kreuzprodukt 01¢(0) x 02¢(0) fiir eine lokale Parametrisierung ¢ der Fliche
mit ¢(0) = p erzeugt.

UBUNGSAUFGABE 5.3.23. Sei p: RF — R gegeben durch ein homogenes Po-
lynom vom Grad m > 1 in k Variablen, d.h. p(txy,... txg) = t"p(x1,...,Tk)-
Zeigen Sie, dass 0 der einzige kritische Wert ist und die Mannigfaltigkeiten p~'(a)
fiir alle a > 0 diffeomorph sind.

UBUNGSAUFGABE 5.3.24. Die Menge

m
{(z,w) € RP™ x RP" | Zziwi = O}

=0
firm <mnund z=1[z9: - zm],w = [wo : - : wy] ist eine glatte Untermannig-
faltigkeit von RP™ x RP™.

UBUNGSAUFGABE 5.3.25. (*) Zeigen Sie, dass es keine Immersion des Mobius-
bands in R? ¢ibt.

5.4. Satz von Morse—Sard und Transversalitét

SATZ 5.4.1 (Satz von Morse—Sard). Sei U C R™ eine offene Menge und f: U —
R™ eine glatte Abbildung. Dann hat die Menge

Krit(f) = {f(p) | p € Usrg(fs: Tp(U) = TyR") <n}
der kritischen Werte von f Lebesque-Maj$ null.

BEWEIS. Die Aussage wird mittels Induktion {iber m bewiesen. Der Fall m = 0
ist klar.

Wir definieren K; C U als die Menge der Punkte p € U, fiir die alle partiellen
Ableitungen von f der Ordnung < i verschwinden. Dann haben wir eine absteigende
Kette von Teilmengen K D K1 D Ko D ---, wobei K C U die Menge der kritischen
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Punkte von f ist. Der Beweis besteht aus drei Schritten: (i) zeigt, dass f(K \ K1)
eine Nullmenge ist, (ii) zeigt, dass f(K; \ K;+1) eine Nullmenge ist, und (iii) zeigt,
dass f(K;) fiir geniigend grofies ¢ eine Nullmenge ist.

(i) Im ersten Schritt wollen wir zeigen, dass f(K \ K1) eine Nullmenge ist. Da
fiir n = 1 schon K = K; gilt, nehmen wir an, dass n > 2 ist. Wir wollen zeigen,
dass fiir jeden Punkt 2 € K \ K; eine Umgebung V' C R™ von « existiert, so
dass f(V N K) eine Nullmenge ist. Da R™ das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt
und das Lebesgue-Mafl abzéhlbar additiv ist, reicht das, um die Behauptung zu
bekommen. v

Da x € K; gibt es ¢ und j so dass g—f; # 0, ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit ist ¢ = j = 1. Dann hat die Abbildung

h:U = R™: z— (fY(x),22,...,2™).

eine invertierbare Jacobi-Matrix, also gibt es eine Umgebung V von z, so dass
h:V =V’ =h(V) CR™ ein Diffecomorphismus ist. Damit ist fiir die Komposition
g= foh 1: V' — R" die Menge K’ der kritischen Punkte genau h(V N K).
Insbesondere ist g(K') = f(V N K).

Nach Konstruktion bildet g einen Punkt (¢, 22,...,2™) € V' in {t} xR"~! C R®
ab, d.h. g bildet Hyperebenen {t} x R™~! auf Hyperebenen {t} x R"~! ab. Fiir
festes t bezeichnen wir mit g;: R™~! — R”! die entsprechende Einschrankung.
Die kritischen Punkte von g; sind genau die kritischen Punkte fiir g, da die Jacobi-

Matrix die Form
o gi B 1 0 _
ari )\ « gf j

hat. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Menge der kritischen Werte von g; in
{t} x R"~! eine Nullmenge. Anders gesagt ist der Schnitt der Menge g(K’) mit
jeder Hyperebene {t} x R"~! eine Nullmenge. AuBerdem ist g(K’) messbar: die
Menge der kritischen Punkte K’ ist abgeschlossen, und R™ ist eine abzihlbare Ver-
einigung kompakter Teilmengen (z.B. durch Z"-Verschiebung des Einheitswiirfels
[0,1]™); dann ist auch g(K’) eine abzihlbare Vereinigung kompakter Teilmengen,
also messbar. Nach dem Satz von Fubini (Analysis III?) ist g(K') = f(V N K) eine
Nullmenge.

(ii) Im zweiten Schritt wollen wir zeigen, dass f(K; \ K;y1) eine Nullmenge
ist. Das Argument ist dem aus dem ersten Schritt sehr &hnlich. Fiir einen Punkt
x € K; \ K;11 gibt es eine (i + 1)-te Ableitung, die nicht verschwindet. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit haben wir also eine Funktion

akfr

"W =
ors2 ... Orsk+1

)

die an = verschwindet, aber fiir die % # 0 ist. Wie im ersten Schritt konnen
wir die Funktion h(z) = (w(x),2?,...,2") betrachten. Diese Funktion bildet eine
Umgebung V von z diffeomorph in eine Menge V' = h(V) C R™ ab, und es gilt
h(K;NV) C {0} x R™~!. Wir betrachten wieder die Funktion g = foh™!: V/ — R"
bzw. deren Einschrinkung g: ({0} x R™~1) NV’ — R"™. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist die Menge der kritischen Werte von g eine Nullmenge, die h(K; NV)
enthélt. Also ist go h(K; N V) = f(K; NV) eine Nullmenge. Wie im Schritt (i)
reicht, das fiir die Behauptung.

(iii) Im dritten Schritt zeigen wir, dass f(K;) fiir geniigend grofies i eine Null-
menge ist. Fiir einen Wiirfel I™ C U von Kantenlénge 6 wollen wir zeigen, dass
f(K; N I™) eine Nullmenge ist. Die Menge K; kann mit abzihlbar vielen solchen
Wiirfeln iiberdeckt werden, und aus der abzdhlbaren Additivitit des Lebesgue-
Mafles folgt dann die Behauptung.
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Da I™ kompakt ist, folgt aus dem Satz von Taylor (Analysis IT), dass fiir
r € K'NI™und x+h € I gilt f(x+h) = f(x)+ R(z,h) mit |R(x, k)| < c||h|*
gilt, wobei die Konstante ¢ nur von f und I"™ abhéngt. Wir konnen jetzt den Wiirfel
I"™ in o™ Wiirfel der Seitenléinge §/a unterteilen. Sei I; ein Wiirfel der Unterteilung,
der einen Punkt aus K; enthélt, und fiir jeden Punkt x+h € I3 gilt ||| < v/m(d/a).

Aus der Abschétzung mit Taylor erhalten wir, dass f(I;) in einem Wiirfel der
Kantenlénge

2c (

enthalten ist. Damit ist das Bild f(K; N I™) in einer Vereinigung von maximal a™
Wiirfeln enthalten, deren Gesamtvolumen durch

qm—nlitl) (20 (\/Eé)iﬂ) '

beschrinkt ist. Der zweite Faktor ist unabhéngig von a. Fir m — n(i + 1) < 0,
alternativ i +1 > m/n, geht also die obere Schranke fiir das Gesamtvolumen gegen
0 fiir a — oo. Also ist f(K; N I™) eine Nullmenge. O

a

KOROLLAR 5.4.2 (Satz von Brown). Fir eine glatte Abbildung f: M — N
ist die Menge der requliren Werte dicht in N, d.h. der Abschluss der Menge der
reguldren Werte ist N.

BEWEIS. Folgt aus Satz in jeder Karte von N ist die Menge der regulidren
Werte dicht. (]

DEFINITION 5.4.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit und S C M eine reguldre Un-
termannigfaltigkeit. Fine glatte Abbildung f: N — M heifit transversal zu S, wenn
fiir jeden Punkt p € f~1(S) gilt

df(TpN) + TS = Ty M.
Die Notation fiir Transversalitit ist f th S.

BEMERKUNG 5.4.4. Die Definition kann fir zwei Untermannigfaltigkeiten an-
gewendet werden: S1 C M und Sy C M sind transversal, wenn die Inklusionsabbil-
dung v: S — M zu Sy transversal ist. (Die Definition ist symmetrisch in S1 und
Sy.) Wenn dim S1 + dim Sy < M konnen die beiden Untermannigfaltigkeiten nur
transversal sein, wenn sie sich nicht schneiden.

L\ // J&
T > Z

Hramsvessnl

ABBILDUNG 24. Im transversalen Beispiel erzeugen die Tangenti-
alvektoren an die beiden Kurven den ganzen Tangentialraum fiir
die Zeichenebene. Im nicht-transversalen Beispiel stimmen die Tan-
gentialvektorrdume an die sich beriihrenden Kurven iiberein.
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BEMERKUNG 5.4.5. Zitat von J.H.C. Whitehead (1959): “Transversal” is a
noun; the adjective is “transverse”.

SATZ 5.4.6. Sei f: N — M transversal zu einer requldren Untermannigfaltig-
keit S € M von Kodimension k. Dann ist f~1(S) C N eine requlire Untermannig-
faltigkeit von N von Kodimension k.

UBUNGSAUFGABE 5.4.7. Beweisen Sie Satz . Betrachten Sie dazu fiir p €
F7US) und (U,at,...,2™) eine an S angepasste Karte um f(p), so dass U N
S die Verschwindungsmenge der Koordinatenfunktionen x™ %+ .. o™ ist. Wir
definieren g = (z™*+1, ... 2™): U — RF.

(1) Zeigen Sie = (U) (1 £1(8) = (g0 )~ (0).
(2) Zeigen Sie, dass 0 ein regulirer Wert fiir go f: f~1(U) — R¥ ist.
(8) Folgern Sie daraus die Behauptung.

SATZ 5.4.8 (Transversalititssatz). Seien M, A und N glatte Mannigfaltigkeiten
und f: M x A — N eine glatte Abbildung. Wenn f transversal zu einer requldren
Untermannigfaltigkeit S C N ist, dann ist fo: M — N:p € M — f(p,a) transver-
sal zu S C N fiir fast alle a € A.

BEWEIS. Nach Satz ist W = f=1(S) eine reguliire Untermannigfaltigkeit
von M x A. Wir bezeichnen mit pr: M x A — A die Projektion auf den zweiten
Faktor und mit p: W — A die Komposition von pr, mit der Einbettung W —
M x A. Wir wollen zeigen, dass f, transversal zu S ist, wenn a € A ein regulirer
Wert fiir p ist. Dann folgt die Behauptung aus dem Satz von Morse—Sard

Wir zeigen als Zwischenschritt die folgende Behauptung: Wenn a ein regulérer
Wert von p ist und (p, a) € W, dann gilt T, ) (M x A) = T, oy W+T (. 0y (M x{a}).

Wir haben die Differentiale d pr 4 und d pr, fiir die Projektionen auf die jeweili-
gen Faktoren. Dann kénnen wir einen beliebigen Tangentialvektor v € T, ) (M x A)
schreiben

v=dpry(v) +dpry(v).

Da a ein regulidrer Wert fiir p ist, existiert w € T, o)W mit dpry(w) = dp(v) =
dpr4(v). Dann haben wir

v =dpry(v) = dpry (w) + dpry(w).

Der Vektor dpry,(v) —dpry,(w) liegt nun in Ty, 4y (M x {a}), damit haben wir die
Behauptung im Zwischenschritt bewiesen.
Da f transversal zu f ist, gilt fiir alle (p,a) € f=1(S)

Af (Tp.a) (M x A)) + Typ.0)S = Tp(pa) N-
Mit der Behauptung haben wir dann
df (Tp.yW) +df (Tp.a) (M x {a})) + Tsp.a)S = Tsp.a)N.
Da f(W) C Sist df (T(p,0)W) € Ty(p,a)S- AuBerdem haben wir
df (Tp,a) (M x {a})) = df (T,M).
Damit erhalten wir
df (TPM) + Tf(p,a)S = Tf(pﬂ)N

und sehen, dass f, transversal zu S ist, und der Satz ist bewiesen. O



72 5. KRITISCHE PUNKTE UND UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

5.5. Einbettungen und Whitney’scher Einbettungssatz

DEFINITION 5.5.1. Eine glatte Abbildung f: M — N heifit Einbettung, wenn
sie eine injektive Immersion und ein Homdomorphismus auf das Bild f(M) (mit
der von N induzierten Unterraumtopologie) ist.

PROPOSITION 5.5.2. Fiir eine Einbettung f: M — N ist das Bild f(M) eine
requldre Untermannigfaltigkeit in N. Umgekehrt ist fiir eine requldare Untermanmnig-
faltigkeit S C M die Inklusionsabbildung v: S — M eine Finbettung.

BEWEIS. (1) Aus dem Immersionssatz folgt, dass es Karten (U, x!,...,2™) um
pund (V,y',...,y") um f(p) gibt, so dass f: U — V die Form (x!,...,2™)
(x',...,2™,0,...,0) hat. Es bleibt zu zeigen, dass es eine Umgebung von f(p)
gibt, in der f(M) durch die Verschwindung von y™*1 ... 4" definiert ist. (An
dieser Stelle haben wir f(U) C {y™*!,...,y"}, aber a priori kénnte die Verschwin-
dungsmenge grofer als f(U) sein.) Da f: M — f(M) ein Homéomorphismus ist
(wobei f(M) die von N induzierte Unterraumtopologie trigt), ist f(U) offen in
f(M). Also existiert eine offene Menge V' in N, so dass V' N f(M) = f(U) ist.
Aus VNV 'Nnf(M) =VnfU) = f(U) folgt, dass f(U) in VNV’ durch das
Verschwinden von y™*1 ... y™ definiert ist und (V NV’ y,... y") eine an f(M)
angepasste Karte um f(p) ist.

(2) Wenn S C M eine Untermannigfaltigkeit ist, ist die Inklusionsabbildung ein
Homoomorphismus auf das Bild. Bleibt zu zeigen, dass die Inklusionsabbildung eine
Immersion ist. Sei (U, x!,...,2") eine an S angepasste Karte von M, d.h. dass S in
U durch das Verschwinden von x*T1 ... 2™ definiert wird, und (SN U, zt,... 2%)
eine Karte fiir S ist. In diesen Karten sehen wir, dass die Inklusionsabbildung ¢ eine
Immersion auf SN U ist. (|

UBUNGSAUFGABE 5.5.3. Wenn M eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, dann ist
jede injektive Immersion f: M — N schon eine Einbettung.

Zwei relevante Beispiele fiir Einbettungen aus der Geometrie sind die beiden
folgenden:

UBUNGSAUFGABE 5.5.4. Zeigen Sie, dass die Segre-Einbettung
RP" x RP™ — RPOHDm+)-1,
([wo - tanl,[Wo: -t Um]) — [ToYo:Toyr i~ :aiyj: - TpYm]
eine Einbettung ist.
UBUNGSAUFGABE 5.5.5. Seien d und n natirliche Zahlen, und sei N = ("Zd) —

1. Zeigen Sie, dass die Veronese-Einbettung RP" — RPN vom Grad d, die ein
Koordinatentupel [xg : -+ : x,] auf das Tupel aller Monome vom Grad d in den x;
(lexikographisch geordnet) abbildet, eine Einbettung ist.

SATZ 5.5.6. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann
existiert ein N > n und eine Einbettung v: M — RN

BEWEIS. Da M kompakt ist, existiert ein endlicher Atlas {(Us, ¢:)}ieq1,...,ry VOO
M. Wir wihlen eine der Uberdeckung {U; };c (1
der Eins {Ai}icq1,...,r}, s. Proposition

Fiir die Konstruktion der Einbettung setzen wir N = r(n + 1). Die Abbildung
wird definiert durch

v M — R p— (/\l(p)¢1(p)’ ARR) Ar(p)¢T(p>7 Al(p)’ R )‘T(p))

(Hier trigt jedes A\;(p)di(p) immer n Komponenten zur Gesamtdimension bei.)
Dabei ist zu bemerken, dass ¢;(p) nicht iiberall definiert ist. Da supp A; C U;, gibt

) untergeordnete glatte Partition

.....
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es eine offene Umgebung V; von M\ U;, so dass A; - ¢; = 0 auf U; NV; verschwindet.
Also kann A; - ¢; glatt durch A; - ¢;|y, = 0 auf M fortgesetzt werden. Insbesondere
ist die Abbildung ¢: M — R glatt.

Wir zeigen, dass fiir einen Punkt p mit \;(p) # 0 die Abbildung ¢ eine Immersion
ist. Multiplikation mit A;(p) ist ein Diffeomorphismus und damit ist die Abbildung
d(Ai¢i): TpM — Ty, (p)s,(mR™ ein Isomorphismus, also muss d¢: T M — TL(p)RN
injektiv sein. Fiir die Partition der Eins ist {x € M | Ai(2) # 0};cq1,...,r} eine offene
Uberdeckung von M, also ist ¢ eine Immersion.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Seien p,q € M zwei Punkte. Da
A eine Partition der Eins ist, gibt es ein j, so dass \j(p) # 0. Wenn ¢(p) und
t(q) gleich sind, sind insbesondere die Koordinaten A;(p) und A;(g) gleich, also
p,q € {z € M | \j(z) # 0}. Aber \;¢, ist ein Diffecomorphismus auf dieser Menge,
also muss bereits p = q gelten.

Nach Voraussetzung ist M kompakt, also ist ¢ ein Einbettung. O

.....

SATZ 5.5.7 (Whitney Einbettungssatz). Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit
der Dimension n > 2. Dann ezistiert eine Einbettung v: M — R2n+1,

BEWEIS. Nach Satz gibt es eine Einbettung M < RY. Wir nehmen an,
dass N > 2n + 1 und wollen zeigen, dass auch eine Einbettung nach RV 1 exis-
tiert. Wir identifizieren RN =1 als {r" = 0} und betrachten die Parallelprojektion
pr,: RY — R¥=1 fiir einen gegebenen Vektor v € RY mit vV # 0.

|

/(7

/

ABBILDUNG 25. Projektion einer Kurve im R? auf die Ebene R2.

Fiir einen Einheitsvektor v € RV \ RV 1 wollen wir die Bedingungen ermitteln,
unter denen pr, | eine glatte Einbettung ist. Die Einschrinkung pr,|as ist injektiv,
wenn v nicht parallel zu einer Sekante von M ist, d.h. fiir alle p, ¢ € M muss gelten
v # ﬁ. Fiir einen Tangentialvektor w € T, M an einem Punkt p € M ist w im
Kern von pr,, wenn v und w parallel sind. Dabei fassen wir T, M als Untervektor-
raum von RY vermittels d¢ auf. Insbesondere wird pr, |y eine Immersion, wenn fiir
alle Punkte p € M und Tangentialvektoren w € T, M gilt v # ﬁ

Wir formulieren die Bedingungen um. Die Abbildung pr,|as ist injektiv, wenn
v nicht im Bild der glatten Abbildung

p—q
[l

liegt. Da dimM x M\ A =2n < N -1 = dim SV, ist nach Satz bzw.
Korollar das Komplement dicht. Das heifit, dass es in jeder offenen Teilmenge
von SV~1 einen Punkt v gibt, so dass pr,, injektiv ist.

o: M x M\A— SN (pg)—
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Fiir die zweite Bedingung reicht es, die Aussage fiir Vektoren im Einheitss-
phérenbiindel

TiM = {veTM ||| =1}

zu priifen. Aus Proposition [5.3.5] angewendet auf die Norm-Abbildung v: TM —
R: v — v(v) = |[v]|?, folgt, dass T1 M eine regulire Untermannigfaltigkeit von TM
ist. Da M kompakt ist, ist auch Ty M kompakt.

Wir definieren die Abbildung 7: Ty M — SV~ indem wir TM als Unterman-
nigfaltigkeit von M x RN auffassen, und T; M C M x SV =1 auf den zweiten Faktor
projizieren. Die Abbildung 7 ist glatt, und wegen dim T; M = 2n—1 < dim S™ 1 ist
das Bild nirgends dicht. Da T M kompakt ist, ist das Komplement W des Bildes von
7 eine dichte offene Teilmenge in S 1. Also ist der Durchschnitt W N (RN \ RN —1)
eine offene Teilmenge Wj. Diese Menge enthilt dann einen Vektor v, der nicht im
Bild von o liegt. Fiir solch einen Vektor v ist pr,|as: M — RN~ eine injektive
Immersion, und da M kompakt und Hausdorff ist, auch eine Einbettung. O

BEMERKUNG 5.5.8. Das ist tatsdchlich noch die einfachere Variante. Allgemei-
ner besagt der Whitney’sche Finbettungssatz, dass fir jede n-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit eine Finbettung nach R*™ und eine Immersion nach R*™! exis-
tiert. (Zum Beispiel ist die Boy’sche Fliche eine konkrete Darstellung einer Im-
mersion RP? < R3. Man kann zeigen, dass keine Einbettung RP? < R3 existiert.)

UBUNGSAUFGABE 5.5.9. Sei h: Rt x R*1 — R*"HF+L eine symmetrische
Bilinearform, fir die x # 0 und y # 0 immer h(z,y) # 0 impliziert. Zeigen Sie,
dass die Abbildung g: S™ — S"™": 2 — h(x,x)/||h(z,z)| eine glatte Einbettung
RP" — S"** induziert.

Die Bilinearform

h: R™M xR 5 R ([t an], [yo : - yn]) > [20 0 - - ¢ 220
mit zp =3,y TiY; induziert eine Einbettung RP" — SR

UBUNGSAUFGABE 5.5.10. Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen injektive
Immersionen aber keine Einbettungen sind:
(1) y1: (—7/2,37/2) — R?: t 5 (sin2t, cost)
(2) 7o: R — S' x St: t s (e27i e27ict) fijr c € R\ Q.

5.6. Anwendungen
5.6.1. Fundamentalsatz der Algebra.

LEMMA 5.6.1. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten, und sei M kompakt. Fiir einen requldren Wert x € N ist f~*(x)
eine endliche Menge, und die Abbildung

deg: R = {x € N | z requlirer Werty — N: x — #f ()
ist lokal konstant.

BEWEIS. Sei € N ein regulirer Wert von f. Da M kompakt ist, ist f~1(x)
kompakt. Da z ein regulirer Wert ist, sind alle Urbilder y € f~1(x) regulére Punkte,
und damit f,: Ty(M) — T,(N) ein Isomorphismus. Also ist fiir jeden Punkt y €
f~Y(z) die Abbildung f ein lokaler Diffeomorphismus an y und damit sind alle
Punkte in f~!(z) isoliert. Fiir einen reguliren Wert x € N der Abbildung f: M —
N ist also die Menge f~!(x) endlich.

Fiir einen reguldren Wert & € N ist an allen Punkten y € f~1(x) das Differen-
tial f.: TyM — T, N ein Isomorphismus. Fiir jeden der Punkte y1, ...,y € f~!(z)
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existiert also eine offene Umgebung U; von y;, auf der f einen Diffeomorphis-
mus U; — f(U;) induziert. Nach Konstruktion ist deg auf der offenen Umgebung

ﬂlizl FUIN\f (M \ Uézl Ui) von x konstant. O
SATZ 5.6.2. Jedes nicht-konstante kompleze Polynom F(z) hat eine Nullstelle.

BEwEIS. Durch die stereographische Projektion p: S$*\{(0,0,1)} — R? iden-
tifizieren wir die komplexe Zahlenebene C mit S$*\{(0,0,1)}. Das Polynom F(z)
liefert dann eine Abbildung

(0,0,1) z=(0,0,1)
ptoFop(x) x+#(0,0,1)

Da f in der Karte durch ein Polynom gegeben ist, ist f auf S?\{(0,0,1)} nach
Definition glatt.

Wir miissen noch zeigen, dass f glatt in einer Umgebung von (0, 0,1) ist. Dazu
benutzen wir die andere Karte (S*\{(0,0,—1)},¢) mit der stereographischen Pro-
jektion ¢: S*\{(0,0,—1)} — R2. Wir kennen bereits die Kartenwechselabbildung
poq~!; nach der Identifikation R%2 = C ist pog~!(z) = z~!. Dann kénnen wir f in
der Karte (S*\{0,0,—1}),q) berechnen:

f: SQ—>S2:33|—>{

S—
gofoq l(z)=qop toFopoqg '(z)=F(z")
Fiir F(z) = >, a;z" ist diese Abbildung gegeben durch

Z'IL

Do @iz
Damit ist die Funktion f auch glatt in der Karte (S*\{(0,0,—1)},q).

Die glatte Abbildung f hat nur eine endliche Anzahl von kritischen Punkten, da
die kritischen Punkte genau die Nullstellen der Ableitung F’(z) sind (und F' nach
Annahme nicht konstant ist). Damit ist die Menge R C S? der reguliren Punkte von
f das Komplement einer endlichen Teilmenge von S?, also zusammenhéngend. Nach
Lemma ist die Funktion z +— #f~1(x) auf R lokal konstant, also konstant.
Die Funktion kann nicht konstant 0 sein, da F' nicht konstant ist. Also liegen alle

reguliren Werte im Bild von f, und da S? kompakt ist, muss f surjektiv sein. Die
Elemente in f~1(0) # () sind die Nullstellen des Polynoms F. O

5.6.2. Brouwer’scher Fixpunktsatz. Sei X ein topologischer Raum und
sei A ein Unterraum; wir bezeichnen die Inklusion von A in X mit ¢t: A — X.
Eine Retraktion von X auf A ist eine stetige Abbildung r: X — A, so dass die
Komposition A = X - A die Identitt ist.

SATZ 5.6.3. Es gibt keine Retraktion D™ — D" = S"~1,
BEWEIS. Sei r: D" — S™~! eine solche Retraktion. Die Abbildung

F(E) s<ll<t

||
f2z)  0<lz| <3
ist eine neue Retraktion, die in einer Umgebung des Randes glatt ist. Dann kénnen
wir (z.B. mit den Methoden der Ubungsaufgabe g durch eine glatte Abbildung
h: D™ — S™~! annihern, die mit ¢ in einer Umgebung des Randes iibereinstimmt.
Wenn eine stetige Retraktion existiert, existiert also auch eine glatte Retraktion h.
Wir zeigen nun noch, dass eine glatte Retraktion nicht existieren kann. Der
Satz von Morse-Sard [5.4.1] bzw. der Satz von Brown[5.4.2]sagt jetzt, dass die glatte
Retraktion h einen reguliren Wert y € S"~! hat. Dann ist h~!(y) nach Propositi-
on eine kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit V' C D™ mit Rand

g:D”%S"lsz{
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OV = V N S" L. Insbesondere ist y ein Randpunkt von V. Die Zusammenhangs-
komponente von V', die y enthélt, muss ein abgeschlossenes Intervall sein, hat also
noch einen anderen Randpunkt z € S*~! mit 2z # y. Dann ist aber h(z) = z, was
im Widerspruch zu z € h™1(y) steht. O

BEMERKUNG 5.6.4. Mit demselben Argument sehen wir, dass fir eine Mannig-
faltigkeit M mit Rand keine Retraktion M — OM existieren kann.

KOROLLAR 5.6.5 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Abbildung f: D™ —
D™ hat einen Fizpunkt.

BEweEIs. Wenn die stetige Abbildung f keinen Fixpunkt hat, kénnen wir eine
Abbildung g: D™ — S"~! definieren, die jeden Punkt = auf den Schnittpunkt g(z)
des Strahls von f(x) durch z mit dem Rand D™ = S"~! abbildet. Diese Abbildung
ist eine stetige Retraktion, was ein Widerspruch zum Satz ist. [l

4(x) 2

D

(tuJ’A,
(ﬂkje(ﬂ,{,kr )

ABBILDUNG 26. Definition der Funktion g im Beweis des Brou-
werschen Fixpunktsatzes.

UBUNGSAUFGABE 5.6.6. Uberlegen Sie sich genauer, warum die Abbildung g
stetig ist.

5.6.3. Morse-Theorie.

DEFINITION 5.6.7. Sei f: M — R eine glatte Abbildung. Fin kritischer Punkt
p € M heifit nicht-ausgeartet, wenn es eine Karte (U,x',...,2™) um p gibt, so

dass die Hesse-Matriz
H(f)l, = of |
P\ Oxidri P y

invertierbar ist.

UBUNGSAUFGABE 5.6.8. Zeigen Sie in den folgenden Schritten, dass diese De-
finition unabhingig von der Wahl der Karte ist.

(1) Fiir Tangentialvektoren v,w € T, M wdhlen wir Vektorfelder X undY so,
dass X, = v und Y, = w. Dann definieren wir
(—,—): T,M xT,M — T,M: X,(Yf),

d.h. f wird erst in Richtung Y und dann in Richtung X abgeleitet. Zeigen
Sie, dass dies eine symmetrische Bilinearform auf T,M definiert (und
insbesondere unabhdingig von der Wahl der Vektorfelder ist).
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(2) Zeigen Sie, dass die Bilinearform (—, —) genau dann nicht-ausgeartet ist,
wenn der kritische Punkt im Sinne von Definition nicht-ausgeartet
15t.

DEFINITION 5.6.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine glatte Abbildung
f: M — R™ heifst Morse-Funktion, wenn alle kritischen Punkte nicht-ausgeartet
sind.

UBUNGSAUFGABE 5.6.10. Zeigen Sie, dass eine glatte Abbildung f: M — R
genau dann eine Morse-Funktion ist, wenn die glatte Abbildung

df: M — TMY: pdf],
transversal zum Nullschnitt des Kotangentialbiindels ist.

DEFINITION 5.6.11. Der Index eines nicht-ausgearteten kritischen Punktes p €
M st die Dimension des mazimalen Unterraums von TpM, auf dem die Hesse-
Form aus Ubungsaufgabe negativ definit ist.

BEMERKUNG 5.6.12. Wenn der Index mit der Dimension tubereinstimmt, haben
wir ein lokales Maximum, wenn der Index Null ist, ein lokales Minimum. Alles
zwischendrin sind verschiedene Sorten von Sattelpunkten.

Kn’ff.f«/(lv Péé J
MA«X ! Mrnitin
/
n B i/she
\ W

Eoitichay
/ u P ,

/ / ini il
A

ABBILDUNG 27. Die Hohenfunktion auf dem Torus ist eine Morse-
Funktion mit vier kritischen Punkten. Die Indizes der kritischen
Punkte sind (von oben gelesen) 2,1,1,0.

LEMMA 5.6.13 (Morse-Lemma). Sei f: M — R eine glatte Abbildung und sei
p ein nichi-ausgearteter kritischer Punkt fir f von Index . Dann existiert eine
Karte (U, 2%, ...,2") um p, sodass x*(p) = 0 und F auf U die folgende Form hat:

FZF(p)—(.%‘1)2—---—(.%‘/\)2—‘1-(.%)\4_1)2—1—-“4—(1‘")2.
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BEWEIS. Die Aussage folgt, wenn wir den Spezialfall F': R® — R und p =0
beweisen. Wir kénnen F' mit Taylor-Approximation als

F(z',...,a") = F0)+ Y a'fi(z',...,a")
1=1

mit glatten Abbildungen f;: R™ — R schreiben. Da p = 0 ein kritischer Punkt ist,
haben wir f;(0) = 0. Dann kénnen wir genau dasselbe Verfahren noch einmal auf
die f; anwenden und erhalten

F(z',...,2") = F(0) + Z 'zl by (.. a™).

i,j=1

Die Matrix der Funktionen h;; kann durch H;; = % symmetrisiert werden,
und dann existiert eine Umgebung der 0, auf der die Matrix (H;;);,; diagonali-
siert werden kann. Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation kénnen
wir diese Diagonalisierung durch eine orthogonale Matrix auch explizit berechnen
(dafiir wird das Gram—Schmidt-Verfahren angewendet). Die orthogonale Matrix,
die (H;;);; diagonalisiert, liefert die geforderte Koordinatentransformation. Die
expliziten Transformationen wollen wir uns hier ersparen. O

Insbesondere sind nicht-ausgeartete kritische Punkte isoliert, und eine Morse-
Funktion auf einer kompakten Mannigfaltigkeit hat nur endlich viele kritische Punk-
te.

PROPOSITION 5.6.14. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es eine Morse-Funktion auf M.

BEwWEIS. Da M kompakt ist, existiert ein endlicher Atlas {(U;, ¢:)}ieq1,....r)
von M. Wir wihlen eine der Uberdeckung {U;}; untergeordnete Zerlegung der
Eins {A;}ie1,... r, S. Proposition

Wir definieren

O:R™ x M —TMY: (aj0,p) = df () + Y. ajad(Nzh)(p).
jrie{l,...,n}
Hierbei sind :cz die Koordinatenfunktionen der Karte (U;, ¢; = (acjl, o, x})) und f
ist eine beliebige glatte Abbildung. Die Abbildung ® ist transversal zum Nullschnitt
von TMV: fiir jeden Punkt p € M existiert eine Kartenumgebung Uj, so dass
Aj # 0. Durch geeignete Wahl von «;; kénnen wir dann alle Vektoren von T, MY
als Linearkombinationen der d(X;z%)(p) darstellen. Der Transversalitéitssatz
sagt nun, dass die Menge der Parameter o = (a ), fur die ®, transversal zum
Nullschnitt des Kotangentialbiindels ist, dicht in R ist. Wir kénnen also beliebig
kleine Parameter o = (a;) wiihlen, so dass f + >~ a; Az} eine Morse-Funktion
ist. (|

UBUNGSAUFGABE 5.6.15 (Satz von Reeb). (*)
Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand, und sei f: M — R eine Morse-
Funktion mit genau zwei nicht-ausgearteten kritischen Punkten. Dann ist M homdoo-
morph zur n-Sphdre.

UBUNGSAUFGABE 5.6.16. (*) Geben Sie eine Morse-Funktion auf RP?, die ge-
nau drei kritische Punkte hat.
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5.7. Satz von Frobenius

Wir diskutieren noch kurz eine héherdimensionale Verallgemeinerung von In-
tegralkurven und Vektorfeldern, die konkret auch fiir die Losung von linearen par-
tiellen Differentialgleichungssystemen erster Ordnung benutzt werden kann.

Fiir glatte Abbildungen g, h € C*°(R?) betrachten wir das System von partiel-
len Differentialgleichungen

0z
% - h((E,y,Z)
0z
872/ - g(m,y,z)

Eine Losung z = f(z,y) des Systems definiert eine Fliche
Y= {(2,y,2) €ER®| 2z = f(x,y)} CR3,
Alternativ kénnen wir die Flidche durch
F:R? 5 R3: (z,9) — (z,y, f(z,9))
parametrisieren. Der Tangentialraum an ¥ fiir einen Punkt F'(x,y) wird von den
Vektoren dF (%) und dF (8%) aufgespannt. Wir berechnen fiir eine glatte Abbil-
dung ¢ € C*(R3)

dF((%) = %(WF)
= SoF) - G )+ G F ) R )
+%(F(:ﬂ,y)) : %(x’y)
= P ) + ) S F )

0 0
<8:c +h- (92) |F(z,y)¢

Dabei haben wir neben der erkennbaren Kettenregel benutzt, dass z = f(z,y)
eine Losung des PDE-Systems ist, insbesondere ist %(&3, y) = h(z,y, f(x,y)). Wir

konnen eine analoge Rechnung fiir dF° (8%) durchfiihren. Die Schlussfolgerung ist,

dass fiir eine Losung des Differentialgleichungssystems z = f(z,y) die Vektorfelder
X = a%+ha% und Y = a%+g% eine Basis des Tangentialraums an S bilden. Dies ist
eine hoher-dimensionale Variante der Aussage, dass die Losungen der gewohnlichen

Differentialgleichung

du

i F(z,u)
Integralkurven fiir das Vektorfeld X = % + ha% liefert.

Im Abschnitt zu Vektorfeldern und Integralkurven hatten wir mit der Losungs-
theorie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gesehen, dass glatte Vektorfelder
auch immer zumindest lokal Integralkurven haben. Wir kénnen uns nun auch hier
fragen: Gegeben ein lineares PDE-System erster Ordnung wie oben, kénnen wir
eine Losung finden? In der eben durchgefiithrten Betrachtung lieferte die Losung
z = f(x,y) eine Untermannigfaltigkeit ¥ C R3, deren Tangentialraum von den
zum PDE-System gehorenden Vektorfeldern aufgespannt wurde. Mit dem inversen
Funktionen-Satz kénnen wir dann natiirlich auch von der Untermannigfaltig-
keit zur Losung zuriickkommen. Die Frage ist also, ob wir von der Vektorfeldern
zum PDE-System auch zur Untermannigfaltigkeit kommen kénnen. Der Satz von
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Frobenius gibt hier ein genaues Kriterium, fiir das wir ein paar allgemeinere Begriffe
formulieren wollen.

DEFINITION 5.7.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Distribution von
Rang k ist ein Rang k Untervektorbiindel des Tangentialbiindels. Konkreter ist
eine Distribution dadurch gegeben, dass wir fir jeden Punkt p € M einen k-
dimensionalen Untervektorraum V, C T,M festlegen, so dass fiir jeden Punkt
p € M eine Umgebung U und linear unabhingige Vektorfelder Xi,..., Xy auf U
existieren, so dass fir alle ¢ € U gilt Vy = span(Xilq, .., Xklq)-

BEMERKUNG 5.7.2. Die Distributionen hier haben nichts mit den Distribu-
tionen zu tun, die sonst in der Analysis als Verallgemeinerungen von Funktionen
benutzt werden.

Spdater kénnen wir diese Unterrdume auch als Verschwindungsrdume von Dif-
ferentialformen auffassen.

DEFINITION 5.7.3. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Fine
k-dimensionale Bléitterung von M ist eine Zerlegung von M als disjunkte Ver-
einigungﬂ von zusammenhdngenden k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten B,
a € I, den Blittern, so dass fir jeden Punkt eine Karte (U ¢: U — R™) um p
existiert, so dass fiir jedes Blatt B, die Menge By N U durch Gleichungen xz*t! =
const, ..., x™ = const gegeben ist.

UBUNGSAUFGABE 5.7.4. Sei M eine geblitterte Mannigfaltigkeit, d.h. eine Man-
nigfaltigkeit mit einer k-dimensionalen Bldtterung. Zeigen Sie, dass die Tangenti-
alrdume an die Blditter eine Rang k Distribution bilden.

Mit diesen beiden Begriffen konnen wir jetzt das PDE-Problem wieder aufgrei-
fen. Aus dem PDE-System haben wir zugehorige Vektorfelder. Wenn die Koeffi-
zienten des PDE-Systems glatt sind und wir der Einfachheit annehmen, dass die
zugehorigen Vektorfelder linear unabhéngig sind, dann bilden die von den Vektor-
feldern aufgespannten Untervektorriume des Tangentialraums an R3 eine Distri-
bution. Wenn wir das System mit Anfangsbedingungen 16sen kénnen, dann bilden
die zugehorigen Mannigfaltigkeiten, die durch die Losungen parametrisiert werden,
eine Blitterung. Wir konnen die Frage nach der Losbarkeit des Gleichungssystems
also umformulieren: Wann kommt eine Distribution von einer Bléatterung?

Wir koénnen die relevante Bedingung bereits in unserem Beispiel sehen: Fiir
eine glatte Losung z = f(z,y) des Systems, haben wir

%(%y) = h(z,y), %(ﬂc,y) = g(x,y).

Wir kénnen dann weitere Ableitungen bilden und finden eine notwendige Losungs-
bedingung aus dem Satz von Schwarz:

oh 0% f B 0% f _0Og

oy Oydxr 0Oxdy Ox
Wir erinnern uns, dass das Vertauschen von partiellen Ableitungen etwas mit der
Lie-Klammer zu tun hatte. Genauer kénnen wir die Bedingung umschreiben:

_(dg on\ D
[X,Y]—(am—ay)

Die notwendige Bedingung ist also, dass [X,Y] = 0 gilt. Dies ist schon fast die
richtige Bedingung, es geht aber noch etwas allgemeiner:

0z’

1Disjunkte Vereinigung hier als Menge, nicht mit Topologie!
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DEFINITION 5.7.5. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und E C TM
eine Distribution von Rang k. Dann heifst E integrabel oder involutiv, wenn fiir je
zwei Vektorfelder X, Y € X(M) auf M, deren Werte immer in E liegen, auch die
Lie-Klammer [X,Y] immer Werte in E hat.

UBUNGSAUFGABE 5.7.6. (1) Zeigen Sie, dass die folgenden drei Vektor-
felder auf R? tangential zu S? sind:
0 0 0 0 0 0
X=y——2—Y=2— 22— Z=0— —Yy—
Yo: oy’ ~For Y827 "%y Yoo

(2) Berechnen Sie die Lie-Klammern [X,Y], [Y, Z] und [Z, X] und zeigen Sie,
dass diese Klammern wieder tangential zu S? sind.

UBUNGSAUFGABE 5.7.7. Gegeben seien die beiden Vektorfelder auf R3:

0 0 0
X=— Y=— il
ox’ Oy + Yo
Zeigen Sie, dass es keine Fliche S C R? geben kann, so dass X und Y tangential
zu S sind.

Der Satz von Frobenius gibt nun das genaue Kriterium, wann eine Distribution
von einer Blédtterung herkommt:

SATZ 5.7.8 (Satz von Clebsch, Deahna, Frobenius). Sei M eine Mannigfaltig-
keit und E eine Distribution von Rang k. Dann ist E genau dann integrabel, wenn
es eine Bldtterung von M gibt, so dass die Distribution genau durch die Tangenti-
alrdume der Bldtter gegeben ist.

UBUNGSAUFGABE 5.7.9. Zeigen Sie die einfache Richtung des Satzes: Wenn es
eine Bldtterung gibt, dann ist die zugehorige Distribution der Tangentialrdume an
die Bldtter integrabel.

Die zwei wesentlichen Zutaten fiir die komplizierte Richtung des Satzes sind die
folgenden: Wenn die Distribution die Integrabilitéitsbedingung erfiillt, dann kénnen
wir lokal eine Basis von kommutierenden Vektorfeldern finden. Das ist im Prinzip
lineare Algebra: wir nehmen irgendeine Basis von Vektorfeldern, die nicht notwendig
kommutieren und invertieren die Matrix, deren Eintrédge durch die Kommutatoren
gegeben sind, um kommutierende Vektorfelder zu erhalten. Die zweite wesentliche
Zutat ist, dass wir fiir kommutierende Vektorfelder auch immer lokal Koordinaten
finden konnen, so dass die Vektorfelder einfach durch % gegeben sind. Das wollen
wir aber hier jetzt nicht mehr im Detail diskutieren. Die Lektion ist aber, dass
auch ganz konkrete Fragen nach Losungen von PDE-Systemen zu interessanten,
wenn auch eventuell etwas abstrakten, geometrischen Konzepten fithren kénnen.
Die Differentialtopologie und Differentialgeometrie sind voll davon.






KAPITEL 6

Differentialformen

In diesem Kapitel geht es um Differentialformen. Das erste Beispiel einer Dif-
ferentialform ist das Differential df einer glatten Funktion f € C°°(M). Wie be-
reits diskutiert, konnen wir df als Linearform auf Tangentialrdumen oder besser
als Schnitt des Kotangentialbiindels betrachten. Differentialformen sind dann al-
ternierende Multilinearformen auf Tangentialrdumen; in Biindelformulierung sind
glatte Differentialformen von Grad k glatte Schnitte von &ufleren Potenzen des Ko-
tangentialbiindels: Q¥(M) = (M, A" TM"). Die wesentlichen Operationen mit
Differentialformen sind das Dachprodukt und die &uflere Ableitung d, die das Diffe-
rential von glatten Funktionen auf k-Formen verallgemeinert. Die duflere Ableitung
fithrt zum De-Rham-Komplex, der Analysis und Topologie von Mannigfaltigkeiten
verbindet.

6.1. Multilineare Algebra

Wir wiederholen die relevanten Aussagen aus LAII. Alle Vektorrdume sind R-
Vektorrdume.

Fiir einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum V mit Basis ey, ..., e, haben
wir den Dualraum VY = Homg(V,R) mit der dualen Basis a?,...,a", die durch
a(ej) = 5; charakterisiert ist. Anders gesagt, gilt o(v) = v® fiir einen Vektor
v=> ve;.

Fiir zwei R-Vektorrdume V und W klassifiziert das Tensorprodukt bilineare
Abbildungen auf V' x W: Fiir jede bilineare Abbildung f: V x W — U existiert
eine eindeutige lineare Abbildung V ® W — U, so dass das folgende Diagramm
kommutiert

VW —VeW

\ Vf
U

Allgemeiner klassifiziert das Tensorprodukt Vi ®- - -®V,, fiir Vektorrdume Vi,...,V,
die multilinearen/n-linearen Abbildungen V; x---xV,, — U, d.h. die Abbildungen,
die linear in jedem der n Argumente sind.

Fiir einen R-Vektorraum V' haben wir die Tensoralgebra T*(V) = @5, V",

wobei V®0 = R gesetzt wird. Die einzelnen T*(V) = V® sind R-Vektorriume. Mit
der Multiplikation

VOl R _y @it (U1®"'®Ui,w1®"‘®’wj)'—>Ul®"'®vi®w1®"'®w]’

wird T*(V') zu einer graduierten assoziativen R-Algebra.
In T"(V) betrachten wir den Untervektorraum

I"V)=(v1®--Qu, [T <i<j<n:vy =v;) CTT(V).
Wir definieren die duflere Algebra
ANVv=EBA V. N\ Vv=1"(V)I"V).
n>0

83
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Da Z*(V) in T*(V) ein zweiseitiges Ideal ist, induziert die Multiplikation der Ten-
soralgebra eine Multiplikation auf der dufleren Algebra.

Es gibt eine andere Beschreibung der dufleren Algebra. Auf T (V) = V®" wirkt
die symmetrische Gruppe ¥, durch vertauschen der Tensorfaktoren, d.h. o € ¥,
wirkt auf einem Elementartensor v; ® - - - ® v,, durch

U(U1®"'®vn):U0(1)®'”®v0(”)'

Wir nennen ein Element a € T™(V) alternierend, wenn o(a) = sgn(o) - a fiir alle
o € X, gilt. Wir bezeichnen mit Alt"(V) C T"(V) den Untervektorraum der
alternierenden Tensoren in T" (V).

Es gibt eine Antisymmetrisierungsabbildung

n n 1
Alt: T"(V) =5 Alt"(V): 01 Q-+ - Q vy, — ] Z sgn(0) (Vo) @ -+ ® V() -
SO
Die einzelnen Vektorrdume Alt" (V') von alternierenden n-Tensoren kénnen dann zu
einer assoziativen R-Algebra zusammengefasst werden, deren Multiplikation durch
die folgende Vorschrift gegeben ist:
(i +3)!

AL (V) x Al (V) = Al (V) (a,b) — a A b= —=
Ayl

Alt(a ®b).

UBUNGSAUFGABE 6.1.1. Zeigen Sie: Die Komposition
A (V) = T (V) = \'(V)
ist ein Isomorphismus von Algebren.

UBUNGSAUFGABE 6.1.2. Zeigen Sie die folgenden beiden Aussagen:
(1) Fiir zwei Elemente a € Alt'(V) und b € Alt? (V) gilt a Ab= (=1)Yb A a.

(2) Fir eine Basis e1,...,e, von V ist {e; A+ Nej, |41 < -+ < i} eine
Basis von \* (V). Insbesondere ist dim \" (V) = (dir;‘ V) und dim \*(V) =
2dimV‘

DEFINITION 6.1.3. Eine Multilinearform f: V™ — R heifit symmetrisch, wenn
fiir jede Permutation o € Xy, gilt f(vi,...,vn) = f(Ve1)s -+ Vo(n))-

Eine Multilinearform f: V™ — R heifit alternierend, wenn fiir jede Permutati-
on o € XNy, gilt f(vi,...,vn) =35g0(0) f(Va1)s - Von))-

BEMERKUNG 6.1.4. Fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' kénnen
wir dann die alternierenden k-Multilinearformen auf V' mit Altk(VV) identifizie-

ren. Wie oben erhalten wir dann eine assoziative graduiert-kommutative Algebra

Alt*(VV). Das Dachprodukt fiir alternierende Multilinearformen f € AltP(VY)
und g € AltY(VY) ist dann wie folgt gegeben:

(FAG) (15, 0p Up1s -5 Upig)
1
qul Z Sgn(a)f(va(l)v ey va(p))g(va(p-i-l), ceey Ua(p+q))'
" 0€Sp1g
BEISPIEL 6.1.5. (1) FEin Skalarprodukt (—, —): R"xR™ — R ist eine sym-

metrische bilineare Abbildung.
(2) Die Determinante von (n x n)-Matrizen, aufgefasst als Abbildung

det: (R")" = R
auf dem Raum der Spaltenvektoren ist eine alternierende multilineare Ab-

bildung.
(3) Das Kreuzprodukt — x —: R3 x R? — R3: (v,w) = v x w ist alternierend.
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(4) Fiir zwei lineare Abbildungen f,g: V — R ist das Dachprodukt
fAg: VXV =R: (u,0) = flu)g(v) — f(v)g(u).
O

BEMERKUNG 6.1.6. Fir die Anwendung auf Mannigfaltigkeiten, Vektorbiindel
und Differentialformen bendtigen wir noch eine kurze Bemerkung zur Funktorialitit.
Fiir eine lineare Abbildung f: V — W von endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen
haben wir einen induzierten Homomorphismus der Vektorrdume von alternierenden
Multilinearformen AItP(fV): AWP(WVY) — AlWtP(VV). Diese induzierte Abbildung
ist auch kompatibel mit dem Dachprodukt, so dass wir auch einen Homomorphismus
der dufleren Algebren \°* fV: N* WY — A*VV erhalten. Diese Zuordnungen sind
funktoriell, wir erhalten also Funktoren Alt®: Yecty — Vectr; zusammengefasst ist
Alt® ein Funktor von der Kategorie der endlich-dimensionalen Vektorridume in die
Kategorie der assoziativen graduiert-kommutativen Algebren.

DEFINITION 6.1.7. Sei V' ein endlich-dimensionaler R- Vektorraum. Fiir einen
Vektor v € V' definieren wir das innere Produkt (auch Kontraktion) mit v durch

i AV S ATV B 0B) (0, ok) = B0, s, )

wobei va, ... v € V. Im Spezialfall k = 1 ist das innere Produkt mit v genau die
Auswertungsabbildung fiir Linearformen, und per Konvention setzen wir i, = 0

fir e N°vV.

UBUNGSAUFGABE 6.1.8. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, v € V

ein Vektor und o', ...,oa* € VV Linearformen auf V. Zeigen Sie
k ~
(@' A AP = z:(—l)z_lo/(v)a1 AN A AaF,
i=1

wobei wie tiblich die Notation & bedeutet, dass der Faktor o im Dachprodukt weg-
gelassen wird.

UBUNGSAUFGABE 6.1.9. Sei V' ein n-dimensionaler R- Vektorraum und 0 # w €
Alt™(V) eine alternierende n-Form. Zeigen Sie, dass die Zuordnung v — w(v, —)

ewnen Isomorphismus V = AWMV induziert. Wie hingt der Isomorphismus
von w ab?

UBUNGSAUFGABE 6.1.10. (1) Auf dem R? sei die alternierende Bilinear-
form w durch die Matriz
0 1 2
M = -1 0 3
-2 -3 0

gegeben. Wir bezeichnen mit §° die zu e; duale Basis des R3. Schreiben
Sie w als Linearkombination der Basisvektoren 6° A &7.
(2) Berechnen Sie den Wert von 6* A3 auf v = (2,4,5) und v = (—1,0,3).

UBUNGSAUFGABE 6.1.11. Sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Fine
Form ¢ € AltY (V) heifit zerlegbar, wenn es Linearformen A\1,..., g € V'V gibt, so
dass ¢ = Xy N --- AN Ay gilt.

(1) Zeigen Sie, dass fir dimV < 3 jede alternierende Multilinearform zerleg-
bar ist.

(2) Geben Sie im Fall dim'V = 4 eine nicht zerlegbare alternierende Multili-
nearform an.
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6.2. Differentialformen

Definitionen und Beispiele. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M haben wir
das Tangentialbiindel T M — M und das dazu duale Kotangentialbiindel TMY —
M. Nach Bemerkung konnen wir nun die Biindel-Konstruktionen aus Bei-
spiel anwenden, um die Biindel

/\k ™Y - M

zu erhalten. Die Faser des Biindels /\k(M) an einem Punkt p € M ist die k-te
duBere Potenz A" T,M" des Kotangentialraums am Punkt p.

DEFINITION 6.2.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U C M eine offene
Teilmenge. Eine glatte Differentialform vom Grad k auf U (kurz: k-Form auf U)
ist ein glatter Schnitt von /\k TMY — M diber U. Der Vektorraum der k-Formen
auf U wird mit Q*(U) bezeichnet.

BEMERKUNG 6.2.2. Fiir eine gegebene Karte (U,x!,..., 2™) haben wir die Dif-
ferentiale dxi\p als Basis des Kotangentialraums T,UY. Damit bilden dann die
Dachprodukte dz' |, A -+ Adz'*|, mit 1 <iy < --- < i, <n eine Basis des Raums
der k-Formen /\k T,UY am Punkt p. Eine glatte k-Form auf U lift sich dann in
den durch die Karte gegebenen Koordinaten als

w = ardz!
> 1

IC{1,....n} #I=k

schreiben, wobei fir eine gegebene Indexmenge I = {i1,...,9x} das relevante Dach-
produkt als dz! = da™ A--- Adz®™ geschrieben wird, und die Koeffizienten ay glatte
Funktionen auf U sind.

BEISPIEL 6.2.3. Der einfachste Spezialfall ist Q°(U). Wegen /\0 T,U" =R sind
die 0-Formen einfach reell-wertige Funktionen auf U.

Der nichste Spezialfall einer Differentialform ist das Differential df einer Funk-
tion f: M — R. Fir einen Punkt p € M ordnet das Differential jedem Tangenti-
alvektor v € T, M eine reelle Zahl zu — den Wert der Richtungsableitung von f in
Richtung des Tangentialvektors v. Diese Zuordnung ist linear, d.h. wir kénnen das
Differential als Schnitt des Kotangentialbiindels, also als 1-Form auffassen. Wie
in Beispiel konnen wir das Differential df in den Koordinaten einer Karte

(U,zt,...,2") darstellen:
df = -dx*
/ ; oz’ *

O

BEISPIEL 6.2.4. Fir eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M ist das
Kotangentialbiindel TM" eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit, und die Projek-
tionsabbildung w: TMY — M ist eine glatte Abbildung. Auf TMY ezistiert cine
1-Form A, die wie folgt definiert ist. Ein Punkt w, € TM" ist eine Linearform
wp: TpM — R auf dem Tangentialraum fir einen Punkt p € M. Fir einen Tan-
gentialvektor X, am Punkt w, ist das Bild dTF(pr) von X, unter dem Differen-
tial dm: Ty, (TMY) — T, M ein Tangentialvektor am Punkt p. Dann kénnen wir
die Linearform wy, auf dem Tangentialvektor dm(X,, ) auswerten und erhalten eine
glatte 1-Form:

)‘(pr) = wp(dﬂ'(pr))
Diese Form heifit Liouville-Form (oder Poincaré-Form), und ist das symplektische
Potential fir die symplektische Struktur des Kotangentialbiindels. Diese 1-Form
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(und ihre duflere Ableitung als symplektische Form) spielt eine wichtige Rolle in der

Formulierung der klassischen Mechanik mittels symplektischer Mannigfaltigkeiten.
d

UBUNGSAUFGABE 6.2.5. In der Ebene R? haben wir euklidische Koordina-
ten x,y und Polarkoordinaten r,0. Entsprechend haben wir fir einen Punkt p €
R?\ {(0,0)} zwei Basen fiir den Kotangentialraum (T,R*)V: dz,dy und dr,dd.
Die Koordinatentransformation von Polar- zu euklidischen Koordinaten ist durch
x =rcosf und y = rsinf gegeben. Berechnen Sie die Basiswechselmatrix fir den
Ubergang von Polar- zu euklidischen Koordinaten.

Differentialformen und Vektorfelder. Eine glatte 1-Form w € Q(M) lie-
fert eine C'°°(M)-lineare Abbildung X(M) — C°°(M): fiir ein glattes Vektorfeld
X € X(M) erhalten wir eine Abbildung M — R, indem wir am Punkt p € M die
Linearform wy,: T,M — R auf dem Tangentialvektor X, auswerten. Dies liefert
eine Abbildung

Q' (M) = Homgee (ap) (X(M), C®(M)),
die wegen w,(f(p)X,) = f(p)wp(X,) auch C*°(M)-linear ist.

Die Glattheit der Auswertungsabbildung impliziert bereits, dass die 1-Form
glatt ist. (Dafiir miissen wir iiber allgemeinere 1-Formen reden, die wir lokal in
einer Karte (U, z!,...,2") als w = Y a;dz* schreiben, wobei die a; nicht notwendi-
gerweise glatte Abbildungen sind. Alternativ kénnen wir iiber stetige 1-Formen als
stetige Schnitte des Kotangentialbiindels sprechen.)

LEMMA 6.2.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fine 1-Form w auf M ist
genau dann glatt, wenn fiir jedes glatte Vektorfeld X € X(M) die Auswertung w(X)
eine glatte Funktion auf M ist.

BEWEIS. (=) Sei (U,z1,...,2") eine Karte fiir M. Wir schreiben w € Q*(M)

als w =3 a;dz’ und X € X(M) als X = > b 52 mit a;, b/ € C>°(U). Dann ist

w(X) = (Z aidxi> <Z bja?c]) =Y abist =3 b’

eine glatte Funktion auf U.

(<) Sei w eine (nicht notwendigerweise glatte) 1-Form auf M, so dass fiir
jedes glatte Vektorfeld X € X(M) die Auswertung w(X) glatt auf M ist. In einer
Karte (U, z?,...,2") schreiben wir w = 3~ a;dx?, wobei die a; a priori irgendwelche
Abbildungen U — R sind. Fiir 1 < j < n benutzen wir Ubung um das
Vektorfeld % zu einem Vektorfeld X auf M auszudehnen, so dass es eine offene

Umgebung V' (p,j) von p in U gibt mit X|y(, ;) = %|V(p7j). Auf dieser offenen

Menge ist dann
: 0
w(X) = (Z aidx’> (W) = a;.

Auf der offenen Umgebung V = ﬂj V(p,j) von p sind dann alle a; glatt, d.h., die
1-Form w ist auf V glatt. Die Behauptung folgt. O

Analog zu Satz[4.6.16|konnen wir dann die 1-Formen als C°° (M )-Dual zu X(M)
identifizieren.

PROPOSITION 6.2.7. Die natiirliche Abbildung
QN (M) — Homges (ar) (X(M), C>(M))

ist ein Isomorphismus von C'*°(M)-Moduln.
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BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung injektiv ist; wir nehmen also an,
dass w € QY(M) eine 1-Form ist, die die Nullabbildung X (M) — C°°(M) induziert.
Sei v € T, M ein beliebiger Vektor. Eine Variation zu Ubungsaufgabe zeigt,
dass ein glattes Vektorfeld X € X(M) existiert, fiir das X, = v ist. Insbesondere
ist, nach Voraussetzung, w,: T,M — R die Nullabbildung. Nach Voraussetzung
gilt dies auch fiir jeden Punkt p € M, also ist w = 0.

Fiir die Surjektivitit betrachten wir eine C°°(M)-lineare Abbildung a: X(M) —
C>(M).

(1) Wir zeigen zuerst, dass fiir eine offene Menge U C M und ein Vektorfeld
X € X(M) mit X|y = 0 auch a(X)|y = 0 gilt. Mit Proposition koénnen
wir eine Abbildung f € C*°(M) wihlen, die an einem Punkt p € U verschwindet
und auf M \ U identisch 1 ist. Dann gilt fX = X und a(X) = a(fX) = fa(X),
woraus a(X)(p) = f(p)a(X)(p) = 0 folgt. Dies kann fiir alle Punkte p € U gemacht
werden, woraus die Behauptung folgt.

(2) Wir konstruieren eine kanonische Abbildung

aly € Homee 1) (X(U), C*(U)),

fiir die a|p(X|y) = a(X)|y fir alle X € X(M) gilt. Fir Y € X(U) und p € U
definieren wir a|y(Y)(p) wie folgt: wir wihlen mit Proposition eine Funkti-
on f € C®(M), fir die f = 1 auf einer offenen Umgebung V' C U von p und
flanw = 0 gilt. Dann kann fY als Vektorfeld durch 0 auf M fortgesetzt werden,
und fY|y = Yy. Wir definieren o|y(Y)(p) = a(fY)(p). Aus Schritt (1) folgt, dass
das wohldefiniert ist und nicht von der Wahl von V' bzw. f abhéngt.

(3) Aus Schritt (2) folgt, dass «(X)(p) nur von X, abhéngt: fiir eine Karte
(U,z',...,2™) haben wir eine Wahl von Basen 5%, .. ., % fiir die Tangentialriume
T,M fiir p € U und konnen ein Vektorfeld X € X(M) als X|y = Y1, a' 2
schreiben. Dann ist

(X)) = alu (X)) = e Gl (1) 0

i=1
und das héingt nur von den Koordinaten a‘(p) von X,, ab.

(4) Wir kénnen nun ein Urbild fiir o € Homgee 37y (X(M), C>°(M)) konstru-
ieren. Fiir einen Punkt p € M und einen Tangentialvektor v € T,M koénnen wir
(wie in Schritt (1)) ein Vektorfeld X € X(M) finden, fir das X, = v gilt. Dann
definieren wir

wp: TyM = R: v — a(X)(p).
Nach Schritt (3) hingt a(X)(p) nur von X, = v ab, also ist w, wohldefiniert. Nach
Lemma ist die 1-Form w glatt. [l

BEMERKUNG 6.2.8. Ein zentraler Schritt im obigen Beweis ist die Aussage, dass
fiir oo € Homeeo (pr)(X(M),C*(M)), X € X(M) undp € M der Wert o(X)(p) nur
von X, abhdngt. Dies ist tatsichlich dquivalent zur C*°(M)-Linearitit — dadurch
konnen die Funktionen aus Proposition[3.].3 eingesetzt werden, um lokal definierte
Vektorfelder auf ganz M auszudehnen. Ahnliche Argumente waren auch im Beweis

von Satz[{.6.10 wichtig.

Allgemeiner koénnen Differentialformen als multilineare Formen auf Vektorfel-
dern angesehen werden. Fiir eine k-Form w € QF(M) haben wir k-multilineare
Abbildungen w,: T,M x --- x T,M — R. Insbesondere kénnen wir eine k-Form

k
auf k Vektorfeldern auswerten:

Wi X(M) x - x X(M) = C®(M): (X1,..., X5) = (p = wp(X1)ps -+ (Xi)p)-

k
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Da die Abbildungen w, Multilinearformen sind, gilt fiir eine glatte k-Form w €
QF(M), Vektorfelder X1,..., X € X(M) und eine glatte Funktion f € C*(M):

w(Xl,...,in,...,Xk) = fw(Xl,...,Xi,...,Xk).
Eine k-Form liefert also eine C'°°(M)-multilineare Abbildung
X(M)x - xX(M)— C®(M).

k

UBUNGSAUFGABE 6.2.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M undU C M
eine offene Umgebung von p. Fir eine Differentialform w € QF(U) existiert eine
Differentialform & € QF(M) und eine offene Umgebung V. C U won p, so dass
w|v = (:)|V gilt,

Dachprodukt. Die Algebrenstruktur der dueren Algebra A\® V induziert eine
Algebrenstruktur auf Differentialformen. Das Dachprodukt a A 3 fiir zwei Formen
a € QF(M) und B € QY(M) ist punktweise durch (a A B), = a, A B, fiir p € M
definiert.

PROPOSITION 6.2.10. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M ist das Dachprodukt
von zwet glatten Formen wieder eine glatte Form, d.h. wir haben eine Abbildung

A QF (M) x QYM) — QFFL(M).

BEWEIS. In einer Karte (U, z',...,z") schreiben wir a = Y a;dz! und 8 =
> bydx’ fiir ay,by € C*°(U). Das Dachprodukt ist

aNf= (Zajde) A (Z dexJ) = Zalede Adz’.

Wenn INJ # 0, dann ist dz! Adz’ = 0; fiir INJ = 0 ist da! Adz’ = +£d2’%7, und
das Vorzeichen hingt davon ab, wie viele Vertauschungen vorgenommen werden
miissen, um aus I, J eine aufsteigende Sequenz K von Indizes zu machen. In jedem
Fall konnen wir schreiben

alp= tarby dz¥.
DI
K

IUJ=K,INJ=0
Alle Koeflizienten sind glatt, und die Behauptung folgt. O
BEMERKUNG 6.2.11. Die Algebra (2*(M),A) der Differentialformen ist asso-

ziativ und graduiert-kommutativ, d.h. a A 8 = (=1)¥B A « fir a € QY (M) und
BeQ(M).

PROPOSITION 6.2.12. Sei (U, x!,...,2") eine Karte fiir eine glatte Mannigfal-
tigkeit, und seien f1,..., fF € C>(U). Dann ist
oY) -
1 k __ 9 9 7 L ik
dff A--ndft = > Bl gy A Adat

{ityeroyin }C{1,0m}

O(xI1,...,.z7k)

ik) unsz(]1<<jk)

Dabei bezeichnet 24 e 5) ot (%) 5 fir die Indexmengen I = (i3 < -+ <
«

)

BEWEIS. Wir schreiben die Differentialform als

dff AeendfF =D egdadt A Adah,
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und wir miissen die Koeffizienten c¢; bestimmen. Um die Aussage zu beweisen,

werten wir beide Seiten auf k-Tupeln von Vektorfeldern % aus:
0 0 oft aft,..., %
df* A---AdFE S = det — | = ERARES L
/ ! (axu’ ’ 8;1:%) ¢ (a:w) a(ai, ..., )

0 0
J J _
E cydx (axil"”’axik> = E cj67 =cr
O

Insbesondere erhalten wir die Transformationsformel fiir Differentialformen: fiir
zwei Karten (U, z!,...,2™) und (V,y,...,y") einer glatten Mannigfaltigkeit und
eine Indexmenge J = {ji, ..., ji} haben wir

J1 Jk
dyJ: Z a(y77y )dl'I

I={i1,...,ir}C{1,...,n} Oz, ..., a%)

UBUNGSAUFGABE 6.2.13. Auf dem R® haben wir die euklidischen Koordinaten
x,y, z und die Kugelkoordinaten r, ¢, 0, die durch die Transformationsformeln x =
rsinfcos ¢, y = rsinfsin ¢ und z = rcosf verbunden sind. Fir einen Punkt p €
R3\{(0,0,0)} haben wir entsprechend zwei Erzeuger dz AdyAdz und dr Ad¢ Ad@ fiir
den 1-dimensionalen Vektorraum /\3(TPR3)V. Berechnen Sie den skalaren Faktor
A, so dass dx Ady Adz = Adr Ade A dF.

Pullback. Fiir eine glatte Abbildung f: M — N haben wir fiir jeden Punkt
p € M das Differential df: T,M — Ty, N als lineare Abbildung. Das Dual dieser
Abbildung ist eine lineare Abbildung

dfY: Ty NY — T,MY
zwischen den Kotangentialrdumen.

DEFINITION 6.2.14. Sei f: M — N eine glatte Abbildung. Die vom Dual
dfV: Ty NY = T, MY des Differentials induzierte Abbildung

[ QYN)=T(N,TNY) = T(M,TM") = Q' (M)
heifit Pullback/Riickzug von k-Formen.
PRrROPOSITION 6.2.15. Sei f: M — N eine glatte Abbildung.

(1) Der Riickzug einer glatten 1-Form ist wieder eine glatte 1-Form.

(2) Der Riickzug von Funktionen f*: C>(N) — C*>°(M), s. Notation[3.5.6,
induziert eine C°°(N)-Modulstruktur auf C°°(M). Beziiglich dieser Mo-
dulstruktur ist der Riickzug von 1-Formen linear.

BEWEIS. (1) Wir wihlen eine Karte (U, ¢) = (U,z!,...,2™) um p € M und
eine Karte (V,v) = (V,y!,...,4™) um f(p) € N mit f(U) C V. Auf V kénnen wir
eine 1-Form als w =), a;dy’ schreiben. Der Riickzug ist dann

ffw = Z(f*ai>f*(dyi>

3

= Z_(f*a»d(f*yi)

ey of .
= D (aiof)d(y'of) =3 (aio )z rda’.

K2

Die Koeffizienten sind glatt, also ist die 1-Form f*w glatt auf U.
(2) Ubungsaufgabe. O
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BEMERKUNG 6.2.16. Seii: M — N eine Immersion. Als Spezialfall des Riick-
zugs von Differentialformen konnen wir Formen von N auf M einschrinken.

BEISPIEL 6.2.17. Auf dem Einheitskreis S' € R? haben wir das Vektorfeld

X=—-y—+z—.

e + y
Die dazu duale 1-Form ist w = —ydx + xdy. Dies kann z.B. auf R? nachgerech-
net werden, wo dx,dy die zu %,3% duale Basis des Kotangentialraums ist. Die

Behauptung fiir S' ergibt sich dann durch Einschrinkung entlang der Einbettung
S' — R2. O

BEMERKUNG 6.2.18. Eine Bemerkung zur Stellung der Indizes: In der Diffe-
rentialgeometrie ist es blich, Vektoren in einem Vektorraum mit unteren Indizes zu
schreiben (z.B. die Standardbasis e, ..., ey,) und Linearformen im Dualraum mit
oberen Indizes. Angewendet auf Tangential- und Differentialformenbiindel werden
dann auch Vektorfelder mit unteren Indizes geschrieben (z.B. 0; als Kurzform fiir
6%1_), Differentialformen mit oberen Indizes (wie da?).

Fiir Koeffizienten in Linearkombinationen ergibt sich dann folgende Konventi-
on: fiir einen Tangentialvektorv = a’ 8‘2,1, erhalten die Koeffizienten obere Indizes,
da sie tatsdchlich aus Linearformen extrahiert werden kénnen, ndmlich als Werte
von dx®. Analog schreiben wir die Koeffizienten fiir Linearformen mit unteren In-
dizes w = > a;da’.

Diese Konvention hat den Vorteil, dass auf zwei Seiten einer Gleichung immer
obere und untere Indizes zusammenpassen miissen. Daran kann man Kovarianz
und Kontravarianz von Tensorfeldern ablesen und erhdilt eine elementare Probe der
Sinnhaftigkeit von Gleichungen. Eine Weiterentwicklung dieser Indexkonvention ist
die Einsteinsche Summenkonvention: iber doppelt auftretende Indizes innerhalb ei-
nes Produkts wird summiert, wenn ein Index als oberer und der andere Index als
unterer Index auftritt. Das Standardskalarprodukt auf R™ kann dann als z'y; ge-
schrieben werden: ausformuliert haben wir die Summe tber alle i = 1,...,n der
Auswertungen der Linearform ' auf dem Vektor y;.

UBUNGSAUFGABE 6.2.19. Wir bezeichnen mit r', > und 3 die Einschrinkung
der Standardkoordinaten von R3 auf S%. Aus Dimensionsgriinden sind die Formen
drt, dr? und dr3 dberall linear abhingig. Bestimmen Sie die Relation.

UBUNGSAUFGABE 6.2.20. Sei w = xdy — ydz die Volumenform auf S*, und
m: R — St (cost,sint)
die Standardparametrisierung. Zeigen Sie, dass in QY(R) gilt 7*w = dt.
UBUNGSAUFGABE 6.2.21. Sei
f: Ry xR — R?\ {0}: (f,0) = (rcosep,rsing).

Berechnen Sie

* €T Yy *
f <x2+y2dy_ x2+y2dx) , und f*(xdz + ydy).

UBUNGSAUFGABE 6.2.22. Sei o = xdy —ydx + zdt — tdz € Q1 (R*). Zeigen Sie,
dass die Einschrinkung von a auf 8> C R* fiir keinen Punkt p € S* die Nullform
auf T, S3 st

UBUNGSAUFGABE 6.2.23. Sei m: M — M eine surjektive Submersion. Zeigen
Sie, dass der Pullback von Differentialformen n*: Q*(M) — Q*(M) injektiv ist.
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6.3. AuBere Ableitung

Die duflere Ableitung ist eine hoherdimensionale Verallgemeinerung des Diffe-
rentials, durch die wir k-Formen “ableiten” kénnen.

DEFINITION 6.3.1. Eine duflere Ableitung auf einer glatten Mannigfaltigkeit M
ist eine R-lineare Abbildung D: Q®*(M) — Q*T1(M), fiir die gilt

(1) D ist eine Antiderivation, d.h. fir a € Q¥(M) und 8 € Q' (M) gilt
D(a A B) = (Da) A B+ (~1)*a A (DB),

(2) DoD =0,
(8) fir eine glatte Funktion f und ein glattes Vektorfeld X auf M gilt

(Df)(X) = XF.

BEMERKUNG 6.3.2. Die letzte Bedingung impliziert insbesondere, dass fir f €
QM) gilt Df = df, d.h. die dufere Ableitung von glatten Funktionen ist das
Differential.

Wir zeigen zuerst die lokale Existenz und Eindeutigkeit.

PROPOSITION 6.3.3. Sei (U,2%,...,2") eine Karte fiir eine glatte Mannigfal-
tigkeit M. Dann ist die dufSere Ableitung fiir eine k-Form w = Y. ardz! € QF(U)
eindeutig definiert durch:

3} ; )
Dw = Zdal Adz! = Z (%gdx] Adz! e QL (D).
1

I J
BEWEIS. Die Eindeutigkeit sehen wir wie folgt:
Dw = Z(Da;) Adat + ZaIDde
Z(Da;) A da!

8&] :
XI: zj: ﬁdx] Adat.

Dabei ist die erste Gleichheit die Antiderivationseigenschaft, die zweite Gleichheit
folgt aus Dz’ = dz? und D? = 0, und die letzte Gleichheit auch wieder aus der
Identifikation Da; = dajy.

Fiir die Existenz benutzen wir die obige Formel als Definition, und miissen
zeigen, dass die Eigenschaften erfiillt sind. Dabei ist (3) (die Identifikation von D
und d) klar.

(1) Die Definition ist offensichtlich linear, also kénnen wir annehmen, dass die
beiden Formen durch o = fda! und 3 = gdz’ gegeben sind. Dann ist

dlanp) = d(fgdz’ Andz”)
= (9(fg) dzt A dat Ada’
ot

Z gg{igdxi Adz! Adz? + Z f%d:ﬂ2 Adz! Adz?

of . I J k 199 . J
— Z%dz Ada! Agda? + (=) fda A oordat Ada

= danp+(-Dfands.
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(2) Es reicht, d®w = 0 fiir w = fdz! zu zeigen.

af . .
2 I _ A P I
d*(fdz’) = d< axidx /\dz)
2
Zafjafxidxj Adzt A dat

Die Terme mit i = j verschwinden wegen dz’ A dz? = 0, die Terme mit ¢ # j sind
heben sich weg:

2 2 2
of dz? Ada? = rf de* Ada? = — o°f

j i
0zt 0xI 0z 0zt 0z Ozt dz’ A da H

PROPOSITION 6.3.4. Sei D eine Antiderivation auf Q*(M), und sei w € QF(M)
eine glatte k-Form. Sei U C M eine offene Menge mit w = 0 auf U. Dann gilt
Dw=0 aufU.

BEWEIS. Seip € U, wir zeigen (Dw),, = 0. Nach Proposition existiert eine
Funktion f mit supp f C U und eine Umgebung V von p in U, so dass f|y = 1.
Dann gilt fw =0 auf M und wir haben

0=D(0) = D(fw) = (Df) Aw+ (=1)°f A (Dw).

Am Punkt p verschwindet der erste Term wegen w, = 0, und f(p) = 1 impliziert
(Dw), = 0. O

BEMERKUNG 6.3.5. Abbildungen mit dieser Figenschaft heiffen lokale Opera-
toren, vgl. auch Satz[].6.16 und Proposition [6.2.7

Jetzt konnen wir die globale Existenz und Eindeutigkeit zeigen:

SATZ 6.3.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine eindeutig
bestimmte dufere Ableitung d: Q*(M) — QT (M).

BeweEs. Fiir die Existenz geben wir eine Konstruktion an. Sei w € QF(M)
eine k-Form und p € M ein Punkt. Wir wihlen eine Karte (U, x!,...,2") um p;
in dieser Karte haben wir eine eindeutige &ufiere Ableitung nach Proposition [6.3.3]
Wir miissen also noch die Unabhéngigkeit von der Karte zeigen. Dies folgt aber
auch aus der Eindeutigkeit der &ufleren Ableitung auf UNV fiir zwei Karten U und
V in Proposition [6.3.3] Damit haben wir eine duflere Ableitung definiert, nach dem
Existenzteil von Proposition [6.3.3

Fiir die globale Eindeutigkeit auf Q°(M) sorgt die Eigenschaft (3) in Definiti-
on Fiir ein Dachprodukt haben wir

DAf'A---Adf¥) = DD A---ADFF)
k

= Z(—l)i_lDfl/\"'/\DDfi/\"-/\ka:O,
i=1

Sei nun w € QF(M) eine beliebige k-Form und p € M. Wir wihlen eine Kar-
te (U,z',...,2") um p und schreiben w = 3" aryda’ auf U. Mit Proposition
kénnen wir az, ', ..., z" zu glatten Funktionen d;, !, ...,Z" auf ganz M ausdeh-
nen. Wir erhalten eine Form & = ardz! e Qk(M) und eine offene Menge V C U
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mit w|y = @|y. Nach Proposition ist Dw = D@ auf V und wir erhalten
Dw), = (D2), = (DY ardi')
(Dw), = (D), > andal)
(" parnaa’ +> ar A Dai’)
(> darnai”)
P
(Z dar A dxl) = (dw)p.
P

p

O
BEISPIEL 6.3.7. Fiir die Form w = fdx + gdy auf R? ist
_(0g Of
dw = <6m - 8y> dx A dy.
O

Wir kehren noch einmal zur Diskussion von Pullbacks zuriick.

DEFINITION 6.3.8. Fiir eine lineare Abbildung von Vektorrdumen f:V — W
haben wir induzierte lineare Abbildungen \* f: N*V — A*W. Fir eine glatte
Abbildung f: M — N haben wir dann fir jeden Punkt p € M die vom Dual des
Differentials df¥ : T,y NY — Tp,M" induzierten Abbildungen

/\k TipmNY — /\k T,M"

Wenn wir Elemente on /\k TNV als k-Multilinearformen auf Ty, N inter-
pretieren, ordnet der Pullback einer solchen Multilinearform die Auswertung auf
falvr), ..., fe(vg) fir Tangentialvektoren vy, ..., vy € Tp,M zu.

PROPOSITION 6.3.9. Sei f: M — N eine glatte Abbildung.
(1) Die Abbildung aus Deﬁm’tion induziert eine Abbildung

f*Q¥(N) =T(N,TNV) = (M, TM") = Q¥ (M).

(2) Die Abbildung aus (1) ist C°°(N)-linear und vertriglich mit dem Dach-
produkt, d.h. ein Homomorphismus von C°°(N)-Algebren.

(8) Die Abbildung aus (1) ist vertriglich mit dem Differential, d.h. fir w €
QF(N) gilt d(f*w) = f*(dw).

Bewess. (2): Ubungsaufgabe.

Wir zeigen zuerst (3). Dafiir benutzen wir bereits die Notation f*, punktweise
definiert wie in Definition [6.3.8] und setzen noch nicht voraus, dass diese Definition
auch eine glatte Form in QF (M) liefert.

Wir beginnen mit dem Fall k = 0, w € Q°(M) ist einfach eine glatte Funktion.
Es reicht zu zeigen, dass fiir jeden Punkt p € M und jeden Tangentialvektor X, €
TpM gilt (f*dw),(X,) = (df*w)p(X,). Nach Definition haben wir

(ffdw)p(Xp) = (dw)f(p)(f*Xp) = ([ Xp)(w) = Xp(wo f)

und (df*w)p(X,) = Xp(f*w) = Xp(w o f), woraus die Behauptung folgt.

Auch fiir die Falle £ > 1 miissen wir die Aussage nur fiir den Tangentialraum an
einem beliebigen Punkt p € M nachrechnen. Wir wihlen eine Karte (V, 4!, ...,y")
um den Punkt f(p) € N und schreiben w = Y a;dy™ A --- A dy'* fiir glatte Funk-
tionen a;y € C®(V) und I = (i1 < --- < ig). Nach (2) ist

ffw= Z(f*a])(f*dyh) Ao A (f*dy”“)
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Aus dem Fall k = 0 haben wir f*dy’ = df*y’ =: df?, also
dffw = _d(f*a) Adf* Ao AdfE.

Fiir die andere Seite der Gleichung haben wir, auch wieder unter Benutzung des
Falles k=0

frdw fr (Zda[/\dyil/\.../\dyik)
Zf*dal/\f*dyil /\"'/\f*dyi’“

D dftar Adf A AdfE

Damit ist (3) bewiesen.

(1) Jetzt konnen wir (3) benutzen, um die Glattheit fiir (1) zu zeigen. Dafiir
miissen wir zeigen, dass jeder Punkt p € M eine Umgebung hat, auf der f*w glatt
ist. Wir withlen eine Karte (V,y!,...,4™) um f(p) und eine Karte (U, z!,...,2™)
um p mit f(U) C V. Wir schreiben w = Y a;dy™ A--- Ady* fiir glatte Funktionen
ar € C*(V). Dann gilt

frw

SO an(frdy™) A Ay
S (frandfryt A Adfry
S (Frandfit A Adf
Z(f*a;)wdx;

O(xin, ... xix)

Dabei benutzen wir (2) und (3) und die Notation H = det (gﬁ;) 5 fiir

die Indexmengen I = (i; < -+ < i) und J = (j1 < --- < ji). Die Koeflizienten
der Form sind glatt, daraus folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 6.3.10. Zusammenfassung: M +— Q*(M) = @?:IOIM QY (M) ist
ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten mit
glatten Abbildungen in die Kategorie der differentiell-graduierten R-Algebren, und
ein Modul iber dem Funktor M — C*°(M).

UBUNGSAUFGABE 6.3.11. Berechnen Sie die dufere Ableitung folgender Funk-
tionen und Differentialformen auf R3:

[=uayz

g=ye"*

w1 = e cos(y)dz + e sin(y)dy

wo = yzdx + zaxdy 4+ xydz

w3z = zdy Adz — ydx Adz + zdz A dy.
wy = sin(—2® + y?*)dz Ady Adz

UBUNGSAUFGABE 6.3.12. Gegeben seien folgende Differentialformen auf R3:
e ¢ =xdx — ydy
e ) =zdx Ady + xdy A dz
o 0 =zxyzdy.
Berechnen Sie ¢ AN, do, dip, df, d6 A ¢.

UBUNGSAUFGABE 6.3.13. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit.
Zeigen Sie, dass fiir die dufere Ableitung d\ der Liouville-Form aus Beispiel [6.2.4)
an allen Punkteny € TMY gilt (AX\)""], # 0. (Das bedeutet, dass dX eine symplek-
tische Form ist, und TM mit A\ eine symplektische Mannigfaltigkeit.)



96 6. DIFFERENTIALFORMEN

DEFINITION 6.3.14. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, X € X(M) ein glattes
Vektorfeld. Dann erhalten wir durch punktweises Anwenden des inneren Produkt
ein inneres Produkt/Kontraktion mit X

ix: QF(M) = Q1 (M) wi (ixw)(Xa, ..., Xp) = w(X, Xo,..., Xg).

UBUNGSAUFGABE 6.3.15. Sei V' ein endlich-dimensionaler R- Vektorraum und
v € V. Zeigen Sie, dass das innere Produkt i,: \*VV — /\'71 V'V die folgenden
Eigenschaften erfillt und durch diese eindeutig bestimmt ist:
(1) i, ist eine Antiderivation von Grad —1, d.h. fir 3 € N\* VY und~ e A'VV
gilt i(B A7) = (10B) Ay + (=1)*B Adyy.
(2) iy o0, =0.
(3) Fiir eine Linearform o € VV ist i,(a) = a(v).

Damit folgt, dass Kontraktion mit einem Vektorfeld eine Antiderivation
ix: QM) — QM)
von Grad 1 mit ix oix = 0 ist, die auf 1-Formen mit der Auswertungsabbildung

ev: X(M) x QY (M) — C*(M): (X,a) — «a(X) iibereinstimmt. Die Kontraktion
mit einem Vektorfeld ist dadurch eindeutig bestimmt.

UBUNGSAUFGABE 6.3.16. Sei X = m% + ya% und o = da A dy auf R?. Be-
rechnen Sie die Kontraktion ixa.

6.4. De-Rham-Komplex

DEFINITION 6.4.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w € QF(M) eine
k-Form.

(1) w heifst geschlossen, wenn dw = 0 gilt.
(2) w heifit exakt, wenn es eine (k — 1)-Form 8 mit df = w gibt.

BEMERKUNG 6.4.2. Ezxakte 1-Formen sind also genau die Differentiale von glat-
ten Funktionen. Aus physikalischer Motivation heraus heifit die Form [ auch Po-
tential fiir o; das Potential ist nur bis auf geschlossene Formen eindeutig bestimmit.

DEFINITION 6.4.3. Ein Komplex (von Vektorrdiumen) besteht aus einer Folge
{C%ien von Vektorrdumen und linearen Abbildungen 0;: C* — O fiir die 9; 41 0
81' =0 gilt.’

~ Oi2 i1 0i-1 Ci &) Ci+l ditr,
Wir definieren die Kohomologievektorrdume des Komplexes
HY(C®) :=ker 8;/Im 8;_;

BEMERKUNG 6.4.4. Wegen 0; 0 0;—1 = 0 gilt Im0;_1 C ker 9;. Die Kohomolo-
gie misst den Unterschied zwischen Im 9;_1 und ker 0;. Fin Komplex heifit exakt,
wenn alle Kohomologierdume verschwinden; exakte Sequenzen (evtl. aus LAII) sind
Beispiele fiir exakte Komplezxe.

DEFINITION 6.4.5. Fliir eine glatte Mannigfaltigkeit M definieren wir den De-
Rham-Komplex:
0— QM) S Q' (M) S (M) S .
Die Kohomologie des De-Rham-Komplexes heifit De-Rham-Kohomologie:

ar (M) = H'(Q*(M),d).
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UBUNGSAUFGABE 6.4.6. Sei o = S, fidx® eine geschlossene Form auf R™.
Wir definieren die Funktion

1 xr2
g(xh...,xn):/ fl(t,;vQ,...7xn)dt—|—/ f2(0,t, 23, ... &y )dt + - - -
0 0

T3 Tn
+/ f3(0707tax477$n)+/ fn(ovvovt)dt
0 0
Zeigen Sie, dass dg = .






KAPITEL 7

Integration auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir nun als Verallgemeinerung der Mehrfachintegra-
le aus der Analysis-Vorlesung allgemein auf n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten das
Integral fiir n-Formen definieren. Wie immer soll dabei in Karten die Definition aus
der Analysis-Vorlesung benutzt und dann auf geeignete Weise auf der Mannigfal-
tigkeit zusammengeklebt werden. Mit den Transformationsformeln fiir Mehrfachin-
tegrale konnen wir zumindest bis auf Vorzeichen verstehen, was bei Kartenwechseln
passiert. Um global auf der Mannigfaltigkeit ein wohldefiniertes Integral zu erhal-
ten, miissen wir uns auf Mannigfaltigkeiten einschréinken, fiir die wir einen Atlas
finden konnen, dessen Kartenwechsel positive Jacobi-Determinante haben. Fiir sol-
che orientierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten kénnen wir dann n-Formen
mit kompaktem Tréger integrieren. Ein zentraler Satz hier ist der Satz von Stokes,
der den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und einige weitere
Integralsétze aus der Analysis 2 verallgemeinert.

7.1. Orientierung

DEFINITION 7.1.1. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Wir definieren
eine Aquivalenzrelation auf angeordneten Basen von V' durch

v=1[v1,.. 0] ~w=[wg,...,wy] < JAEGLL(R):v=Aw,det A > 0,

d.h. zwei angeordnete Basen sind dquivalent, wenn die zugehorige Basiswechselma-
triz positive Determinante hat. Eine Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse
von angeordneten Basen fiir die Aquivalenzrelation ~. Ein Vektorraum mit gegebe-
ner Orientierung heif$t orientiert.

Fiir zwei orientierte Vektorrdume V und W heif$t eine lineare Abbildung ¢: V. —
W orientierungserhaltend, wenn die darstellende Matriz fir ¢ (beziiglich angeord-
neter Basen, die die gewdihlten Orientierungen induzieren) positive Determinante
hat. Andernfalls heif$t ¢ orientierungsumkehrend.

Die Orientierung, die durch die Standardbasis des R™ induziert wird, heifit
Standardorientierung.

BEMERKUNG 7.1.2. Jeder R-Vektorraum von Dimension n > 1 hat genau zwes
Orientierungen. Dies entspricht genau den zwei Zusammenhangskomponenten von
A"V \{0} 2R\ {0}, wenn wir eine angeordnete Basis [vy,...,v,] aufvi A+ Aoy,
schicken.

Alternativ kénnen wir Orientierungen mittels n-Formen definieren: der Raum
der alternierenden n-Multilinearformen N" V'V ist eindimensional. Fiir eine n-
Form 0 # o € N"VY und zwei angeordnete Basen v = [v1,...,v,] und w =
[wi,...,wy] haben afvy A -+ Avy) und alwy A -+ Awy,) das gleiche Vorzeichen,
wenn die Basiswechselmatric A mit v = Aw positive Determinante hat. Die Wahl
einer nicht ausgearteten n-Form ist also gleichbedeutend mit der Wahl einer Ori-
entierung auf V, und zwei n-Formen definieren die gleiche Orientierung, wenn sie
sich um einen positiven skalaren Faktor unterscheiden.

99
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DEFINITION 7.1.3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7: E — M ein
glattes Vektorbiindel von Rang n. Eine punktweise Orientierung von w: E — M st
die Wahl einer Orientierung der Faser I, fiir jeden Punkt p € M. Eine punktweise

Orientierung heifit stetig, wenn es ein lokale Trivialisierungen ¢: E|y = U xR?

gibt, so dass die induzierten Abbildungen . : E, = Re orientierungserhaltend ist.
(Dabei wird R™ mit der Standardorientierung ausgestattet.)

Wenn eine stetige Orientierung vonm: E — M existiert, heifit das Vektorbiindel
orientierbar.

Eine glatte Mannigfaltigkeit heifst orientierbar, wenn das Tangentialbiindel T M
orientierbar ist. Eine Orientierung von M ist eine Orientierung von TM . Ein Dif-
feomorphismus f: M — N heiffit orientierungserhaltend, wenn fiir jeden Punkt
p € M das Differential TyM — Ty, N orientierungserhaltend ist.

BEISPIEL 7.1.4. (1) Der euklidische Raum R™ ist als Mannigfaltigkeit ori-
entierbar. Die Standardorientierung ist durch %, cee % gegeben.

(2) Die n-Sphire S™ ist orientierbar.
(8) Der reell-projektive Raum RP™ ist genau dann orientierbar, wenn n un-
gerade ist.

O

PRrROPOSITION 7.1.5. FEine zusammenhdngende orientierbare Mannigfaltigkeit
M hat genau zwei Orientierungen.

BEWEIS. Zwei Orientierungen g und v von M induzieren fiir jeden Punkt
p € M Orientierungen p, und v, von T,M. Wir definieren f: M — {£1} durch
f(p) =1, wenn u, = v, und f(p) = —1 wenn u, = —v,. Die Stetigkeit der Orientie-
rungen bedeutet, dass fiir p € M eine offene Umgebung U von p und Vektorfelder
(X1,...,Xp) und (Y1,...,Y,) auf U existieren, die die Orientierungen u|y bzw.
v|y induzieren. Dann existiert eine stetige Abbildung A = (a}); ;: U — GL,(R),
sodassY; =) aéXi. Die Funktion f stimmt dann auf U mit dem Vorzeichen von
det A iiberein. Damit ist f: M — {£1} lokal konstant. Da M zusammenhéngend
ist, ist f konstant, und es gilt u = +v. O

LEMMA 7.1.6. Eine punktweise Orientierung (induziert durch eventuell nicht-
stetige Rahmen (X1, ...,X,)) von M ist genau dann stetig, wenn jeder Punkt p €
M eine Koordinatenumgebung (U, x',. .. 2") hat, so dass die Abbildung (dz*A---A
dz™) (X, ..., X,) dberall positiv ist.

BEWEIS. Eine punktweise Orientierung einer Mannigfaltigkeit M ist genau
dann stetig, wenn jeder Punkt p € M eine Umgebung U hat, auf der Vektorfelder
X1,..., X, existieren, so dass (X1,...,X,) an jedem Punkt ¢ € U die gewéhlte
Orientierung induziert. Fiir eine zusammenhingende Karte (U, z', ..., z") existiert
dann eine Abbildung A = (a%); j: U = GL,(R), so dass X; = Y, a’ 9 Dann ist

3 Bt
(da' A--- Ada™)(Xy,..., Xp) = det(a)) #0

auf ganz U. Da U zusammenhéngend ist, ist det(aé) entweder positiv oder negativ
auf ganz U; im letzteren Fall indern wir die Koordinate ' in —2' ab. Dies zeigt
die Aquivalenz. O

SATZ 7.1.7. Eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M ist genau dann ori-
entierbar, wenn es eine glatte nirgends-verschwindende n-Form auf M gibt.

BEWwWEIS. Wenn M orientierbar ist, gibt es nach Lemma [7.1.6| um jeden Punkt
p € M eine Karte (U, z!,...,2") und Vektorfelder (Xi,...,X,), die die Orientie-
rung induzieren, so dass gilt (dz! A--- Adz™)(Xq,...,X,) > 0. Aus diesen Karten
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wihlen wir {(Uy,xl,...,27%)}, so dass M = |JU,. Sei {p,} eine glatte Zerlegung
der Eins zu dieser Uberdeckung. Durch w = 3°_ podal A--- Ada? wird eine glatte
nirgends-verschwindende n-Form auf M definiert.

Umgekehrt kénnen wir fiir eine nirgends-verschwindende glatte n-Form w an
jedem Punkt p € M eine orientierte Basis (X1 p,..., X, ) wéhlen, fir die

W(Xl,p, R ,me) >0

gilt. Fiir eine zusammenhingende Kartenumgebung (U, z!,...,2") von p ist dann
w= fdaz' A--- Adz", wobei f entweder iiberall positiv oder iiberall negativ auf U
ist. Fiir f > 0ist (dz! A -+ Ada™)(Xq,..., X,) > 0, fiir f <0ist (d(=a)A--- A
dz™)(X1,...,X,) > 0. Nach Lemma[7.1.6] ist dann die entsprechende Orientierung
stetig. O

DEFINITION 7.1.8. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M heifst ein glatter Atlas
{(U;, ¢;) }ier orientiert, wenn fiir je zwei Karten (U, 2%, ..., 2") und (V,y*, ..., y™)
die Jacobi-Determinante det (%) ~diberall auf U NV positiv ist.

i,j

SATZ 7.1.9. FEine Mannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn es einen
orientierten Atlas gibt.

BEwEIS. Wir nehmen an, dass M orientiert ist, d.h. fiir jeden Punkt p € M
gibt es eine Kartenumgebung (U, z!,...,2") und Vektorfelder Xi,..., X, die die
Orientierung auf U induzieren, so dass gilt (dz! A -+ Adx™)(Xq,...,X,) > 0. Fiir
zwei solche Kartenumgebungen (U, z!, ..., 2") und (V,y!, ... y") ist

dy' Ao Ady™ = det (ggj)dxl/wu/\dx".

Da sowohl die Vektorfelder (X7, ..., X,,) als auch die Vektorfelder (Y7,...,Y},) die
Orientierung induzieren, gilt (da! A --- A dz™)(X1,...,X,) > 0 und (dyt A--- A
dy")(X1,...,Xpn) > 0. Also ist det (2—22) > 0 auf U NV und wir haben einen
orientierten Atlas.
Umgekehrt sei (U,
M induziert (%, B

(U,zt,...,2") und (V,y

dass wir durch (

L ...,a") ein orientierter Atlas. Fiir jeden Punkt p €

) eine angeordnete Basis von T,M. Fiir zwei Karten

,...,y™) aus dem Atlas ist det (g—g’c’;) >0auf UNYV, so

o) o)
Ozl 7 g

S

=8

) eine wohldefinierte stetige Orientierung erhalten. [

UBUNGSAUFGABE 7.1.10. Seien M und N zwei orientierbare Mannigfaltigkei-
ten. Zeigen Sie, dass das Produkt M x N orientierbar ist.

UBUNGSAUFGABE 7.1.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit, die sich mit zwei of-
fenen Karten U und V so tiberdecken lifit, dass U NV wegzusammenhdingend ist.
Zeigen Sie, dass M orientierbar ist.

UBUNGSAUFGABE 7.1.12. Zeigen Sie, dass S™ orientierbar ist: Fiir einen Punkt
p € S™ identifizieren wir den Tangentialraum von S™ C R™ 1 an p mit p+- c R*H!
gegeben ist, s. Ubungsaufgabe . Zeigen Sie, dass eine Orientierung auf S™
dadurch gegeben ist, dass eine angeordnete Basis [v1,...,v,] von T, S™ orientiert
ist, wenn [p,v1,...,v,] eine orientierte Basis von R" 1 ist.

UBUNGSAUFGABE 7.1.13. Fiir welche n ist S™ — S™: p — —p orientierungser-
haltend?

UBUNGSAUFGABE 7.1.14. Sei G eine Lie-Gruppe von Dimension n. Zeigen Sie,
dass es eine links-invariante nicht-triviale n-Form auf G gibt. Insbesondere ist eine
Liegruppe G orientierbar.



102 7. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGKEITEN

UBUNGSAUFGABE 7.1.15. Wenn zwei der Bindelw: E — M, n': E' — M und
Tm® 7' E®E — M orientierbar sind, dann auch das dritte.

PROPOSITION 7.1.16. Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit Rand, und p € OM. Sei X ein glattes nach auflen zeigendes Vektorfeld entlang
OM . Wir definieren die induzierte Orientierung auf OM wie folgt: fiir einen Punkt
p € M wird die Orientierung induziert durch eine angeordnete Basis (v1,...,Vn—1)
von T,(0M), fir die die angeordnete Basis (Xp,v1,...,vn—1) von TpM die Orien-
tierung von M induziert.

Wenn w die Orientierungsform auf M ist, dann ist die Orientierungsform auf
OM durch w(X,—,...,—) gegeben.

7.2. Integration

Zur Erinnerung: Sei f: A — R eine beschrinkte Funktion, die auf einem abge-
schlossenen n-dimensionalen Quader A = [a!,b!] x -+ x [a",b"] C R" definiert
ist. Eine Partitionierung P eines abgeschlossenen Intervalls [a,b] ist eine Folge
P = (po,...,pn) von reellen Zahlen mit ¢« = py < p1 < -+ < p, = b. Eine
solche Partitionierung P der Intervalle [a’,b'] in Teilintervalle liefert eine Unter-
teilung von A in kleinere n-dimensionale Quader A;. Fiir eine solche Einteilung
konnen wir Unter- und Obersumme definieren

US(f,P) = Z(ig_f f)volA;,  OS(f,P) =" (sup f)vol A,

J

Dabei ist das Volumen des n-dimensionalen Quaders A = [a!,b!] x - -+ x [a", b"]
durch

vol(4) = H(bi —ah)
gegeben. Es gilt US(f, P) < OS(f, P).

UBUNGSAUFGABE 7.2.1. Zeigen Sie, dass fiir eine Verfeinerung P’ der Parti-
tionierung P gilt US(f, P) < US(f,P’) und OS(f,P') < OS(f,P). Insbesondere
gilt

supUS(f, P) < i%fOS(f, P).
P
DEFINITION 7.2.2. Die Funktion heifit Riemann-integrierbar, wenn
supUS(f,P) = i%f OS(f, P).
P

Der gemeinsame Wert heiffit Riemann-Integral von f tiber A und wird mit

/ f(z)da!---da"
A
bezeichnet.

BEMERKUNG 7.2.3. Die Definition des Riemann-Integrals setzt implizit eine
Wahl von Koordinaten voraus. Die zentrale Information fir eine allgemeiner De-
finition des Integrals auf Mannigfaltigkeiten ist das Volumen vol(A) der n-dimen-
stonalen Quader. Diese Information werden wir aus der zu integrierenden n-Form
erhalten.

Fiir eine beliebige beschrinkte Menge A C R™ konnen wir eine beschrinkte
Funktion f: A — R durch 0 zu einer Funktion f: B — R auf einem abgeschlossenen
n-dimensionalen Quader B C R™ mit B D A fortsetzen und

[ st o = [ ot
A B

definieren, wenn die rechte Seite existiert.
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SATZ 7.2.4 (Lebesgue). Sei A CR™ eine beschrinkte Teilmenge und f: A — R
eine beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die
Menge der Unstetigkeitsstellen der erweiterten Funktion f eine Nullmenge ist.

BEMERKUNG 7.2.5. Insbesondere gilt: fiir eine offene Menge U C R™ und
eine stetige Funktion f: U — R mit kompaktem Trager ist f auf U Riemann-
integrierbar.

DEFINITION 7.2.6. Fiir gewdihlte Koordinaten z', ..., 2" auf R und eine offene
Menge U C R™ kénnen wir eine n-Form w € Q*(U) immer als w = fdz'A---Adz"
mit einer eindeutigen glatten Funktion f € C*(U) schreiben. Wenn die Funktion
f Riemann-integrierbar auf A C U ist, definieren wir

/Aw:/Af(x)dxl/\uo/\dx” ::/Af(x)dxluodx".

Diese Definition ist invariant unter orientierungserhaltenden Diffeomorphismen
(also in gewissem Mafle unabhingig von der Wahl der Koordinaten): Sei U C R"
eine offene Menge und ¢: R — R” ein Diffeomorphismus. Insbesondere sind U und
¢(U) offene Teilmengen mit unterschiedlichen Wahlen von Koordinatenfunktionen
(x',...,2™) und (y!,...,y"™). Wir erhalten

/C»¢*“ t/:<¢*f>¢*dyl/«~~-f\¢*dy”

(Awo@awo@A~d@Mw>

[ (oo desenast n-e naar
= [ oo da@)st-arr.

wobei J(¢) die Jacobi-Matrix (%) bezeichnet. Bis auf das Vorzeichen der

Jacobi-Determinante ist das genau die Transformationsformel fiir das Riemann-
Integral. Insbesondere ist das Integral invariant unter orientierungserhaltenden Dif-
feomorphismen (fiir die Jacobi-Determinante dann nach Definition positiv ist).

DEFINITION 7.2.7. Sei M eine glatte orientierte n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit einem orientierten Atlas {(Ua, o)}, und sei w € Q2 (M) eine glatte
n-Form mait kompaktem Trager.

In einer Karte (U, ¢) ist (¢~ 1)*(w) eine n-Form mit kompaktem Triger auf
d(U) CR"™ und wir definieren

[ wi= /qj )

Aufgrund der Invarianz des Integrals unter orientierungserhaltenden Diffeomor-
phismen ist dies wohldefiniert und unabhdngig von der Wahl der Karte.

Wir wihlen eine lokal endliche Uberdeckung {Us} von M durch Karten (Us, do)
und eine glatte Zerlegung der Eins {p,} zu dieser Uberdeckung. Das Integral ist

dann definiert als
w = Palw-
fe=% ],

BEMERKUNG 7.2.8. Die Summe ist endlich: w hat kompakten Triger und an
jedem Punkt sind nur endlich viele p, von Null verschieden sind. Daraus folgt, dass
insgesamt nur endlich viele pow verschieden von Null sind. Auflerdem ist supp pow
abgeschlossen, also kompakt in U,, so dass fUQ Pow definiert ist.
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Die Definition ist unabhdngig von der Wahl der Karte und der Zerlegung der
FEins. Sei {Vg} ein anderer orientierter Atlas mit zugehoriger Zerlegung der Eins
{xs}. Dann erhalten wir die verfeinerten Atlanten {(Us N Vg, ¢alv.nv,)} und
{(Ua NV, Yal|uanv,)} und rechnen

Z/ paw:Z/ PaZXﬁWZZZ/ PaXBW:ZZ/ PaXpw.
— Ju., o Ju. 5 o G . o G Jvanvs

Dabei benutzen wir die Figenschaften der Zerlegung der Fins und die Additivitdt
des Integrals. Analog ist

> o= XY |, e

also ist das Integral wohldefiniert.

BEMERKUNG 7.2.9. Die Definition des Integrals fiir n-Formen mit kompaktem
Trager funktioniert genauso fiir orientierte Mannigfaltigkeiten mit Rand.

PROPOSITION 7.2.10. Sei M eine glatte orientierte n-dimensionale Mannig-
faltigkeit, und sei w € Q2 (M) eine glatte n-Form mit kompaktem Triger. Wir be-
zeichnen mit —M die Mannigfaltigkeit M mit der umgekehrten Orientierung. Dann

gilt
[ o=/
-M M

UBUNGSAUFGABE 7.2.11. Wir betrachten die 2-Form auf R3
w=(z—2% —zy)dz Ady —dy Adz — dz Adz.

Berechnen Sie fD i*w, wobei i die folgende Inklusionsabbildung ist:
D={(z,y,2) eR® | 2* +y® < 1,2 =0} — R?,

UBUNGSAUFGABE 7.2.12. Berechnen Sie den Flicheninhalt einer Ellipse mit
Hilfe der Transformationsformel fir das Integral.

UBUNGSAUFGABE 7.2.13. Berechnen Sie fSQ w fiir w=axzdy ANdz —ydz Adz +
zdx A dy € Q3(S?).

UBUNGSAUFGABE 7.2.14. Wir betrachten die Form

1
w= m(wdy Adz +ydz Adz + zdz A dy) € Q*(R?\ {0}).
x? +y? +2?%)2
(1) Zeigen Sie dw = 0.
(2) Berechnen Sie f32 w. Dafiir eignet sich die Parametrisierung in Kugelko-
ordinaten

7:[0,7] x [0,27] = S? C R3: (u,v) — (sinu - cosv,sinu - sinv, cos u).

(3) Welche Rolle spielt w fiir den Flicheninhalt von S*?
(4) Was kann man mit Hilfe von w diber Hig (R?\ {0}) sagen?

UBUNGSAUFGABE 7.2.15. Seien M und N zwei orientierte Mannigfaltigkeiten
von Dimension m und n. Fir w € QT (M) und n € Q2 (N) definieren wir w A n:=
pri(w) A pri(n) € QIt"(M x N). Fir f € C°(M x N,R) sei g € C>*(M,R)
definiert durch g(x) := [y f(x,—)n. Zeigen Sie

/ f-w/\n:/g-w.
MxN M
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UBUNGSAUFGABE 7.2.16. (*) Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und V eine
endlich-dimensionale Darstellung, d.h. ein endlich-dimensionaler (reeller) Vektor-
raum zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus p: G — GL(V). Zeigen Sie,
dass es auf V' ein G-invariantes Skalarprodukt gibt.

7.3. Satz von Stokes

SATZ 7.3.1. Sei M eine glatte orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
Rand, sei OM der Rand mit der von M induzierten Orientierung. Fir eine glatte
(n —1)-Form w € QY (M) mit kompaktem Trager gilt

/ dw:/ w
M oM

Hierbei ist die rechte Seite nach Konvention 0, wenn OM = ().

BEWEIS. Wir betrachten zuerst den Fall M = H™ und fiihren dann den allge-
meinen Fall iiber Karten auf diesen Fall zuriick.

Fiir M = H" ist M = R"~! und wir kénnen eine (n — 1)-Form w € Q"~(M)
als

w= Z(—l)j_lfjdxl Ao Adad A Ada™
j=1

schreiben, wobei f;, 1 < j < n glatte Funktionen mit kompaktem Tréger sind, und

die Notation dz7 bedeutet, dass da7 im entsprechenden Dach-Produkt weggelassen
wird. Die Einschrinkung von w auf 0H" ist dann

wlonr = fulopda Ao Adz"
und die duBlere Ableitung von w auf M ist

af;
oxJ

Jj=1

dw = dzt A - Ada™.

Fir 1 < j <n — 1 folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(und der Tatsache, dass f; kompakten Tréger hat)

/O°°/°°.../ gﬁdl - da”
/000/_OO / (/ gj:;d J) coodad - da™
0

Damit folgt

/Hndw = / / / 6x” dx
- / / fula', o2 0)dat - da !

fn'IVI
= / wlom
OH™

Wir wéhlen nun einen Atlas {(Ua, ¢o)} fiir M, sodass alle U, orientiert diffeo-
morph zu R™ oder H" sind. Dies ist moglich, da offene Kreisscheiben diffeomorph
zu R™ sind. Sei {p,} eine glatte Zerlegung der Eins zur Uberdeckung {U,} von
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M. Wir haben bereits nachgerechnet, dass die Aussage vom Satz von Stokes in den
Karten des Atlas gilt. Dann haben wir

%: /U d(paw) = Za: /M d(paw) = /M d (Z@: paw>

:/dw.
M

Im ersten und letzten Schritt benutzen wir die Definition der Zerlegung der Eins, im
zweiten und vorletzten Schritt, dass die Additivitéit des Integrals fiir die endliche
Summe ) pow. Im dritten und fiinften Schritt benutzen wir, dass der Tréger
supp pow in U, enthalten ist, und der zentrale vierte Schritt folgt aus dem obigen
Spezialfall von Stokes fiir H” bzw. R™. [l

Einige Integralsitze aus Analysis 1 und 2 sind Spezialfille des Satzes von Stokes.
Hier diskutieren wir nur den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Die
Sétze von Green und Gaufl diskutieren wir im néchsten Abschnitt.

BEISPIEL 7.3.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist der
einfachste Spezialfall (und wurde ja auch fiir den Beweis von Satz@ benutzt).
Die Mannigfaltigkeit in diesem Fall ist [a,b]. Fir eine glatte Abbildung f: [a,b] — R
mit Stammfunktion F: [a,b] — R haben wir dF = fdx. Der Satz von Stokes sagt

dann
fdx:/ dF:/ F:F(b)—F(a).
la,b] [a,b] dla,b]

Hierbei kommen einige Randfdille zum Einsatz: eine zusammenhdngende 0-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ist ein Punkt, und eine Orientierung darauf ist die Wahl
eines Vorzeichens + oder —. Das Integral einer glatten 0-Form (d.h., einer glatten
Funktion) diber die Mannigfaltigkeit M = pt ist einfach der Funktionswert (fir
Orientierung +) bzw. das Negative des Funktionswerts (fir Orientierung —). Im
letzten Gleichheitszeichen kommt das Vorzeichen vor F(a) dadurch zustande, dass
wir auf Ola,b] = {a,b} die induzierte Orientierung haben (dadurch hat {b} die
Orientierung + und {a} die Orientierung —). O

UBUNGSAUFGABE 7.3.3. Berechnen Sie das Integral von w = (z —y3)dz +23dy
entlang S' mit Hilfe des Satzes von Stokes.

7.4. Integration und De-Rham-Kohomologie

SATZ 7.4.1. Sei M eine orientierte kompakte n-dimensionale Mannigfaltigkeit
(ohne Rand). Dann ist

M
eine wohl-definierte R-lineare Surjektion.

BEWEIS. Da Q"F1(M) = 0 sind alle n-Formen geschlossen. Fiir eine exakte
n-Form w = dn gilt dann nach dem Satz von Stokes

/w:/ n =20,
M oM

damit induziert das Integral eine wohldefinierte Abbildung Hj (M) — R. Linea-
ritdt ist klar. Fiir die Surjektivitdt reicht es, eine n-Form mit Integral ungleich 0
zu finden. Dafiir kénnen wir eine Karte (U,, 2, ..., 2™) withlen, dann gibt es eine
glatte Funktion f mit kompaktem Tréager in U, die iiberall nicht-negativ ist und
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irgendwo auch echt positive Werte annimmt. Die Form w = fdz! A --- A dz™ kann
dann durch 0 auf M ausgedehnt werden und erfiillt [, w = [;, f > 0. O

BEMERKUNG 7.4.2. Allgemeiner kann Integration fir k-Formen iber singuldre
k-Ketten (formale Linearkombination von k-Simplizes o: AF — M) definiert wer-
den. Dies liefert eine Paarung

/: HZing(M’R) x HER (M) — R: (Zni[ai],w) — an/w

von De-Rham-Kohomologie mit singuldrer Homologie mit reellen Koeffizienten (s.
Vorlesung Topologie I). Der Satz von de Rham besagt, dass die zugehirige lineare
Abbildung

Hir(M) — Hy™ (M, R)
fiir alle k ein Isomorphismus ist. Dies bedeutet, dass man mit Differentialformen
topologische Phinomene sehen kann, und dass andererseits die Analysis auf Man-
nigfaltigkeiten sehr stark von der Topologie der Mannigfaltigkeit bestimmt wird.

PROPOSITION 7.4.3 (Poincaré-Lemma). Die Abbildung
pry: Hig (M) — Hig (M x R)
ist ein Isomorphismus.
KOROLLAR 7.4.4. Fiir eine zusammenziehbare Mannigfaltigkeit M gilt
i _J R i=0
ar (M) _{ 0 sonst

Fiir eine zusammenh#ngende, orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit M
ohne Rand koénnen wir durch Integration eine Paarung zwischen k-Formen und
(n — k)-Formen definieren:

/ S QM) @ QP (M) — R: w®n*—>/ wAn.
M M
Wir benutzen hier k-Formen mit kompaktem Triger, damit das Integral definiert
ist. Diese Paarung induziert eine R-lineare Abbildung
QF (M) — Q" F(M)Y.
Nach dem Satz von Stokes haben wir fiir w = dvy, v € Q¥~1(M) und dn = 0

/MwM)=/Md(7N7)=0-

Eine analoge Aussage gilt fiir w geschlossen und 7 exakt. Damit erhalten wir eine
induzierte Paarung

[ Bl 00 @ B 0n) S R
M

SATZ 7.4.5 (Poincaré-Dualitét). Sei M eine zusammenhdngende kompakte ori-
entierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann ist die induzierte lineare
Abbildung

Hir (M) — Hyg* (M)
ein Isomorphismus fiir alle k.

Abbildungsgrad, Satz vom Igel






KAPITEL 8

Differentialformenkalkiil und
Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten

Am Schluss der Vorlesung wollen wir noch diskutieren, wie die in der Vorle-
sung diskutierten Konzepte mit den Aussagen aus den Analysis-Vorlesungen zu-
sammenhéngen. Insbesondere wollen wir den Zusammenhang zwischen dem Kalkiil
der Differentialformen und der Vektoranalysis sowie den Zusammenhang zwischen
dem Satz von Stokes und den klassischen Integralsitzen klaren. Dafiir miissen wir
auch kurz auf den Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeiten eingehen, um insbe-
sondere den Hodge-Stern-Operator und eine koordinatenfreie Version des Laplace-
Operators definieren zu kénnen. Zum Abschluss diskutieren wir noch kurz, wie
einige relevante Differentialgleichungen aus der Physik mit Hilfe des Differentialfor-
menkalkiils formuliert werden kénnen.

8.1. Skalarprodukte und Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern an ein paar Aussagen zu Skalarprodukten aus der Linearen Al-
gebra. Ein Skalarprodukt (—, —): V x V — R auf einem endlich-dimensionalen
R-Vektorraum V' induziert einen Isomorphismus

V= VVive (we (v,w))

Auf den dufleren Potenzen gibt es dann ein induziertes Skalarprodukt
k k
/\ V x /\ V=aRi(vp A Avg,wi A+ Awg) = det((v;, wy))

und daraus resultierend eine induzierte Identifikation AV = A" V.

Fiir eine Orthonormalbasis ey, ...,e, von V ist e;, A--- Ae;, mit 43 < -+ <y
eine Orthonormalbasis fiir /\k V. Der Betrag eines Vektors v; A--- Avy € /\k V fiir
dieses Skalarprodukt ist das Volumen des Parallelepipeds, das von den Vektoren
v1,. ..,V aufgespannt wird.

UBUNGSAUFGABE 8.1.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum
mit Skalarprodukt (—, —). Zeigen Sie, dass Dachprodukt und Kontraktion beziiglich
des Skalarprodukts auf der dufleren Algebra adjungiert sind:

(x Av,w) = (v,ig,w)

wober x € Vv € /\k*1 V,w € /\k V und ¢.(y) = (x,y) die zu x duale Linearform
¢r € VYV ist.

DEFINITION 8.1.2. Sei V' ein orientierter n-dimensionaler reeller Vektorraum
mit einem Skalarprodukt (—,—): V xV — R. Dann hat \" V einen ausgezeichneten
Erzeuger ey A -+ A ey, wobei ey, ..., e, eine orientierte Orthonormalbasis von V
ist. Dieser Erzeuger liefert einen augezeichneten Isomorphismus

det: \"VER:iwes 1.

Dieser Isomorphismus ist ein ausgezeichneter Erzeuger von N\"VV und wird als
Volumenform bezeichnet.

109
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DEFINITION 8.1.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Fine Riemannsche Metrik auf
M ordnet jedem Punktp € M ein Skalarprodukt (—, —),: Tp,M x T,M — R zu, so
dass fiir eine Karte (U, 2, ..., 2") die Abbildungen

0 0
gij(p) = @hm @b

glatt auf U sind. Die Metrik wird oft auch mit g = (g;;) bezeichnet
Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine Mannigfaltigkeit M mit
ewner Riemannschen Metrik g.

BEISPIEL 8.1.4. Auf R™ gibt es eine Riemannsche Metrik. Das Skalarprodukt
wird dabei vom Standard-Skalarprodukt auf R™ durch den kanonischen Isomorphis-
mus T,R™ =2 R™ induziert. (]

UBUNGSAUFGABE 8.1.5. Zeigen Sie (mit Hilfe einer Zerlegung der Eins), dass
auf jeder glatten Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik existiert.

BEMERKUNG 8.1.6. Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind der richtige Kontext
fiir geometrische Fragestellungen (die relevanten Teilgebiete der Mathematik sind
Differentialgeometrie bzw. Riemannsche Geometrie). Zum Beispiel konnen wir mit
der Riemannschen Metrik die Linge ||v| von Tangentialvektoren v € T,M de-
finieren, und durch das bekannte Integral f,y ¥t auch die Linge einer Kurve
v: [a,b] = M. Dariberhinaus gibt es verschiedene Kriimmungsbegriffe auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten, die insbesondere in der allgemeinen Relativitits-
theorie eine wichtige Rolle spielen.

All diese Aspekte werden in der Vorlesung nicht mehr diskutiert, wir bendtigen
hier nur die Identifikationen von Vektorfeldern und Differentialformen, die fir die
Spezialisierung des Differentialformenkalkiils zur klassischen Vektoranalysis eine
Rolle spielen.

Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann erhalten wir durch die

Metrik g Identifikationen TM —» TM" bzw. AN TM = QF(M) sowie ein Skalar-
produkt auf k-Formen

(=, =): Q¥(M) x Q¥ (M) — C>=(M,R).

Fiir eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit erhalten wir auch eine aus-
gezeichnete n-Form, die Volumenform. Fiir eine orientierte Karte (U,z!,..., 2")
haben wir die Koeffizientenfunktionen

0 0
gij(p) = @Mn @b

der Riemannschen Metrik auf U. Die Matrix (g;;);,; ist die symmetrische Matrix, die
das Skalarprodukt beschreibt, insbesondere ist |g| = det(g;;) eine glatte Funktion
mit |g| > 0 auf U. Fiir die zu 01, ..., 0, duale Basis dz!,..., dz" kénnen wir dann
die Volumenform auf U wie folgt definieren:

dvol = +/|g|dz' A - A da™

UBUNGSAUFGABE 8.1.7. Zeigen Sie, dass diese Definition unabhingig von der
Wahl der orientierten Karte ist.

UBUNGSAUFGABE 8.1.8. Durch die Einbettung S™ < R"1 erhdlt S™ eine Rie-
mannsche Metrik (Einschrinkung des Skalarprodukts von T,R" ™! auf T,S™). Be-
stimmen Sie fiir S™ die Volumenform dvolg» und das Volumen fS" dvolgn .
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8.2. Hodge-Stern und Laplace-Operator

DEFINITION 8.2.1. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Mit der rekur-
swen Definition inng = ig © 1o definiert das innere Produkt einen kanonischen

Isomorphismus
k n n—~k
NVeN V=N VvV
Fiir eine beliebige n-Form w € N\" V' erhalten wir dann eine Abbildung
k n—~k
/\V—>/\ VViam iqw.

Haben wir zusdtzlich auf V' ein Skalarprodukt gegeben, dann kénnen wir die dar-
aus resultierende Identifikation V =2 VY benutzen, um den Hodge-Stern-Operator

k n—k
< NV VY
zu definieren.

BEMERKUNG 8.2.2. Die Idee hinter dieser Definition ist, dass fir einen ori-
entierten reellen Vektorraum V' mit Skalarprodukt der Hodge-Stern eine orientierte
Orthonormalbasis eines k-dimensionalen Unterraums (bzw. die dazugehirige Volu-
menform) auf eine orientierte Orthonormalbasis des (n — k)-dimensionalen ortho-
gonalen Komplements (bzw. die dazugehdrige Volumenform) abbildet.

Die obige Definition des Hodge-Sterns hingt von zwei Informationen ab, einmal
von der gewdihlten n-Form w € A"V und einmal vom Skalarprodukt (—,—): V x
V — R, das fiir die Identifikation V =2 V'V benutzt wid. Hiufig wird fiir den Hodge-
Stern die Volumenform e; A --- A e, des Skalarprodukts benutzt, die sich als Dach-
produkt einer Orthonormalbasis ey, . .., e, von V ergibt, s. Definition [8.1.9

UBUNGSAUFGABE 8.2.3. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Zeigen Sie,
dass fiir den Hodge-Stern «: N*VY = N VV (mit Volumenform zum Skalar-
produkt) gilt x o x = (—1)*"=F)idy,.

BEMERKUNG 8.2.4. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und
w e N"VV eine n-Form. Der Hodge-Stern zur n-Form ist die eindeutige lineare

Abbildung «: N*VV = N"* V'V, so dass fir a,8 € NV gilt:
WA #B) = (0, B).

UBUNGSAUFGABE 8.2.5. Wir kénnen fir w € \"V auch einen Hodge-Stern

*: /\k V — /\n_k V' definieren. Zeigen Sie, dass dieser eindeutig durch die beiden
dquivalenten Bedingungen

a A (x8) = (@, Bw baw. (B A xa,w) = (B,a)
bestimmit ist.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann kénnen wir den Hodge-
Stern auf Formen

*: QF (M) — QR (M)
durch die Gleichung (w,n)dvol, = w A %7 fiir Formen w,n € Q¥ (M) definieren.

BEISPIEL 8.2.6. In R? mit Koordinaten z,y und dem Standard-Skalarprodukt
haben wir als Volumenform 1 = dz A dy. Auf Q' haben wir xdz = dy und xdy =
—dz. Insbesondere ist der Hodge-Stern kompatibel mit der komplexen Struktur, die

durch die Identifikation R? = c: (z,y) — x + iy gegeben ist. O
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BEISPIEL 8.2.7. In R3 mit Koordinaten x,y, z und dem Standard-Skalarprodukt
ist der Hodge-Stern auf 1-Formen durch

*xdr =dy Adz, *dy=dzAdx, wund xdz=dzxAdy
gegeben (zum Merken: zyklische Vertauschung!). (]

UBUNGSAUFGABE 8.2.8. Zeigen Sie fiir R® mit Koordinaten x,y,z und dem
Standard-Skalarprodukt, dass der Hodge-Stern die folgenden Beziehungen zwischen
Dachprodukt und Kreuzprodukt von Vektoren vermittelt:

*(vAw)=vxw und *(vXw)=vAw.

DEFINITION 8.2.9. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir definie-
ren das Kodifferential
§: QF (M) — QF (M)
ist durch 6 = (—1)"F=D+1 & d.,

BEMERKUNG 8.2.10. Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g) kionnen
wir das sogennante L2-Skalarprodukt auf Formen mit kompaktem Tréiger definie-
ren:

(=, —)p2: QF (M) x QF(M) = R: (w,n) = [ (w,n)dvol,.
M
Das Kodifferential ist beziiglich des L?-Skalarprodukts adjungiert zur duferen Ab-
leitung:
<dw7 77>L2 = <W7 677>L2
fiir w € QFL(M) und n € QF(M).

UBUNGSAUFGABE 8.2.11. Zeigen Sie 6% = 0. Ist § eine Antiderivation?

UBUNGSAUFGABE 8.2.12. Zeigen Sie (dw,n) 12 = (w,6n) 2 (mit Hilfe des Sat-
zes von Stokes).

DEFINITION 8.2.13. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir defi-
nieren den Laplace-Operator A: QF(M) — QF(M) durch A = 6d + dJ.

BEMERKUNG 8.2.14. Formen w € QF(M) mit Aw = 0 heiflen harmonische For-
men. Fir geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind harmonische Formen
geschlossen. Der Satz von Hodge sagt, dass fiir geschlossene Riemannsche Mannig-
faltigkeiten (M, g) jede Kohomologieklasse in HEg (M) einen eindeutigen harmoni-
schen Reprdisentanten hat, d.h. dass die Inklusion

{we (M) | Aw = 0} — HER (M)

etn Isomorphismus ist.

8.3. Klassischer Vektorkalkiil

Wir diskutieren kurz den De-Rham-Komplex fiir R?. Dieser Komplex kodiert
viele wesentliche Aussagen aus der klassischen Vektoranalysis. Um die Beziehung
herstellen zu kénnen, bendtigen wir allerdings den Hodge-Stern. Wir betrachten
also R3 als Riemannsche Mannigfaltigkeit wie in Beispiel

Der De-Rham-Komplex fiir eine offene Teilmenge U C R? hat die folgende
Form:

0-QU) S o) S X)L Q3U) =0
Dabei sind Q°(U) = C*°(U) einfach die glatten Funktionen.

Mit Hilfe der Riemannschen Metrik auf R? kénnen wir fiir einen Punkt p den

Tangentialraum T,R? und den Kotangentialraum (T,R3)" identifizieren, indem die
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Basis 8?1, 8?2, 5.5 auf die Basis dr!,dr?,dr3 geschickt wird. Dabei sind r!, 2,73

die Standardkoordinaten und fiir das Standard-Skalarprodukt gilt {5+ 0 dri) =§7.
Durch das Skalarprodukt erhalten wir eine Identifikation
o~ 0 0

QYR3) = X(R?): frdr! + fodr? 4 fadr® — f1ﬁ +f2 5+ f38T37
wobei f; € C*°(R3). Dann kénnen wir den Hodge-Stern x: Q2(R3) = OHR3)
benutzen, um auch 2-Formen mit Vektorfeldern zu identifizieren:

= 0 0 0

Q2R3 = X(R?): frdr? Adr®+ fodr® Adr! + fadr! Adr? — flﬁwzwwg%.

(Zum Merken der Indizes in der Differentialformen: zyklische Vertauschung von
(123).)
Zuletzt identifizieren wir noch die 3-Formen mit glatten Funktionen
Q(R?) = C®(R): fdr' Adr2 Adr® s f.
Dies entspricht der Wahl eines globalen Erzeugers von Q3(R?) als C°°(R3)-Modul

bzw. der Wahl einer Volumenform dvolgs = x1 (s. auch die Diskussion im Kapitel
zur Integration).

PropPOSITION 8.3.1. Mit diesen Identifikationen erhalten wir dann fir eine
offene Teilmenge U C R? ein kommutatives Diagram

0—— Q) —L> QL) —L- 02(U) —L= Q3(U) 0
0—— C®(U) ——=X(U) — = X(U) —= C=(U) —=0

BEWEIS. (1) Die Kommutativitit des ersten Quadrates ist die Identifikation
des Differentials mit dem Gradienten der Funktion f:
3f 8 f of of 0o of o af o
df = = ——dr® df ===+ 555+ 3555
f= T o sl gradf = 5ia T oo T o o
(2) D1e Kommutativitit des zweiten Quadrates ist die Identifikation der duleren
Ableitung einer 1-Form mit der Rotation:

ofs  0fs
d(fldT1 + f2d7"2 + f3d7"3> = (87"2 — 83) d?"Q A\ d’l"3
_ fs _Oh 1
(ar or 3) A dr
% _ 9N 1 2
(87‘1 81"2) dr® Adr

Die Komponenten des entsprechenden Vektorfeldes sind genau die Komponenten
der Rotation.
(3) Zuletzt brauchen wir noch die duere Ableitung einer 2-Form:

d(frdr? Adrd + fodr Adr! + fadr! Adr?) = <gﬁ + % + ‘3f§> drt Adr? Adr3.
Dies ist genau die Beschreibung der Divergenz eines Vektorfelds. (I

BEMERKUNG 8.3.2. Die Aussage d*> = 0 fiir den De-Rham-Komplex ibersetzt
sich unter den obigen Identifikationen in klassische Aussagen aus der Vektoranaly-
$18:

(1) rotograd =0
(2) divorot =0
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BEMERKUNG 8.3.3. Die De-Rham-Kohomologie von R? kann berechnet werden.
Die etwas allgemeinere Aussage des Poincaré-Lemmas[7.4.3 ist, dass fir jede stern-
formige offene Menge U C R™ gilt
; R i=0
i _
ar(U) = { 0 sonst

Dies beinhaltet verschiedene Aussagen:

(1) HOR(R3) = R ist die Aussage, dass genau die konstanten Funktionen tri-
viales Differential haben.

(2) Hig(R3) = 0 ist die Aussage, dass ein Vektorfeld genau dann Gradienten-
feld einer glatten Funktion ist, wenn die Rotation trivial ist. (Wirbelfreie
Vektorfelder haben ein Potential.)

(3) HAR(R®) = 0 ist die Aussage, dass quellenfreie Vektorfelder als Rotation
eines Vektorpotentials dargestellt werden kénnen.

(4) H3: (R3) = 0 ist die Aussage, dass eine skalare Felddichte als Divergenz
eines Vektorfelds dargestellt werden kann.

In diesem Sinne ist die De-Rham-Kohomologie fiir Mannigfaltigkeiten eine weit-
reichende Verallgemeinerung des klassischen Vektorkalkiils. Ausserdem sieht man
dann (aus dem Satz von de Rham), dass es Mannigfaltigkeiten (oder einfach nur
offene Teilmengen von R?, die nicht sternformig sind) gibt, bei denen aufgrund der
Topologie nicht jedes wirbelfreie Vektorfeld in Potential hat:

BEISPIEL 8.3.4. Auf U =R3\ {(0,0,2) | 2 € R} haben wir das Vektorfeld
—y 0 x 0
m2+y2% + x2+y2@'
Das Vektorfeld ist wirbelfrei (da die z-Achse in U fehlt), aber es gibt kein Potential.
Wenn es ein Potential gibe, wire jedes Kurvenintegral iiber eine geschlossene Kurve
0. Aber fiir den Einheitskreis um den Ursprung in der (x,y)-Ebene ist das Integral

2. Die Form dz + %erf_,dy st geschlossen, aber nicht exakt. O

—y
I2+y2
UBUNGSAUFGABE 8.3.5. Zeigen Sie, dass unter den Identifikationen in Propo-

sition 6.5.2 das Dachprodukt von zwei 1-Formen dem Kreuzprodukt von zwei Vek-
torfeldern entspricht.

UBUNGSAUFGABE 8.3.6. (1) Wir bezeichnen mit
m:R—S': 2 (cosz,sinz)

die normale Parametrisierung der Kreislinie. Zeigen Sie, dass der Pull-
back 7 : QH(S') — Q(R) fiir i = 0,1 eine Identifikation zwischen glatten
i-Formen auf S* und glatten 2m-periodischen i-Formen auf R induziert.
(Dabei sind 27-periodische 1-Formen durch fdr' mit 2w-periodischem f €
C>(R) gegeben.)

(2) Sei g € C®(SY), und sei f € C®(R) so dass m*dg = fdr'. Zeigen Sie,
dass dann gilt J"O% fdrt =0.

(3) Geben Sie eine 1-Form auf S' an, die nicht Differential einer Funktion
18t.

UBUNGSAUFGABE 8.3.7. Zeigen Sie, dass fiir den n-dimensionalen Torus T"
gilt dim Hig (T™) > n.

Wir kénnen zum Schluss noch den Laplace-Operator im R® mit der aus der
Analysis 2 bekannten Form identifizieren:
o*f  o%f  0%f )
Af:*d*f:@—i—a—ﬁ—i—@:dlvgradf
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8.4. Klassische Integralsitze

BEISPIEL 8.4.1. Seiy: [a,b] — R? eine einfache geschlossene orientierte Raum-
kurve, und sei X ein glattes Vektorfeld, das in einer Umgebung U von ~ definiert
ist. Wir bezeichnen mit & die 1-Form zum Vektorfeld X, s. Abschnitt[8.3 und mit T
das FEinheitstangentialvektorfeld der Kurve . Das Integral des Vektorfelds X iiber

die Kurve 7y ist dann
%X~ds:j{<X,T>ds:/§.
¥ ¥ ¥

BEISPIEL 8.4.2. Sei ¥ C R3 eine kompakte orientierte Fliche mit Rand, und sei
X ein Vektorfeld, das in einer Umgebung von X definiert ist. In Analysis wird das
Integral des Vektorfelds iiber die Fliche definiert als Integral der Funktion (X, N)
beziiglich des Flichenelements dS, dabei bezeichnet N das Finheitsnormalenvektor-
feld der Fliche %.. Bezeichnen wir mit w die 2-Form, die zum Vektorfeld X gehort,

s. Abschm’tt@, haben wir
/w:/(X,N>dS.
) )

BEISPIEL 8.4.3. Sei v: [a,b] — R? eine Kurve und f: U — R eine glatte
Funktion, die in einer Umgebung U von v definiert ist. In dieser Situation ist der
Satz von Stokes

/ grad f - ds = / ar= [ 1=rom)-16)

die Wegunabhdngigkeit eines Kurvenintegrals fir ein Gradientenvektorfeld. O

O

O

BEISPIEL 8.4.4 (Satz von Kelvin-Stokes). Sei U C R? eine offene Teilmenge
und X ein glattes Vektorfeld auf U. Sei ¥ C U eine in U enthaltene glatte orien-
tierte Fliche mit Rand 0X. Wir bezeichnen mit N das Finheitsnormalenvektorfeld
entlang ¥ und mit T das Finheitstangentialvektorfeld entlang der Randkurve 0%
(mit der induzierten Orientierung). In dieser Situation gilt

/ (rot X, N)dS = ¢ (X, T)ds
b %
Dabei ist dS = dvoly, das Flichenelement/die Volumenform auf der Fliche ¥ und
ds = dvolyy, das Linienelement/die Volumenform auf der Randkurve 0. Der Fluss
des Vektorfelds rot X durch die Fliche % ist das Kurvenintegral von X tber den
Rand.

Wir iberlegen uns, wie die Aussage aus dem Satz von Stokes[7.31folgt. Wir
konnen die Vektorfelder X und rot X mit 1-Formen £ bzw. p identifzieren. Dann
gilt nach den Uberlegungen in Abschnitt *p = d€. Aus dem Satz von Stokes

haben wir
]({?E<X,T>d527ngz/Edgz/z*p:/xﬁot)(’]wdsl

BEISPIEL 8.4.5 (Satz von Green). Sei G C R? ein Gebiet in der Ebene mit
glatter Randkurve 0G. Sie ein in einer Umgebung U von G definiertes glattes Vek-
torfeld, dargestellt durch zwei Abbildungen P,Q: U — R. Dann gilt

_ _ [ (%@ _9oP
/8(;(Pd:c + Qdy) = /Rd(de + Qdy) = /R (&c 3y) dzdy.

O
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Dies ist ein Spezialfall des Satzes von Kelvin—Stokes. O

BEISPIEL 8.4.6 (Satz von Gauf}, Divergenzsatz). Sei V C R? ein Gebiet, dessen
Rand OV eine stiickweise glatte geschlossene orientierte Fliche ist. Wir bezeichnen
das FEinheitsnormalenvektorfeld fir OV mit N. Sei X ein glattes Vektorfeld, das in
einer Umgebung U von V' definiert ist. Dann gilt

/ div Xdvoly = / (X, N)dvolgy .
1% v

Der Fluss des Vektorfelds X durch die Oberfiiche OV ist das Integral von div X
tber das Gebiet V. O

8.5. Wirmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung von Tempe-
raturen und Ausbreitung von Wirme in einem Material. Wir wollen diese Gleichung
mit Hilfe von Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit formulieren.

Wir modellieren wie folgt: Gegeben ist eine glatte orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit M — der Raum, auf dem wir die Warmeleitung untersuchen wol-
len. Die Temperaturverteilung ist durch eine glatte Abbildung u: M — R ge-
geben. Das Differential du € Q!(M) beschreibt den Temperaturgradienten, und
fiir einen Weg ~y: [0,1] — M ist der Temperaturunterschied zwischen «(0) und
~(1) durch fol ~v*(du) gegeben. Nach den Gesetzen von Newton und Fourier ist die
Wiérmestromdichte proportional zum Temperaturgradienten

¢ = —Xgrad(u),

der Proportionalitatsfaktor ist dabei die Warmeleitfdhigkeit A. Das negative Vor-
zeichen bedeutet, dass Warme in Richtung fallender Temperaturen flieit und sich
dadurch Warmeunterschiede tendenziell ausgleichen. In der Formulierung mit Dif-
ferentialformen ist der Warmestrom pro Fliche pro Zeit durch eine (n — 1)-Form
Q(t) € Q"~Y(M) gegeben:

Q= —% duec Q" (M)

Dabei bildet der Hodge-Stern x; die temperaturwertige 1-Form du auf die Energie-
pro-Zeit-wertige (n — 1)-Form ab @ ab. Der Hodge-Stern hier héngt von der Wahl
einer n-Form ab, die die Warmeleitfdhigkeit des Materials beschreibt. (Bild)

Aus der Energieerhaltung folgt, dass fiir einen gegebenen Wérmestrom @ die
zeitliche Anderung der Temperatur durch

ou
-4
*0 ot Q
gegeben ist. Der Hodge-Stern xq: Q°(M) — Q"(M) identifiziert hier eine glat-

te Abbildung, die zeitliche Temperaturdnderung %“t‘, mit einer n-Form, die die

Wirmekapazitéit beschreibt. Auch hier héingt der Hodge-Stern wieder von der Wahl
der n-Form ab, die die lokale Wirmekapazitidt des Materials beschreibt.
Der Satz von Stokes besagt in dieser Situation

ou
*)— = — .
v ot ou “
Die linke Seite beschreibt dabei den Warmestrom durch den Rand eines Gebietes
U, und die rechte Seite, die fiir kleine Gebiete U niiherungsweise vol(U )% ist, sagt,
dass dieser Wérmestrom zu einer Temperaturdnderung proportional zum Volumen
von U fiithrt. Das negative Vorzeichen bedeutet hier wieder, dass ein Zufluss von
Energie zu einer Erh6hung der Temperatur fiihrt.
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Die Kombination der beiden Gleichungen (Newton—Fourier und Energieerhal-
tung) liefert nun die Wirmeleitungsgleichung

% = *g "dxdu = aAu,
wobei die glatte Abbildung a die Koeffizienten der beiden Hodge-Sterne (Wirme-
leitfihigkeit fiir x; und Wirmekapazitit fiir xo widerspiegelt).

Die totale thermische Energie des gegebenen thermodynamischen Systems ist
durch das Integral E = | 1 *ou gegeben. Die Energieerhaltung fiir das Gesamtsys-

tem folgt nun auch aus dem Satz von Stokes
dE 0
a _ mu:_/dQ:_ Q=0
dt v Ot M oM
Die Entropiedichte ist eine n-Form o € Q"(M), die durch
0s __dQ

a w
gegeben ist. Dabei ist Q der Wirmestrom und —d@ die infinitesimale Energiezu-
fuhr. Mit der Energieerhaltung *q %u = —dQ erhalten wir

do . 10u N Odlogu

ot~ Cwot ot
Die Entropie ist dann bis auf additive Konstante durch o = xglogu gegeben, héngt
also (bis auf die Wirmekapazitit) vom Logarithmus der Temperatur ab. Die tota-
le Entropie des Systems ist dann durch [ v @ gegeben. Der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik besagt nun, dass fiir eine geschlossene Mannigfaltigkeit M ohne

Wiérmequellen die totale Entropie nicht kleiner werden kann:

o /ai:/—@: L xdu
de ]Mat M u MU

1 1 1
= —/ d()A*du— —zdu/\*du:/ *— |dul* > 0.
M u MU M U

Dabei benutzen wir die Leibniz-Regel d (% * du) =d (%) A xdu + %d * du und den
Satz von Stokes

/d(l*du>:/ l*du:O.
M U oM U

Hieraus folgt auch % = 0 genau dann, wenn du = 0, d.h. die Entropie bleibt nur
konstant, wenn sich das System im thermischen Gleichgewicht befindet.

8.6. Maxwell-Gleichungen des Elektromagnetismus

Wir diskutieren die klassischen (nicht-relativistischen) Maxwell-Gleichungen.
Zugrundeliegender Raum fiir das System ist wieder eine n-dimensionale glatte ori-
entierte Riemannsche Mannigfaltigkeit M.

Die elektrische Ladungsdichte im System wird modelliert durch eine n-Form
p € Q"(M). Das Vorzeichen der Ladung erhalten wir durch Vergleich mit der
Orientierung «1. Die totale elektrische Ladung in einem Gebiet D C M ist dann
durch das Integral [ p P gegeben. Der elektrische Strom wird modelliert durch eine
n — 1-Form j € Q" 1(M) und beschreibt die infinitesimale Ladungsinderung pro
Fléache pro Zeit.

Allgemein haben wir (wie schon bei der Wirmeleitung), dass Dichten (wie
die Ladungsdichte, Massendichten in der allgemeinen Relativitétstheorie oder die
Entropiedichte in der Wérmeleitung) durch n-Formen beschrieben werden, und
Fliisse/Strome (wie der elektrische Strom j oder der Warmestrom @) durch (n—1)-
Formen, die {iber den Hodge-Stern als Vektorfelder veranschaulicht werden kénnen.
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Die Erhaltung der elektrischen Ladung kann dann durch

dp )
Fgi=
at+] 0

formuliert werden. Durch Integration und Stokes folgt daraus

Sl
dt Jp o

was bedeutet, dass Ladungsinderungen nur durch Zu/Abfluss von Ladung durch
den Rand des Gebietes D zustandekommen konnen. (Analog zur Erhaltung der
thermischen Energie bei der Wirmeleitungsgleichung.)

Das elektromagnetische Feld wird beschrieben durch seine Wirkung auf die Be-
wegung geladener Teilchen im Feld. Wir betrachten dazu eine Punktladung ¢ am
Punkt p, die sich mit Geschwindigkeitsvektor v € T, M durch das elektromagne-
tische Feld bewegt. Die Wirkung einer Kraft wird modelliert durch eine Energie-
wertige 1-Form f € Q!(M); das Integral fv f dieser 1-Form entlang einer glatten
Kurve ist dann die Arbeit im Kraftfeld. Das Lorentz-Gesetz beschreibt die Wirkung
des elektromagnetischen Felds auf die Bewegung der Punktladung durch

f = Q<E_ivB)'

Dabei ist i, die Kontraktion mit v aus Definition die 1-Form E € QY(M)
beschreibt das elektrische Feld und die 2-Form B € Q?(M) das magnetische Feld.
Wir erhalten dann die Maxwell-Gleichungen:

dB = 0
0B
B = -2
ot
d*lE = p
E
dxB = j—|—*167

ot

Keine magnetischen Ladungen: Die erste Aussage dB = 0, also dass die
2-Form B € Q?(M) geschlossen ist, bedeutet, dass es keine magnetischen
Ladungen gibt. Im Spezialfall R? kénnen wir den Hodge-Stern und die
Identifikationen aus Abschnitt 8.3] benutzen, um das magnetische Feld
als Vektorfeld B dual zur 1-Form B zu schreiben. Dann iibersetzt sich
dB = 0 in die Divergenzfreiheit des magnetischen Felds V - B = 0.

Faraday-Gesetz/Induktionsgesetz: Die zweite Aussage dE = —%—]f be-
schreibt, wie zeitliche Verdnderungen im Magnetfeld elektrische Strome
induzieren. Unter den Identifikationen mit den Operatiopen der Vektor-
analysis konnen wir das Faraday-Gesetz als rot E = —%—? schreiben. Die
Wirbel des elektrischen Feldes sind durch die zeitlichen Anderungen der
magnetischen Flussdichte abhéngig.

Gaufl-Gesetz: Die dritte Aussage dx;E = p ist das GauB-Gesetz. Auch
hier taucht wieder ein Hodge-Stern *1: Q'(M) — Qm~}(M) auf, der
die elektrische Feldstirke E € Q'(M) mit der elektrischen Flussdichte
D = x1F in Beziehung setzt. Diese Beziehung wird durch die Permit-
tivitdt/dielektrische Leitfahigkeit e € Q™(M) des Materials beschrieben.
Betrachten wir ein Gebiet V und integrieren die Gleichung haben wir mit

dem Satz von Stokes
/ x E = / p.
v v

Auf der linken Seite steht dabei der elektrische Strom durch den Rand
des Gebiets V, auf der rechten Seite die Gesamtladung im Gebiet V.
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Das GauB-Gesetz beschreibt also die Beziehung zwischen elektrischer Feld-
stiarke bzw. elektrischer Flussdichte und Ladung in einem Gebiet.
Im Spezialfall R?® kénnen wir wieder die Identifikationen aus Ab-
schnitt benutzen, um die elektrische Flussdichte D als Vektorfeld D
aufzufassen. Dann besagt das GauB-Gesetz divD = p, d.h. die Ladungs-
dichte ist die Quelle des elektrischen Felds.
Ampere-Maxwell-Gesetz/Durchflutungsgesetz: Zuletzt haben wir das
Ampere-Maxwell-Gesetz dxo B = j —4—*1%—‘?. Der Hodge-Stern xo: Q2(M) —
Q"=2(M) hier ist die magnetische Permeabilitit, die die magnetische Fluss-
dichte B € Q*(M) mit der magnetischen Feldstirke H = 3B in Be-
ziehqu setzt. In der Vektoranalysis-Formulierung erhalten wir rotH =
J+ %—?. Die Wirbel des Magnetfelds hdngen von der elektrischen Strom-

dichte und der zeitlichen Anderung der elektrischen Flussdichte D (Ver-
schiebungsstromdichte) ab.

Es gibt auch Integralformulierungen der Maxwell-Gleichungen, die iiber den
Satz von Stokes aus den obigen Differentialformen-Versionen bzw. Vektoranalysis-
Versionen abgeleitet werden kénnen.

Wir leiten noch kurz die Wellengleichung fiir das elektromagnetische Feld aus
den Maxwell-Gleichungen ab. Wir betrachten den Fall p = j = 0 ohne freie La-
dungen oder Strome. Aus dem Durchflutungsgesetz (Ampere—Maxwell) folgt durch
Ableitung nach ¢

e oB . 0’FE
“or ~ o
Kombiniert mit dem Induktionsgesetz (Faraday) erhalten wir
O*FE
_ -1 _
—0dE = —*] “d¥edE = TR

Aus dem GauB-Gesetz folgt —x3 'dx1 E = 0 und damit dSE = 0. Fassen wir alles
zusammen, erhalten wir die Wellengleichung
O*FE
ot?
wobei die glatte Funktion a die dielektrische Leitfihigkeit und die magnetische
Permeabilitit des Materials beschreibt. Analog kénnen wir die Wellengleichung fiir
B ableiten:

=aAFE,

0B _
W = d*l ld*QB.






ANHANG A

Grundlagen Kategorientheorie und Analysis

A.1. Kategorien und Funktoren

DEFINITION A.1.1. Fine Kategorie C = (Obj(C), Homg, o) ist ein Tupel, wobei

e Obj(C) eine Ansammlung von Objekten ist,

e (A, B) € Obj(C) — Homc(A4, B) je zwei Objekten die Morphismen von
A nach B zuordnet, und

e o: Homc (4, B) x Homeg(B,C) — Home (A, C): (f,g) — go f eine Kom-
positionsvorschrift ist, die einem Paar von Morphismen ihre Zusammen-
setzung zuordnet,

so dass gilt:

(1) Es gibt einen Identititsmorphismus ida € Home (A, A) fir jedes Objekt
A € C, so dass fir alle f € Homg (A, B) und alle g € Home (B, A) gilt

foida = f, idgog = g.
(2) Die Komposition o ist assoziativ.

BEMERKUNG A.1.2. Die Objekte Obj(C) bilden nicht notwendigerweise eine
Menge. Man kann also auch von der Kategorie der Mengen sprechen.

In der Notation wird oft Obj(C) mit C verwechselt. Fir Homc(A, B) kann
auch C(A, B) geschrieben werden.

BEISPIEL A.1.3. o Set, die Kategorie der Mengen mit Mengenabbildun-
gen
o Grp, die Kategorie der Gruppen mit Gruppenhomomorphismen
e Vecty, die Kategorie der K-Vektorrdume mit K -linearen Abbildungen
e Top, die Kategorie der topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen.
Modifikationen:
— Top,, die Kategorie der punktierten topologischen Rdume mit punk-
tierten Abbildungen
— Top?, die Kategorie der Raumpaare (X, A) mit A C X.
e Man, die Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit glatten Abbildungen.
o Fiir eine Kategorie C haben wir die Kategorie C°P, bei der einfach die
Richtungen der Pfeile vertauscht werden: C°P(A, B) = C(B, A).
o A, die simpliziale Kategorie (endliche Ordinalzahlen mit monotonen Ab-
bildungen)
e Ch(Mod—R), die Kategorie der Kettenkompleze von Rechts-R-Moduln.
O

DEFINITION A.1.4. Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus f: X — Y heifit
e Monomorphismus, wenn fir je zwei Morphismen g1,92: Z — X aus f o
g1 = foge schon g1 = ga folgt,
e Epimorphismus, wenn fiir je zwei Morphismen g1,92: Y — Z aus g1of =
g2 0 f schon g1 = g2 folgt,
e Isomorphismus, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dass fog = idy
und go f =idx gilt.
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DEFINITION A.1.5. FEin Funktor F': C — D besteht aus einer Zuordnung
F: Obj(C) — Obj(D)
und Abbildungen
F: Homc(A, B) — Homp(F(A), F(B))
fiir alle A, B € Obj(C), so dass gilt

(1) F(ida) = idp(s) fiir alle A € Obj(C), und
(2) F(go f)=F(g)o F(f) fir alle f € Homc(A, B) und g € Home (B, C).

BEMERKUNG A.1.6. Solche Funktoren heifflen kovariant. Funktoren F': C°P —

D heiflen kontravariante Funktoren (da die Richtungen der Pfeile umgedreht wer-
den).

BEISPIEL A.1.7. o fiir Vektorrdume: Dualraum, symmetrische Potenz,
dufSere Potenz von Vektorrdumen sind Endofunktoren von Vecty. Ten-
sorprodukt ist ein Funktor Vectx x Vectx — Vecty.

e Derivationen Derg(—,R) von R-Algebren sind ein kontravarianter Funk-
tor Algp — Vecty.

o fiir Mannigfaltigkeiten: Tangentialraum an einem gewdhlten Punkt ist ein
Funktor Man, — Vectr von der Kategorie der punktierten Mannigfaltig-
keiten in die Kategorie der Vektorrdume. Tangentialbiindel ist ein Endo-
funktor der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten. glatte Abbildungen
kontravarianter Funktor von Mannigfaltigkeiten in R-Algebren:

Man®® — Algg: M +— C*(M).

e FEine simpliziale Menge ist ein Funktor A°P — Set. Allgemeiner kann
man simpliziale Objekte in anderen Kategorien betrachten.
e Homologie ist ein Funktor Top — Ab?Z won topologischen Rdumen in
Z-graduierte abelsche Gruppen.
O

DEFINITION A.1.8 (natiirliche Transformationen). Seien C und D zwei Ka-
tegorien. Fine natiirliche Transformation a: F = G zwischen zwei Funktoren
F,G: C — D ordnet jedem Objekt X € C einen Morphismus ax: F(X) — G(X)
i D zu, so dass fir alle Morphismen f: X — Y in C das folgende Diagramm
kommutativ ist:

F(x) 2% Py

G(X G(Y).
(X) W Y)

BEMERKUNG A.1.9. Fir zwei Kategorien C und D haben wir eine Funktor-
kategorie Fun(C, D), deren Objekte Funktoren und deren Morphismen natirliche
Transformationen sind. Fin natiirlicher Isomorphismus zwischen Funktoren ist ein
Isomorphismus in der Funktorkategorie.

BEIsSPIEL A.1.10. e Die Identifikation von T; M und Derg(C;°(M),R)
st ein Beispiel fiir eine natirliche Transformation zwischen zwei Funkto-

ren Man, — Vectg.
O

adjungierte Funktoren und universelle Eigenschaften: Beispiele Produkte, Quo-
tienten, Kern
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