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Rappelssurlesgroupes

Soit X un ensemble.

1.1 Relation d’équivalence

Définition 1.1.1 - Relation.

Une relation sur X est une partie Z C X x X. On note = ~ y au lieu de (z,y) € Z%.
Une relation Z est dite :

« Réflexive si : Vee X :x~x.
« Transitive si : Ve,y,z€ X i (x ~yety~z)=a ~ 2.
« Symétrique si : Ve,ye X :x~y=y~uz.

+ Antisymétrique si : Ve,ye X :(z~yety~z)=z=y.

Définition 1.1.2 - Relations particuliéres.
On appelle relation d’équivalence toute relation réflexive, symétrique et transitive.
On appelle relation d’ordre (partielle) toute relation réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 1.1.3 - Classe d’équivalence.
Soit ~ une relation d’équivalence sur X.
On appelle classe d’équivalence de x € X 1’ensemble suivant :

5::{y€X|x~y}CX

On note X/N I’ensemble des classes d’équivalences des éléments de X.
On a la projection canonique 7 suivante :

r —

Remarque. Toute relation d’équivalence définie une partition :
X=|] =
zeX/

Réciproquement, toute partition X = | |;.; X; induit une relation d’équivalence en définissant :

Ve,ye Xix~ysdiel x,yeX;

1.2 Loi de composition interne

Définition 1.2.1 - Loi de composition interne.
On appelle loi de composition interne sur X toute application » : X x X — X.
Une loi - est dite :
« Associative si : Ve,y,z€ X1z« (y+2)=(x-y) -2
« Admettant un neutre si : Jee X,VeeX:zre=e-x=uzx.




I « Commutative si : Ve,ye Xtz ey=y-x.

1.3 Groupe quotient

Définition 1.3.1 - Groupe.
On appelle groupe tout ensemble G muni d’une loi de composition interne « : G x G — G telle que :
« La loi est associative : Vae,y,z€ G:(x+y)ez=x+(y - 2).
« La loi posséde un élément neutre : JeeGVzeG:xe=e-x=ux.

« Tout élément z € G posséde un inverse : VeeG,Ar'eG:x-2' =2’ -x=e.

On dit que le groupe est commutatif, ou abélien, siVx,y e G:z -y =1y - x.

Remarque. Dans un groupe G, I’élément neutre (souvent noté 1) est unique. Pareillement, I'inverse 2! de x est

unique. On écrit souvent zy au lieu de x « y. Dans le cas abélien, on utilise la notation additive : + au lieu de
., 0 au lieu de 1, —x au lieu de 1. &

Définition 1.3.2 - Morphisme de groupes.
Soit deux groupes G et H.
On appelle morphisme de groupes toute application f : G — H vérifiant :

Vr,y € G: f(z - y) = f(z) - f(y)
On appelle :
« Noyau de f lensemble Ker(f) :={z € G | f(z)=1}.
« Image de f lensemble Im(f):={ye H | Iz € G:y= f(x)}.

Nous appelons isomorphisme tout morphisme bijectif. Dans ce cas, ’application inverse f~! est aussi un
morphisme.

Remarque.

« L’image de 1 € G par un morphisme de groupes f: G — H est 1 € H.
« L’image de 7! € G par un morphisme de groupes f : G — H est f(:c)f1 € H.

¢
Définition 1.3.3 - Sous-groupe.
On appelle sous-groupe d’un groupe G un sous-ensemble H C G préservant la structure de groupe :
e Vx,yc H :2yc H.
«VzeH:x2~'eH.
En particulier, H est un groupe.
Définition 1.3.4 - Sous-groupe normal.
On appelle sous-groupe normal tout sous-groupe H de G vérifiant :
VeeGuyeH: z 'yxe H
On le note H < G.
Exemple. Soit f : G — H un morphisme.
« L’image Im(f) C H est un sous-groupe.
+ Le noyau Ker(f) C G est un sous-groupe normal.
A



Théoréme 1.3.5 - Propriété universelle du groupe quotient.
Soit G un groupe et N un sous-groupe normal.
On a une la relation d’équivalence ~ sur G par :

1

Ve,ye G:x~ysax  «yeN

La classe d’équivalence = de x est zN := {mn |n € N} C G et on pose G/N = G/N. L’ensemble G/N

est un groupe par rapport a la loi interne xN « yN := xyN et la projection 7 : G — G/N, x — N est un
morphisme de groupes. Il satisfait la propriété universelle :

Pour tout groupe H et tout morphisme f : G — H tel que N C Ker(f), il existe un unique morphisme
IE G/ ‘v — H tel que le diagramme suivant commute :

¢ —= =Gy
3f telque: f=form

H

Remarque. Dans le groupe G/N on a (95]\/')71 = 27'N et la classe N est I’élément neutre. En plus, on a

Ker (?) = Ker(f)/N et Im(?) = Im(f). ¢

Démonstration. Exercice. Le morphisme f est défini par f(zN) := f(z).

Corollaire 1.3.6
Soit G et H deux groupes.
Soit ¢ : G — H un morphisme surjectif de noyau N. Alors ¢ est un isomorphisme G/ N~ H.

Théoréme 1.3.7 - Premier théoréme d’isomorphisme.
Soit G un groupe, N un sous-groupe normal de G et H un sous-groupe de G.

L’ensemble HN := {hn |h € Hyne N} est un sous-groupe de G. En plus, N N H est un sous-groupe normal
de H et N est un sous-groupe normal de HN. L’inclusion H — HN composé avec la projection canonique
HN » H N/ v induit un isomorphisme

a2 Ty

Démonstration. Exercice. Le morphisme composé¢ H — HN — H N/ ‘N> h = hIN est surjectif et son noyau est
NNH.

Corollaire 1.3.8 - Deuxiéme théoréme d’isomorphisme.

Soit G un groupe et NV et M deux sous-groupes normaux de G tels que M soit inclus dans V.
Alors N/ 2/ est un sous-groupe normal de G/ 2 et Papplication G/ M~ G/ ‘N> 9M — gN induit un isomor-
phisme

(G/M)/<N/M> =Gy

Démonstration. Exercice. L’application G/M — G/N, gM +— gN est bien-défini (car M C N) et un mor-
phisme surjectif. Son noyau est N/ M-




2.1

2.2

Anneaux

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la théorie fondamentale des anneaux et des modules.

Définition d'un anneau

Considérons un ensemble A muni de deux lois de composition interne :

+: AxA — A et - AxA — A
(,y) — Tty (,y) — w-y

Définition 2.1.1 - Anneau.
On appelle anneau tout ensemble muni de deux lois de composition + et - telles que :

1. L’ensemble (A, +) est un groupe abélien dont on note 0 I’élément neutre ;
2. Laloi - est associative et posséde un neutre 1 différent de 0;

3. Laloi est distributive sur + :
Voe,y,z:z+(x4+y)=z.x+2z+.y e (r4y)ez=x24+y-2

Un anneau est dit commutatif sila loi - est commutative, c’est-a-dire si Vx,y:z -y =y * .

Remarque. On écrit souvent zy au lieu de z - y.
La condition 2. implique que A n’est pas nul.

De plus, (4, +) n’est pas un groupe. En effet 0 n’a pas d’inverse :

VeeA:0ez=(1-1)ax=1lcz—-1z=2—2=0#1

Exemple. Donnons des exemples d’anneaux :
+ Un corps, en particulier les corps classiques Q,R,C,F, = Z/pZ (avec p premier).
» Les anneaux de matrices sur un corps.
« L’anneau des polynomes & coefficients dans un corps.

+ L’anneau des entiers Z et ’anneau des entiers de Gauss Z[i] C C.

Morphisme d’anneaux, sous-anneau et centre

Définition 2.2.1 - Morphisme d’anneaux.
Soit (A,+, +) et (B, +, +) deux anneaux.
On appelle morphisme d’anneauz toute application f: A — B telle que :

« L’application f est un morphisme de groupes de (A, +) dans (B, +) :
Va,be A: f(a+b) = f(a) + f(b)

« L’application f préserve - :

Ve,y € A: f(z-y) = f(z) « f(y)

e On a
f(la) =1p




2.3

I On appelle isomorphisme tout morphisme bijectif. Dans ce cas ’application inverse est aussi un morphisme.

Exemple. Pour tout anneau A, il existe un unique morphisme d’anneaux Z — A :

p: Z — A
n — nelg=14+---4+1y4

(n-fois) sin > 0 et p(n) := —p(—n) sin < 0. A
Définition 2.2.2 - Sous-anneau.

Soit (A, +, ) un anneau.
On appelle sous-anneau tout sous-groupe A’ de (A, +) qui contient 1 et qui est stable par la multiplication :

Ve,yc A :x.yc A

En particulier, A’ est un anneau.

Exemple. Soit (A;),.; est une famille de sous-anneaux de A. Alors ﬂ A; C A est un sous-anneau.
iel
Si f: A — B est un morphisme d’anneaux alors Im(f) C B est un sous-anneau. A

Définition 2.2.3 - Centre d'un anneau.
Soit A un anneau. On appelle centre de A ’ensemble

Z:{aeA|ab:ba,VbeA}

Tout élément de Z est dit central. Le centre Z est un sous-anneau commutatif de A.

Exemple. Soit K un corps et A 'anneau de matrices carrés de taille n sur K. Le centre Z de A sont les matrices
diagonaux diag(a, ...,a) avec a € K. En particulier, K ~ Z, a — diag(a, ..., a). A

Hypothése :
Dans la suite du cours, tous les anneaux sont supposés commutatifs, sauf les anneaux de matrices.

Premiéres propriétés
Soit A un anneau (commutatif). On classifie quelques éléments de A :
Définition 2.3.1 - Inversible, régulier, corps, anneau intégre.
Soit (A, +, ) un anneau.
« On dit que = € A est inversible s’il existe y € A tel que xy = yx = 1.
« On dit que x € A est régulier ou non diviseur de zéro vy = 0=y = 0.

Un anneau A tel que tout élément non nul est inversible est appelé corps.
Un anneau A tel que tout élément non nul est régulier est dit intégre.

Remarque. L’ensemble des inversibles de A forme un groupe multiplicatif, noté (AX, ) Inversible implique ré-
gulier. %

Exemples d’anneaux intégres.
Tout corps est integre.
Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

Les anneaux Z et Z[i] C C sont intégres.

L’anneau Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier.

BN

IL’anneau des polynoémes & coefficients dans un corps est intégre.



Anneau des polynémes

Définition 2.4.1 - Anneau des polyndmes.
Soit A un anneau.

Nous notons A[X] l’anneau des polyndémes a coefficients dans A :

A[X] = { ZanX” | an, € A et a, presque tous nuls }

(ici, X° := 1) et I’addition et la multiplication sont données par les formules usuelles

ZanX"—l—anX":Z(an—l—bn)X" et ZanX" anX" :Z Z a;b;
n n n n n n i+j=n

Remarque. L’anneau des coefficients A est un sous-anneau de A[X] par identification via I'injection :

v A —  A[X]
a — aX°

L’anneau A[X] a une importante propriété universelle :

Théoréme 2.4.2 - Propriété universelle de I'anneau des polynémes.
Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et soit « € B.
Alors il existe un unique morphisme :

fa: AX] — B
avec les propriétés f(a) = f(a) Va € Aet fo(X) = a.

Démonstration.
Unicité : Si f, est un tel morphisme, on a :

fo| D anX™ | =3 fa(anX™) = falan) foa(X)" = flan)o”

Donc f, est uniquement déterminé par ces propriétés.

FEzistence : On définit une application f, : A[X] — B par :
VP € A[X]: fo(P) =Y flan)a"

Alors fo(X)=aet Va € A: f,(a) = a. Vérifions que f, est un morphisme d’anneaux :
« Préserve 'unité : f,(1) = f(1) = 1.

e Préserve + :

fa(P+Q):fa Z(an+bn)Xn :Zf(an+b7l)an

n

=" F@) X"+ fb)a" = folP)+ fa(Q)




e Préserve -

foc(PQ):fa chXn :Zfa Z aibj a”

n i+j=n
=3 > flaf(b)a”
n i+j=n

= [ S fa)am | [ S roa)a™ | = fa(P)fa(@)

Ce qui conclut.

Définition 2.4.3 - Evaluation.
Soit A un anneau et P =) a,X" un polynome de A[X] et o € A.
On appelle la valeur de P en « I’élément

P(a) := Zana" €A

Remarque. L’application A[X] — A, P — P(«) est le morphisme d’anneaux obtenu par la propriété universelle
de A[X] dans le cas B= A et f =id. O

Définition 2.4.4 - Coefficient dominant et degré.
Soit A un anneau et P un polynoéme nonnul de A[X] :

d
P = ZanX" avec aqg # 0

n=0

On appelle coefficient dominant I’élément a4 et degré de P l’entier d. On écrit deg(P) = d.
Pour le polynéme nul, on pose deg(0) := —oo.

Proposition 2.4.5 - Degré d'un produit.
Soit A un anneau. Nous avons alors :

Vf,g € A[X]: deg(fg) < deg(f)+ deg(yg)

De plus, si f # 0 et son coefficient dominant est régulier alors :

Vg € A[X] : deg(fg) = deg(f) + deg(g)

Théoréme 2.4.6 - Division euclidiénne dans A[X] .
Soit f,g € A[X] tel que le coefficient dominant de g est inversible. Alors

(g, r) € A[X]2 : f =qg+r avec deg(r) < deg(g)

Démonstration.
Unicité : Si g, 7 vérifient aussi la conclusion alors :
qg+r=f=qg+idou(g—qg=7—r
Ainsi deg((q — (j)g) = deg(q — q) + deg(g) = deg(7 — r) < deg(g) (par la proposition precedente).
Donc ¢ = ¢ puis r = 7.

Existence : On peut supposer f # 0.
Notons aX™ et bX" les monomes dominants de f et g. Procédons par récurrence sur m.




2.5

e Sim<mn,onprend g=0etr=f.

« Si m > n, on observe que :
gb taX™ " = bX"p e X" "+ =aX" + ...
Ainsi deg (f — gbilaXm’”) < m donc par hypothése de récurrence :
f—gb taX™ ™ = Gg +r avec deg(r) < deg(g)

On prend ¢ = G+ b~ 'aX™ ™" et on vérifie que f = qg + 7.

Définition 2.4.7 - Zéro.
Soit A un anneau et P un polynome de A[X]. Soit o € A.
Si P(a) =0, on dit que « est un zéro de P et on peut écrire par division euclidienne :

P = (X — a)Q avec un facteur Q € A[X] qui est uniquement déterminé par f.

Proposition 2.4.8 - Intégrité de A[X].
Soit A un anneau. L’anneau A[X] est intégre si et seulement si A est intégre.

Démonstration. En effet, si A[X] est intégre, ses sous-anneaux sont intégres donc A est intégre.
Réciproquement, si A est intégre, soit deux polyndémes P et @ nonnuls de degré ng et mg. Alors :

mo
S an X" || D b X™ | = 0= angbme = 0= an, =0 0u by, =0

n=0 m=0

Ce qui contredit que deg(P) = ng et deg(Q) = my.

Corps des fractions

Soit A un anneau intégre.
Nous définissons la relation d’équivalence ~ sur l’ensemble A x A\ {0} par :

(f,g9) ~ (f, g) si et seulement si f§ = fg dans A.

Proposition 2.5.1 - Corps des fractions.

Soit A un anneau intégre.
L’ensemble Frac(A) des classes d’équivalence de ~ est un corps, muni des lois suivantes :

b Dol o £ Joril
9 g 99 g 9 99

Remarque.

0 1
« L’élément neutre additif est Ik I’élément neutre multiplicatif est 1

-1
o Si S # 0 alors f # 0 et ainsi nous pouvons calculer son inverse <f> = ch
g

g
« Le corps Frac(A) est appelé le corps des fractions de A. On a un morphisme d’anneaux injectif :

t: A — Frac(A)
a

a — -
1

+ Si A est déja un corps, alors ce morphisme est bijectif car :

f_fg!
g_ 1



2.6

Exemple de corps des fractions.
» Le corps des fractions des entiers sont les rationnels : Frac(Z) = Q.
« Si K est un corps, Frac(K[X]) = K(X), le corps des fonctions rationnelles sur K.

Produits d’anneaux

Théoréme 2.6.1 - Propriété universelle du produit d’anneaux.

Soit (A;),; une famille d’anneaux.
Le produit direct A = [];.; A; est, comme ensemble, le produit cartésien des A;. C’est un anneau muni
de I’addition et de la multiplication coordonnée par coordonnée. De plus, pour j € I, les projections ; :
[I, A; = A; sont des morphismes d’anneaux vérifiant la propriété universelle :

Pour tout anneau B et toute famille de morphisme f; : B — A;, il existe un unique morphisme f: B —
[, A; avec tel que le diagramme commute :

A:HAiiB

N

fj telque: fj=mjof

A

Démonstration. On définit Vj € IVb € B : f(b),; = f;(b).
Cela donne une application f : B — [],; A; qui rend le diagramme commutatif.
De plus, c’est la seule qui satisfait la condition f; = 7; o f. Montrons que f est un morphisme :

« Préserve l'unité : Vj € I': f(1p); = f;(1p) = 14, = (14); d’ot f(1p) =14
» Préserve + :

Viel:flat+b);=fila+d)=fila)+ [;(b) = f(a); + f(b); dou fla+b) = f(a) + f(b)

e Préserve x :

Vj eI flab), = fi(ab) = fi(a)f;(b) = f(a),f(b), d'ou f(ab) = f(a)f (D)

Remarque. Si A; = A Vi, on écrit A’ au lieu de [],.; A. O

10




Idéaux

3.1 Définition et opérations sur les idéaux

Définition 3.1.1 - Idéal.
Soit A un anneau (commutatif).
On appelle idéal de A tout sous-groupe I de (A, +) absorbant :

Veel,Yae A:ax e

Exemple d’idéaux.

1. Idéaux triviaux : Les ensembles {0} et A sont toujours des idéaux de A. Un corps n’a pas d’autres
idéaux.

2. les entiers Z : les sous-groupes de Z sont les groupes de la forme nZ pour n > 0 et ils sont tous absorbant.

3. Image réciproque : Si f : A — B est un morphisme alors Ker(f) est un idéal de A et plus généralement,
I'image réciproque par f d’un idéal de B est un idéal de A.

4. Intersection : Si (1)), est une famille d’idéaux de A alors I'intersection (., Ix C A est un idéal.
Cela permet de considérer 1’idéal engendré par une partie S comme le plus petit idéal contenant S. Cet
idéal est donc définit par :

)= 1

ScI
I idéal

C’est I’ensemble des combinaison linéaires finies d’éléments de S & coefficients dans A. Ainsi lorsque

S = {a}, l'idéal engendré par S est ’ensemble des multiples de a € A, noté aA, et on dit que c’est un
idéal principal.

5. Somme : Soit (1)), une famille d’idéaux de A. On définit la somme de ces idéaux comme l'idéal :
Sn-{Un)
AEA AEA

C’est I’'ensemble des sommes finies d’éléments des idéaux 1.

6. Produit : Soit I et J des idéaux. On définit le produit de I et J comme l’idéal :
1J:<{ab|aef,bej}> cInJg

C’est I’ensemble des sommes finies d’éléments de la forme ab avec a € I et b € J.

Définition 3.1.2 - Caractéristique.
Soit A un anneau et ¢ : Z — A le morphisme canonique.
On appelle caractéristique de A, noté Car(A), Pentier n > 0 tel que Ker(¢) = nZ.

Caractéristique des corps connus.
» Les anneaux 7Z,Q,R et C sont de caractéristique 0.

« L’anneau Z/nZ est de caractéristique n.

« Un corps fini & ¢ = p" éléments avec p premier est de caractéristique p.
q=p p

11



3.2 Anneau quotient

3.3

Théoréme 3.2.1 - Propriété universelle de I'anneau quotient.
Soit A un anneau et I un idéal différent de A.
Le groupe additif quotient A/I est un anneau par rapport a la loi interne (x 4+ I)(y + ) := a2y + I et la

projection 7 : A — A/ 7 est un morphisme d’anneaux. Il satisfait la propriété universelle :

Pour tout anneau B et tout morphisme f : A — B tel que I C Ker(f), il existe un unique morphisme
7 A/ 7 — B tel que le diagramme suivant commute :

A—" 4,

f telque: f=Fform

B

Démonstration.

D’aprés le théoreme 1.3.5, il existe un groupe quotient (A/I, —|—) et un morphisme de groupes 7w : A — A/I
satisfaisant la propriété universelle au niveau des groupes. Ainsi, il existe un unique morphisme de groupe
e A/I — B satisfaisant f = f o .

La loi

(+Dy+1I)=zy+1

est bien défini car I est un idéal : pour z =2’ +aety =19y +b:
xy+ 1= (x'+a>(y’+b) +I=ay +ay +2'b+ab+1=2a"y +1
On vérifie que (A/L -+, ) est un anneau et que 7 et f sont des morphismes d’anneaux :
m(zy) =2y +I=(@+Dy+I)=n(x)r(y) e =w(l)=1+1= la,

Notre morphisme de groupe f rend le diagramme commutatif et c’est un morphisme d’anneau :

H+Dy+D) = flay+1) = flay) = f@)f(y) = fle+ Df(y+1) et [fOA+I)=[f(1)=1

Corollaire 3.2.2
Soit A et @@ deux anneaux et f: A — @ un morphisme surjectif.
Alors nous avons I'isomorphisme d’anneaux suivant :

A/Kerng

Démonstration. Pour un morphisme d’anneaux f donné, le théoréme 3.2.1 fournit un morphisme d’anneaux

?:A/Ker(f) —~Qavec f=for

11 est bijectif, d’apres 1.3.6.

Idéaux principaux et maximaux

On s’intéresse maintenant & certains idéaux importants :

Définition 3.3.1 - Idéal premier et maximal.
Soit A un anneau.

« On appelle idéal propre tout idéal différent de A.
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» On appelle idéal premier tout idéal propre I tel que A/I est intégre :

Ve,ye A:aoyel=>xclouyel

» On appelle idéal mazimal tout idéal propre I tel que A/ 7 est un corps :

Ved¢l,FyecAiay—1€el

Remarque. Tout idéal maximal est donc premier. &

Exemple. Dans Z, les idéaux maximaux sont les pZ avec p premier, les idéaux premiers sont les pZ avec p premier

ou zéro. A
Proposition 3.3.2 - Caractérisation des idéaux maximaux.
Soit A un anneau.
Un idéal propre I est maximal si et seulement s’il n’est contenu dans aucun autre idéal propre.
Pour démontrer 'existence d’idéaux maximaux on a besoin du lemme suivant :
Lemme 3.3.3 - Zorn.
Tout ensemble non vide et inductivement ordonné posséde un élément maximal.
Remarque. Le lemme de Zorn est équivalent & ’axiome du choix. &

Définition 3.3.4 - Ensemble inductif.
Dans un ensemble (E, <) partiellement ordonné, on appelle chaine toute partie totalement ordonné S C E.
Un ensemble E est dit inductivement ordonné si chacune de ses chaines S posséde un majorant dans F.

Théoréme 3.3.5 - Inclusion dans un idéal maximal.
Soit A un anneau. Tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal.

Remarque.
En considérant I'idéal I = {0} dans le théoréme précédent, on obtient que A admet toujours au moins un
idéal maximal. De plus, A est un corps si et seulement s’il admet un unique idéal maximal qui est {0}. <

Démonstration. Soit I C A un idéal.
Posons E I’ensemble des idéaux propres de A contenant dans I muni de 'inclusion comme ordre partiel.
L’ensemble £ est non vide et inductivement ordonné. En effet, soit {Jx},., une chaines de £. Posons :

J=hca
AEA
Alors J est un idéal contenant I et il est propre car sinon 1 € J donc 3A: 1 € Jy ce qui est absurde.

Ainsi, J C E est un majorant de la chaine {Jx},c,-
Par le lemme de Zorn, E contient un élément maximal. C’est un idéal maximal.

Corollaire 3.3.6 - Théoréme de Krull.
Tout anneau A contient un idéal maximal.

3.4 Le nilradical

Définition 3.4.1 - nilpotent, nilradical, anneau réduit.

Soit A un anneau (commutatif).
On dit que x € A est nilpotent s'il existe n > 0 tel que ™ = 0. On appelle nilradical de A ’ensemble Nil(A)
des éléments nilpotents de A.

Si Nil(A) = {0}, on dit que A est réduit.

13



Remarque.
« Si z € A est nilpotent, alors x n’est pas régulier.
» Un anneau integre est réduit,.
« Un sous-anneau d’un anneau réduit est réduit.

o Un produit d’une famille d’anneaux réduits est réduit.

Lemme 3.4.2 - Structure du nilradical.
Soit A un anneau. Alors le nilradical de A est un idéal de A.

Démonstration. Soit x,y € Nil(A).
1l existe m et n tel que 2™ = y™ = 0 donc :

m+n—1 minct m+n—1 i m4+n—1—i
(z+y) = E ; z'y =0
i=0

Enfin, (—2)" = (—=1)"2™ = 0 donc —z € Nil(A) et si a € A, alors (azx)™ = a™a™ = 0 donc ax € Nil(A).

Lemme 3.4.3 - Anneau réduit associé.
Si A est un anneau, A/Nﬂ( A) est réduit.

Démonstration. Soit z + Nil(A) dans le nilradical de A/Nil(A)' Alors, il existe m tel que 2™ € Nil(A4). Donc,

il existe n tel que 2" = (2™)" = 0. En particulier, x € Nil(A).

Proposition 3.4.4 - Forme de Nil(A).
Soit A un anneau.
Alors ’ensemble des éléments nilpotents est 'intersection des idéaux premiers de A :

Nil(4) = () »
pCA
p idéal premier

Démonstration.
C : Soit « € Nil(A), il existe n € N tel que 2™ = 0. Soit p C A un idéal premier.
Alors, ™ = 0 € p donc x € p ou 2"~ € p. Par récurrence, on en déduit que = € p.

D : Soit x ¢ Nil(A). Alors, 0 ¢ S = {x" |n > O} C A. Soit :

E={Iidealde A|I10S = o}

Nous savons que E # & car (0) € E. L’ensemble E est inductif car si {Ix},., est une chaine, I = (Jyc, I
est un idéal appartenant & E et c’est un majorant de la chaine.
D’aprés le lemme de Zorn, E contient un élément maximal, noté p. En particulier, = ¢ p.

Montrons que p est un idéal premier. Supposons que a € p pour un élément a € A.
Alors p C p + (a). La maximalité de p implique que p + (a) € E, donc SN (p + (a)) # @.

11 existe donc u € p,v € A et m > 0 tels que :
u~+va=zm
De méme, si b € p pour un autre élément b € A, on trouve r € p,t € A et n > 0 tels que :

r+th=z"
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Alors :
m+n _ ,m,n __ —
x =2mz" = (u+va)(r+tb) = Zr —i—vear—i—t:u “+ovatb
p p p

€p

Comme S Np = & nous avons vatb ¢ p. De plus, puisque p est un idéal, ab ¢ p. Ainsi p est donc un idéal
premier car pour tout a,b ¢ p nous avons ab ¢ p.

Corollaire 3.4.5 - Caractérisation des anneaux réduits.
Un anneau A est réduit si et seulement si A s’injecte dans un produit de corps.

Remarque. Rappelons qu’un anneau est intégre si et seulement s’il s’injecte dans un corps.
L’existence d’un tel corps est assuré par le corps des fractions. &

Démonstration.
< : Si A s’injecte dans un produit de corps, alors A est un sous-anneau d’un anneau réduit.
En effet, les produits d’anneaux réduits sont réduits et les corps est réduits. Ainsi, A est réduit.

= : Soit A un anneau réduit. Notons Spec(A) I’ensemble des idéaux premiers dans A.
Pour p € Spec(A), notons :

K, = Frac (A/p)

Nous lui associons le morphisme d’anneaux f, :
T
. oA
frr A —» Yp =
a
a — a 1
Considérons le morphisme d’anneaux ¢ suivant :

p: A — H K,
PESpec(A)
@ — (fo(®) yespec(a)

Ce morphisme a pour noyau ﬂ p = Nil(A) = {0} donc le morphisme est injectif ce qui conclut.
pESpec(A)
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4.1

4. Modules

Définition d'un module

Soit A un anneau toujours supposé commutatif.

Définition 4.1.1 - A-Module.
Un A-module est une groupe abélien M muni d’une application (appelé multiplication scalaire)

et AXM — M
(a,2) +— a-x

telle que cette application vérifie :

« Stabilité par 'identité : Ve e M : 1z =ux.
 L’associativité mixte : Va,b€e AVt € M :(a+b)x=a-(b-x).
« La distributivité mixte : Ya,b e A,Vx,y € M :

a(x+y)=a-x+a-y e (a+b)ez=a-x+b-x

Remarque. On écrit souvent ax au lieu de a - x.

Discutions autour du morphisme.

Soit M un groupe abélien et End(M) I’ensemble des morphismes de groupes de M dans M.
Muni de ’addition et de la composition, c’est un anneau, généralement non commutatif.

Si M est, de plus, un A-module, considérons :

Yo: M — M
T — a-x

L’axiome de distributivité mixte & gauche implique que v, € End(M).
Les trois autres axiomes impliquent que

v: A —» End(M)
a — Ya

est un morphisme d’anneau.

Réciproquement, si M est un groupe abélien avec un morphisme d’anneau v : A — End(M), on définit :
Vae AV e M :a+x:=",(x)

Ceci muni le groupe abélien M d’une structure de A-module.

Ainsi, les différentes structures de A-modules sur un groupe abélien M donné sont en bijection avec les mor-

phismes d’anneaux entre A et End(M). &

Exemples de modules.

1. Module zéro et I’anneau : Les groupes abéliens {0} et A sont des A-modules (le dernier par rapport

a la multiplication dans A).

2. Les espaces vectoriels : Si A = K est un corps, les notions de A-module et de K-espace vectoriel
coincident. Beaucoup de notions pour les espaces vectoriels se généralisent directement & des modules

(voir au-dessous).

3. Les groupes abéliens : Si A = Z, les notions de Z-module et de groupe abélien coincident.
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En effet, si M est un groupe abélien, il n’y a qu’une maniére de définir une structure de Z-module sur M,
a savoir en posant, pour n > 0,
nex:=x+...+x €A
—_———

n fois
et n+x:=—((-n)+ x) pour n < 0. Ainsi, Z, Q, Z/nZ et R sont des Z-modules.

4. Restriction des scalaires : Soit f: A — B un morphisme d’anneaux et M un B-module.
Alors M est muni d’une structure de A-module définie par :

Va € ANz e M :a-xz= f(a)z
Nous avons alors toutes les bonnes propriétés, par exemple :

a-(z+y)=fla)(z+y) =fla)z+flay=a-z+a-y

4.2 Sous-module et morphisme de modules

On peut généraliser les notions de sous-espace et d’application linéaire pour les espaces vectoriels & des mo-
dules.

Définition 4.2.1 - Sous- A-module.
Soit A un anneau et M un A-module.
On appelle sous-A-module de M tout sous-groupe M’ de M tel que :

Yo € ANz e M :ax e M’

En particulier, M’ est un A-module.

Exemples.

1. Sous-modules d’anneau : Les sous-modules d’un anneaux A vu comme A-module sont exactement les
idéaux de A.

2. Image réciproque : Soit f : M — N un morphisme. Les groupes Ker(f) et Im(f) sont des sous-modules.
Plus généralement, I'image réciproque d’un sous-module de N par f est un sous-module de M.

3. Intersection : Si (M)),., est une famille de sous-A-modules de M alors U'intersection (), My C M
est un sous-module.

4. Sous-module engendré : Soit M un A-module et S C M une partie de M. Le sous-module

(S) = N N
SCN
N sous-module
est appelé le sous-module engendré par S. 1l est le plus petit sous-module de M contenant S et ces éléments
sont des sommes finies de as avec a € A et s € S. Si (S) = M on dit que M est engendré par S.

A

Définition 4.2.2 - Morphisme de A-modules.
Soit A un anneau et M, N deux A-modules.
On appelle morphisme de A-modules ou application A-linéaire tout morphisme de groupes f tel que :

VYa € A,Vz € M : f(azx) = af(z)

On note Hom 4 (M, N) I’ensemble des morphismes de A-modules de M dans N.
On appelle isomorphisme tout morphisme bijectif. Dans ce cas, ’application inverse est aussi un
morphisme.
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4.3

Proposition 4.2.3 - Groupe des morphismes de A-modules.
L’ensemble des morphismes de A-modules est un groupe abélien pour la somme.
Car A est commutatif, Hom 4 (M, N) peut étre, de plus, muni d’une structure de A-modules en lui associant :

Vbe ANz e M : (bf)(z) =bf(x)

Démonstration. Soit f € Hom4 (M, N). Vérifions que bf € Hom4 (M, N). Puisque A est commutatif :

Vo,y € M,Va,be A: (bf)(az +y) = bf(ax + y)
= bf(ax) +bf(y)
=baf(z) +bf(y) = abf(x) + bf(y) = a(bf)(z) + bf(y)

Ainsi, bf : M — N est A-linéaire. Les axiomes se vérifient facilement.

Module quotient

On peut geénéraliser la notion d’un espace vectoriel quotient (par rapport & un sous-espace vectoriel) a des
modules.

Théoréme 4.3.1 - Propriété universelle du module quotient.
Soit M un A-module et N un sous-module M.
Le groupe abélien quotient M/ v et un A-module par rapport & la multiplication scalaire a « (m + N) :=

am + N et la projection 7 : M — M/ v est A-linéaire. Il satisfait la propriété universelle :

Pour tout module P et tout morphisme f : M — P tel que N C Ker(f), il existe un unique morphisme
IE M/ ‘v — P tel que le diagramme suivant commute :

M T My

3f telque: f=form

De plus, N est un sous-module de Ker (f) et Ker (f) = Ker(f)/N_

Démonstration. Le théoréme 1.3.5 donne le groupe abélien M/ ‘v et le morphisme de groupes 7.
L’application
Vae Avie M/ a7 =az

est bien défini car N C M est un sous-module. Muni de cette multiplication scalaire, M/ v est un A-module
et ™ est A-linéaire. B
Pour un morphisme de A-modules f donné, le théoréme 1.3.5 fournit un morphisme de groupes f rendant le
diagramme commutatif.

Montrons que ce f est A-linéaire. On a f(z + N) = f(x) donc pour a € A :

fa(z + N)) = f(az + aN) = f(az + N) = f(az) = af(z) = af(z + N)

Corollaire 4.3.2
Soient M et @ deux A-modules et f: M — @ un morphisme surjectif.
Alors nous avons I'isomorphisme suivant :

M/Kerng
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Démonstration.

D’aprés le théoréme 4.3.1, on a un morphisme

?:M/Ker(f) —~Qavec f=form

11 est bijectif, d’apres 1.3.6.

4.4 Produit direct et somme directe de A-modules.
On peut généraliser les notions de produit et sommes directs pour les espaces vectoriels & des familles quelconques
de A-modules.

Définition 4.4.1 - Produit direct et somme direct.
Soit I un ensemble, A un anneau et (M;), ., une famille de A-modules.

« Le produit direct des M; est I’ensemble produit cartésien des M; noté Hiel M;
+ La somme directe des M; est le sous-module de [

se1 M; composé des familles (z;)
termes sont nuls sauf un nombre fini. On le note

el dont tous les
iel M;.

Dans les deux cas, la structure de A-module est définie coordonnées par coordonnées, c’est-a-dire,
(:); + (¥i); = (%5 +yi); et a(x); == (axi);-

Remarque. L’inclusion

L @ M; — H M,;
= iel
est surjectif si et seulement si il n’y a qu’un nombre fini de M; non nuls.

Si M; =A Vi, on écrit AlD) .= @; M, et Al .= [L; M;.

Le produit direct et la somme directe de A-modules vérifient les propriétés universelles suivantes :

Théoréme 4.4.2 - Propriété universelle du produit direct de modules.
Soit (M;);c; une famille de A-modules.

Pour tout j € I, on pose 7; la projection sur le j° coefficient.

T - H M, — Mj
iel
(Ti)ier — 7
Ces morphismes vérifient la propriété universelle suivante :

Pour tout A-module N et tout famille de morphisme f; : N — Mj, il existe un unique morphisme :

fiN =] M
iel
Tel que le diagramme suivant commute :
fi
N————M;
=T m; telque: fj=mjof
[12
il

Démonstration. On définit Vj € [,Vz € N : f(2); = f;(2).

Cela donne une application f : M — [], M; qui rend le diagramme commutatif.
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De plus, c’est la seule qui satisfait la condition f; = 7; o f. Montrons que f est une application A-linéaire :

Va € A\Va,y € M\Vj €1 flax +y); = filax +y)
=afj(@)+ fi(y) = af(x); + f(y); dou flax +y) =af(z)+ f(y)

Théoréme 4.4.3 - Propriété universelle de la somme directe de modules.
Soit (M;),; une famille de A-modules.
Pour tout j € I, on pose ¢; 'injection du j° coefficient.

Lj - M] — @Mz
iel
x +— (0,...,0,2,0,...,0)
T

j¢ coord.

Ces morphismes vérifient la propriété universelle suivante :
Pour tout A-module N et toute famille de morphisme g; : M; — N il existe un unique morphisme :

g: @M —»N
el

Tel que le diagramme suivant commute :
9;
M; ——— N

&g

D

el

dlg tel que: gj =goy;

Démonstration. On définit Vj € I,Va = (2;); € @, M; : g(x) := D, 9i(x1).
Cela donne une application g : @, M; — N qui rend le diagramme commutatif.
De plus, c’est la seule qui satisfait la condition g; = g; o t;. Montrons que g est une application A-linéaire :

Va € AVe,y € @M :glaz+y) = gilaz; + ;)
i i€l

= agi(xi) + gi(y:) = ag(z) + g(y) d'o g(az +y) = ag(z) + g(y)
el

Définition 4.4.4 - Somme des sous-modules.
Soit (M;),; une famille de sous-modules de M.
On appelle somme des M; le plus petit sous-module de M qui contient tous les M;. On le note ), M;.
C’est I'image du morphisme g : @ M; — M associé a la famille g; : M; — M.
iel
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5.1

5.2

Modules libres

Soit A un anneau toujours supposé commutatif. On peut généraliser les notions d’indépendance linéaire, de

famille génératrice et de base pour les espaces vectoriels & des A-modules.

Définition d'un module libre

Définition 5.1.1 - Module libre.
Soit A un anneau et I un ensemble.
On appelle A-module libre standard de base I le A-module :

A =Pa

iel

Pour tout 7 € I, on note e; € A vélement (0,...,0,1,0,...,0).
T

i€ coord.

Le A-module libre A7) a une importante propriété universelle.

Famille libre, génératrice, base

Proposition 5.2.1 - Propriété universelle d’un module libre.
Soit A un anneau et M un A-module.
Pour toute famille x = (z;),.; d’éléments de M, il existe un unique morphisme de A-modules

o s AU) 5 M

avec la propriété ¢, (e;) = (z;) Vi.

Démonstration. Nous appliquons la propriété universelle de la somme directe pour la famille :

Viel: gg: A — M
a —  ax;

ce qui nous donne le diagramme suivant :

Définition 5.2.2 - Famille libre, génératrice et base.
Soit ¢, le morphisme associé & x = (x;)
On dit que :

;c1 définit dans 5.2.1.

« La famille x est libre si le morphisme ¢, est injectif : ZZ a;ix;i=0=a; =0 Vi.

21

Remarque. On a ¢, (ZZ aiei) = Y a;x; pour des coefficients a; € A presque tous nuls. L’ensemble Im(¢,,) est
donc le sous-module (x) de M engendré par les z;.

¢



+ La famille = est génératrice si le morphisme ¢, est surjectif : M = (x).
« La famille z est une base si le morphisme ¢, est bijectif.

Dans le dernier cas, on dit que M est libre de base x.

Remarque. On a les équivalences suivantes :

1. Un A-module M est libre si et seulement §’il existe un ensemble I tel que M = A,

2. Une famille est libre si et seulement si toutes ses sous-familles sont libres.

Remarque. Attention! Un partie libre maximale n’est pas nécessairement une base.
De méme une partie génératrice minimale n’est pas nécessairement une base.

« Sion prend A =7, M =7 et x = {2} est une famille libre maximale dans M, mais pas une base.
« Sionprend A =7, M =7 et x = {2,3} est une famille génératrice minimale dans M, mais pas une base.

¢

Remarque. Si A = K est un corps, tout K-espace vectoriel admet une base et donc, est libre. &

Exemple de modules libres. La plupart des modules ne sont pas libres.

+ Le Z—module Z/nZ n’est pas libre, pour n > 1 cet si on suppose que Z/nZ = Z(I), alors I'application
suivante doit étre nulle ce qui est absurde :

« Le Z—module Q n’est pas libre (exercice).
« Le A-module A est libre par définition (et il admet 14 comme base).
» Le A-module des polynomes A[X] est libre, une base est donnée par {X"}, .

A
5.3 Modules de type fini
Définition 5.3.1 - Module de type fini.
Un A-module M est de type fini s’il admet une partie génératrice finie :
Hay,..o,znf CM: M= Az, + -+ Ax,
Remarque.
1. M est de type fini si et seulement s’il existe un morphisme surjectif ¢ : A™ — M.
2. Soit N est un sous-module de M. Alors :
« Si M est de type fini alors M/N est de type fini.
e SiNet M/ v sont de type fini alors M est de type fini (exercice).
¢

Lemme 5.3.2 - Base finie.
Soit M un A-module libre de base (e;);c;. Si M est de type fini, alors I’ensemble I est fini.

Démonstration. Soit Axq + -+ + Az, = M.

Pour tout j € {1,...,r} on définit une suite al(]) dans Aviaz; =), ; al(j)ei. Alors

j:{iel ‘ Hje{l,...,r}:ai(j);«éO}

est un ensemble fini.
Nous avons :
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Jj=1

JESL JjES iel
Donc on a égalité partout, en particulier @ Ae; = @ Ae; c’est-a-dire I = _Z est fini.
% I

Lemme 5.3.3 - Egalité du rang.
Soit A™ et A° deux A-modules. Si A" =2 A% alors s = r.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Krull 3.3.6, il existe un idéal maximal m C A.
Considérons le sous-module mA”™ C A" engendré par les mx avec m € met x € A".

Soit maintenant ¢ : A” = A° I'isomorphisme de I’hypothése.
L’application ¢ est A-linéaire, donc p(mA"™) = mA® et ainsi ¢ induit un isomorphisme :
. T ~ AS
@ /mAr — /mAs

Mais mA” = m” et mA® = m® car m est un idéal de A.
Ainsi, en posant K le corps A/m, nous observons que p : K" — K? est K-linéaire.
La théorie de la dimension pour les espaces vectoriel sur K permet de conclure que r = s.

Remarque. La commutativité de A est essentielle a la démonstration de ce resultat. &

Définition 5.3.4 - Rang d’'un A-module.
Soit M un A-module libre de type fini.
On appelle rang de M l'unique entier r € N tel que M = A",

Remarque. Ceci est bien définit car nous venons de montrer ['unicité de U'entier r dans le lemme précédent.
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6.1

6.2

6. Algebre des matrices

Introduction

De nombreux concepts et résultats d’algébre linéaire sur les applications linéaires associé & un corps de base
restent valable pour les morphismes de modules libres de type fini sur un anneau commutatif quelconque. On
discute dans la suivante le calcul matriciel et la théorie du déterminant.

Algebres
Une A-algébre est un A-module et un anneau tel que la multiplication interne et externe soient compatibles.
Plus précisément :

Définition 6.2.1 - A-algébre.
Soit A un anneau commutatif et B un anneau quelconque.
On appelle B un A-algebre, si B est un A-module tel que la multiplication - dans I’anneau B soit A-bilinéaire :

« Linéarité a gauche : VAie Az, yze€B:(Ax+y)ez=ANz-2)+y-=z
« Linéarité a droite : VieAzyzeB:x-(My+z)=XNz-y)+z-z

Proposition 6.2.2
Soit A un anneau commutatif et (B, -+, +) un anneau.
La donnée d’une structure de A-algébre sur B est équivalente a la donnée d’un morphisme d’anneaux f :

A — B tel que Im(f) C Z(B). La multiplication scalaire alors est donnée par la formule :

VYa € A,Vb € B:ab:= f(a) b

Remarque. Ainsi, nous pouvons identifier une A-algébre commutative B & la simple donnée d’un morphisme
d’anneaux A — B. &

Démonstration. Soit B une A-algébre. On note - pour la multiplication dans I’anneau B. Soit f : A — B

définie par :
Va e A: f(a) :=alp

D’aprés la distributivité mixte, f est un morphisme de groupes abélien.
De plus Va,y € A :

flay) = (zy)1p = (zy)(1p  18) = z(y(1 + 18)) = (15 * (ylp)) = (¢1B) « (y1B) = f(z) « f(y)
Et enfin f(14) =141 = 15, d’aprés 'axiome 142 = x. Ainsi f est un morphisme d’anneaux.
Veérifions que Im(f) C Z(B) :
Vaec AVbe B: f(a)+b=(alg)-b=a(lp-b)=ab-1p)=b-(alp)=0b- f(a)
Ce qui vérifie que Im(f) C Z(B).

Réciproquement, soit f : A — B un morphisme d’anneaux tel que Im(f) C Z(B).
On a vu que B est un A-module si 'on définie la multiplication extérieure par :

Va € A,Vb € B:ab:= f(a) b

De plus, comme Im(f) C Z(B), la multiplication « : B x B — B est A-bilinéaire, c’est-a-dire que B est
une A-algébre.

Exemples d’algébres.
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1. L’ensemble des polyndmes a coefficients dans A, noté A[X] est une A-algébre commutative, le morphisme
d’anneaux associé est l'inclusion A — A[X].

2. Tout anneau B est une Z-algébre, le morphisme d’anneaux correspondant étant le morphisme unique
t:Z — Btel que ¢(n) =1+ ...+ 1 pour n > 0.
———

n fois

3. Un anneau de matrices sur A est une A-algébre.
Plus généralement, 'anneau End (M) = Hom 4 (M, M) des endomorphismes d’un A-module M est une
A-algebre (voir au-dessous).

A

6.3 Notation matricielle

Soit r, s et t des entiers supérieurs & 1 et A un anneau commutatif.
Le groupe additif usuel de matrices M, ;(A) est muni d’une structure de A-module définie par :

Va € A,VX = (am) S M,S(A) :oaX = a(ai,j)%gir = (aai,j)%gir
IS EYA

Le produit matriciel « : M, (A) x M (A)
s

M,.;(A) est bilinéaire.
En particulier, I’ensemble des matrices carrée =

%
M, (A) = M, (A) est une A-algébre.
e

Dans ce qui suit, on considére des tuplets (E,e) ou E est un A-module libre de type fini de base e =
{e1,...,e,}. Nous avons donc en particulier » = Rk(E).

Définition 6.3.1 - Matrice d’une application A-linéaire.
Soit (E,e) et (F, f) ou r = Rk(F) et s = Rk(F') et un morphisme de A-modules u: E — F.
Nous posons :
Vie{l,...,r}: u(ej) = Zuidfi avec u; ; € A
i=1

On appelle matrice de u dans les bases e et f la matrice (u; ;) ;i € M. que Pon note Mat,, f(u).

i

Remarque. Si E = F et e = f on note Mat.(u) au lieu de Mat. (u). O

Comme dans le cas d’un corps, on a un isomorphisme de A-modules entre les morphismes de E dans F et
les matrices de taille s x 7 :

Proposition 6.3.2 - Isomorphisme des matrices et applications A-linéaires.
Soit (E,e) et (F, f). Nous avons l'isomorphisme suivant :

Mat: Homu(E,F) — M, (4)
u — Mat, ¢(u)

Si E = F et e = f on a un isomorphisme de A-algébres End (M) = M, (A).

Proposition 6.3.3 - Composition d’applications A-linéaires.
Soit (E,e), (F, f), (G,g) et deux morphisme de A-modules u: E — F et v: F — G.
Alors la matrice de la composition v o u vérifie :

Mate ¢(v o u) = Maty 4(v) « Mate ¢(u) (6.1)

6.4 Matrice de passage

La relation (6.1) permet de lier les matrices associées & un méme endomorphisme dans des bases différentes.

Définition 6.4.1 - Matrice de passage.
Soit E un A-module libre de type finis et e, ¢/ deux bases de F.
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On appelle matrice de passage de e & ¢’ la matrice :
P:/ = Mate/,e(id]g)

Remarque. En appliquant la relation précédente a la composée (E,e) , (E, e’) 1, (E,e) on obtient que
1= P¢ P et donc PS¢ et PS sont inversibles. &

€ €

Proposition 6.4.2 - Formule de changement de base.
Soit u : E — F une application A-linéaire entre E et F' deux modules libres de type fini.

« Soit e et ¢’ deux bases de E et P = P¢.
« Soit f et f’ deux bases de F et Q = P]{l.

Alors nous avons la formule de changement de base pour wu :
Mat,s f(u) = Q™ Mat,, ;(u)P
SiE=F,e=fete =f onasimplement :

Mat (u) = P! Mat,(u)P

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la relation (6.1) a la composée :

(B.¢) i (B X (p 14, (F.1)

6.5 Déterminant
On considére maintenant la notion de déterminant.

Définition 6.5.1 - Signature.
Soit ¢ une permutation, un élément du groupe symétrique S,,.
On appelle signature de o lentier (o) € {—1,1} défini par :

E(O’) _ H U(]) — U<Z)

) — ¢
i<j J

L’application ¢ : &,, — {£1} est un morphisme de groupes.

Définition 6.5.2 - Déterminant.
Soit A un anneau commutatif, et B € M,,(A).
On appelle déterminant de B 1’élément de A, noté det(B), défini par :

det(B) = Z E(U)bl,a(l) . bn,a(n)

oeS,

Proposition 6.5.3 - Transposée du déterminant.
Soit B € M, (A) et Bt la transposée de B.
Le déterminant de la transposée de B est le déterminant de B :

det (Bt) = det(B)

Démonstration.
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11 suffit d’écrire :

det(Bt) = Z £(0)bo(1),1 - - - bo(n),n

oceG,

En posant : 7 =01 = Z 5(7_1)b1,r(1) oo bnr(n)
TEGH

= det(B)

Lemme 6.5.4 - Forme n-linéaire alternée.
Le déterminant est une forme n-linéaire alterné en les lignes et les colonnes de B.

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, il suffit de considérer les lignes.
La multilinéarité est évidente. Supposons que B posséde deux lignes égales d’indices u et v.
Soit 7 = (u v) la transposition qui échange u et v dans &,,. Nous avons une partition :

=A, U, o A, = Ker(e)

Ainsi :
det(B) = Z E(U)bl’a(l) cobp (n) T Z g(oT)by o (1) - bn’gr(n)
oel, oeA,

Or nous savons que by ,r(u)by,or(v) = bu,o(u)bv,o(v) €t si i & {u,v} alors b; ;(iy = b; or(s)-

Ainsi :
det(B) = Z E(U)bl’a(l) . bn,g(n) — Z E(U)bl’g(l) L. bnﬁg(n) =0
oeA, oeA,

Théoréme 6.5.5 - Déterminant d'un produit.
Soit B et C' deux matrices de taille n & coefficient dans A.
Alors :
det(BC) = det(B) det(C)

Démonstration. Notons %, 'ensemble des fonction de {1,...,n} dans lui-méme.
Ecrivons C' = (cm-)i i Soit 7 € .%,. Notons C; la matrice de coefficients c.(
Si 7 n’est pas injectif alors C'; posséde deux lignes égales et det C = 0.

ONE

Nous avons donc :

_:15

det(BC) = Z e(o) Zbika o (d)
ceS, i=1k=1

= Z ZHbzr(zCTz ),0 ()

1

ceS, TEF, i=1

=D D« Hbz 7(i)Cr(i),0 (i)
T7€F, 0c€ES, i=1

- Z Hbiﬂ' (4) Z HCT(Z ),0 (i)
TEF, 1=1 ceS,

=det(C-)

= Z Hbiﬁ(i) Z E(U)Hcr(i),a(i)

TES, i=1 €S, i=1
Avec p=o77l j=7(i): = Z Hbzf(l)x Z HCJpJ

TES, PES, j=1

= det(B) det(C)
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Définition 6.5.6 - Mineur et cofacteur.
Soit B € M,,(A). Soit (i,7) avec 1 < i, <
On note B%J la matrice obtenue a partir de B en enlevant la ¢ ligne et la j° colonne.
On définit :

« Le mineur d’indice (i,j) de B comme p; ; = det (B’Vj).

» Le cofacteur d’indice (i, ) de B comme (—l)iﬂpi,j.

» La comatrice de B comme la matrice des cofacteurs de B : Com(B) = ((—l)iﬂ‘p,i,j)‘ € M, (A).

b

Notation. Pour ¢ € {1,...,n} on pose i* = {1,...,n} \ {i}.

L’ensemble ¢* est muni de l'ordre induit par celui de {1,...,n}, d’ot une identification de ¢* & {1,...,n — 1}.

Si o €6, avec o(i) = j alors (a“* = j*) €6,_1. O

Lemme 6.5.7 - Signature d’une restriction.
Soit 4,5 € {1,...,n} et 0 € &, avec o(i) = j. Soit T la restriction ;.

Alors : o
e(r) = (-1)"e(o)

Démonstration. On a :

clo) =TT 2020 [T AT T2y - [T T e

u<v 1<v u<i e

1l faut donc que HU?&J =i _ 41 On compte donc le nombre de facteurs négatifs :

v—j

+ Le numeérateur est négatif lorsque o(v) € {1,...,5 — 1} : de cardinal j — 1.

+ Le dénominateur est négatif lorsque v € {1,...,i — 1} : de cardinal = ¢ — 1.
Ainsi :

e(0) = ()" e(r) = (=1)Me()

Proposition 6.5.8 - Développement du déterminant selon les lignes et colonnes.

Soit B € M,,(A). Nous avons :

« La formule de développement selon la i€ ligne :
det(B) =Y " bij(—1)* i
« La formule de développement selon la j¢ colonne :

det(B Z big (=1)"" i

Démonstration. D’aprés la proposition 6.5.3, il suffit de montrer la premiére égalité. On a :

n n
det(B Z e(o) H bg(s),s
j=1 0e6, s=1
7G)s
En isolant le facteur ba(j) ;= b; ; en posant 7 = 0);- et en utilisant le lemme 6.5.7, on obtient :
n

det(B) = bi; Y (=1)e(m) [] breyew = D bi (=1 pi
j=1

Jj=1 Tij*—i* vEF*
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Proposition 6.5.9 - Formule de la comatrice.
Soit B € M,,(A). Nous avons la formule de la comatrice :

B(Com(B))" = (Com(B))'B = det(B)id

Démonstration. Rappelons que p; ; = det (Bi’j).
Les coefficients de B(Com(B))t sont :

"
cij = bir(=1)" ik
k=1

Si j =4, alors d’aprés la proposition précédente :

n

Cii = Z b (—1)" i = det(B)
k=1

Si j # i, notons B’ la matrice obtenue en remplagant la j¢ ligne par la i¢ ligne.
Comme le déterminant est alterné, det(B’) = 0. Alors b, = b 1, et (1), = pj -
En développant selon la j¢ ligne :

n n
0 = det (B,) = Z b;-,k(—l)k+J,Ltj7k = Z bi,k(—l)k-m,ujJC = Ci,j
k=1 k=1
Ainsi :

B(Com(B))" = det(B)id

Le développant selon les colonnes permet d’obtenir ’autre égalité.

Corollaire 6.5.10 - Inversibilité d'un matrice.
Soit B € M(A). On a:
B € M,(A)" < det(B) € A®

Démonstration.

= :Si B € M,(A)", il existe B~! € M,,(A) avec BB~! =id.

Ainsi det(B) det(B) ™" = det(id) = 1 donc det(B) € A*.

< :Sidet(B) € A%, alors d’aprés la proposition précédente C' = det(B) ™" (Com(B))t vérifie BC = CB =
id et donc B € M,,(A)™ car C est son inverse.

Théoréme 6.5.11 - Cayley-Hamilton.
Soit B € M,,(A) et x(T) = det(Tid —B) son polynoéme caractéristique. Alors x(B) = 0.

Démonstration.

Soit R = ZanB” ‘ a, € Ay C M,(A) (ici B® := id). Donc, R est un sous-anneau commutatif de
finie

M, (A). L’application a — aid est une morphisme d’anneaux injectif A — R et on considére A comme un
sous-anneau de R.

On considére R[T] ’anneau des polynomes a coefficients dans R, vue comme un sous-anneau commutatif
de M, (A[T7]).
Donc T'id —B € R[T] et x(T) = det(T'id —B) € A[T| C R[T].

D’aprés le théoréme de division euclidienne dans R[T], on peut écrire :

x(T)=(Tid—B)q+r avec q,r € R[T] et deg(r) <1
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D’aprés la proposition 6.5.9 on a dans ’anneau %(A[T]) :
X(T)id = det(T'id —B)id = (T'id — B) (Com(T'id — B))"
Soit C' := (Com(T'id fB))t. On a dans M, (A[T]) :

0=(q—-C)(Tid—B)+r

Car deg(r) < 1, une considération du degré en T' des coordonnées des matrices dans 'identité montre que
qg—C=0.
En particulier, C € R[T] et on peut appliquer le morphisme d’anneaux d’évaluation de R[T] :

evg: R[T] — R donc x(B)=¢q(B)(B—B)=0
T +— B

Pour finir, nous allons étudier les liens entre injectivité, surjectivité et bijectivité des endomorphismes en
termes de déterminant.

Proposition 6.5.12 - Lien injectivité, surjectivité et déterminant.
Soit B € M,,(A) et soit fp: A" — A" I'endomorphisme A-linéaire associé.
Alors nous avons :

1. L’application fp est surjectif si et seulement si fp est bijectif si et seulement si det(B) € A*.

2. Si det(B) n’est pas un diviseur de 0 dans A, alors fp est injectif.

Remarque. Il est en fait aussi possible de démonter la réciproque de 2. &

Démonstration. Soit eq, ..., e, les vecteurs de la base canonique e de A”.
1. D’aprés le corollaire 6.5.10, il reste & montrer que fp est surjectif alors fp bijectif.
Si fp est surjectif, il existe e; € A™ tel que fg(g;) = e; pour tout i. Par la propriété universelle de la
somme directe 4.4.3, on a un morphisme A-linéaire g : A™ — A" induit par (e; — €;);.

Alors pour tout ¢ : fg o g(e;) =e; donc fpog=1idan.
Si C = Mat.(g) alors det(B) det(C) =1 donc det(B) € A* et donc fp est bijectif.

2. Posons d = det(B). Soit v € Ker(fp). Si on écrit v = 3 v;e;, avec v; € A, alors :

V1 VU1 U1 dvy
B|:| =fpv)=0donc 0= (ComB)B|: | =det(B)id| : | =

U, Uy, Vp, du,

Ainsi, Vi : dv; = 0 donc, comme d n’est pas un diviseur de 0, Vi : v; = 0 donc v = 0 et fp est injectif.
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7.1

7.2

£ Anneaux factoriels et principaux

Sous-algébre

Définition 7.1.1 - Sous-algébre.
Soit A un anneau commutatif et B une A-algébre, pas nécessairement commutative.
On appelle sous-algébre de B tout sous-anneau B’ C B qui est aussi un sous-A-module de B.

Sous-algébre engendré.
1. Intersection : Soit (B;),.; une famille de sous-algébres de B.

Alors 'intersection m B; est une sous-algébre de B.
iel

2. Sous-algébre engendré : Cela permet de considérer ’algébre engendré par une partie S de B comme

la plus petite sous-algébre A[S] de B contenant S, donc

AlS]:= () B
ScB’
B’ ss-alg

« Si A[S] = B, on dit que l'algébre B est engendrée par S. Dans ce cas :

finie
B = Z a’(il,...,in)sil -8, | a(il,...,in) S A,Sik cs
(7;11-“77;71)

+ Si B = A[S] et |S] < oo on dit que l’algébre B est de type fini.

+ Si B est commutative et de type fini, c’est-a-dire, B = A[S] avec une partie S = {s1,...,$,} C B on

a un morphisme de A-algébres, c’est-a-dire un morphisme d’anneaux A-linéaire, qui est surjectif :

evsg: A[Xi,...,X,] — B
X; — S;

Ce morphisme est construit & partir des propriétés universelle des anneaux de polynémes et son image
est A[S] = B. Ainsi une A-algébre commutative et de type fini est simplement un anneau quotient
de A[Xq,...,X,].

AN

Anneaux noethériens

Aprés cette discussion générale, nous allons commencer par étudier les anneaux noethériens qui forment une

classe d’anneaux jouissant de propriétés de finitude remarquables.

Définition 7.2.1 - Anneau noethérien.
Soit A un anneau.

On dit que A est noethérien si toute suite croissante d’idéaux de A, I; C I, C ... est stationnaire.
C’est-a-dire qu'il existe N avec Iy = Iyy1 =---.

Lemme 7.2.2 - Caractérisation des anneaux noethérien.
Un anneau A est noethérien si et seulement si tout idéal de A est de type fini comme A-module.
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Démonstration.
= : Supposons par I'absurde qu’il existe un idéal I de A qui n’est pas de type fini.
Construisons une suite d’idéaux non-stationnaire, dont le n® terme I,, est engendré par n éléments de I.
On pose I = (x1) avec 1 € I. Si I,, est construit, il existe 1 € T\ I, et on pose I, 1 = (a:l, . ,an)
(Pensemble I \ I, est bien non vide car I n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments).
Ainsi, nous avons Iy C Is C --- et A n’est pas noethérien. 4

< : Considérons une suite croissante I; C I C --- . On pose :

r
C’est un idéal de A donc, par hypothése, il existe x1, ..., z, avec I = Z Ax;.

i=1
On a Vi: x; € I, pour un m assez grand donc I,,, = I,,4+1 = ... = I d’ou A est noethérien.

Exemple d’anneau noethérien.
o Un corps est noethérien.
« L’anneau Z est noethérien (chaque idéal est principal).
« Un anneau A avec |A| < co est noethérien. En particulier, les anneaux Z/nZ sont noethérien.

« Un anneau produit A = [, A;, avec A; noethérien pour tout 4, est noethérien.

Lemme 7.2.3 - Quotient d'anneau noethérien.
Tout quotient d’un anneau noethérien est noethérien.

Démonstration.
Soit A un anneau noethérien et 7 : A — C' un morphisme d’anneaux surjectif.
Soit J un idéal de C. Alors 7= 1(J) C A est un idéal donc :

1 (J) = ZAa:i d'ott J = Z Cn(z;) est de type fini.

=1 =1

Ainsi, tout idéal de C est de type fini, C' est noethérien.

Théoréme 7.2.4 - Théoréme de la base de Hilbert.
Soit A un anneau noethérien. Alors ’anneau de polynomes A[X] est noethérien.

Démonstration.
Supposons qu'’il existe un idéal I C A[X] qui n’est pas de type fini.
Alors on construit une suite (fy), d’éléments de I comme suit.

« Soit f; € I de degré minimal.

« Supposons f1,..., fr déja construits. On prend fiy; de degré minimal dans I'\ {f1,..., fx}.
Cet ensemble est bien non vide car I n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments.

Pour tout k > 1, soit a, X% le monéme dominant de f,. Par définition, (dy) . €st croissante.

Comme A est noethérien, <{ak}k21> C A est de type fini donc il existe m tel que :

({arhsr) = ({ar, - am})

En particulier :
Umt1 = U101 + ... + UGy, aVec u; € A

Soit g = (u1 FiXdme=di gy medm+1—dm) — fos1 € AIX].
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7.3

Le coefficient dominant du polynéme entre parenthéses est a,,+1 donc deg(g) < deg (me).
Or,ge I\ (f1,...,fm) ce qui contredit la minimalité du degré de f,,11 et ainsi A[X] est noethérien.

Corollaire 7.2.5 - Algébre issu d’un anneau noethérien.
Soit A un anneau noethérien. Toute A-algébre de type fini est un anneau noethérien.

Démonstration. Par le théoréme de la base de Hilbert et par récurrence, A[X}, ..., X, ] est noethérien.
Une A-algebre de type fini est un quotient de A[X7,..., X,] donc le résultat découle du lemme 7.2.3.

Remarque. Si A est noethérien et A’ C A est un sous-anneau, alors, en général, A’ n’est pas noethérien.
Par exemple, Z[2X, 2X22X3 .. } C Z[X] est un sous-anneau non noethérien de Z[X].

En effet, la suite des idéaux I,, = (QX, 2X2..., 2X”) est croissante mais n’est pas stationnaire. &

Anneaux euclidiens, principaux et factoriels

Nous allons a présent étudier les anneaux euclidiens, principaux et factoriels.
Ces anneaux sont intéressant car ils possédent des propriétés arithmétiques proche de celles des entiers.

Définition 7.3.1 - Anneau principal.
Soit A un anneau intégre.
On dit que A est un anneau principal si tous ses idéaux sont principaux.

Remarque. Un anneau principal est evidemment noethérien. &

Exemples d’anneaux principaux.
« Un corps est un anneau principal.
« L’anneau Z est un anneau principal.

+ Les anneaux euclidiens sont principaux (voir au-dessous). En particulier K[X] avec K un corps est prin-
cipal.

+ L’anneau Z[X] n’est pas principal parce que (2, X) ne est pas un idéal principal.
« L’anneau K[X,Y] n’est pas principal parce que (X,Y’) ne est pas un idéal principal.

Définition 7.3.2 - Anneau euclidien.
Soit A un anneau integre.
On dit que A est un anneau euclidien s'il existe une application ¢ : A\ {0} — N tel que :

Pour tout éléments a,b € A avec b # 0, il existe ¢, € A tel que a = bg + r avec §(r) < d(b) ou r = 0.

Cette application § est appelée stathme euclidien.

Exemples d’anneaux euclidiens.
1. Un corps est euclidien (par exemple, pour le stathme ¢ = 0).
2. L’anneau Z est un anneau euclidien pour d(a) = |al.
3. L’anneau K[X] ou K est un corps est euclidien pour 6 = deg (division euclidienne!)
4

. L’anneau des entiers de Gauss Z[i] = {:E +iylx,y € Z} C C est euclidien pour la restriction de la fonction
z+iy = |+ iy =22+ 42 a Zfi] :
d: z[i\{0} — N
z4iy  — |ty =2+
En effet, si a,b € Z[i] avec b # 0, soit ¢ € Z[i] le plus proche de ab=! et r = a — bq.
Alors |q —ab™'| < g < 1donc |r| = \b||ab*1 - q‘ < |b].
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Montrons & présent que les anneaux euclidiens sont principaux.

Proposition 7.3.3 - Euclidien = Principal.
Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien, I un idéal non nul de A.
Alors il existe a € I non nul avec (a) minimal dans {6(1)) |[bel\ {0}} Alors I = (a).

En effet, soit « € I. Alors © = aq + r avec ¢,r € A et §(r) < d(a) ou r = 0.
Comme 7 € I, la minimalité de 6(a) implique que r = 0 donc x € (a) et I C (a). L’autre inclusion est triviale
puisque a € I.

Tournons nous & présent vers les anneaux factoriels.
Définition 7.3.4 - Divisibilité.
Soit A un anneau, a et b des éléments de A.
« On dit que a divise b, noté a | b, 'il existe ¢ € A tel que b = ac.

+ On dit que a et b sont associés, noté a ~ b, sionaa|betbd]|a.

Remarque.
1. La relation ~ est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de 1 est A*.
2.0naalbs(b) C(a)eta~be(a)=(b).
3. Si A est intégre,onaa~b& Jue AX 1 a = ub.
En fait, si a ~ b, alors b = ac = (bc’)c donc b(1 — c¢’) = 0.
+ Sib=0o0ua=0,on peut prendre u = 1.

« Sib# 0 alors ¢ et ¢ sont inversibles.

Définition 7.3.5 - Elément irréductible et premier.
Soit A un anneau intégre et € A.

« On dit que z est irréductible si x € A\ (A* U{0}) et :
Va,be A:x=ab=a€ A* oube A*

« On dit que z est premier si z € A\ (A* U{0}) et (z) C A est un idéal premier :

Va,be A:x|ab=x|aouz|b

Remarque.

1. Il est commode d’appeler factorisation non triviale de p une écriture p = ab telle que ni a ni b n’est
inversible. Ainsi, un élément irréductible est un élément non nul, non inversible, qui n’a pas de factorisation
non triviale.

2. Si p est premier alors p est irréductible c’est-a-dire : si p = ab alors a € (p) ou b € (p).

Supposons que a € (p) : a = pu, u € A non nul.
Alors, a = pu = (ab)u donc a(1 — bu) = 0 donc, comme a # 0 et A est intégre, b,u € A*.

3. Si p est irréductible et p ~ g alors g est irréductible.

Exemples d’éléments irréductibles.
1. Un corps n’a pas d’éléments irréductibles.

2. Si A = Z alors p premier si et seulement si +p est un nombre premier si et seulement si p est irréductible.
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Définition 7.3.6 - Anneau factoriel.
Soit A un anneau intégre.
On dit que A est un anneau factoriel si :

Tout a € A non nul posséde une décomposition en facteurs irréductibles,
unique & ordre et association prés des facteurs, c’est-d-dire de la forme :

a=upy'...pd" avec u € AX,p1,...,p, irréductibles deux & deux non associés et aq,...,q, > 1

Remarque.
1. L’unicité signifie que si a posséde deux décompositions en facteurs irréductibles :

o
PRt =

a = up? vqfl...qfs

Alors r = s et il existe o € &, telle que p; ~ g3y et a; = By(;).

2. Soit A un anneau factoriel et P un ensemble de représentants des éléments irréductibles pour la relation

~,

Alors tout élément non nul a € A posséde une unique décomposition

a:quo‘P

pEP

Avec u € A* et o, = 0 pour presque tout p. L’entier «, est appelé la multiplicité de p dans a.

3. Dans un anneau factoriel, les éléments irréductibles sont exactement les éléments premiers.
En effet, si p est irréductible et p | ab, en écrivant :

a=upy...pr ; b=vq...qs
Alors p | wvp: ...prq1 ... ¢qs donc par unicité de la décomposition, p ~ p; pour un j ou p ~ g pour un k.
Ainsi p | a ou p | b donc p est premier.

4. Un corps est factoriel car en particulier il n’y a pas d’éléments irréductibles.

5. Nous savons que Z* = {£1}. Ainsi, le théoréme de décomposition des éléments de N en produit de facteurs
premiers montre que Z est factoriel. Plus généralement, tous les anneaux principaux sont factoriels (voir
au-dessous).

¢
Proposition 7.3.7 - Principal = Factoriel.
Tout anneau principal est factoriel.
Remarque. Attention la réciproque est fausse :
+ L’anneau Z[X] est factoriel mais pas principal car (2, X) n’est pas principal.
« De méme, anneau K[X,Y] est factoriel mais pas principal car (X,Y’) n’est pas principal.
¢

Démonstration.
Ezistence de la factorisation :
Soit S I’ensemble des idéaux principaux (a) de A tel que a # 0 n’admette aucune écriture de la forme :

a=upy'...pd" avec u € AX et Vi : p; irréductible

Supposons par ’absurde que S # @.
Puisque A est principal, A est noethérien donc S posséde un élément maximal pour 'inclusion.
En effet, dans le cas contraire nous aurions une suite d’idéaux (dans S) non stationnaires.

Soit (a) € S un élément maximal.
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Alors a ¢ A* et a n’est pas irréductible car sinon nous aurions a une factorisation en irréductibles.

Ainsi nous pouvons écrire a = ajasy avec ay,as ¢ A*.
Nous avons (a) C (a1) et (a) € (a2). Mais comme (a) est maximal, (a1), (a2) ¢ S donc a1 et as possédent

= =

une écriture en facteurs irréductibles. Le produit de ces factorisations donne une factorisation de a ce qui est
une contradiction. Ainsi S = & et ’existence est établie.

Unicité de la factorisation :
Si p est irréductible dans A alors p est premier.
En effet, si p € A est irréductible, soit a un idéal tel que (p) C a C A un idéal. Alors a = (a) et il existe c € A
tel que p = ac. Comme a ¢ A%, car a C A, et p est irréductible, ¢ € A* donc (p) = (a).
Ainsi, (p) est un idéal maximal donc en particulier un idéal premier. Cela montre que p est premier.

Pour l'unicité, soit a € A non nul tel que :
U=DP1...Pn = q1...0m aVec Py, q; irréductibles
Montrons que nous avons alors n = m et p; ~ ¢; (aprés changement de l'ordre des facteurs).
Procédons par récurrence sur n.

« Sin =1, alors dans ce cas a = p; est irréductible donc m = 1. En particulier p; = ¢;.
+ Sin > 1, alors py | ¢i ...¢n donc puisque p; est premier d’aprés I’assertion précédente, p; | ¢; pour un
7.
Par changement de l'ordre des facteurs, nous pouvons supposer que j = 1.
Ainsi puisque ¢; est irréductible, g1 = up; avec u € A* et g1 ~ p1.
En utilisant 'intégrité de A nous remarquons que :

P2 Pn = (U,D()Ch---qm

Par hypothése de récurrence sur n — 1, nous avons n — 1 = m — 1 et donc aprés changement de I’ordre
des facteurs p; ~ ¢; pour i = 2,...,m.

Nous avons donc le résultat pour tout n € N ce qui montre 'unicité et conclut la preuve.

La question a présent est de savoir si A[X] est factoriel lorsque A est factoriel.

Définition 7.3.8 - Pgcd et ppcm.
Soit, A un anneau factoriel et P un ensemble de représentants des éléments irréductibles pour ~.

Soit a1, ..., am, des éléments non nuls de A et oy, (¢) la multiplicité de p dans a;.
Alors on a :
min o (%) max o, (1)
pged(ar,...,am)= || p ¢ i ppem(as, ..., Gm) = Hp i
PEP pEP
Remarque.
Les deux éléments pged(ay, ..., am) et ppem(aq, ..., a,,) sont bien définis par les a; & association prés.

Ils ont les propriétés usuelles :
« Sibe Aavecb|a;alors b | pged(ay,...,am).

+ Sibe A avec a; | b alors ppem(ay, ..., am) | b.

En fait, le produit de deux éléments non nuls a = u HPEP p*r et b= Hpeppﬂp est :

ab = uv H por P
peP

Ainsi a | b si et seulement si Vp € P : o, < . &
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Proposition 7.3.9 - Caractérisation du pgcd et ppcm.
Soit A un anneau principal, et a,b € A non nuls.
Alors pour z € A :

1. () = (a,b) & x = pged(a, b).
2. () =(a)N (b) &z = ppcm(a,b)

Démonstration.
1.:
= : Nous avons pour d € A :

(d]aetd]b) < ((a) C (d) et (b) C (d) < ((a,b) C (d))

Cela montre qu’un générateur = de l'idéal (a,b) est un pged de a et b.
< : Si x = pged(a, b) alors (a,b) C (). Par unicité du pged et par =, on a en fait (a,b) = (x).

2.
= : Nous avons pour d € A :

(a|detb|d) < ((d)C (a)et (d) C (b)) < ((d) C (a)N (b))

Cela montre qu’un générateur = de idéal (a) N (b) est un ppcm de a et b.
< : Si x = ppcm(a, b) alors (a) N (b) C (z). Par unicité du ppcm et par =, on a en fait (a) N (b) = (x).

Proposition 7.3.10 - Premier dans un anneau principal.
Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps et p € A non nul.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. p est irréductible.
2. p est premier, c’est-a-dire I'idéal (p) est premier.

3. L’idéal (p) est maximal.

Démonstration.
o Le point 1. = 3. a été démontré dans la preuve de « Principal = Factoriel ».

o Le point 3. = 2. est évident par définition des idéaux maximaux et premiers.

« Le point 2. = 1. est vérifié car ’anneau A est intégre.

Retournons a notre question : A[X] est-il factoriel si A P’est ?

Définition 7.3.11 - Contenu et polynéme primitif.
Soit A un anneau factoriel et P € A[X] non nul.
On appelle contenu de P, noté ¢(P), le pged de ses coefficients. On dit que P est primitif si c¢(P) = 1.

Exemple de polynéme primitif.
1. Si un coefficient de P est inversibles, alors P est primitif. En particuliar, si P est unitaire, alors P est
primitif.

2. Le polynome ¢(P) "' P € A[X] est toujours primitif.

Lemme 7.3.12 - Lemme de Gauss pour les contenus.
Soit A un anneau factoriel et P,Q € A[X] des polynémes non nuls.
Alors :

(PQ) = c(P)c(Q)

En particulier, le produit de deux polynémes primitifs est primitif.
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Démonstration. Nous avons clairement Va € A : ¢(aP) = ac(P).
Ecrivons donc P = aP’ et Q = bQ' avec a,b € A tels que P’ et Q' soient primitifs. Alors :

c(PQ) = ab- c(P'Q')

Ainsi, nous nous somme ramené au cas ou P et () sont primitifs.

Rappelons que AlX ]/p

Comme P, sont primitifs, pour tout p irréductible, nous avons :

« P#0et Q# 0 dans A[X}/pA[X].

A[X] = (A/pA) [X] est intégre pour p € A irréductible.

« Donc par intégrité PQ = P - Q # 0 dans A[X]/pA[X]-

Ainsi PQ est primitif car aucun irréductible ne divise son contenu donc ¢(PQ) = 1 = ¢(P)c(Q).

Théoréme 7.3.13 - Théoréme de Gauss pour les polynémes irréductibles.
Si A est un anneau factoriel alors A[X] est aussi factoriel.
De plus, la famille F A[X] des irréductibles de A[X] est réunion de la famille 4 des polynomes constants

irréductibles dans A et de la famille 7’ des polynomes primitifs qui sont irréductibles dans K[X] ou K =
Frac(A) est le corps des fractions de A.

Démonstration du théoréme (début).

Montrons que F4 UF’ C fA[X].

Etape 1 : Montrons que les irréductibles de A sont irréductible dans A[X].
Soit a € Fa \ {0} tel que a = QR avec @, R € A[X]. Nous avons 0 = dega = deg Q + deg R donc @ et R
sont dans A. Puisque a est irréductible dans A, Q ou R est dans A* C A[X]*. Ainsi, a est irréductible dans
A[X].

Etape 2 : Montrons que les polynomes de A[X] qui sont primitifs et irréductibles dans K[X] sont
irréductible dans A[X].

Soit P € F'. Supposons que P = QR dans A[X]. Alors comme A[X] C K[X] et P est irréductible dans
K[X], nous avons Q € K[X]* ou R € K[X]*. Mais comme nous savons que K[X]* = K*, nous obtenons
que :

Q ou R est dans K* N A[X] = A\ {0}

Considérons le contenu de ces polyndémes et appliquons le lemme de Gauss :
1 =c(P) = c(Q)c(R)
Donc Q = ¢(Q) € A* ou R =¢(R) € A*. Ainsi, P est irréductible dans A[X].

Montrons & présent l'existence et 1'unicité d’une factorisation en irréductibles dans A[X] :

Etape 3 : Montrons I'existence d’une de factorisation dans A[X] :
Soit P € A[X]\ {0}. Alors P = ¢(P)P’ et P' = ¢(P) ' P € A[X] est un polynéme primitif.
Puisque A est factoriel, il existe une factorisation en irréductible dans A du contenu ¢(P) n’utilisant que
les éléments de F,. Comme Fyq C F A[x]’ il suffit donc de donner une factorisation pour P’ en fonction de

F’ ce qui est le résultat du lemme suivant :

Lemme 7.3.14 - Factorisation des polynémes primitifs.
Soit P € A[X] un polynome primitif.
Alors P admet une factorisation ne contenant que des éléments de F'.
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Démonstration du lemme.
Tout polynéme R € K[X] peut s’écrire sous la forme :

R= CQ avec 1,8 € A, s # 0 et Q € A[X] primitif.
s

Pour cela, il suffit de mettre au méme dénominateur tous les coefficients puis de factoriser ce dénominateur.
Le numérateur est tout simplement de contenu.

Nous savons que K[X] est factoriel car K[X] est principal donc on peut écrire, pour P € A[X] primitif :

S S

p=" H (TZQZ> avec @; € A[X] des polynome primitifs distincts

et les polynomes {*Q; sont irréductibles dans K[X].
En plus :

s H siP = THT?ZQ?’ dans A[X]
En appliquant le contenu nous obtenons donc dans A[X] :

s H s = T‘H'F?i donc par intégrité P = H Q¢ dans A[X]

7

Enfin, Q; est primitif dans A[X] et irréductible dans K[X] donc par définition Q; € F.

Démonstration du théoréme (suite).

Montrons que FA[X] CFaUF

Etape 4 : Montrons que .FA[X] C FaUF.
Soit P € .FA[X}. Nous avons montré que P peut s’écrire comme produit d’éléments de F4 et de F' avec

éventuellement un facteur de A*.
Mais puisque P € F A[X] et par étape 1, cette factorisation ne contient qu’un seul élément d’ou P € Fyu

ou PeF.

Etape 5 : 1l ne reste plus qu’a montrer I'unicité de la factorisation.
Pour cela, montrons le lemme suivant :

Lemme 7.3.15 - Irréductible = premier dans A[X].
Dans ’anneau A[X], les éléments irréductibles sont premiers.

Démonstration du lemme. Puisque .FA[X] = F4 U F’ nous avons deux cas :
.Casou Pe Fyu:
Si P | QR dans A[X], la définition de la multiplication dans A[X] implique P | ¢(QR).
Nous avons alors par le lemme de Gauss que P | ¢(@)c(R). Comme A est factoriel et P est irréductible,
P est premier dans A donc P | ¢(Q) ou P | ¢(R). Nous concluons que P | @ ou P | R c’est-a-dire que P est
premier dans A[X].

- Casou PeF' :
Si P | QR dans A[X], on se raméne au cas ou ) et R sont primitifs. Nous savons que K[X] est factoriel
et, par définition, P est irréductible dans K[X] donc P est premier dans K[X]. Ainsi P | Q ou P | R dans
K[X]. Par exemple, @ = PS avec S € K[X]. Comme précédemment nous avons :

Qg
s=" H(HQO avec 1, 8;, 1, 8, € A et Q; € A[X] primitif et irréductible dans K[X]

S S;

Toujours de la méme maniére, en utilisant le contenu, le fait que @, P et ); sont primitifs et 'intégrité,
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nous obtenons :

Q=PS=P]]Q dot S € A[X]

Nous en déduisons que P | Q dans A[X].

Démonstration du théoréme (fin).
FEtape 5 : Supposons maintenant que P € A[X]\ {0} admet deux factorisations en irréductibles :

P=pi...pn=q1...qm

On montre par récurrence que n = m et que Vi € [1,n] : p; ~ 4o(:) pour o € G,,.
C’est exactement le méme raisonnement que dans la démonstration de Principal = Factoriel.

e Pour n =1 : Nous obtenons le résultat par définition de l’irréductibilité.

 Soit n > 1 : Nous avons p1 | q1 - .. qm.
Comme p; est premier, il existe j € [1,m] tel que p; | g;.
En changeant I'ordre des ¢;, on peut supposer que j = 1.
Comme ¢, est irréductible, ¢ = up; avec u € A[X]™. Donc p; ...pn = UP1Ga - - - G-
Par intégrité de A[X], p2...pm = uq2 ... ¢m.-
Par hypothése de récurrence, n — 1 = m — 1 et aprés changement d’ordre, Vi € {2,...,m} : ¢; ~ p;.

Puisque ¢ ~ p1, on obtient le résultat.

Corollaire 7.3.16 - Anneau factoriel en plusieurs variables.
Si A est un anneau factoriel, A[X1,...,X,] est aussi un anneau factoriel.

Démonstration. Il suffit de procéder par récurrence :

A[X1, Xo] = (A[X1]) [X]

Définition 7.3.17 - Idéaux étrangers.
Soit A un anneau commutatif et I,J deux idéaux de A.
On dit que les idéaux I et J sont étrangers si I + J = A c’est-a-dire :

G, ) elxJ:i+j=1

Rappel sur le produit d’idéal.
L’idéal produit IJ est I’idéal engendré par les produits ij pour i € I,5 € J.
Bien str, IJ C INJ. De plus, si I +J = A alors IJ = I N J c’est-a-dire :

zelNJ:x=xi+zxjel]

Théoréme 7.3.18 - Théoréme des restes chinois.
Soit A un anneau commutatif et I, J deux idéaux étrangers.
Le morphisme de projection 7
T, A — A/I X A/J
a — (a+I,a+J)

est surjectif de noyau IJ. En particulier, nous avons un isomorphisme d’anneaux A/(IJ) ~ A/I x A/J.

Démonstration.
1l est clair que nous avons Kerm = I N J De plus, si [ et J sont étranger INJ = 1J.
Ainsi nous avons :

A/Ker(w) = Im(r)
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Montrons la surjectivité de 7. Soit = et y € A.
Comme [ et J sont étrangers, il existe (i,7) € I x J tels que 1 =i+ j.
Nous avons donc :

i=1modJeti=0modI ; j=1modIletj=0 mod.J

Ainsi zj 4+ yi =y mod J et zj + yi =2 mod I d’ou w(xj + yi) = (x + I,y + J) et 7 est surjectif.

Exemple d’utilisation de théoréme chinois.
Le cas le plus connu de ce théoréme est le cas A = Z.
Pour n = p{* ...p%, nous avons alors :

Z ~7Z Z
g, = /p?IZ X ... X /p,OfTZ

En particulier, Z/nZ est réduit si et seulement si Vi : a; = 1 et est intégre si et seulement si n est pre-
mier. A
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8. Modulessurles anneaux principaux

Définitions
Dans cette section, A est un anneau commutatif intégre et M est un A-module.
Définition 8.1.1 - Torsion.
Supposons A intégre. Soit a € A non nul et € M.

e On dit que z est de a-torsion si ax = 0.
On note M (a) 'ensemble des éléments de a-torsion.

e On dit que z est de a*°-torsion s’il existe n > 1 tel que a”x = 0.
On note M (a*°) 'ensemble des éléments de a*°-torsion.

+ On dit que x est de torsion s’il existe b € A\ {0} tel que bz = 0.
On note T'(M) 'ensemble des éléments de torsion.

+ On dit que M est de a-torsion si M = M(a) et que M est sans a-torsion si M (a) = 0.

+ On dit que M est de a®-torsion si M = M (a*>) et que M est sans a®-torsion si M (a*) = 0.
+ On dit que M est de torsion si M = T'(M) et que M est sans torsion si T(M) = 0.

Remarque. Nous avons par définition :

T(M) = | M(a)

acA

Définition 8.1.2 - Annulateur.

On appelle annulateur de M 'idéal Ann(M) = {a cA|VYmeM:am= 0}.

Exemple. Si I C A est un idéal, alors Ann(A/I) = I. En fait, z € Ann(A/I) implique z(1+ 1) = 0, donc
z el A

Lemme 8.1.3 - Caractérisation de la torsion.
Supposons A intégre. Soit a € A non nul et x € M.
Nous avons :

1. Sous-modules : M(a), M (a>), T (M) sont des sous-A-modules de M.

2. Caractérisation de la torsion de x :
x € M est de torsion si et seulement si le sous-A-module Az C M n’est pas libre.

3. Factorisation :

« Le quotient M/ M(a*) est sans a*°-torsion et le quotient M/T( M) est sans torsion.
o Tout morphisme f: M — N avec N sans a°°-torsion se factorise par M/M(aoo).
o Tout morphisme f: M — N avec N sans torsion se factorise par M/T(M)'

4. Libre et sans torsion : Si M est libre, il est sans torsion.
5. Cas de type fini : Si M est de type fini alors M est de torsion si et seulement si Ann(M) # 0.

Remarque. Le quotient M/ M(a) n’est pas nécessairement sans a-torsion.
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Exemple : Si m vérifie am # 0 et a®>m = 0 alors m # 0, mais am = 0. &

Démonstration.

1. Traitons le cas de T(M). Si x,y € T(M), il existe a,b # 0 tels que ax = 0 =by. On a ab(z +y) =0
et ab # 0 car A est intégre donc z +y € T(M). Sic € A, on a acx = cax = 0 donc cx € T(M). Ainsi
T (M) est un sous-module. L’argument pour M (a) et M (a*°) est similaire.

2. Supposons Az libre, disons isomorphe a A, En particulier, z # 0. Comme A est intégre, la multipli-

cation par a sur Al ~ Az, est injective pour tout a # 0. En particulier, Va # 0 : ax # 0, donc x n’est
pas de torsion.

Réciproquement si Ax n’est pas libre, I’application linéaire A — Az, a — ax est surjectif et donc, pas
injectif. Donc, il existe a # 0 tel que ax = 0.
Autrement dit, x est de torsion.

3. Soit m € M/M(aoo) un élément de a>-torsion. Alors il existe n > 1 tel que a"m € M (a>).

Donc il existe n’ tel que a™t'm = 0. Finalement, m = 0.
Soit f : M — N avec N sans a*-torsion. On veut montrer que M (a>) C Ker f.
Soit m € M(a™) c’est-a-dire a"m = 0. Alors a™ f(m) = f(a™m) = 0 donc f(m) € N(a*®) = {0}.

L’argument pour T'(M) est similaire.

4. Si M est libre, puisque A est intégre, la multiplication par a sur M est injective pour tout a # 0.
Ainsi M est sans torsion.

5. Soit M de torsion et de type fini. Soit x4, ..., z, des générateurs de M :

Puisque M est de torsion, il existe des a; € A\ {0} tels que a;x; = 0.
Alors, a =ay...a, € Ann(M) car :

aM:aiAa:i :iAaxi =0
i=1

i=1

Réciproquement, si a € Ann(M) alors chaque m € M est de a-torsion donc M est de torsion.

8.2 Premiers théorémes de structure

Définition 8.2.1 - Somme directe.

Soit (M;),; une famille de sous-modules de M.
On dit que M est somme directe des M; si le morphisme g : €,.; M; — M induit par les inclusions
gj : Mj — M est bijectif. Dans ce cas, on écrit M = P, ; M;.

Lemme 8.2.2 - Torsion d’'un module sur un anneau principal.
Soit A un anneau principal et M un module tel que :

MgAq@A/(dl)EB...GBA/(dT) avecd1|...|dr

Alors :
LTM) =4 g0 04 4 ).
2. M/T(M) est libre de rang q.
3. Ann(T(M)) = (d,).

Remarque. Ce lemme établit des résultats sur des modules qui possédent une forme particuliére.
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Cependant, nous allons montrer ensuite, & ’aide du théoréme de forme normale de Smith, que tous les
modules de type fini sur un anneau principal sont en fait de cette forme. Ainsi toutes les propriétés énoncées ici
seront vraie dans le cadre général des modules de type fini sur un anneau principal. &

Démonstration.
1. C : Soit x € T(M), on écrit x = x1 + x2 avec x1 € A% et x5 € A/(dl) D...0 A/(dr)'
Soit a # 0 tel que ax = 0. Alors ax; = 0 donc z; = 0.
D : Il est clair que tous les éléments de A/(dl) D...d A/(dr) sont de torsion.

En effet, x € A/(di)’ alors d;x =0 et x € T(M).
2. Nous obtenons ce point comme conséquence de 1. car :
M>=ATeT(M)
3. Puisque A est principal, Ann(T(M)) = (d) pour un d € A.
En particulier, dA C (d;) donc Vi : d; | d. De plus, d; | ... | d, et d; <A/(di)) = 0 donc d, (A/(di))
d’out d,T(M) = 0. En particulier, d, € Ann(T(M)) donc d | d,. Finalement, (d) = (d,).

Théoréme 8.2.3 - Composantes primaires des modules de torsion.
Soit A un anneau principal et M un A-module de torsion.
Soit B un ensemble de représentants des éléments irréductibles de A pour la relation d’association.

Alors :
M =D M (p~)
pEP

Le sous-module M (p>) est appelé composante p-primaire de M.

Démonstration. Soit x € M et a # 0 tel que ax = 0.
Puisque A est principal, il est factoriel. Nous écrivons la décomposition de a en irréductibles :

a=upt...pyr

Pour 1 < j <, posons ¢; = [[,; pi".
Alors pged(q,--.,qr) = 1 donc d’aprés Prop. 7.3.9, on a (g1, ...,q-) = A. Dong, il existe ay,...,a, € A tels

que :
T

Zai%’ =1
=1

Posons y; = ¢ € M. Alors p?jyj =u"laz =0 donc y; € M(pjoo)
Alors :
r=(aq@+...+aq)r=a1y1+ ...+ ay, € ZM(p‘X’)
peEP

En particulier, M = Zpqu M (p®). Montrons que la somme est directe.
Soit B’ C B fini et soit a, € M(p™) tels que >,z = 0. Soit 1, > 0 tel que p"rx;, = 0. Notons :

tg = Hpnp

pFq
Alors pged(tq, ¢") = 1 donc il existe aq, by € A tels que :

agtqy +bgq" =1
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8.3

Par ailleurs, tqz, = 0 si p # ¢ car p"» | t,. Ainsi pour tout ¢ € P’ on a :
Tqg = (aqtq + bqqnq)xq = aqlqTq

= aqtqTq + agly Z Tp
peP\{q}

= aqtq pr =0

peP’

Ainsi ce module est bien libre.

Corollaire 8.2.4 - Cas de type fini.
Soit A un anneau principal et M un A-module de torsion de type fini.
Alors pour presque tout p € B : M(p>°) = (0) et Vp € P il existe n > 0 tel que M (p>) = M (p").

.
Démonstration. Soit M = ZAa:i et x; = Z T p-

i=1 peR
Alors ’ensemble P’ = {p eEP|Fi:a;, # 0} est fini et z; € Z M(poo) donc :
peP’
M = Z M(poo) t}gn @ M(poo)
peP’ peP’

Sip¢g P, alors M(p>) = (0). Soit p € P'.
Soit n > 1 tel que Vi : p"x;, = 0. Alors puisque M (p>°) = >, Ax; ;, nous avons M (p>) = M (p"™).

Exemple de décomposition canonique.

Soit A=Z et M = Z/SZ &) Z/12Z &) Z/45Z. Alors d’aprés le théoréme chinois :

M ~ (Z/4Z ® Z/gz) D (Z/3Z ® Z/QZ) @ ( %4z )
- 2

M(2%) M(3%) M(5%)

et M(2%) = M(23),M(3°°) = M(32),M(5°°) = M(5). A

Matrices a coefficients dans un anneau principal

Dans la suite nous allons étudier les matrices a coefficients dans un anneau principal.
Le but est d’établir le théoréme de forme normale de Smith qui permettra d’établir le théoréme de structure

des modules sur un anneau principal.
Notons M, ,(A) le A-module des matrices de taille n x p. On a vu que :

M, »(A) ~ Hom 4 (AP, A™)

Nous savons que le module M, ,(A) est libre et admet comme base canonique E; ;. Il est donc de rang np.
Si E;; € M, ,(A) et Ey o € M, ,(A), nous avons :

E; ijEy = 0;1E;¢ ot d; ) est le symbole de Kronecker

Nous posons M, (A) = M, ,(A). Alors M, (A) ~ Enda(A™) comme A-algebre.
Nous posons GL,,(A) = M, (A)*, le groupe multiplicatif des matrices de déterminant inversible.

L’ensemble SL,,(A4) = {M € GL,(A) | det M = 1} est un sous-groupe de GL, (A).
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Définition 8.3.1 - Matrice élémentaire.

On appelle matrice élémentaire les matrices de SL,,(A) définie pour ¢ # j et a € A par :

Ei,j (a) =id +CLEZ‘,]‘

Notons E,(A) C SL,,(A) le sous-groupe engendré par {Ei’j(a) | Vi, j,a avec i # j}.

Etudions ’action des matrices élémentaires :

Lemme 8.3.2 - Action des matrice élémentaires.

Soit M € M, ,(A) une matrice quelconque et L; sa i¢ ligne et C; sa j° colonne.
Alors :

+ Multiplier M & gauche par une matrice élémentaire F;;(a) € SL,(A) a pour effet :
Li e Ll + G,Lj
» Multiplier M & droite par une matrice élémentaire E;;(a) € SL,(A) a pour effet :

Cj ~ Cj + aC;

Démonstration. La preuve est identique au cas des matrices sur un corps.

Définition 8.3.3 - Equivalences matricielles.
On dit que des matrices M et N de M, ,(A) sont :

+ équivalentes s’il existe P € GL,,(A4) et @ € GL,(A) tel que N = PM@. On note alors M ~ N.
+ S-équivalentes s’il existe P € SL,,(A) et @ € SL,(A) tel que N = PM(Q. On note alors M RN,
+ E-équivalentes s'il existe P € E,(A) et Q € E,(A) tel que N = PMQ. On note alors M LEN.

Enoncé du théoréme de la forme normale de Smith

Théoréme 8.3.4 - Forme normale de Smith.

Si A est principal, toute matrice M € M, ,(A) non nulle est S-équivalente & une matrice de la forme :

D = diag(ds,...,d;,0,...,0) avec d; € A\ {0} et dy |da|---|d,
Si A est euclidien, M est méme E-équivalente & D.

Cette forme normale de M est unique : Si diag(ds, ..., d,,0,...,0) ~ diag(d}, ..., d},0,...,0) alors r = s et

Remarque.

1. Une telle matrice D est dite en forme normale de Smith.

2. L’unicité implique que la suite d’idéaux (d;) D (da) D -+ D (d;) ne dépend que de M.
Ces idéaux, ou les d;, sont appelés facteurs invariants de M.

Démonstration du théoréme de la forme normale de Smith

Pour la preuve de ce théoréme, introduisons la taille 7(M) = max(n,p) > 1 de M.

) i A est euclidien de stathme &
» Pour a € A\{0}, nous appelons poids de a l’entier w(a) = { (a) si A est euclidien de stathme

nombres de facteurs irréductibles de a sinon
En particulier, 7(a) > 0.

« Pour M = (m;;) non nulle, nous appelons poids de M Dentier (M) = mi;loﬂ(mij).
my g
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<  Procédure de transformation
Avant de commencer la preuve du théoréme, nous allons décrire trois procédure :

1. Procédure P; :
» Soit a,b € A. La multiplication & droite par des matrices élémentaires permet :

(a b)rg(a a+ b) avec Cy ~ Coy + C

(@ a+b)Z(=b a+b)avec Cy ~ Cy — C,
(=b a+b) X (=b a)avec Co~ Cy+C4

Ainsi nous pouvons échanger les coordonnées & un signe prés.
Pour une matrice quelconque, nous pouvons échanger deux colonnes & un signe pres.

« De méme, la multiplication & gauche permet d’échanger deux lignes, & un signe prés.
La procédure P; permet de placer tout coefficient de M en position (1,1), & un signe prés.

2. Procédure P :
« Soit a,q € A. Nous avons alors par opération élémentaire a droite :
(a qa) L (a 0) avec Cy ~ Cy — qC

Ainsi, si un coefficient a de M divise un coefficient b de la méme ligne, on peut remplacer b par 0 en
ne changeant que les éléments de sa colonne.

« De méme, la multiplication & gauche par des matrices élémentaires permet de faire la méme chose
pour les colonnes.

La procédure P, permet réduire les coefficients par ligne et par colonne.

3. Procédure Ps :
+ Soit a,b € A\ {0} avec a tb.

- Si A est non euclidien, posons d = pged(a, b). Par Prop. 7.3.9, il existe u, v € A tel que d = au+bv.
En posant a = da’ et b = db’ nous avons ub’ +vb' =1 et ab’ = da'b’ = a’b.

En particulier :
u —b
(a b><v a/>—<d 0)

ou la matrice est evidemment dans SLy(A).
Et de plus, d | a mais d n’est pas associé & a donc 7(d) < 7(a).

Ainsi (@ b) 2 (d 0) avec 7(d) < 7(a).
- Si A est euclidien, écrivons b = aq + r avec 6(r) < d(a).

(a b)(é }q>=<a )

Ainsi (a  b) R (a 1) avec w(r) < mw(a).

En particulier :

<> Démonstration de I'existence d’'une forme normale

Démonstration du théoréme (existence).
Procédons par récurrence sur 7(M).
Si 7(M) =1, M est sous forme normale de Smith. Supposons que 7(M) > 2.
Quitte & appliquer la procédure P;, nous pouvons supposer my; # 0 et w(myy) = w(M).

S’il existe [ > 1 tel que my; { my; (ou ¢ > 1:my1 t me1) alors nous appliquons la procédure Pj :

Nous obtenons une matrice M’ tel que M ~ M’ avec m(M') < w(mq1) = n(M).

Nous recommencons le raisonnement avec M’ et ce processus doit terminer car 7 est minoré par 0.
Sinon, m1; divise tous les coefficients de L; et C7. Nous appliquons alors la procédure P, & Ly et Cy :
« Appliquons P; a (mq1  mq;) pour chaque [ > 1. La ligne L; devient (m; 0 --- 0)

« Appliquons P, a (my1  m.1) pour chaque ¢ > 1. La colonne C; devient (m;; 0 .- O)t.
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myy 0 -+ 0

Nous obtenons que M ~ . avec 7(My) < 7(M).
. My

0
Par hypothése de récurrence, il existe P; et Q1 dans SL(A) ou E(A) tel que :

Ml = PlDlQl avec D1 = diag(dg,...,dr) et d2 | d3 ‘ ‘ dr
10 --- 0 10 -+ 0
0 0
Posons P = | . et Q= | . et D = diag(mq1,da,---) et M = PDQ.
: Py : (@}
0 0

« Simyy | da, alors M ~ D qui est en forme normale de Smith donc nous avons terminé.

« Sinon, nous observons que may 0 Emu da en faisant Ly ~ Ly + Lo.
0 d2 0 d2

Comme myq; f ds, la procédure P; permet de dire que M ~ M’ avec W(M’) < m(M).

Nous recommencons le raisonnement avec M’. Ce processus se termine car 7 est minoré par 0.

<> ldéaux engendrés par les mineurs
Pour la démonstration de I'unicité, nous avons besoin d’introduire quelques notions :

Définition 8.3.5 - Matrice partielle.

Soit M € M, ,(A), I c{1,...,n}et JC{1,...,p}.
On appelle matrice partielle M7 _; la matrice obtenue en effagant de M les lignes et colonnes qui n’appartienne
pas & I et J. On note son déterminant par puyy := det(Myy) € A.

Définition 8.3.6 - Mineur et idéal engendré par les mineurs.
Soit M € M, ,(A), I C {1,...,n}et J C{l,...,p}
Sir:=|I| = |J|, on appelle mineur de taille r de M I’élément py ;.
On note I,.(M) C A lidéal engendré par tous les mineurs de taille r de M.

Proposition 8.3.7 - Propriété des idéaux engendré par les mineurs.
Soit r > 1, M € M, ,(A) et N € M, ,(A).
Les idéaux engendré par les mineurs vérifient les propriétés suivantes :

1. Invariance par transposition : I, (M?') = I.(M).

2. Inclusion décroissante : 11 (M) C I.(M).

3. Inclusion dans lintersection : I.(MN) C L.(M) N I.(N).

4. Stabilité par équivalence : I,(PMQ) = I, (M) pour P € GL,(A) et Q € GL,(A).
5. Forme normale de Smith : Soit D = diag(dy,...,dy) avec dy | da | --- | dy, alors :

(D) = (dy...dy) sil<r<mn
" ] {0} sir>n

Démonstration de la proposition.
1. Le déterminant est stable par transposition : det(M; ;) = det(M} ).
Ainsi nous avons I'égalité des idéaux I,.(M) = I, (M?).

2. D’aprés le développement par rapport & un ligne du déterminant, tout mineur de taille » + 1 est
combinaison linéaire des mineurs de taille r. En particulier I,1(M) C I,.(M).

3. Soit M = (Cy | --- | Cp) avec C; les colonnes de M.
Soit N € M 4(A) et MN = (C’{ |- ] C'(’I) avec C! les colonnes de MN.
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Nous avons my; = Y ;. mpny; d'oa C = >77_ ny;Ch.
Donc les colonnes de MN sont les combinaisons linéaire des colonnes de M.

Considérons une matrice partielle (MN); ; de taille r avec les colonnes (C{,...,CV).

Ecrivons la premiére colonne C{ = ", n;;C] comme combinaison de colonnes (de longueur r) de M.

La multilinéarité de det(C') implique que det(MN),; = >, mi1jy ol jy est le déterminant de (MN)I’J
avec la premiére colonne remplacé par la colonne C] (de longueur r) de M.

On continue avec la deuxiéme colonne de (MN), ;, etc ...

Apres la discussion de la ¢¢ colonne, on a donc écrit det(MN) 7,; comme une combinaison lin¢aire des
mineurs de taille » de M. En particulier I,,(M N) C L.(M).

De plus nous obtenons directement I, (MN) = I, (N*M") C I,(N*) = I,(N) d’ou le résultat.

4. Nous avons I’égalité souhaitée en utilisant la partie 3. plusieurs fois : On a
A=1(1d) = I, (P—lp) C I.(P)
(et également pour Q). Donc I.(P) = I.(Q) = A. Par 3., on déduit
L(PMQ) € L(P) N L,(M) (1 1,(Q) = L,(M).
Pour I'implication réciproque, on utilise 3. une troisiéme fois. En effet :
I(M) = I, (P‘lPMQQ‘l) C I(PMQ).

5. Soit 1 < r < n. Nous avons par définition :
1,(D) = <{di1...dir 1<y <idp <o <y <n}>

Puisque d; | - -+ | dy,, nous avons (d; ...d,) | (dl-1 ...dl-r) pour tous les 1 < i1 < -+ < i < n.
Nous avons I’égalité car I.(D) C (d1...d,) C I,(D) pour iy =1,...,i, =1.

Soit r > n. Dans ce cas, chaque matrice partielle Dy ; contient une ligne égale a 0.
Ainsi pr ;= det(D[’J) =0et I.(M)={0}.

<> Démonstration de 'unicité de la forme normale

Démonstration du théoréme (unicité).

Soit D ~ D’ avec D = diag(ds,...,ds,0,...,0) et D' = diag(dj,...,d},0,...,0) en forme de Smith.

Soit P € GL,(A) et Q € GL,(A) tels que D' = PDQ. Par la partie 3. de la proposition précédente,
I.(D) = I.(D’) et donc :

s—|—1=min{r|]r(D)=O}:min{r|IT(D’> :0}:t+1

Par la partie 5., nous avons que pour 1 <r < s: (dy,...,d;) = I,(D)=I(D') = (d}...d}).
De plus, pour 7 =1, on a (dy) = (d}) = dy ~ d}. Supposons par récurrence que d; ~ dj pour tout i < 7.
Légalité (dy ...d,) = (di ...d,) implique que w'd} ...d,_,d, = dy...d, =u"d}...d, avec v/, u" € A*.
Ainsi (d’l e d;fl) (ud, —d,.) =0 avec u := v’ (u”)_1 d’ott par intégrité d, ~ d...

Etude des modules de type fini sur un anneau principal a partir de Smith

Nous allons & présent utiliser ce théoréme pour étudier la structure des modules de type fini sur un anneau
principal. Presque tous les résultats suivants sont des corollaires du théoréme de forme normale 8.3.4.

Lemme 8.3.8 - Sous module d'un anneau noethérien.
Soit A un anneau noethérien et n > 1. Alors tout sous-module M de A™ est de type fini.
Si A est principal, tout sous-module de A™ est engendré par au plus n éléments.
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Démonstration.
Montrons le premier point par récurrence sur n.
Sin =1, c’est clair par définition d’un anneau noethérien.
Soit n > 1. Alors nous avons :

n—1 n
A = P Ae; — EP Ae; = A™
=1 =1

Par hypothése de récurrence, M N A"~! est de type fini.
n

De plus, M < A" induit par factorisation : M/N A S gn—1 = Aavec N =MnN Ar—L

Par hypothése de récurrence, M/ v est de type fini.
Puisque N et M/ v sont de type fini, M est de type fini.

Montrons le second point par récurrence sur n.

Sin =1, il est clair que A™ est engendré par au plus n élément.

Soit n > 1. M C A™. Posons N = M N A"~ . Par hypothése, N est engendré par n — 1 éléments.
De plus, M/ v = A est engendré par un élément donc M est engendré par au plus n éléments.

Théoréme de la base adaptée

Abordons & présent un théoréme important pour I’étude de la structure d’'un module sur un anneau principal.

Théoréme 8.3.9 - Théoréme de la base adaptée.

Soit A un anneau principal et L un A-module libre de type fini de rang [ et K C L un sous-module.
Alors K est un A-module libre de rang k£ < [. Il est donc de type fini.

De plus, il existe dy,...,dr € A non nuls et une base {f1,..., fi} de L tels que :

dy |-+ |deg et {difi,...,difr} est une base pour K

La suite d’idéaux (dy) D -+ D (dg) ne dépend que de L et K.

Remarque. Attention ce théoréme utilise crucialement le fait que A est principal. &

Démonstration.
D’aprés le lemme, K est de type fini puisque pour une base fixé, L = A,
Ainsi K est un sous-module de A’ et est engendré par k < [ éléments. Choisissons k minimal. Soit ¢, : A¥ — K

le morphisme associé au choix des k générateurs x = (1, ..., 7). Notons u : A¥ — K < L la composée.
Choisissons des bases pour A* et L et soit M € M ;(A) la matrice de u.

Le théoréme de Smith assure lexistence d’un entier r < min(k,l) = k et de dy,...,d, € A\ {0} avec

dy |- | d, tels quil existe des bases (a1, ...,ax) de A¥ et {f1,..., fi} de L vérifiant :

difi sil < 1 S T
u(a;) = .
0 sit>r
Puisque K = im(¢,) = im(u) et k minimal, nous avons k = r.
En plus, puisque {f1,..., fi} est une base donc une famille libre, la famille (u(al), . 7u(ar)) est aussi libre.
En particulier, u est injective donc ¢, est injective. Mais puisque K = im(¢, ), nous avons un isomorphisme
¢ : AF =5 K donc K est libre de rang k et {u(al), . ,u(ar)} ={dif1,...,d.f} est une base de K.

Montrons enfin 'unicité de la suite d’idéaux :

Supposons que di,...,d} et fi,..., f] satisfont aussi la conclusion du théoréme. Montrons que d; ~ d.
En particulier le morphisme ¢ : K < L est donné dans les deux bases par les deux matrices :

D = diag(ds, ..., dy,0,...,0) et D’:diag(d'l,...,d;,o,...,o)

De plus D ~ D’ via les matrices de passages.
L’unicité du théoréme de Smith donne que Vi : d; ~ d} et les idéaux ne dépendent pas du choix de base.
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8.4 Théoréme de structure principal

Achevons ’étude par le théoréme de structure :

Théoréme 8.4.1 - Théoréme de structures des modules sur un anneau principal.
Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini.
Alors il existe n € N et dy,...,d, € A non inversibles tels que d; | - - - | d,, et qu’il existe un isomorphisme :

M=403)® 89,

L’entier n et la suite d’idéaux (dy) D --- D (d,,) ne dépendent que de M.
Les d; sont appelés facteurs invariants de M.

Remarque. Si g est le nombre de facteurs invariants de M nuls et r =n — q.
Alors nous avons :

M =~ A? @A/(dl) @"'@A/(dr) = M/T(M) © T (M)

Avec dy, ..., d, non nuls et non inversible tels que d; | - - - | d,..
Les entiers g et r et la suite (d;) ne dépendent que de M. L’entier g est appelé le rang de M. &

Avant de montrer ce théoréme, nous avons besoin d’un lemme :

Lemme 8.4.2
Soit A un anneau principal, d € A et E = A/(d).

h—1
Pour tout élément irréductible p € A et h > 1, notons k = A/(p) et B, =P E/ph Eun A-module quotient.

Alors Ej, est un k-espace vectoriel de dimension 1 si p" | d et 0 sinon.

Démonstration.
Le morphisme A-linéaire s est surjectif :

s: A — Ej oia=a moddeF
a — p" '@ mod p"E

Le noyau de ce morphisme est Ker(s) = {a eAlpilae (d,ph) }
. Si p" | d, alors <d,ph) = (ph).
Ainsi Ker(s) = {a cA|ph |ph*1a} = {a €Al p] a} = (p). En particulier s : A/(p) = Ej,.

« Si p" {1 d alors (d,ph) = (pt) pour t < h — 1 car puisque A est principal, (d,ph> = (b) avec b | p"* et
b|d. Ainsi b = up avec u € AX, avec t < h — 1. Nous avons donc p"~! € (b) = (d,ph>.

Clest-a-dire 1 € Ker(s) d’ou Ker(s) = A. Ainsi, 'application surjective s est nulle donc Ej = {0}.

Démonstration du théoréme de structure.
Soit n le nombre minimal d’éléments d’un systéme de générateur de M.
Soit ¢, : A™ — M le morphisme associé au choix d’une famille de générateur © = (z1,...,z,).

D’aprés le théoréme de la base adaptée, K = Ker(y,) est libre de rang r < n et il existe dy, ..., d, € A\{0}
tel que dy | --- | d, et une base (f1,..., f,) de L = A™ tel que {d; f1,...,d,f-} soit une base de K.

Posons ¢ = n — r et complétons le systéme de facteurs invariant par d, 11 = d,q40 =---=d,, = 0.
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Nous observons que :

" Af;
MgA/K:@ fi) n

= P Ad; f;
i=1
= 1004004,

De plus, n a été choisi minimal, donc Vi : A/( d;) 2 0 car sinon M serais engendré par n — 1 éléments.

Ainsi Vi : d; ¢ A*. Cela montre donc 'existence d’un telle décomposition.

Montrons a présent ['unicité de cette décomposition. Soit M un A-module.
Nous allons montrer que n et les coefficients d; d’une décomposition :

M=ol avecd || dyetdi€ A\ A

sont, a association prés, uniquement déterminés par M. Pour cela, nous allons les reconstruire a partir de
M. Commencons avec les d;. Posons dy = 1. Soit 0 < r < n maximal tel que d; # 0 pour i < r. Alors

T = %4 @@ Ya,)

et ¢ :=n — r est le rang de M/T(M). En particulier, le nombre ¢ est uniquement déterminé par M. Il
dit1
d;

suffit & présent de reconstruire les quotients € Frac(A) pour ¢ < r —1 (et donc d; # 0) et de montrer

que n est uniquement déterminé par M.

Fixons p € A un irréductible.
Notre objectif est de calculer la multiplicité de p dans le quotient ;—H a partir de M.
i
La connaissance de ces valuations pour tout p permet de reconstruire la suite dy, ..., d,-, & des inversibles prés.

. . h_l .
Soit k = A/(p). Posons 6, (h) := dimy, (p M/phM) pour h > 1. Si E; = A/(dl-) alors :
h—1 moh—1
p M ~ p E;
/phM - @ /phEi
i=1
D’aprés le lemme précédent, 6,(h) = #{i e{l,...,n} ‘ | dl}.

De plus, d; | -+ | dy, implique que [6p(h) =n—isphid;etph| dH_l} pour i € {0,...,n — 1}. Ainsi pour
ie{0,...,r—1}:

15,400 0) = {0 = L paen s | din} =, (%57 (8.)

Ou v, : Frac(A) \ {0} — Z est la multiplicité de p.

d,
Pour tout p € P, les v, [ —=

sont déterminé & partir des fonctions §,, elle méme uniquement déterminée
i
. . . . . diy1 ., s s . N .
par M. Ainsi, puisque A est factoriel, les quotients qui sont —— déterminés & association prés a partir de

K3
M et donc par récurrence, nous pouvons reconstruire la suite des d;.

Finalement, pour montrer 'unicité de n, on peut supposer que r > 1 (sinon ¢ = n). Donc d; est non nul
et non inversible. Nous considérons h € N et un irréductible p tel que p” | d;.
Alors d’aprés (8.1) pour ¢ = 0, nous avons J,(h) = n et le nombre n est également intrinséquement lié & M.

Remarque sur la valuation.

Tout x € Frac(A) non nul s’écrit uniquement comme x = u H (@) avec u € AX.
peP
Nous remarquons alors que dans ce cas, la fonction v, est a valeur dans Z car :



Corollaire 8.4.3 - Module de type fini sans torsion.
Si A est principal, tout A module de type fini sans torsion est libre.

Démonstration. Dans la situation du théoréme, tous les (d;) sont nuls et donc :
M =~ A1

En effet, sinon le module A/(dl-) est de d;-torsion et T (M) # 0 ce qui contredit les hypothéses.

Pour A = Z, nous obtenons un résultat de structure des groupes abéliens de type fini :

Corollaire 8.4.4 - Théoréme de structure des groupes abéliens de type fini.
Soit G un groupe abélien de type fini.
Alors il existe un unique entier ¢ > 0 et une unique suite dy, ..., d, d’entiers > 2 tels que dy | - | d, et :

G=riol,y o0l

Etude des hypothéses.

1. Dans le théoréme, ’hypothése de type fini est essentielle :
Le Z-module Q est sans torsion mais n’est pas libre.

2. Dans le théoréeme, I’hypothése A principal est essentielle :
Si A = Z[X], l'idéal (2, X)) est sans torsion et de type fini mais n’est pas libre comme A-module.

o

Comparaison des deux théorémes de structure.

Soit M de type fini et de torsion. La décomposition en composantes primaires de M (8.2.3) est canonique
mais moins fine que la décomposition du théoréme précédent 8.4.1.

En effet, soit M tel que :

MgA/(dl)EB-~-69A/(dT) avecdy |-+ |dyetd; 0

Alors il existe une famille d’irréductibles distincts B = {p1,...,ps} C A tel que :

@ ..

d; = u;py* p% @ avec ay (i) =0

Ainsi d’apreés le théoréme chinois :
S

M) = ]E:Bl 4 (5°9)

Nous avons donc en regroupant bien les facteurs :

M= gy e )

o jGZ?A/(p?j(l)) o---O= ]GZ?A/(p?j(T)>

IR

QA/(p?l(i)) S RN @A/(p?s(i)>

M) @& M(p)

1%

T
car l'image de @ A (pak(i)> dans M est exactement M (pp°). &
k

i=1
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Partie ||

Extensions de corps



1.1

1. Notions généralesdela
théorie des extensions

Pour toute cette partie, posons (K, +, «) un corps.

Définitions générales

Définition 1.1.1 - Sous-corps et extension.
Soit K un corps.
On appelle sous-corps tout sous-ensemble F' C K tel que (F,+, «) est lui-méme un corps :

1€ F e VYabeF:a—beFetableF

On appelle extension de corps de K tout corps E dont K est un sous-corps et nous la notons E/K.
Enfin, nous appelons corps intermédiaire de ’extension E/K tout sous-corps L de E tel que K C L C E.

Questions clés

Soit f = an X" + an_1 X" 1+ +ap € K[X] un polynéme non nul.
+ Y a-t-il a toujours une extension E/K tel que f a un zéro dans E?

+ Quel est le nombre maximal de zéros de f dans une extension E/K fixée?

Afin de répondre a ces questions, introduisons la notion de compositum qui repose sur le fait suivant :

Si (Li),;c; est une famille de corps intermédiaires de /K, alors l'intersection (., L; est un corps
intermédiaire de E/K.

Définition 1.1.2 - Compositum de sous-corps.
Soit, E un corps et F', L deux sous-corps de F.
On appelle compositum de F' et L dans E' le sous-corps F'L défini par :

FL:ﬂk

F,LCkKCE
k ss-corps

C’est le plus petit sous-corps de F contenant F' et L.

Définition 1.1.3 - Extension engendrée par des éléments.
Soit E/K une extension et b1,...,b,, € E.

On appelle sous-corps de E engendré sur K par by, ..., b, le sous-corps K (by,...,b,,) défini par :
K(by,....bm)= [] &k
bick
KCkCE
k ss-corps

Lorsque E = K (by,...,by), on dit que 'extension F/K et de type fini et engendré sur K par les b;.

Remarque. K (by,...,b,,) est le plus petit sous-corps de E qui contient K et by, ..., by,. &

Définition 1.1.4 - Degré d’une extension.
Soit E/K une extension.
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Alors E est un espace vectoriel sur K et on appelle degré de E/K la quantité :
[E: K] :=dimg(E) € NU {400}

Si [E: K] < 400, on dit que E/K est une extension finie.

Premiers exemples d’extension.
-C:RQﬁj)amey:z

« Pour le corps Q(X) := Frac(Q[X]), on a [Q(X):Q] = +oc. En fait, {1,X, XQ,...} est une famille
Q-libre dans Q(X).
+ [R: Q] = +o0 (preuve?).
A
Remarque. Si E//K est une extension et b € E, alors K(b) C F est le sous-ensemble de tous les quotients d’élé-

ments non nuls de la forme ab® + ar_10*" 1 + - + a1b+ ag avec a; € K et zéro. En fait, tous ces quotients
et zéro forment un corps qui contient K et b et chaque sous-corps de F qui contient K et b contient ce corps.

Lemme 1.1.5 - Forme des extensions finies.
Soit E//K une extension finie. Alors, E/K est de type fini, i.e. il existe by,...,b, € E tels que :

E=K(bi,...,bn)

Démonstration. Soit by, ..., b, une base de F comme K-espace vectoriel. Soit e € E. Alors nous avons :

e= Z)\ibi avec \; € K.

i=1

Ainsi e € K(b1,...,b,) et donc E C K(by,...,b,). L’inclusion réciproque est évidente d’ou le résultat.

Lemme 1.1.6 - Compositum d’un corps intermédiaire.
Soit by,...,b, € E et L un corps intermédiaire de E/K.
Nous avons K (by,...,by)L = L(by,...,by).

Démonstration.
Nous savons que K (b, ...,b,)L est le plus petit sous-corps de E contenant : K (by,...,b,,) et L

c’est-a-dire contenant : K, b1,...,bp, L
Or K C L donc c’est-a-dire contenant :  by,...,b,,, L
Ce qui est par définition le corps L(b1,...,b,,) d’ou le résultat.

Théoréme 1.1.7 - Formule des degré.
Soit E//K une extension et soit L un corps intermédiaire. Alors :

[E:K|=[E:L]-[L: K]

En particulier, E/K est finie si et seulement si £/L et L/K sont finies.

Démonstration. Soit {z;},., une base de L sur K et {y; }jeJ une base de F sur L.
Alors B = {z;y;}, . est une base de E/K. En effet :

4]

+ B est libre : Soit ), ;@i TiYj = 0 avec a;; € K et a;; = 0 sauf pour un nombre fini.
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1.2

Nous avons alors : Do (Z] aijzi)yj =0.
Donc puisque {y;},, est une base de Fsur L = Vj: 32, ajjz; =0
Enfin puisque {z;},.; est une base de L sur K : Vi, j: a;; = 0.

« B est génératrice : Soit z € E.
Alors z =3 bjz; avec bj € L et b; = 0 sauf pour un nombre fini.
De plus, b; = Y. a;;x; avec a;; € K et a;; = 0 sauf pour un nombre fini. D’ot :

z= E Qi TiyYj
)

Eléments algébriques

Définition 1.2.1 - Elément algébrique.
Soit E//K une extension.

Un élément b € E est dit algébrigue sur K s’il existe P € K[X] non nul tel que P(b) = 0 dans E.
Une extension est dite algébrique si tous ses éléments sont algébriques.

Remarque. Tout élément b € K est algébrique sur K (en fait P(b) = 0 pour P(X) = X — b € K[X]). O

Théoréme 1.2.2 - Finie implique algébrique.

Si E/K est finie alors E/K est algébrique.

Démonstration. Soit b € F.
Premier cas : Si la famille {1, b, b%, .. } est infinie, alors elle n’est pas libre sur K :

Hal,...,anGK:ZaibizoetHk:ak;AO
i=0

Posons P =Y, a;X". Alors P est non nul et P(b) = 0 donc b est algébrique sur K.

Deuziéme cas : Si la famille {1, b, b2, .. } est finie, alors il existe m > 0 tel que ™ = 1.
Posons P = X™ — 1. Alors P est non nul et P(b) = 0 donc b est algébrique sur K.

Exemples.
+ L’extension C/R est finie, donc algébrique.
+ L’extension Q(X)/Q n’est pas algébrique : I’élément X n’est pas algébrique sur Q, car {1, X, X2, .. } est
une famille Q-libre (voir au-dessus).

+ L’extension R/Q n’est pas algébrique : par exemple les éléments e = exp(1) et 7 ne sont pas algébrique
sur Q mais sont des nombres transcendants (preuve ?)

A

Définition 1.2.3 - Morphisme de corps.
Soit K et L deux corps.
Un morphisme de corps o : K — L est un morphisme d’anneaux de K dans L.

Remarque.
1. Un morphisme de corps o est toujours injectif car son noyau est un est un idéal propre de K.
Ainsi puisque o(1) =1, Ker(o) # K donc Ker(o) = {0}.
2. L’image de o est un sous-corps de L. Nous identifierons souvent K a son image dans L.
Nous écrirons simplement K C L au lieu de K — L.

3. Un morphisme ¢ : K — K qui est surjectif est appelé automorphisme de K.
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Définition 1.2.4 - Automorphisme de E qui préserve K.
Soit E/K une extension. On note Aut(E/K) I'ensemble des automorphisme o de E avec o), = idg.

Remarque.
L’ensemble Aut (E/K) est un sous-groupe de ’ensemble Aut(E) des automorphismes de F. &

Exemple d’automorphisme préservant K.
Considérons l'extension C/R.
La conjugaison 7 : z — Z est un élément de Aut(C/R). On va voir plus tard que Aut(C/R) = {id,7}. A

Lemme 1.2.5 - Image d’extension.
Soit o : K — L un morphisme.

1. Si E C K est un sous-corps et ay,...,a, € K,on ao(F(ay,...,a,)) =o(F)(c(ar),...,0(an)).
2. Si F, E C K sont des sous-corps, on a o(FNE)=0(F)No(E) et o(FE)=o0(F)o(E).

Démonstration.
Montrons le premier point.

L’ensemble o(F)(c(a1),...,0(ay)) 2 Je plus petit sous-corps contenant o(F) et o(ay), .. .,o(an).
Ainsi F' := o(F)(o(a1),...,0(as)) S o(F(a1,...,an)) et o 1 (F') C F(ay,...,an).
Mais F, a1,...,ay sont contenu dans o~ *(F’) donc F(ay,...,a,) C o ' (F') dou o(F(ay,...,an)) = F'.

Montrons le second point.
Le morphisme o est injectif donc o(ENF) = o(E) No(F).

D’autre part, o(F)o(F) est le plus petit sous-corps qui contient o(F) et o(E) donc N = o(F)o(E) C
o(FE) et nous avons o~ }(N) C FE. Mais F, E C 0~ }(N) d’ott FE C 0~ !(N) ce qui conclut que o(FE) =
N =o(F)o(E).

Remarque. Soit 0,7 : K — L. Alors F' = {z eK|o(z) = T(z)} est un sous-corps de K. O

Retournons a la premiére de nos questions clés. Soit f = a, X™ + -+ + a1 X + ap € K[X] non nul.

+ Y a-t-il a toujours une extension E/K tel que f a un zéro dans E'?

Théoréme 1.2.6 - Image des zéros.
Soit E/K et F//K deux extensions et ¢ : £ — I un morphisme avec 0| = idg.
Si 8 € FE est un zéro de f dans E alors o(f8) est un zéro de f dans F

Démonstration. Nous avons simplement :

0=0(0)=0(f(8) =0(anf" +- +a18+ao)
=o(an)a(B") + -+ alar)o(B) + a(ag)o(1)
=ano(B)" +---+a10(8) +ao = f(c(B))

Corollaire 1.2.7 - Minoration du nombre de zéros.
Soit 8 un zéro de f. Si E = K(3) alors le morphisme suivant est injectif :

evg: Aut(E/K) — Ensemble des zéros de f dans F
o —  o(p)

En particulier # Aut(E/K) < #{zéros de f dans E}.

Remarque. Ce morphisme est bien défini d’aprés le théoréme précédent. &
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Démonstration. Soit 0,7 € Aut(E/K) avec o(8) = 7(8).
Alors 0 = 7 sur K(f) car les éléments non nuls de K(/3) sont des quotients d’éléments de la forme
cuBE 1P+ + S+ avec ¢; € K et que 0|k = T|x = idk. Ainsi Papplication evg injective.

Nous remarquons que pour répondre & notre deuxiéme question clé, il faut étudier les groupes Aut (E /K )
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2 Complémentssurles
groupes et les polynbmes

Classes modulo un sous-groupe

Définition 2.1.1 - Relation modulo U.
Soit G un groupe et U C G un sous-groupe (pas nécessairement normal).
On introduit la relation d’équivalence :

Va,beG:a~bsabelU

Les classes d’équivalences aU := {au |u € U ¢ sont appelées classes a gauche modulo U.

De maniére équivalence nous définissons la relation d’équivalence :

Va,be G:a~bsbatelU

Les classes d’équivalences Ua := {ua |u e U} sont appelées classes a droite modulo U.

Proposition 2.1.2 - Cardinal des classes.
Soit G un groupe et U C G un sous-groupe.
Toute classe & gauche ou & droite modulo U est de méme cardinal que U.

Démonstration. L’application u — au (resp. v — ua) est une bijection entre U et aU (resp. entre U est Ua).

Définition 2.1.3 - Indice d’'un sous-groupe.
Soit G un groupe et U C G un sous-groupe.

On appelle indice de U dans G la quantité [G : U] = #(G/N) qui est le nombre de classes & gauche.

Remarque. La quantité [G : U] = #(G/N) est aussi le nombre de classes a droite : en fait, 'involution a — a~

de G induit une bijection aU — Ua ™' entre les ensembles G/N et G/N/. &

1

Proposition 2.1.4 - Formule des indices.
Soit G un groupe, K et H deux sous-groupes tels que K C H C G.
Alors [G: K] =[G : H]-[H : K].

Démonstration.
+ Soit {g;}, un systéme de représentants de G modulo H.

» Soit {h;}, un systéme de représentants de H modulo K.

Alors {gihj}ij est un systéme de représentants de G modulo K. En effet, soit g € G.

Il existe i tel que g € g;H = g; 'g € H=3j: g; 'g € h; K = g € g:;h; K. Ainsi G =, ; g:h; K.
De plus, cette réunion est disjointe car :

9ihi K = girhy K = giH = gy H = gi = gy = hj K = hj K = h; = hys

Définition 2.1.5 - Ordre.
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2.2

Soit a € G. On appelle ordre de a la quantité ord(a) = min {n eN|a" = 1} € NU {+o0}.

Théoréme 2.1.6 - Théoréme de Lagrange.
Soit G un groupe fini et U un sous-groupe.
Alors #U divise #G et nous avons :

#G =[G :U]-#U

En particulier, pour tout a € G : ord(a) | #G et a#“ = 1.

Démonstration.
1. Nous appliquons la formule des indices avec K = {1} et H = U.

2. Nous savons que G est fini donc {l,a, a?,.. } est fini et donc n := ord(a) < +oo0.

Nous pouvons appliquer le point précédent au sous groupe U = (a) C G en utilisant que #U = n.

Polyndémes irréductibles

Définition 2.2.1 - Polyndme irréductible.
Soit K un corps. Considérons I’anneau principal K[X].
On appelle polynome irréductible tout élément irréductible de K[X].

Remarque. Puisque K[X] est principal, les irréductibles sont premiers.
Ainsi pour f est irréductible, I'idéal (f) C K[X] est premier et maximal et donc :

FE = K[X]/(f) est un corps.
Alors E peut étre vu comme une extension de corps de K en considérant le morphisme injectif :

a:K(—)K[X]HaE:K[X]/(f)

Théoréme 2.2.2 - Forme des extensions avec un zéro de f.
Soit K un corps, f un polynome irréductible de K[X] avec d = deg(f) > 1et E = K[X]/(f).
Considérons I'élément b := X + (f) € E. Alors :
1. La famille {1, b b2, ..., bdil} est une K-base de F.
En particulier, F/K est une extension finie de degré d.
2. L’élément b € E est un zéro de f.

Démonstration.

1. Montrons que la famille B = {1, bv2, ..., bd_l} est une K-base de F.

d—1
B est libre : Supposons que Z)\ibi =0 dans E pour \; € K.
i=0
d—1 ‘
Alors Z AiX' 4+ qf =0 dans K[X] pour un certain ¢ € K[X].
i=0

Mais deg(qf) = deg(q) + deg(f) = d donc il clair que ¢ =0 et :

d—1
Z ANXP=0
=1

D’oit \; = 0 pour tout i puisque X est une base de K[X].
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B est génératrice : Soit h € E. Par division euclidienne dans K[X], nous avons :

h=gqf+ravec q,r e K[X]et deg(r) <d

Ainsir =X+ M X + -+ A1 X4 1 avec \; € K et donc h=7= Ao+ b4+ Ag_qbdL,
2. Notons f =ag+ a1 X + -+ ag_1 X1 4+ aqgX?. Alors :

F0) = aa(X + () +aar (X + (1) + -+ ar (X + () + a0

=ag X+ () +ag 1 XL+ () + -+ ar X+ (f) +ao
=f(X)+(f)=0 dans E.

Le corollaire suivant donne une réponse compléte a notre premiére question clé.

+ Y a-t-il a toujours une extension E/K tel que f a un zéro dans E'?

Corollaire 2.2.3 - Extension finie et zéros.
Soit f1,..., fn € K[X] des polynomes de degré > 1.
Alors il existe une extension finie E/K tel que chaque polyndme a un zéro dans E.

Démonstration. Par récurrence, nous pouvons supposer que n = 1.
Ecrivons fi; = hy ... hs un produit de polynomes irréductibles de K[X].
En appliquant le théoréme précédent a 'un des h;, nous obtenons une extension finie E/K avec :

FB) = hy(b).. . ha(b) =0

Retournons a la deuxiéme question clé. Soit f € K[X] un polynoéme non nul.

+ Quel est le nombre maximal de zéros de f dans une extension F/K fixée?

Théoréme 2.2.4 - Majoration du nombre de zéros.
Soit K un corps et f € K[X] non nul.
Alors a € K est un zéro de f si et seulement si (X —a) | f dans K[X]. En particulier :

#{zéros de f dans K} < deg(f)

Démonstration. Procédons la division euclidienne de f par (X —a) :
f=(X—-a)g+ravec ¢,r € K[X] et deg(r) <1

1. Nous avons f(a) =0 r=0< (X —a)| f.
2. Procédons par récurrence sur deg(f). Si deg(f) =1 alors f = (X — a) a une racine qui est a.
Soit deg(f) > 1. Soit a # b deux zéros de f dans K.
Alors 0 = f(b) = q(b) f(b— a) donc q(b) = 0 et deg(q) < deg(f). Par hypothése de récurrence :

#{zéros de ¢ dans K} < deg(q) = deg(f) — 1

Chaque zéro distincts de a est un zéro de de ¢ :
{zéros de f dans K} = {zéros de ¢ dans K} U {a}

Ainsi f a moins de deg(f) zéros.

Corollaire 2.2.5 - Factorisation de f.
Soit f € K[X] non nul et soient aq,...,a, € K des zéros disctincts de f.
Alors (X —aq)--- (X —a,) | f dans K[X].
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Démonstration. D’aprés la proposition précédente, pour tout 7 : (X —a;) | f.
Mais (X — a;) est un élément irréductible de K[X] et (X — a;) = (X — a;).
Comme K[X] est factoriel, (X —ay1)--- (X —a,) | f.

Corollaire 2.2.6 - Caractérisation du polyndme nul.
Soit f € K[X]. Si f(a) = 0 pour une infinité d’éléments a € K alors f = 0 dans K[X].

Démonstration. Pour un polynéme non nul, on a vu que le nombre de ses zéros est inférieur & son degré.

Remarque. Attention, une infinité d’éléments est important.
Par exemple, si p € Z est un nombre premier, alors f = X? — X € (Z/pZ) [X] est non nul mais f(a) =0

pour tout a € Z/pZ' &
Définition 2.2.7 - Groupe cyclique.
Soit G’ un groupe.
On dit que G est cyclique si G = {a) pour un a € G.
Théoréme 2.2.8 - Sous-groupe de K *.
Soit K un corps. Tout sous-groupe fini de K* est cyclique.
Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.2.9
Soit H un groupe abélien fini et p un nombre premier tel qu’il n’y a pas d’élément d’ordre p dans H.
Alors pt #H.
Remarque. Ce résultat est plus connu sous la forme :
¢

Pour tout p premier tel que p | #H, il existe un élément d’ordre p dans H.

Définition 2.2.10 - Exposant d’un groupe.

Soit G’ un groupe.
On dit que n € N est un exposant pour G si Vg € G : g™ = 1.

Démonstration du lemme. Soit i € H avec ord(h) = pr.
Alors ord(h") = p. Ainsi par hypothése, ord(h) n’est pas un multiple de p pour tout h € H donc

n = ppemy,¢ gy (ord(h)) n’est pas un multiple de p. Par contre, c’est un exposant de H.
Donc il suffit de démontrer que si m est un exposant de H alors #H | m* pour un k > 1.

Montrons-le par récurrence sur #H.
Si #H =1, c’est clair. Soit #H > 1 et hy € H différent de 1. Posons Hy = (hg) C H.

Procédons a la division euclidienne de m par ord(hy) :

m = gord(hg) + r avec 0 < r < ord(ho)

q
Puisque 1 = hy* = (hgrd h") t = h{, nous devons avoir r = 0 et donc #Ho | m.
Mais m est également un exposant pour le groupe H/ Hy Puisque #H/ H, < #H , nous avons par hypothése

de récurrence #H/ , | m¥* pour un certain k > 1.

Nous en concluons que :
#H = #1y  4tHo | mP

Cela conclut la démonstration du lemme par le raisonnement précédent.
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Démonstration du théoréme. Considérons un nombre premier p tel que p | #U.
Définissons U(p) := {a €U |ord(a) =p*,k € N} C U et p" := max { ord(a) |a € U(p)}.
En particulier, a?” = 1 d’oti tous les a € U(a) sont des zéros dans K du polynome X? — 1.
Le théoréme 2.2.8 implique que #U(p) < p".
Soit b, € U(p) tel que U(bp) =p".
Alors #<bp> = p" donc <bp> =U(p) et U(p) est un sous-groupe cyclique de U engendré par by,
Le théoréme de Lagrange 2.1.6 implique p" = #U(p) | #U.
Par définition de U(p), le groupe U/U(p) n’a aucun élément d’ordre p.
D’aprés le lemme auxiliaire :

pt# ) = [U:UD)]

Ainsi #U(p) est la puissance maximale de p qui apparait dans la décomposition de #U.
Considérons maintenant tous les facteurs premiers pq,...,ps de #U. Nous avons :

#U = #U(p1) - - #U(ps) = ord (b, ) ...ord(by,)

Soit b := by, ...by, € U.Pour deux éléments a, b dans un groupe abélien fini avec pged (ord(a), ord(b)) = 1,
on a ord(ab) = ord(a) ord(b) (exercice). Alors ord(b) = ord(by, ) ...ord(b,,) = #U .
En particulier, l'inclusion (b) C U est une égalité. Ainsi U = (b) est cyclique.

Corollaire 2.2.11 - Groupe des inversibles d’un corps fini.
Soit K un corps fini.
Alors le groupe K* est cyclique d’ordre #K — 1.

X
Exemple. Par exemple, (Z/pZ) est cyclique pour p premier. A

Critéres d'irréductibilité
« Comment peut-on vérifier si un polynéme dans K[X] est irréductible ?

En général, la question est difficile.
Nous allons donc donner deux critéres d’irréductibilité dans le cas de Q[X].
Exemple de polynéme irréductible.

1. Un polynome linéaire X — a € K[X] est irréductible.

2. Dans C[X], tout polynome irréductible est linéaire.
C’est une conséquence du théoréme fondamental d’algébre (preuve admise) :

« Tout polyndéme a au moins un zéro dans C. »

Proposition 2.3.1 - Réductibilité d’un polynéme entier.
Soit f € Z[X] réductible dans Q avec deg(f) > 1.
Alors f est réductible dans Z[X], c’est-a-dire f = gh avec g, h € Z[X] tels que deg(g),deg(h) > 1.

Démonstration. Par le théoréme de Gauss, les irréductibles de Z[X] :
« Les irréductibles de Z.
« Les polynomes primitifs qui sont irréductibles comme éléments de Q[X].

Puisque deg(f) > 1, f n’est pas un premier de Z.
La réductibilité dans Q[X] implique que f n’est pas non plus dans le second cas.
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Proposition 2.3.2 - Critére de réduction modulo p.
Soit f € Z[X] de coefficient dominant a,, et p € Z premier.

Sipta,etfe Z/pZ[X] est irréductible, alors f est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Procédons par ’absurde.

Supposons sous ses hypothése que f soit réductible dans Q[X]. Soit ¢ le morphisme de réduction

0 Z[X] — L glx]
h=Y bX" + h=)Y bX
el el

Nous le construisons par propriété universelle & partir de Z — Z/pZ — Z/pZ[ ].

Nous avons supposé f = gh avec deg(g),deg(h) > 1.
Nous pouvons supposer que g, h € Z[X] et donc f = gh dans Z/pZ[X}. Mais :

deg(f) = deg(f) = deg(7) + deg(h) < deg(g) + deg(h) = deg(f)

En particulier deg(ﬁ) = deg(g) > 1 et deg (ﬁ) =deg(h) > 1.

Ainsi f = gh est une décomposition non triviale de f ce qui est impossible.

Proposition 2.3.3 - Critére d’Eisenstein.
Soit f =ag+ a1 X + -4 a, X" € Z[X] et p € Z premier.
SiVi<mn:pla;etptan, p?fag alors f est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Procédons par I’absurde.

Soit f = gh avec deg(g), deg(h) > 1. Nous pouvons supposer g, h € Z[X]. Ecrivons :

9= Z b X' et h= Z X'
=0 =0
Alors :

« Nous avons ag = bocy avec p | ag et p? { ag. Si nous supposons que p | by alors p t cp.
o Puisque n =r+s, p{a, = brcs; donc p1b,.

Soit b, pour 0 < v < r < n le premier coefficient de g tel que p1 b, :

Ay = vaO +by_1c1+ -+ bOCv

Nous savons que v < n donc p | a, et p | by,

.., by—1 d’apres le choix de v. Ainsi p | b,co et donc puisque
p 1 co nous avons p | b, ce qui est impossible. Cela conclut que f est irréductible dans Q[X].

Application du critére d’Eisenstein.

Le critére d’Eisenstein permet de prouver simplement que X™ — p € Q[X] est irréductible dans Q[X]. En
particulier [(@( Q/f)) : Q] = n pour tout n. A
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3.1

Propriétés des extensions

Polynéme minimal et cléture algébrique

Retournons & nos question clés.
Nous avons vu dans 2.2.2 que pour tout polynome irréductible f € K[X] avec deg(f) > 1, il existe une extension
finie E/K telle que f a un zéro ¢ dans E. Montrons maintenant que toute extension E/K dans laquelle f posséde
un zéro c est essentiellement de la forme décrit en 2.2.2 c’est-a-dire pour le corps intermédiare K C K(c) C E
on a :

K =R

Soit E/K une extension et ¢ € E un élément algébrique sur K.
Nous obtenons un morphisme d’anneaux issu de la propriété universelle de K[X] appliqué & K — K(c) et a
léléement ¢ € K(c) :
eve: K[X] — K(c¢)
fX) — f(o
Puisque K (c) est un corps, im(ev.) est un anneau intégre donc Ker(ev.) est un idéal premier dans K[X].
Or c est algébrique sur K donc Ker(ev.) # {0} d’ou Ker(ev.) est un idéal maximal de K[X]. Ainsi :

K[X]/Ker(evc) — K(C) CFE

En particulier, Ker(ev.) C K[X] est un sous-corps. Evidemment, ¢ = ev.(X) € im(ev.) et donc im(ev,) = K (c).
Nous avons montré que :
KX ~
| ]/Ker(evc) = K(c)

Nous obtenons la forme 2.2.2 en remarquant que Ker(ev.) = (f) pour un polynéme irréductible f € K[X].
Enfin :

deg(f) = [K N K} = [K() : K]

Définition 3.1.1 - Polyn6me minimal.

Soit E//K une extension et ¢ € F un élément algébrique sur K.
Le polynéme minimal de ¢ sur K noté Min(c; K;X) est 'unique polynome unitaire de K[X] tel que
Ker(ev,) = (Min(c; K; X)). Par définition, deg(Min(c; K; X)) = [K(c) : K| et Min(c; K; X) € K[X] est
irréductible.

Théoréme 3.1.2 - Extension par des éléments algébriques.
Soit ¢y, ..., ¢, des éléments algébriques sur K et E = K(c1,...,¢p).
Alors E/K est une extension finie. En particulier E/K est une extension algébrique d’apres 1.2.2.

Démonstration. Définissons Ko = K et K; = K;,_1(¢;) C E.
Nous avons K,, = E et la discussion précédente permet de dire que Ki/ K, , est une extension finie, car
c; est algébrique sur K et donc aussi algébrique sur K;_;. Nous en concluons par 1.4 que :
n
[E:K]=][][K:: Ki-1] <+
i=1
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Théoréme 3.1.3 - Tour d’extensions finies.
Soit E/K une extension finie, L et F' deux corps intermédiaires.
Alors :

1. Si L/K est finie alors LF'/F est finie.
2. Si L/K et F/K sont finies alors LF/K est finie.

Démonstration.
1. Si L/K est finie, alors d’aprés 1.1.5, L = K(cy, ..., cp).
D’aprés 1.2.2, E/K est algébrique donc pour tout 4, ¢; algébrique sur K.
D’aprés 1.1.6, LF = K(cy,...,¢p)F = F(cy,...,c,) et bien sir, les ¢; sont algébriques sur F.
Ainsi LF/F est finie car [LF : F] = n.
2. Si L/K est finie alors LF/F est finie.
Si de plus, F/K est finie alors LF/K finie car d’aprés la formule des degrés 1.1.7 :

[LF: K] =[LF:F]-[F:K]

Théoréme 3.1.4 - Transitivité du caractére algébrique.
Soit L un corps intermédiaire de E/K. Soit ¢ € E.
Alors :

1. Si c est algébrique sur K, alors c est algébrique sur L.

2. Si ¢ algébrique sur L et L/K algébrique, alors c est algébrique sur K.

Démonstration.

1. Il est clair, car K[X] C L[X]. En fait, nous avons déja utilisé¢ cet argument précédemment.

2. Soit Min(c;L; X) =ag+a1 X +---+ag_1 X1 + X9 avec a; € L. Puisque L est algébrique sur K, les
a; sont algébriques sur K. Par 3.1.2, Pextension Lo = K (ao, ...,a4—1) est une extension finie de K.
De plus, Min(c; L; X) € Lo[X] et Min(c; L; X) annule ¢, donc ¢ est algébrique sur Lg.

D’aprés 3.1.2, Lo(c)/ Lo est finie donc Lo(c)/K est finie et donc algébrique.
Ainsi, ¢ est algébrique sur K.

Corollaire 3.1.5 - Fermeture algébrique dans une extension.
Soit /K une extension.

Alors (E/K)ang = {c € E | ¢ est algébrique sur K} C E est un corps intermédiaire de E/K.
Il est appelé fermeture algébrique de K dans E.
Il n’y a aucun élément algébrique sur (E/K)alg dans F'\ (E/K)alg.

Remarque. Cela permet de construire un corps intermédiaire qui contient tous les éléments algébriques.
. 1 o
Nous pouvons penser l'extension E/(E/K)"® comme hautement non algébrique. o

Démonstration. Soit x et y # 0 deux éléments algébriques de E/K.

Alors K (x)/K est algébrique et donc K(x,y)/K aussi.

alg

Ainsi zy~! et  — y sont algébriques sur K et (E/K) est un corps.

Soit ¢ € E algébrique sur (E/K)alg.

L’élément c est algébrique sur K donc par 3.1.4, ¢ € (E/K)alg.
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Proposition 3.1.6 - Corps algébriquement clos.
Soit K un corps.
On dit que K est un corps algébriquement clos s’il satisfait les conditions équivalentes suivantes :

1. Si E/K est une extension algébrique, alors F = K.
2. Tout polynome de K[X] de degré > 1 posséde un zéro dans K.

3. Tout polynome de K[X] de degré > 1 est un produit de polynomes linéaires.
C’est-a-dire que les polyndmes irréductibles sont exactement les polynomes linéaires.

Démonstration.
3.= 2. : Il est clair qu’un polynome linéaire admet un zéro dans K.

2.=1.: Soit E/K une extension algébrique sur K et ¢ € E.
Puisque Min(c; K; X) est irréductible et posséde un zéro dans K, d’aprés 2.2.4 nous avons
deg(Min(c; K; X)) = 1. Ainsi [K(c) : K| = deg(Min(c; K; X)) =1 donc ce K et E =K.

1.= 3. : Soit f € K[X] irréductible.
Alors K[X]/(f) est une extension finie de degré deg(f) sur K d’aprés 2.2.2. Or K = K[X]/(f) donc deg(f) =

Théoréme 3.1.7 - Existence d’une cldture algébrique. ADMIS

Tout corps K posséde une extension algébrique ?/ K qui est algébriquement close.
On dit que K est une cloture algébrique de K.

Remarque. Dans un certain sens, c’est I’extension de K la plus grande qui reste algébrique sur K.

De plus, cette cloture algébrique est essentiellement unique (voir au-dessous).
La preuve de ce théoréme repose sur le lemme de Zorn et sur les anneaux de polynémes a une infinité de
variable. &

Exemple.
1. Le corps C est algébriquement clos : C’est le théoréme fondamental de I’algébre.
2. Soit Q := (C/Q) * 15 fermture algébrique de Q dans C au sens de 3.1.5.
Alors :
« Le corps Q est algébriquement clos : Cela vient du fait que C est algébriquement clos.
En effet, si f € Q[X], alors f € C[X] donc admet un zéro ¢ € C. Mais puisque ¢ et algébrique sur Q,
par 3.1.5, ¢ € Q. Ainsi, Q est algébriquement clos car il satisfait le point 2. de 3.1.6.

« L’extension @/Q est algébrique par construction.
« Les deux premiers points impliquent que Q est une cloture algébrique de Q.

« L’extension Q/Q n’est pas une extension finie. Par exemple, ¥n X™ — p € Q[X] est irréductible.

A

L’extension E/ K est-elle uniquement déterminée par K 7 Contient-elle « toutes » les extensions algébriques de
K?
Pour répondre & ces questions, il faut comparer les extensions de K via des morphismes.

Lemme 3.1.8
Soit E/K une extension algébrique et o : E — E un morphisme préservant K.
Alors o est bijectif, c’est-a-dire o € Aut (E/K)

Démonstration. Le morphisme o est injectif. Montrons la surjectivité.

Soit ¢ € E et f = Min(c; K; X) € K[X]. Soit L = K({b cE|f(b) = o}) CE.
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D’apres 3.1.2, l’extension L/K est finie. Ainsi par 1.2.5 et 1.2.6 :
o(L) = o(K) ({a(b) lbe B, f(b) = o}> c K<{b € E|f(b) = o}> =L

Or dimg (L) = dimg (U(L)), donc L = o(L). Enfin, ¢ € L donc ¢ € im(o).

Définition 3.1.9 - Prolongement de o.
Soit E/K une extension et o : K — L un morphisme.
On appelle prolongement de o a E tout morphisme 7 : E' — L tel que 7 = 0.

Théoréme 3.1.10 - Nombre de prolongement.

Soit E = K (c) une extension algébrique de K et o : K — L un morphisme.
Le nombre de prolongements de o & E est égal au nombre de zéros sans multiplicité de O'(M in(c; K; X ))
dans L.

Démonstration. Soit f := Min(c; K; X) et soit ev. 'isomorphisme :

X ) = Ko

Nous avons ev, g = id et ev. (X) = c.
Nous en déduisons que le nombre de prolongement de o & E = K(c¢) est égal au nombre prolongements

a
d’anneaux 8 : K[X] — L avec B = o et B(f(X)) = 0 (c’est-a-dire o(f)(8(X))), donc par propriété
universelle de K[X], tout simplement le nombre de b € L tel que o(f)(b) = 0.

K [X]/( ) de 0. D’aprés la propriété universelle du quotient, c’est aussi égal au nombre de morphisme

Théoréme 3.1.11 - Existence d’un prolongement.
Soit E/K une extension algébrique et o : K — L un morphisme vers un corps L algébriquement clos.
Alors il existe un prolongement de o & E.

Démonstration. Nous souhaitons appliquer le lemme de Zorn.
Soit S I’ensemble des couples (F,7) ou F est un corps intermédiaire de F/K et 7 un prolongement de o
arF.
Nous définissons une relation d’ordre partielle < sur S :

(F,7) < (F/,T/> SFCFetrtp=r

Alors S # @ car (K,0) € S et de plus S est inductivement ordonnée.
En effet, soit {(Fi,7;)},_, une chaine dans S.

Alors F' := |J,c; Fi est un corps intermédiaire de E/K et 7 : a — 7;(a) si a € F; donne un prolongement
de o a F. Ainsi, I'élément (F, ) est une borne supérieure dans S pour {(F;,7;)}

D’aprés le lemme de Zorn, il existe un élément maximal (Fp, 1) dans S.
Résonnons par contradiction et supposons que Fy # E. Soit ¢ € E \ Fy. Alors ¢ est algébrique sur K
et donc algébrique sur Fy. De plus, par 3.1.2, Fy(c)/Fy est algébrique. Puisque L algébriquement clos,
To (Min(c; Fy; X)) € L[X] a un zéro dans L donc par 3.1.10 il existe un prolongement 7 de 79 & Fp.

Nous en concluons une contradiction & la maximalité de (Fp, 1) :

iel’

(FQ,To) § (FQ(C),T)

Ainsi nous obtenons E = Fj et 1y est le prolongement cherché.

Corollaire 3.1.12 - Unicité de la cléture algébrique.
Soit K/K et K/K deux extensions algébrique o K et K sont algébriquement clos.
Alors il existe un isomorphisme 7 : K —+ K avec Tk = id.
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3.2

Démonstration. L ~ L
Le théoréme 3.1.11 appliqué & £ = K et L = K nous montre qu’il existe un prolongement 7 & K du

morphisme K < K. De plus, T(F) est algébriquement clos par 3.1.6.
En effet, si f € 7(K)[X] alors 7=(f) € K[X] posséde un zéro b € K et donc 7(b) est un zéro de f dans
Ainsi K / T(f) est algébrique donc par le premier point de 3.1.6, K = T(f) et 7 est surjectif.

Extensions normales

Les extensions normales forment une classe particuliére d’extension qui se comportent particuliérement bien.
Associé au caractére séparable, cela donne un bon environnement pour développer la théorie de Galois.

Définition 3.2.1 - Corps de décomposition.
Soit f € K[X] un polynome de degré deg(f) > 1.

On appelle corps de décomposition de f sur K toute extension E/K telle que :
e f(X)=c¢(X —a1)...(X —a,) dans E[X].
« E=K(ay,...,ay).

Remarque.

1. II existe toujours un corps de décomposition. Il suffit de décomposer f sur la cloture algébrique de K et

de considérer £ = K(ay,...,a,) OU aq,...,a, sont les zéros de f dans K.

2. Tout corps de décomposition est une extension finie.

Théoréme 3.2.2 - Unicité du corps de décomposition.
Soit E/K et L/K deux corps de décomposition de f € K[X] avec deg(f) > 1.
Alors il existe un isomorphisme o : E — L avec ox = id.

C’est une conséquence de 'unicité de la cloture algébrique.

Démonstration. Soit L/L une cloture algébrique de L.
Puisque L/K est algébrique, L/K est algébrique d’aprés 3.1.4 et L est une cloture algébrique de K.
Puisque E/K est algébrique, d’aprés 3.1.11 il existe un prolongement de l’injection K < LaE:un
morphisme o : E — L tel que ok = id. Nous avons alors :

f=c¢X—-a1)...(X —ay,) dans F avec c€ K et a; € E = K(aq,...,an)
Nous obtenons que f = o (f(X)) = ¢(X —o(a1)) ... (X — o(a,)) dans L[X] et par ailleurs :
f=c¢X—=0b1)...(X —by) dans L avec b; € L = K(by,...,by)
Considérons ces décomposition dans Z[X ] qui est factoriel. Par unicité de la décomposition :

{o(ar),...,0(an)} = {b1,...,b,} dans L

Nous obtenons :
o(E) = K(o(al), .. .,a(an)) =K(b,...,b,) =1L

Ainsi 0 : E — L avec o) = id est le morphisme cherché.

Lemme 3.2.3 - Morphisme et cléture algébrique.
Soit K /K un cloture algébrique et f € K[X] avec deg(f) > 1.
Alors il existe exactement un corps intermédiaire E de E/ K qui est un corps de décomposition de f.

De plus, chaque morphisme o : E — K avec ok = id est un automorphisme de E.
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Démonstration. o
Siai,...,a, € K sont les zéros de f, alors F := K(ay,...,ay) est un corps de décomposition de f.
De plus, ce corps de décomposition est unique & isomorphisme prés d’aprés 3.2.2. Cela donne le résultat.

Définition 3.2.4 - Extension normale.
Soit E/K une extension.
Oun dit que E/K est normale si elle est finie et que pour tout polynome irréductible f € K[X] :

Si f posséde un zéro dans E, alors f est un produit de facteurs linéaires dans F[X].

Exemple. Une extension finie de degré 2 est normale (division euclidienne). A

Théoréme 3.2.5 - Caractérisation des extension normale.
Soit E/K une extension finie.
L’extension E /K est normale si et seulement si E est un corps de décomposition de f € K[X] avec deg(f) > 1.

Démonstration. Soit E/K une extension normale.
Alors E = K(aq,...,a,) par 1.1.5 car c’est une extension finie. Soit :

n
f=1]Min(a; K; X) € K[X]
i=1
Puisque F/K est normale, f est un produit de facteurs linéaires dans E[X]. Ainsi :
K(zéros de f) C E = K(ay,...,a,) C K(zéros de f)
Ainsi F = K (zéros de f) et donc E est un corps de décomposition de f.
Réciproquement, soit h € K[X] irréductible avec un zéro a € E. Soit b € E un autre zéro de h.

« Par 3.1.10, il existe un prolongement 7 de K < E < E a K(a) avec 7(a) = b.

« Par 3.1.11, il existe un prolongement o de 7 & F.

Puisque E/K est une cloture algébrique, o : E — E est un automorphisme de E par 3.2.3 et :
beim(r) Cim(o) =F

Ainsi h est un produit de facteurs linéaire dans E[X] et F/K est normale.

Théoréme 3.2.6 - Tour d’extensions normales.
Soit E//K une extension finie, L et F' deux corps intermédiaires.
Alors nous avons :

+ Si L/K est normale alors LF/F est normale.
» Si E/K est normale alors E/F est normale.
« Si F/K et L/K sont normales alors F'L/K et (LN F)/K sont normales.

Démonstration.

« Soit L/K normale. Alors L est un corps de décomposition de f € K[X] par 3.2.5.
En particulier L = K(ay,...,ay). Alors par 1.1.6, LF = F(aq,...,a,) est un corps de décomposition
de f € F[X]. Ainsi par 3.2.5, LF/F est normale.

« Il suffit d’appliquer le premier point & L = F car EF = E.
« Soit f € K[X] irréductible.
1. Si f admet un zéro dans LN F, tous les zéro de f sont dans L et F' car L/K et F//K sont normales.
Ainsi les zéros de f sont dans LN F et (LN F)/K est une extension normale.
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3.3

2. Si f admet un zéro a € LF, soit b € LF un autre zéro de f.
Comme dans la preuve précédente en remplacant E par LF, il existe un morphisme o : LE — LF
avec 0| =id et o(a) = b. Par 1.2.5 o(LF) = o(L)o(F).
Par 3.2.3 appliqué aux extensions L C LF et F C LF normales sur K, nous avons o(L) = L et
o(F) = F. Ainsi nous en concluons que o(LF) = LF. En particulier, b € im(o) = LF.
Ainsi f est un produit de facteurs linéaires dans LF[X] c’est-a-dire LF'/K est normale.

Extensions séparables

Dans cette section, F/K est toujours algébrique.

Définition 3.3.1 - Extension séparable.
Soit E//K une extension algébrique.

1. Un polynéme f € K[X] avec deg(f) > 1 est dit séparable si il n’a pas de zéro de multiplicité > 2 dans
K.
2. Un élément a € E est dit séparable sur K si Min(a; K; X) est séparable.

3. Une extension F/K est dite séparable si tous ses élément sont séparables sur K.

Remarque.
Par unicité (3.1.12), la notion de séparabilité d’'un polynoéme de dépend pas du choix de la cloture algé-
brique. %

Lemme 3.3.2 - Majoration du nombre de prolongement.
Soit E/K une extension finie et o : K — L un morphisme avec L algébrique clos.
Alors le nombre de prolongement & FE de o est < [E : K].

Démonstration. Soit K = Ky C K; C --- C K,, = FE avec K;11 = K;(¢;) pour certains éléments ¢; € E.

Alors, par 3.1.10, [KH_l : KZ] = deg(Min(ci;Ki;X)) est supérieur au nombre de prolongements d’un
morphisme donné 7 : K; — L a K;11. Ainsi [E: K| = Hz [K¢+1 : Ki} est supérieur nombre de prolongements
de o & E.

Théoréme 3.3.3 - Caractérisation d’'une extension séparable.
Soit E = K(ay,...,a,).
L’extension E/K est séparable si et seulement si aq, ..., a, sont séparables sur K.

Démonstration. Par définition, le sens direct est trivial.
Réciproquement, soit K; = K(aq,...,a;). Alors Min(aiH;Ki;X) | Min(aiH;K;X) dans K;[X].
Ainsi a; 11 est séparable sur K; et le nombre des zéros sans multiplicité de Min(ai+1; K;; X) est [KZ-H : KZ-}.
Par 3.1.10, il y a exactement [Kiﬂ : K,] prolongements d’un morphisme K; — K donné a K.
Par récurrence sur i, il y a exactement [],[K;11 : K;| = [E : K] prolongements & E d’un morphisme donné.
().

Autrement dit, il existe exactement [E : K| morphismes o : E — K tels que ok = id.

Soit a € E. Montrons par I’absurde que a est séparable sur K.
Si a n’est pas séparable alors #{7’ 1 K(a) = K |1k = id} < [K(a): K| par 3.1.10.
Le lemme 3.3.2 précédent appliqué a E/K (a) nous dit que :

#{UZE—)?'O’lK(a) :T} < [E:K(a)

Nous obtenons alors notre contradiction avec () :

3.1.10

#{U;E—>F|J|K=id} <U[E:K(a)] - [K(a): K] = [E: K]

Ainsi a séparable sur K et 'extension E/K est séparable.
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Corollaire 3.3.4 - Nombre de prolongement pour un extension séparable.

Soit E//K une extension finie.
Alors E/K est séparable si et seulement si tout morphisme de K dans un corps algébriquement clos L a
exactement [E : K| prolongements a E.

Démonstration.
1= 2: Supposons que E/K est séparable. En particulier, E = K(ay,...,ay,) avec a; séparable sur K.
Comme dans la preuve précédente, on arrive a 1’énoncé () qui est en fait 2.
2 =1 : Supposons I’énoncé (*) vrai. Supposons qu’il existe a € E qui n’est pas séparable sur K.
Comme dans la preuve précédente, nous obtenons une contradiction avec ().

Théoréme 3.3.5 - Tour d’extensions séparables.
Soit E/K une extension algébrique, F' et L deux corps intermédiaires.
Alors :

« E/K est séparable si et seulement si E/F et F//K sont séparables.
« L/K est séparable si et seulement si LF/F' est séparable.
+ Si L/K et F/K sont séparable alors LF'/K est séparable.

Démonstration.
Premier point :
= : Nous avons F' C E donc F/K est séparable. De plus, si a € E alors Min(a; F; X) | Min(a; K; X).
Ainsi a est séparable sur K et donc sur F. Nous en concluons que E/F est séparable.

<~

« Si E/F est finie, alors nous appliquons la proposition précédente 77 et la formule des degrés 1.1.7 aux
extensions K C FF C F.

« Si E/K est algébrique et non fini, soit a € E et f = Min(a; F; X) =ag+ a1 X -+ + a1 X" 1 + X"
Par hypotheése, f est séparable. Soit Fj = K(al, - 7an,l) C F et considérons K C Fy C Fy(a).
Puisque Fy C F et F/K est séparable, F/ K est séparable. Enfin, f € Fy[X] est séparable, donc puisque
f est irréductible, a est séparable sur Fy et par 3.3.3, Fy(a)/Fy est séparable.

Le cas fini assure que Fy(a)/K est séparable donc a € Fy(a) est séparable sur K.
Puisque a est quelconque, E/K est séparable.

Deuziéme point : Soit a € LF.
Ecrivons L = Uier Li avec L;/ K un extension finie. Alors LF' = J,.; Li F.
Ainsi a € F(ay,...,a,) pour certain élément aq,...,a, € L. De plus, nous savons que a; est séparable
sur K car L/K est séparable sur K. Ainsi par le premier point, a; est séparable sur F' donc par 3.3.3,
F(ai,...,a,)/F est séparable. Si a € F(aq,...,a,) = a est séparable sur F'. Ainsi LF/F' est séparable.

Troisiéme point : Le troisiéme point est une conséquence des deux premiers.

Corollaire 3.3.6 - Extension des éléments séparables.
Soit E//K une extension algébrique.
Il existe un corps intermédiaire E5P qui contient tous les éléments séparables de E :

EPeP = {a € E | a séparable sur K}

Il n’y a aucun élément séparable sur E*P dans F \ E®°P.

Démonstration. Soit a et b deux éléments de E°°P non nuls.
Alors d’aprés 3.3.3, K(a,b)/K est séparable. Par définition K (a,b) C E*P donc E*°P est un corps.

Soit a € E'\ E*® un élément séparable. Alors E*®P(a)/E®®P est séparable par 3.3.3.
Puisque a est séparable sur E*P, E*P(a)/K est séparable par 3.3.5 donc a est séparable sur K.
Par définition, a € E®P ce qui contredit I’hypotheése.
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Définition 3.3.7 - Corps parfait.
Un corps K est dit parfait si toute extension E/K est séparable.

Lemme 3.3.8 - Sous-corps premier.
Tout corps contient exactement un sous-corps Ky qui est isomorphe & Q ou a Z/pZ avec p premier.
Ce sous-corps Ky est appelé sous-corps premier de K

Démonstration.
Ezistence : Considérons le morphisme d’anneaux :

EK - 7Z — K
r — lg-x
Puisque K est intégre, Ker(ex) C Z est un idéal premier.
« Premier cas : Ker(ex) = pZ donc Z/pZ — im(ex) = Ko0 C K.

« Second cas : Ker(ex) = {0}. Définissons :

e Q — K
nm~' —  ex(n)ex(m)!

Puisque Q et K sont des corps, € est injectif ce qui conclut en posant Ko = im ().

Unicité :
Soit F' C K un deuxiéme corps comme dans I’énoncé.
Considérons le diagramme suivant qui est commutatif suivant car 1x = 1p :

Ainsi, F' contient le corps Ky construit au dessus.
o Premier cas : Ky & Z/pZ et Z/pZ Z Q.
Alors F Z/pZ et de plus, |Ko| = |F| donc Ky = F.
e Deuxiéme cas : Q =2 Ky C FF = Q.

1
Si a € F non nul, alors pour m € Z non nul : ma € Z C Ky donc a € — Ky = K.
m

Définition 3.3.9 - Sous-corps premier et caractéristique.
Soit K un corps de sous-corps premier Kj.
La caractéristique du corps K est la caractéristique de K comme anneau, donc la quantité définie par :

0 siKg=Q

Car(K) = .
( ) p SlKogz/pZ

En particulier, Va € K : Car(K)a = 0.

Théoréme 3.3.10 - Corps parfait classique.
Soit K un corps.

« Si Car(K) = 0 alors K est un corps parfait.
» Si Car(K) = p > 0 alors K est parfait si et seulement si K = K? = {a” |a € K}.
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Démonstration. Soit f € K[X] irréductible.

Supposons par 'absurde que f a un zéro a € K de multiplicité > 2. Dans f[X], f=(X—-a)"g avec
n > 2.
Ainsi f/ = (X —a)" '(ng+ (X —a)g') et X —a | pged(f, f/) dans K[X] donc pged(f, f/) # 1 dans
K[X] et dans K[X] car si pgcd(f, f’) = 1 alors (f, f’)K[X] = K[X] d’ou (f, fl)?[x] = K[X]. Mais f est
irréductible dans K[X] donc pged(f, f') = f. En particulier, f | f’. Mais deg(f’) < deg(f) et donc f' =0.

E‘tape caractérisitique 0 :
Si f/ = 0 alors f est un polynéme constant ce qui est une contradiction car f est irréductible. Ainsi, si
Car(K) = 0 alors f est forcément séparable et donc K est parfait.

Etape caractérisitique p :
< : Supposons K = KP. Si f/ =0 alors :
f=ap+ a1 XP 4+ ax X% + .- +a, X"
En effet, tous les exposants qui apparaissent dans f sont divisible par p. Puisque K = K? donc nous
pouvons écrire a; = b? pour tout ¢ avec b; € K. Alors f admet une décomposition non triviale dans K[X] :

p

F=Y0XP =Y bX

C’est une contradiction avec 'irréductibilité. Ainsi pour Car(K) = p et K = KP, K est parfait.

= Si K # K?, soit f € K[X] quelconque. Soit a € K \ KP. Soit b € K avec b” = a.
AFFIRMATION :

Le polynome f = X? — g € K[X] n’est pas séparable mais irréductible.

En effet, f = (X — b)” dans K[X] donc f n’est pas séparable. En plus, les facteurs irréductibles de f dans
K[X] doivent, étre de la forme (X —b)" avec 0 < i < p et ont b comme zéro. Il existe un unique polynome
qui vérifie ces conditions : Min(b; K; X). Ainsi, il existe un unique i tel que (X — b)i est irréductible. En
particulier, f = (X — b)ij avec ij = p. Mais b n’est pas dans K car a = b? € K \ KP donc i # 1. Ainsi i = p
et 7 =1 et car p est premier et donc f est irréductible.

En particulier, K (b)/K n’est pas séparable donc K n’est pas parfait.

Théoréme 3.3.1 - Théoréme de I'élément primitif.
Soit E/K une extension finie et séparable.
Alors, il existe a € E tel que E = K(a). Un tel élément et appelé un élément primitif pour E/K.

Démonstration.
Si K est un corps fini, puisque dimg (E) < 400, F est aussi un corps fini et par 2.2.11, E* = (a) pour
a € E et nous avons E = K(a).

Si K est un corps infini alors nous pouvons écrire E = K(ay,...,an).
Par récurrence finie sur les a;, il suffit de prouver le cas n = 2. Cela nous permettra de réduire le nombre
de générateurs successivement jusqu’a qu’il n’en reste qu’un.
Supposons que E = K (b, ¢).
Soit by,...,b, et ci,...,cs les zéros de Min(b; K; X) et Min(c; K;X) dans K D E D K tel que b = b; et
C=C1.
. b—1—b; . .
(%) Puisque |K| = 400, nous pouvons trouver u € K tel que u # ————— pour 1 <i<ret2<j<s.
Cj —C1
(xx) Soit a =b; +uc; =b+wuc € E.
AFFIRMATION : ¢ € K(a). Notons que cela implique b = a — uc € K(a) et donc E = K(a).
Soit f = Min(b;K;X) et ¢ = Min(c; K;X) ainsi que f1(X) = f(a—uX) € K(a)[X]. Nous avons
fi(c) = f(b) =0 et g(c) = 0 donc pged(fi,g) # 1 dans K[X] car X — ¢ divise f; et g. Mais ¢ = ¢; est le seul
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zéro dans K commun & f; et g.
En effet, nous avons par construction de f; :

{zéros de f1} ={c€ K : a —uc=b;}

Et de plus, a —ucj = b1 +uci — uc; = by + u(cl - cj) =b; — u(cj - cl) £ b; par (%) et (xx).
Puisque f est séparable, X — ¢ = pged(f1,g9) dans K (a)[X]. En particulier, ¢ € K(a).
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4 Théorie de Galois : Théoréme principal

4.1 Définitions générales
Définition 4.1.1 - Extension galoisienne.
Une extension finie est dite galoisienne si elle est normale et séparable.

Dans ce cadre, nous avons pouvons classifier les extensions intermédiares : c’est le sujet du théoréme principal.

Définition 4.1.2 - Groupe de Galois.
Soit E/K une extension Galoisienne.
On appelle groupe de Galois de E/K le groupe Gal(E/K) = Aut(E/K).

Proposition 4.1.3 - Cardinal du groupe de Galois.
Soit E/K une extension galoisienne. Alors | Gal(E/K)| = [E : K].

Démonstration. Soit K une cloture algébrique de K dont E un corps intermédiaire.
L’extension F/K est normale donc par 3.2.5, F est un corps de décomposition d’un polynome dans K[X].

Ainsi, par 3.2.3, Aut(E/K) = {a E - K| ox =id }
Puisque FE/K est séparable, 3.3.4 implique que [E : K| = #{0 E - K| o =id }

Définition 4.1.4 - Corps fixe.
Soit G un ensemble d’automorphisme d’un corps K.
On appelle corps fize de G le sous-corps de K suivant :

KG:{a€K|V0€G:U(a):a}

Remarque. L’ensemble K& = Noca {a eK|o(a)= a} est un corps comme intersection de corps. &

4.2 Enoncé et début de la preuve du théoréme principal

Théoréme 4.2.1 - Théoréme principal.
Soit E//K une extension galoisienne et F' un corps intermédiaire.

Alors :
« E/F est galoisienne et donc Gal(E/F) C Gal(E/K).

« Nous avons une correspondance bijective entre les ensembles suivants :
{ Sous-groupes de Gal(E/K) } <— { Corps intermédiaires de E/K }
H = Gal(E/E") = Gal(E/F) EH = EO(B/F) =
« L’extension F'/K est galoisienne si et seulement si Gal(E/F) est un sous-groupe normal de Gal(E/K).

Gal(E/F) < Gal(E/K)
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4.3

Dans ce cas, la restriction o +— o|p induit un isomorphisme :

Gal(E/ K)/Gal(E/F) = Gal(F/K)

Démonstration. Procédons en plusieurs étapes.
Premiére étape : E/F est galoisienne.
En effet, F/K est normale et séparable donc d’aprés 3.2.6 et 3.3.5, E/F est normale et séparable.

Deuziéme étape : EC(B/K) _
Nous avons déja K C EC(B/K) e o)k = id pour tout o € Gal(E/K).
Montrons que K D ECA(E/K) Soit q € EG et r = [K(a) : K] Comme E/K est séparable, a est séparable
sur K donc par 3.3.4, il existe exactement r prolongements distincts f1,..., 05, : K(a) = K avec Bk = id.

D’aprés 3.1.11, f3; se prolonge en un morphisme o; : E — K.
Puisque F/K est normale, o;(E) = E et donc o; € G. Nous concluons avec :

a € ESE/K) 5 gy(a) = o3(a) = - = 0,(a) =a
= fi(a) = Pa(a) =---=Br(a) =a
SBi= - =fmr=1

=06 =id=a€e K

Troisieme étape : L’application retour est injective :

{ Sous-groupes de Gal(E/K) } <— { Corps intermédiaires de E/K }
Gal(E/F) — F

En effet, les deux premiéres étapes appliquées & E/F impliquent que F = EGa(B/F)
Si L est un autre corps tel que Gal(E/L) = Gal(E/F) alors :

I, = gGal(B/L) _ pGal(B/F) _ p

Théorémes intermédiaires et fin de la preuve
Pour continuer la preuve, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires.
Définition 4.3.1 - Compositum de groupes.

Soit H un groupe, U et V deux sous-groupes de H.
Alors on note UV le plus petit sous-groupe qui contient U et V.

Proposition 4.3.2 - Produit et intersection de groupes de Galois.
Soit E/K une extension galoisienne, L et F' deux corps intermédiaires.
Alors nous avons :

« Renversement d’inclusion : L C F < Gal(E/F) C Gal(E/L).
« Intersection de groupes de Galois : Gal(E/L) N Gal(E/F) = Gal(E/LF).

. EGa(E/L)Gal(E/F) — [, F et donc Gal(E/L) Gal(E/F) C Gal(E/LN F).

Démonstration.
Premier point :
= : Puisque L C F, si o € Aut(E) préserve F alors il préserve L donc o € Gal(E/L).

< : D’aprés la deuxiéme étape de la preuve de 4.2.1, nous avons L = ECal(E/L) C EC(E/F) _ |,

Deuziéme point :
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Soit H = Gal(E/L) N Gal(E/F). Toujours par la deuxiéme étape :
I = EGal(E/L) CEH ot F= EGal(E/F) c EH

Ainsi, puisque E¥ est un corps, nous avons LF ¢ EH et donc H C Gal(E/EH) C Gal(E/LF).

Réciproquement, si a € Gal(E/LF) alors o) = id donc oy, = id et op = id c’est-a-dire que o € H.
Ainsi H = Gal(E/LF).

Troisiéme point :
Nous avons :

Gal(E/L) et Gal(E/F) C Gal(E/L) Gal(E/F)

Ainsi FOaI(E/L) Gal(B/F) ¢ pGal(B/L) _ [, (et pareil pour F') donc pCal(B/L)Gal(E/F) « [ F,
Réciproquement, le premier point implique que, puisque LN F C Let F :

Gal(E/L) et Gal(E/F) C Gal(E/LNF) donc Gal(E/L) Gal(E/F) C Gal(E/LNF)

Ainsi LN F = EGal(E/LNF) C EGal(E/L) Gal(E/F)

Lemme 4.3.3 - Lemme auxiliaire 1.
Soit E//K une extension algébrique qui est séparable.
Supposons qu’il existe n € N tel que Va € E : deg(Min(a; K;X)) < E. Alors E/K est finie et [E : K] < n.

Démonstration. Soit a € E tel que m := deg(Min(a; K; X)) < n soit maximal.
Affirmation : E = K(a) et donc [E : K] < n.

En effet, si b € E\ K(a), alors d’aprés le théoréme de 1’élément primitif 3.3.1, K(a,b) = K(c) pour ¢ € E.
Mais deg(Min(c; K; X)) = [K(c) : K] > [K(a) : K| =m ce qui contradit la maximalité de m.

Théoréme 4.3.4 - Groupe de Galois du corps fixe.
Soit K un corps et G C Aut(K) un sous-groupe fini. Alors K /K¢ est galoisienne et Gal(K/KG) =G.

Démeonstration. Soit n = |G|. Nous voulons appliquer le lemme auxiliaire précédent.

Soit @ € K. Soit S = {o1,...,0,} C G un sous-ensemble maximal d’éléments de G dont les images
de a sont deux & deux disjointes. Par maximalité de S, nous savons que pour tout 7 € G, nous avons
roi(a) € {oi(a),...,00(a)}. De plus, 7 est injectif donc {7o1(a),...,70.(a)} est une permutation de

{o1(a),...,00(a)}. (%)
Soit fo = (X —o1(a))--- (X —0,(a)) € K[X]. Alors :
e fa € K¢[X] : En effet, soit 7 € G. Les coefficients de f, sont des fonctions symétriques élémentaires de

o1(a),...,o.(a). La propriété () implique que chaque fonction est fixé par 7 donc les coefficients de f,
sont fixés par 7. En particulier, ils sont tous dans K©.

o fa € K9[X] est séparable de degré < n.
+ fa(a) =0 car id(a) € {o1(a),...,0-(a)} par maximalité de 'ensemble S.

Ainsi deg(Min(a; KG;X>> <net Min(a;KG;X) est séparable car Min(a; KG;X) | fa-
Cela montre que K/KY est algébrique et séparable. Par le lemme auxiliaire précédent, K/K% est donc
finie avec [K : KG} < n. Soit finalement ay,...,a, tel que K = K%(ay,...,a,) donc K est un corps de

décomposition pour [[~, fu, € K¢[X]. D’aprés 3.2.5, K/K© est une extension normale et donc galoisienne.
Par construction de K¢, G C Gal(K/KG) et donc n > [K : KG} = |Gal<K/KG)| > |G| =n.

Retournons & la preuve du théoréme principal.
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Démonstration.
Quatriéme étape : Les applications « et 8 sont inverses :

{Sous-groupes de G} +— { Corps intermédiaires de E/K}
a: H — EH
B: Gal(E/F) — F

En effet, d’aprés la troisiéme étape, F' = ECUE/F) donc oo B(F) = F ainsi oo 8 = id. Par le théoréme
précédent appliqué & H C Aut(E/K) C Aut(E), nous avons H = Gal(E/EH) donc Boa(H) = H et
Boa=id.

Corollaire 4.3.5 - De la quatriéme étape.
Soit E/K une extension galoisienne, L et F' deux corps intermédiaires.
Alors nous avons Gal(E/L) Gal(E/F) = Gal(E/LNF).

Démonstration. D’aprés la quatriéme étape appliquée & H = Gal(E/L) Gal(E/F) C Aut(E) :

H = Boa(H)
D’aprés la proposition 4.3.2, a(H) = LN F donc H = Boa(H) = B(LNF) = Gal(E/LNF).

Lemme 4.3.6 - Lemme auxiliaire 2.
Soit o € Gal(E/K) et F un corps intermédiare de E/K.
Alors Gal(E/o(F)) = 0 Gal(E/F)o~! dans Gal(E/K).

Démonstration.
2 : Nous avons ¢ Gal(E/F)o~! C Gal(E/K).
De plus, pour o(z) € o(F) et 7 € Gal(E/F) :

Donc o Gal(E/F)o~! C Gal(E/o(F)).

C : Par le méme argument o' Gal(E/o(F))o C Gal(E/F).
On applique lisomorphisme o(+)o~! de Gal(E/K) pour obtenir Gal(E/o(F)) C o0 Gal(E/F)o .

Terminons de la preuve du théoréme principal.

Démonstration.
Cinquiéme étape : F/K est galoisienne < Gal(E/F) < Gal(E/K).
Et dans ce cas, la restriction o + o) induit un isomorphisme :
Gal(E/K ~
&/ )/Gal(E/F) = Gal(F/K)
= : Soit F'//K une extension galoisienne.
Alors F/K est normale donc Vo € Gal(E/K), im<0|F> C F par 3.2.3.

Le morphisme de groupe suivant est bien définit :

res: Gal(E/K) — Gal(F/K)
o —  oF

Ce morphisme est surjectif car E/F est algébrique et donc par 3.1.11 tout morphisme 7 € Gal(F/K)

admet un prolongement o : E — K. Mais E/K est normale donc par 3.2.3, o(E) = E. Ainsi o € Gal(E/K)
et op =1.
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4.4

Par définition, nous avons Ker(res) = {O’ € Gal(E/K) | ojp = id} = Gal(E/F).
En particulier, Gal(E/F) <« Gal(E/K) et res induit un isomorphisme par passage au quotient :

Gal(E/K)/Gal(E Jpy = Gal(F/K)
o Gal(E/F) — oF

< : Soit Gal(E/F) < Gal(E/K). Par 3.3.5, puisque E/K est séparable, F//K est séparable.
Supposons pour obtenir une contradiction que F'/K n’est pas normale.
Alors il existe un élément a € F tel que Min(a; K; X) posséde un zéro noté b dans E \ F. Soit :

7: K(a) — FE avec Tk =id
a — b
« Par 3.1.10, c’est un morphisme de corps et son image n’est pas contenue dans F car 7(a) =b & F.
« Par 3.1.11, 7 admet un prolongement ¢ & FE et par 3.2.3, puisque FE/K est normale nous avons o(F) = E.
En particulier o € Gal(E/K). Mais 7(a) € o(F) et 7(a) ¢ F. Ainsi o(F) ¢ F donc Gal(E/o(F)) #
Gal(E/F).
Le lemme auxiliaire 2 implique que Gal(E/o(F)) = 0 Gal(E/F)o~! # Gal(E/F).

Ainsi Gal(E/F) n’est pas un sous-groupe normal de Gal (E/K) ce qui contredit 'hypothése.
Nous en concluons que F/K est normale ce qui termine la preuve du théoréme principal.

Conséquences du théoréme principal

Enoncons a présent des conséquences du théoréme principal.

Théoréme 4.4.1 - Tour galoisienne.
Soit E/K une extension, L et F' deux corps intermédiaires.
Si I’extension L/K est galoisienne alors :

« LF/F et L/L N F sont galoisiennes.

o Le morphisme suivant est un isomorphisme :

¢: Gal(LF/F) — Gal(L/LNF)
o — oL

Et donc en particulier [LF : F] | [L : K].

Démonstration.
« L’extension LF/F est normale et séparable par 3.2.6 et 3.3.5 donc galoisienne.
Puisque L/K est galoisienne, L/L N F est galoisienne par le théoréme principal 4.2.1.
« Soit o € Gal(LF/F) alors o), : L — E est un morphisme avec |5 = id.
Puisque L/K est normale, o|,(L) = L. De plus, o)r = id donc (U‘L)anF =id et o), € Gal(L/LNF).
Le morphisme suivant est bien défini :

p: Gal(LF/F) — Gal(L/LNF)
[oa = 0oL

Montrons qu’il est injectif :
Soit o € Gal(LF/F) tel que oj;, = id. Alors L C LF{°} et bien sur F' C LF{°} donc LF C LF{}
donc ¢ =id.

Montrons & présent que ¢ est surjectif : Soit H = im(y) C Gal(L/L N F).
Affirmation : L = LNF.
: Nous avons LN F = L& (E/L0F) « [H car [ ¢ Gal(L/LNF).

: Soit @ € LY. Par définition de H, a = (0|L> (a) pour tout o € Gal(LF/F).

N 1Y
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Ainsi a € LFS(LF/F) — F ot donc a € LN F.
Nous en déduisons par le théoréme principal que H = Gal (L/LH ) = Gal(L/LNF). Ainsi ¢ est
surjectif.

« Nous avons simplement :

[L:K]=[L:LNF]-[LNF:K]=[LF:F]-[LNF:K]=[LF:F]|[L:K]

Théoréme 4.4.2 - Tour galoisienne 2.
Soit E//K une extension, L et F' deux corps intermédiaires.
Si les extensions L/K et F/K sont galoisiennes alors :

1. LF/K est une extension galoisienne.
2. Le morphisme suivant est surjectif :
res: Gal(LF/K) — Gal(L/K) x Gal(F/K)

o — (U|L70|F

3. Si LN F = K alors ’application res est un isomorphisme.

Démonstration.
1. L’extension LF/K est normale par 3.2.6 et séparable par 3.3.5 donc galoisienne.
2. Comme dans le deuxiéme point de 4.4.1 :
« 0+ 0|1, est un morphisme de groupes Gal(LF/K) — Gal(L/K) bien défini.
+ 0+ o est un morphisme de groupes Gal(LF/K) — Gal(F/K) bien défini.

Par la propriété universelle du produit, o (O"L,0'|F) est un morphisme bien défini de Gal(LF/K)
dans Gal(L/K) x Gal(F/K). De plus, il est injectif car si o|;, = id alors LF C LF{e} donc o =id.
3. Soit LN F = K. Soit 7 € Gal(L/K). D’aprés 4.4.1, il existe o € Gal(LF/F) avec o, = 7.
Ainsi, o), = 7 et o = id donc Gal(L/K) x {id} C im(res). De méme, {id} x Gal(F/K) C im(res).
Nous en concluons que Gal(L/K) x Gal(F/K) C im(res).
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5.1

Corps finisetracinesdel’unité

Corps finis

Soit k& un corps fini.
D’aprés 3.3.8, il existe un sous-corps premier F,, C k pour exactement un nombre premier p = Cark > 0.

Alors k est une extension finie de F,,. Soit F,/F, une cloture algébrique fixée.

Par 3.1.11, il existe un morphisme o : k — IFT, avec oy, = id C’est-a-dire :
k/F, = k' /F, avec k' = o(k) CF,

Pour étudier tous les corps finis, il suffit donc de considérer les corps intermédiaires de I, /F,,.

Théoréme 5.1.1 - Corps intermédiaires de F, /F,,.

Soit T, /F, une cloture algébrique fixée.
Pour tout n > 1, il existe exactement un corps intermédiaire Fyn tel que [Fypn : F| = n.
De plus, nous avons :

1. |Fpn| = pn.
2. Fpn est le corps de décomposition de XP" — X € F,[X].
3. Fpn = {a €F,|a?" = a}.

4. Fpn C Fpm si et seulement si n | m. Dans ce cas, F,m /Fpn est galoisienne.

Démonstration. Montrons les trois premiers points :
Soit k un corps intermédiaire de F,/F, avec [k : IFP] =n.
Alors |k| = |Fp|[k:FP] = p". D’aprés 2.2.11, k™ est cyclique d’ordre p™ — 1.
Par le théoréme de Lagrange 2.1.6, Va € k* : a?"~' =1 donc a?” = a et :

k= {zéros de X7 — X € IE‘p[X]}

Ainsi k =F), (zéros de XP" — X) donc k est le corps de décomposition dans IFT, de XP" — X.

En particulier, k est uniquement déterminé par la condition [k : F,| = n.

Réciproquement, soit n > 1 et f = X?" — X € F,[X]. Alors f/ =p"XP" "1 —1=—-1#£0.

n’est pas égal & 1. Ainsi f a exactement p™ zéros deux a deux distincts dans E

Mais k = {zéros de f} C F, est un sous-corps de F, :
En effet, si a,b € k alors a?” =aet " =bet (a+b)’ =a? +a? =a+bdonca+bcketc..
Ce corps contient F,, car Va € F, : a" = a et |k| = p" donc [k :F,] = n.

Montrons le dernier point :
= Fpn CFpm = n[Fpm : ]Fpn] = [Fpn : Fp] []Fpm : Fpn} = [Fpm : Fp] =n|m.
< : Supposons que n | m. Nous avons :

:pm—n_"_pm—Qn_’_..._Fl:pn—l|pm—1

. —_ n n__ m__ . . m
Donc si a € F), non nul avec a? = a alors a? 1 =1 donc a?”" 1 =1 ainsi a?” = a.

D’apres 3., Fpn € Fpm.
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5.2

o Fpm /Fpn est normale d’aprés 3.2.5 car :
Fpm est le corps de décomposition du polynéme séparable X P _X e Fpn [ X].

o Fpm /Fpn est séparable car si a € Fpm est un zéro de XP" — X alors Mz'n(a; Fpn;X) | XP" — X et donc

a est séparable sur Fp,». Par 3.3.3, Fym = ]Fpn< tous les zéros de XP" — X) est séparable sur [Fpn.

Donc Fpm /Fpn est galoisienne.

Corollaire 5.1.2 - Unicité des corps finis.
Tout corps fini k est isomorphe & un corps Fp» pour un unique n > 1.
Toute extension finie de k est galoisienne. En particulier, tout corps fini est parfait.

Démonstration. Soit n = [k : IFP].

Nous savons que k = k' ot &’ est un sous-corps fini de F,. D’aprés 5.1.1, k' = Fpn.

Soit E/k une extension finie

Choisissons un isomorphisme k& = F,» et un prolongement o : £ — IFT, ak.
Nous avons E/k = F,m /Fyn et 5.1.1 implique que E/k est galoisienne.

E—">Fym

] .

k——>Fpn

Théoréme 5.1.3 - Groupe de Galois d’une extension de corps fini.
Le groupe Gal (]Fpn /IFp) et cyclique d’ordre n.
L’automorphisme de Frobenius est un générateur de Gal(Fpn /IFp) ;

p: Fpn —> Fpn
a +— adb

Nous avons donc Gal(F, /F,) = Z/

Démonstration. Le théoréme principal implique que | Gal (]Fpn /Fp)| = []Fpn : IFp] =n.
De plus, ¢ € Gal(IFpn/IFp) car :

« L’image de ¢ est dans F,» car Va,b € F)» nous avons a” et b € [Fpn.
+  est un morphisme car (a £b) = a? £ et (ab)’ = aPb? et 1P = 1.
» @ préserve I, car Va € ), : a? = a.
Montrons que ¢ génére Gal (]Fpn /IFZ,) :
On considére le sous-groupe () C Gal(Fyn /F,).
Il reste & montrer que ord(p) = n c’est-a-dire @, p*,..., ", " =idg,, sont distincts.
Va € Fpn : @"(a) = a?" =a

Supposons pour obtenir une contradiction que p* = ©**%. Donc ¢’ = id pour un 1 < i < n. Ainsi :

Vo € Fpn P = @' (x) =2 =Fpn CFp=nli

C’est impossible, ainsi (p) = Gal(Fy» /F,).

Racines de l'unité

Soit K un corps et n € N.
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Définition 5.2.1 - Racine n® de I'unité.
Soit K un corps.

On appelle racine n® de l’unité tout élément ¢ € K tel que (™ = 1.
Nous notons U, (K) I’ensemble des racines n® de K.

Lemme 5.2.2 - Groupe des racines ne.
Soit K un corps. Alors :

1. U,(K) :={¢ € K : (" = 1} est un sous-groupe fini cyclique de K*.
2. Soit Car K =p > 0 et n = p"m avec p{m. Alors U, (K) = U,,(K).

Démonstration.
1. Nous savons que U, (K) est un sous-groupe de K*.
Par définition, U, (K) = {zéros de X" — 1 dans K} d’ou |U,(K)| < n.
Ainsi par 2.2.8, U, (K) est cyclique.
2. Soit ¢ € U, (K). Alors :

0=¢—1=("" —1=(¢"-1)" =¢m-1=0

Ainsi ¢ € Uy, (K) et donc U, (K) C U, (K).

Fixons une cloture algébrique K /K.

Définition 5.2.3 - Racine primitif.
Soit K un corps et n > 2.
On appelle racine n* primitif de K tout élement ¢ € U, (K) tel que ord(¢) = n.

A partir de maintenant, on suppose que Car K = 0 ou Car K fn.

Proposition 5.2.4 - Séparabilité de X™ — 1.
Soit K un corps tel que Car K = 0 ou Car K { n.
Alors :

1. X™ —1 € K[X] est séparable et donc |U,(K)| = n.
2. Si ¢ € U, (K) est primitif alors U, (K) = (¢) et K(¢) est un corps de décomposition de X" — 1 € K[X].

Démonstration.
1. Nous savons que nX"~! # 0 donc en utilisant le raisonnement de la preuve de 3.3.10, X™ — 1 est

séparable.
2. Ce résultat est clair car K(¢) = K((¢)) = K(Un (f))

Introduisons & présent la quantité x(o).

Soit K,, C K le corps de décomposition de X" — 1 € K[X].
Alors K,,/K est normal d’aprés 3.2.5 et séparable d’aprés 5.2.4. Ainsi K,,/K et galoisienne.

Théoréme 5.2.5 - Quantité (o).
Soit U, = Uy, (K) et G,, = Gal(K,/K). Soit o € Gy,.
Alors :
1. Tl existe un entier x(0) € Z tel que V¢ € U, : o(¢) = ¢,
2. Les entiers k(o) et n sont premiers entre eux.
3. Soit b € Z tel que V¢ € Uy, : 0(¢) = ¢°. Alors n | (b — k().
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Démonstration.

1. Soit ¢y € U, une racine primitif. Alors U,, = ({o).

Nous avons o((o) = (17 € U,, pour un entier x(c) € Z d’ott :

V(e U, :a(¢) =a(C)"
2. Soit d = pged(k(c),n). Alors :

(G)" 7 = @)

Mais ord({{f) = g donc n = |U,| < Z et d = 1.

3. Nous avons ¢§ = 0(¢o) = ¢¢'7 d’on ¢ = 1. Ainsi n = ord(¢o) | (b — #(0)).

Proposition 5.2.6 - Morphisme .

L’application k¥ est un morphisme de groupes injectif :

k: G, — (Z/TLZ :

o +— k(o) mod nZ
En particulier G,, est abélien.

Démonstration.

Les deux premiers point de 5.2.5 assure que ’application suivante est bien définie
¢: G, — L,

o +— k(o) mod nZ

X X
D’apreés le deuxiéme point x(c) mod nZ € (Z/nZ) donc nous obtenons ¢ : G, — (Z/nZ>

Montrons que ¢ est un morphisme de groupe. Soit 0,7 € G, Alors ;
(7)) = G(C“(”) — o(¢o)"™) = ¢nlIntn)

Si ¢ €U, alors ¢ = ¢¢ et donc o7(¢) = ¢®(@)r(),

Soit b = k(0)k(T) € Z. D’aprés 3., n | (b— k(o7)) donc (k(0) mod nZ)(k(r) mod nZ) = k(o7) mod nZ.
Enfin, ce morphisme est injectif car si k(o) =1 mod nZ alors :

VC e U, :a(Q) = ("7 =¢
Ainsi K,, = K(¢o) € K7} donc o = id.

Remarque.

On peut démontrer & aide du critére d’Eisenstein que pour K = Qon a [Q,, : Q] = |(Z/nZ) *| (irréductibilité
du n® polynome cyclotomique). Il suit que l'application  est surjective pour K = Q :

Gal(Q(¢)/Q) = (Z/nZ) g oil ¢ € U,,(Q) est une racine n® primitif.

Par exemple, pour n = p premier, on sait que Min((;Q; X) = XP~ L + XP=2 4 4+ X +1et |(Z/pZ)X| =
p—1.

2
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