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Résumé

Soit G un groupe de Lie p-adique. On construit le foncteur image inverse pour les D-modules equi-
variants coadmissibles sur les G-espaces rigides analytiques. On donne une application à la théorie de
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4 Opérateurs G-équivariants 20
4.1 Anneau de groupe tordu et trivialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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1 Introduction

Le foncteur image inverse de faisceaux est un outil classique de la géométrie algébrique et apparâıt dans des
situations très variées. Il est toujours intéressant d’avoir des propriétés de faisceaux qui soient préservées
par ce foncteur, et la construction de celui-ci diffère parfois en fonction de ces critères. On s’intéresse bien
souvent au foncteur image inverse de faisceaux de modules, de O-modules par exemple, ou dans le cas qui
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1 INTRODUCTION

nous intéresse de D-modules, où D désigne les opérateurs différentiels algébriques d’ordre fini. Soit f : Y → X
un morphisme de variétés algébriques lisses. Alors

DY→X := OY ⊗f−1OX
f−1DX

est un (DY , f−1DY )-bimodule de façon naturelle. On peut alors définir pour tout DX -module M le DY -
module

f∗M := DY→X ⊗f−1DX
f−1M.

Ainsi f∗ est appelé le foncteur image inverse deDX -modules par f . Dans le cadre complexe et d’un morphisme
lisse, ce foncteur préserve la cohérence des D-modules [14]. La raison est que le DY -module DY→X lui-même
est cohérent dans ce cas.

Dans le cadre de la géométrie analytique rigide, on fixe K un corps non-archimédien complet de ca-
ractéristique mixte (0, p). Ardakov-Wadsley ont introduit [3] le faisceau ÙDX des opérateurs différentiels
sur une K-variété analytique rigide lisse X, qui consiste en des opérateurs d’ordre potentiellement infini1 ,
qui se prête donc bien à la topologie non-archimédienne. Une caractéristique des ÙDX -modules qu’on souhaite
étudier est leur coadmissibilité, un bon analogue de la cohérence pour les ÙD-modules. La catégorie CX des
modules coadmissibles est abélien. Une construction d’un foncteur image inverse de ÙD-modules a été fait
par Bode [9], qui préserve la coadmissibilité, si le morphisme en question est lisse. Cette construction se fait
par l’introduction des K-espaces bornologiques. La propriété essentielle des modules bornologiques est leur
bon fonctionnement par passage à la complétion : Soient E une K-algèbre bornologique et M un E-module
bornologique. En notant (−)̂·b le foncteur de la complétion bornologique, M̂ b est un “Eb-module bornologique.

Le résultat clé de Bode est le théorème d’algébrisation “Db = ÙD, c’est-à-dire que l’algèbre ÙD des opérateurs
différentiels est obtenue en complétant bornologiquement l’algèbre D des opérateurs différentiels d’ordre fini.
Il suffit alors de travailler sur les D-modules bornologiques puis de passer au complété pour obtenir des
résultats sur les ÙD-modules. Soit f : Y → X un morphisme lisse de variétés analytiques rigides lisses. On
définit de cette façon un (ÙDY , f−1ÙDY )-bimoduleÙDY→X := OY“⊗bf−1OX

f−1ÙDX ,
qui est coadmissible sur DY dans le cas d’un morphisme lisse. Si f est lisse

f∗M := ÙDY→X“⊗bf−1 ÙDX
f−1M.

donne un foncteur CX → CY [9].

Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur X. Dans [2] Ardakov introduit la catégorie CX/G
des ÙD-modules G-équivariants coadmissibles. Une motivation est la théorème de localisation de Beilinson-
Bernstein pour CX/G dans le cas d’un groupe semi-simple G et sa variété de drapeaux X, et son application à
la théorie des représentations localement analytiques deG. Le but de notre travail est de construire le foncteur
image inverse pour des ÙD-modules G-équivariants coadmissibles, en généralisant le cas non-équivariant G = 1
de Bode.

Le premier obstacle à un telle construction est locale. L’existence locale du bimodule de transfert equivariant
et sa coadmissibilité sont plus délicate à établir en présence d’une action de groupe. Donnons quelques détails.
Pour un affinöıde U de X et un sous-groupe ouvert compact H de G stabilisant U , Ardakov introduit dans
[2] l’algèbre de groupe tordu complète ÙD(U,H). Elle contient l’algèbre des opérateurs différentiels ÙDX(U) et

reçoit une flèche de H. Pour certaines couples (U,H) cette algèbre est de Fréchet-Stein et un ÙDX -module

G-équivariant est coadmissible s’il est localement un ÙD(U,H)-module coadmissible. Notre premier résultat
est un théorème d’algébrisation équivariant local :

Théorème A (4.28). Soient U un sous-espace affinöıde de X et H un sous-groupe ouvert compact de G
stabilisant U . On a

DX(U)⋊H
∧b

≃ ÙD(U,H).

1Dans le cas d’une variété de drapeaux adique, le faisceau correspondant à ÙDX a été indépendamment introduit et étudié
dans [15] où il est noté D∞.
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La preuve de ce théorème est similaire au cas G = 1, avec une difficulté supplémentaire : dans un premier
temps, on établit que l’algèbre ÙD(U)K ⋊ H est pseudo-nucléaire, ce qui entrâıne que sa complétion de
Hausdorff cöıncide avec sa complétion bornologique. Ensuite on construit une suite de sémi-normes (qk)

sur ÙD(U)K ⋊ H et montre que leurs complétions définissent la structure de Fréchet-Stein de ÙD(U,H). La
difficulté par rapport au cas G = 1 (où tous les qk sont des normes) est de contrôler les noyeaux ker qk.

Le théorème permet de définir le bimodule de tranfert équivariant local ÙDG
A→B := B“⊗bAÙD(A,G) associé à

un morphisme A → B lisse et G-équivariant entre des K-algèbres affinöıdes lisses muni d’une action d’un
groupe compact G. Il s’agit d’un (ÙD(B,G), ÙD(A,G))-bimodule qui est coadmissible sur ÙD(B,G). Cela donne
un foncteur f∗ : CX/G → CY/G où X = Sp(A) et Y = Sp(B).

Le deuxième obstacle est qu’il n’y a pas de bimodule de tranfert équivariant global, donc la globalisation est
plus compliquée : contrairement au cas G = 1, on ne dispose pas d’un faisceau ÙD(·, G) défini globalement.
Pour expliquer la solution, soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur des espaces rigides
lisses X et Y . Soit f : Y → X un morphisme lisse G-équivariant. On définit tout d’abord le foncteur f∗

globalement au niveaux des O-modules

f∗M := OY“⊗bf−1OX
f−1M

pour M ∈ CX/G et montre qu’il prend ses valeurs dans les DY -modules G-équivariants. Ensuite, on montre
que f∗ cöıncide localement avec la construction précédente, ce qui donne le résultat principal suivant.

Théorème B (5.17). Pour tout M ∈ CX/G, la formation de f∗M donne un foncteur

f∗ : CX/G −→ CY/G

qu’on appelle foncteur image inverse de D-modules équivariants coadmissibles par f .

Le foncteur f∗ est compatible avec la composition. Soit e : Z → Y un deuxième morphisme lisses entre des
espaces lisses, alors (f ◦ e)∗ ≃ e∗ ◦ f∗, comme foncteurs de CX à CZ .

On termine l’article avec une application du foncteur image inverse à la théorie de localisation de Beilinson-
Bernstein. Pour cela, soit G un groupe algébrique connexe semi-simple simplement connexe et déployé sur
K et B ⊂ G un sous-groupe de Borel. Soit P ⊂ G un sous-groupe parabolique contenant B. Soient b, p, g
les algèbres de Lie correspondantes. Soit Y = (G/B)an et X = (G/P)an les variétés de drapeaux analytiques
rigides correspondantes, avec leur action naturelle du groupe de points rationnels G(K). La projection
gB 7→ gP donne un morphisme lisse f : Y → X qui est G(K)-équivariant. Soit G un groupe de Lie p-adique
et σ : G→ G(K) un morphisme de groupes continu.

Théorème C (6.4). Le diagramme de foncteurs suivant commute :

CX/G CY/G

{M ∈ CU(g,G) : m ·M = 0} {M ∈ CU(g,G) : m0 ·M = 0}

f∗

Loc
U(g,G)
X

⊆
Loc

U(g,G)
Y

Ici, Loc
U(g,G)
Y est l’équivalence de Beilinson-Bernstein pour les modules D-modules équivariants coadmissibles

dans sa forme [2, Thm. 6.4.9]. La définition de l’algèbre U(g, G) est un peu trop technique pour cette
introduction, mais soulignons que, dans le cas où G est défini sur une extension finie Qp ⊂ L ⊂ K de Qp et
G ⊂ G(L) ouvert, l’algèbre est canoniquement isomorphe à l’algèbre des distributions localement analytiques

D(G,K) sur G à valeurs dans K. L’existence de l’équivalence Loc
U(g,G)
X est une conséquence de Loc

U(g,G)
Y

et de propriétés du morphisme f . Finalement, m = mP est l’annihilateur dans U(g) du module de Verma
parabolique classique du poids 2ρP − 2ρ et m0 := mG. On se réfère au texte principal pour plus de détails.

Finissons cette introduction en décrivant brièvement le contenu des sections individuelles. Après avoir rappelé
des notions de base sur les variétés rigides et leurs opérateurs différentiels dans la section 2, on discute des
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2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

résultats et compléments autour des espaces et algèbres localement convexes et bornologiques dans la section
3. Section 4 est le coeur technique de ce travail. On prépare la preuve du théorème A, qui est démontré dans
4.4. En 4.5 et 4.6 on prépare la globalisation. En 5.1 on établit d’abord quelques propriétés du bimodule
de transfert équivariant local. En 5.2 on globalise et démontre le théorème B. L’application à la théorie de
localisation se trouve en section 6.

Notations

Dans cet article, K désigne un corps non archimédien complet de caractéristique mixte (0, p), d’anneau de
valuation discrète R et d’uniformisant π. On note | · | sa norme et ν sa valuation, et K désigne la clôture
algébrique de K. Sauf mention explicite, les modules sont supposés à gauche. Les anneaux et les algèbres
mentionnés sont associatifs, unitaires excepté en ce qui concerne les algèbres de Lie, et sont généralement
non commutatifs.

2 Opérateurs différentiels sur une variété rigide

2.1 Opérateurs différentiels sur une algèbre affinöıde

Le but de cette section est de rappeler la construction d’une algèbre des opérateurs différentiels d’ordre infini
associé à uneK-algèbre affinöıde munie d’un système local de coordonnées, cf. l’article [3] d’Ardakov-Wadsley,
et de fixer quelques notations. Nos références pour la géométrie non archimédienne sont [11, 12].

Définition 2.1. Soit A une K-algèbre affinöıde. Une sous-R-algèbre topologiquement de type fini A de A
est un modèle formel de A si A ≃ A⊗R K en tant que K-algèbres.

Un modèle formel de A existe toujours, car si K⟨ξ1, . . . , ξk⟩ ↠ A est un morphisme surjectif, on peut choisir
comme modèle formel l’image de R⟨ξ1, . . . , ξk⟩ par ce morphisme.

Proposition 2.2. Soient A une K-algèbre affinöıde et A un modèle formel de A. Alors il existe sur A une
norme de K-algèbre définissant la topologie de A tel que A est la boule unité de A, qu’on appelera la norme
jauge de A sur A.

Démonstration. En tant que R-algèbre topologiquement de type fini, il existe k ∈ N et un idéal I de
R⟨ξ1, . . . , ξk⟩ tel que A ≃ R⟨ξ1, . . . , ξk⟩/I. Comme K est R-plat, on a

A ≃ A⊗R K ≃ (R⟨ξ1, . . . , ξk⟩/I)⊗R K ≃ Tk/(K.I).

On munit ainsi A ≃ Tk/(I ⊗R K) d’une norme quotient, dont la topologie est équivalente à celle de A, et la
boule unité pour cette norme est R⟨ξ1, . . . , ξk⟩/I ≃ A.

La norme jauge de A sur A est définie pour tout a ∈ A par |a| = inf
r∈K

{|r| , a ∈ rA}.

Proposition 2.3. Soient A et B deux modèles formels de A. Alors AB est un modèle formel de A contenant
A et B, où AB consiste de sommes finies des éléments ab, a ∈ A, b ∈ B.

Démonstration. Voir [3], lemme 3.1.

On fixe dans la suite une K-algèbre affinöıde A et un modèle formel A de A.

Les définitions suivantes sont présentes dans l’article [18] de Rinehart.

Définition 2.4. Soient S un anneau commutatif et B une S-algèbre commutative. Une (S,B)-algèbre de
Lie-Rinehart L, ou simplement (S,B)-algèbre de Lie, est une S-algèbre de Lie qui est aussi un B-module,
muni d’un morphisme B-linéaire ρ : L→ DerS(B) de S-algèbres de Lie, tel que en notant [·, ·] le crochet de
Lie sur L on a

∀x, y ∈ L,∀a ∈ B , [x, ay] = a[x, y] + ρ(x)(a)y.
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2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

Un premier exemple dans notre contexte, lorsque A est une algèbre affinöıde, est la (K,A)-algèbre de Lie ΘA
des K-dérivations continues sur A, munie du morphisme d’inclusion ΘA → DerK(A). Toute sous-K-algèbre
de Lie de ΘA qui en est également un sous-A-module est alors une (K,A)-algèbre de Lie par la composition
des inclusions.

De la même façon, lorsque A est un modèle formel de A, l’algèbre ΘA des R-dérivations continues sur A est
une (R,A)-algèbre de Lie. Et toute sous-R-algèbre de Lie de ΘA qui est également un sous-A-module est
une (R,A)-algèbre de Lie.

Définition 2.5. Soient A une K-algèbre affinöıde, A un modèle formel de A et L une (K,A)-algèbre de
Lie. Un sous-A-module L de L est un A-réseau de Lie de L si c’est une sous-(R,A)-algèbre de Lie, qui est
de type fini sur A et que K.L = L.

Soit L une (S,B)-algèbre de Lie. Par son morphisme ρ : L → DerS(B) on associe à tout élément b ∈ B
et l ∈ L l’opération l(b) := ρ(l)(b). Ainsi dans le contexte de la définition précédente, un A-réseau L de L
stabilise A par l’opération ci-dessus, ce qu’on notera L(A) ⊂ A. Comme L est une R-algèbre de Lie elle
vérifie aussi [L,L] ⊂ L.
Avec les mêmes notations, nous étudierons majoritairement le cas de A-réseaux de Lie de la (K,A)-algèbre de
Lie ΘA. Pour synthétiser dans ce cas précis, un A-réseau de Lie L de ΘA est simplement une sous-R-algèbre
de Lie de ΘA qui est aussi un A-module de type fini, qui stabilise A et tel que K.L = ΘA.

Proposition 2.6. Soit L une (S,B)-algèbre de Lie-Rinehart. Il existe une S-algèbre UB(L) et des mor-
phismes iB : B → UB(L) de S-algèbres et iL : L→ UB(L) de S-algèbres de Lie tels que

∀x ∈ L,∀a ∈ B , iL(ax) = iB(a)iL(x) et [iL(x), iB(a)] = iB(ρ(x)(a))

et qui vérifie la propriété universelle suivante : pour toute S-algèbre U , pour tout morphisme jB : B → U de
S-algèbres et pour tout morphisme jL : L→ U de S-algèbres de Lie tels que

∀x ∈ L,∀a ∈ B , jL(ax) = jB(a)jL(x) et [jL(x), jB(a)] = jB(ρ(x)(a)),

il existe un unique morphisme de S-algèbres φ : UB(L) → U tel qu’on a le diagramme commutatif

U

B UB(L) L.
iB

jB φ

iL

jL

Démonstration. Voir [18], section 2.

Définition 2.7. Soit L une (S,B)-algèbre de Lie-Rinehart. On appelle algèbre enveloppante de L la S-algèbre
UB(L) vérifiant les propriétés de la proposition précédente.

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion, on notera tout simplement U(L) l’algèbre enveloppante de L. Soit A
une algèbre affinöıde, on construit de cette façon l’algèbre DA des opérateurs différentiels d’ordre fini de A,
donnée par DA := U(ΘA). Remarquons que le morphisme iA : A→ U(L) est toujours injectif, tandis que le
morphisme iL : L→ U(L) est injectif lorsque L est un A-module libre.

Il nous reste alors à définir l’algèbre des opérateurs différentiels d’ordre infini.

Définition 2.8. Soient A une K-algèbre affinöıde, A un modèle formel de A et L un A-réseau de Lie de
ΘA. Pour tout k ∈ N, on pose

Dk := U(πkL)
∧

⊗R K = U(πkL)
∧

K

où ·̂ désigne la complétion π-adique. On pose ÙDA := lim
←−
k∈N

Dk.
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2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

Remarque. La définition ci-dessus a bien du sens car les (Dk)k∈N forment un système projectif. En effet
pour tout k ∈ N, on a une inclusion U(πk+1L) ⊂ U(πkL) et on obtient par complétion π-adique un morphisme
Dk+1 → Dk qui fait de la famille (Dk)k∈N une famille projective.

Définition 2.9. Soit A une K-algèbre affinöıde. Un système local de coordonnées de A sur K, lorsqu’il
existe, est une famille (x1, . . . , xn) d’éléments de A tel que l’espace des différentielles de Kähler ΩA de A sur
K a pour A-base la famille (dx1, . . . , dxn), c’est-à-dire

ΩA =

n⊕
i=1

A.dxi.

Remarque. Un système de coordonnées (x1, . . . , xn) de A permet d’obtenir une base (∂x1 , . . . , ∂xn) de ΘA,
où pour tout i ∈ J1, nK l’élément ∂xi est l’image de dx∗i par l’isomorphisme HomA(ΩA, A) ≃ ΘA. On écrira
souvent que (xi, ∂xi

)i∈J1,nK est un système local de coordonnées, même si les ∂xi
sont entièrement déterminés

par les xi.

Pour une algèbre affinöıde A munie d’un système local de coordonnées, le cardinal de tout système de
coordonnées de A est le même, il s’agit du rang du A-module libre ΩA.

Proposition 2.10. Soient A une algèbre affinöıde munie d’un système local de coordonnées (x′i), et A un
modèle formel de A. Il existe N ∈ N tel que, en posant xi = π−Nx′i pour tout i ∈ J1, nK, le A-module libre

L =

n⊕
i=1

A.∂xi
⊂ ΘA

est un A-réseau de Lie, et (xi)i∈J1,nK est un système local de coordonnées de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’on peut trouver un tel N ∈ N tel que L(A) ⊂ A. Comme A est
un modèle formel, il existe un ensemble fini S de A tel que A = ⟨S⟩R. Comme K.A = A, pour tout i ∈ J1, nK
il existe Ni ∈ N tel que πNi∂x′

i
(S) ⊂ A. En prenant N = maxNi et xi = π−Nx′i (et donc ∂xi

= πN∂x′
i
) pour

tout i ∈ J1, nK, alors on a
L(A) = ⟨A∂x1(S), . . . ,A∂xn(S)⟩R ⊂ A.

Ainsi, les éléments de L sont des dérivations sur A et L ⊂ ΘA. On montre alors qu’avec ce choix de L, on a
[L,L] ⊂ L. En effet, soient a, b ∈ A et i, j ∈ J1, nK, on a

[a∂xi
, b∂xj

] = a∂xi
b∂xj

− b∂xj
a∂xi

= a∂xi
(b)︸ ︷︷ ︸

∈A

∂xj
− b∂xj

(a)︸ ︷︷ ︸
∈A

∂xi
∈ L

et par linéarité du crochet de Lie, on constate que celui-ci stabilise L. Ainsi L est une A-sous-algèbre de Lie
de ΘA, c’est donc une (R,A)-algèbre de Lie-Rinehart. Puisque de plus K.L = ΘA et que L est de type fini,
c’est un A-réseau de Lie de ΘA.

Par cette proposition, on dira que quitte à redimensionner le système local de coordonnées, le A-module
libre L engendré par les (∂xi

)i∈J1,nK est un A-réseau de Lie.

Proposition 2.11. Soient A une K-algèbre affinöıde munie d’un système local de coordonnées (xi, ∂xi)i∈J1,nK
et A un modèle formel de A. Supposons que le A-module libre L engendré par les (∂xi

)i∈J1,nK est un A-réseau
de Lie. Alors pour tout k ∈ N, on a des injections Dk+1 ↪→ Dk avec

Dk ≃

{∑
α∈Nn

aα∂
α , aα ∈ A et aαπ

−k|α| |α|→∞−→ 0

}

et on a des injections ÙDA ↪→ Dk avecÙDA ≃

{∑
α∈Nn

aα∂
α , aα ∈ A et ∀k ∈ N, aαπ−k|α|

|α|→∞−→ 0

}
.
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2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

Démonstration. Pour tout k ∈ N, le A-réseau de Lie πkL a pour base (πk∂xi)i∈J1,nK sur A, donc

U(πkL) =
⊕
α∈Nn

A.πk|α|∂α

où ∂α = ∂α1
x1
. . . ∂αn

xn
. Avec une telle base, on obtient que pour tout k ∈ N,

U(πkL)
∧

≃

{∑
α∈Nn

aαπ
k|α|∂α , aα ∈ A et aα

|α|→∞−→ 0

}

et donc

Dk = U(πkL)
∧

K ≃

{∑
α∈Nn

aα∂
α , aα ∈ A et aαπ

−k|α| |α|→∞−→ 0

}
.

Le système projectif (Dk)k∈N a pour morphismes de transition les injections Dk+1 ↪→ Dk, où chaque Dk est

isomorphe à un sous-espace de l’espace des séries d’opérateurs. Dans ce contexte, leur limite projective ÙDA
est isomorphe à l’intersection de ces espaces, doncÙDA ≃

⋂
k∈N

{∑
α∈Nn

aα∂
α , aα ∈ A et aαπ

−k|α| |α|→∞−→ 0

}

≃

{∑
α∈Nn

aα∂
α , aα ∈ A et ∀k ∈ N, aαπ−k|α|

|α|→∞−→ 0

}
.

Reprenons les hypothèses de la proposition précédente. Pour tout k ∈ N et en fixant une norme | · | sur A,
on a une norme sous-multiplicative sur Dk notée | · |k et définie pour tout s ∈ dk par

|s|k = max
α∈Nn

∣∣∣aαπ−k|α|∣∣∣ où s =
∑
α∈Nn

aα∂
α.

On prend sur A la norme jauge pour son modèle formel A définie en proposition 2.2. Comme la boule unité

de A pour cette norme est A, on constate que la boule unité de Dk pour la norme | · |k est U(πkL)
∧

.

Par les injections ÙDA ↪→ Dk, on munit ainsi ÙDA d’une suite de normes (| · |k)k∈N qui définissent sa topologie.

Proposition 2.12. Pour tout k ∈ N, le complété de ÙDA pour la norme | · |k est isomorphe à Dk.

Démonstration. Pour tout k ∈ N, on a une injection dense ÙDA ↪→ Dk. Comme Dk est complet pour sa norme
| · |k, par passage au complété on a ÙDA∧|·|k

≃ Dk.

2.2 Opérateurs différentiels sur une variété rigide

Pour définir le faisceau ÙD sur une variété rigide lisse générale, nous rappelons quelques notions autour des
G-topologies [11]. Soit T une G-topologie sur un espace X. On fait référence à [11, 9.1.2 def.1] pour la notion
d’une G-topologie T′ dite légèrement plus fine que T.

Proposition 2.13. Soit T une G-topologie sur un espace X tel que ∅ et X sont des T-ouverts. L’ensemble
des G-topologies légèrement plus fines que T possède un unique élément maximal. Cette G-topologie sur X
vérifie

1. ∅ et X sont des ouverts admissibles.

2. Soient {Ui}i∈I un recouvrement admissible d’un ouvert admissible U ⊂ X, et V ⊂ U tel que pour tout
i ∈ I l’ensemble V ∩ Ui est un ouvert admissible de X. Alors V est un ouvert admissible de X.

3. Soit {Ui}i∈I un recouvrement d’un ouvert admissible U ⊂ X par des ouverts admissibles tel que {Ui}i∈I
admet un raffinement admissible. Alors {Ui}i∈I est un recouvrement admissible de X.

7
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Démonstration. [11, 9.1.2 Prop.2].

Théorème 2.14. Soient T une G-topologie sur un ensemble X, et T′ une G-topologie légèrement plus fine
que T. Alors tout faisceau sur T s’étend de manière unique en un faisceau sur T′.

Démonstration. [11, 9.2.3 Prop. 1].

Soit maintenant X un K-espace affinöıde. On rappelle que la topologie de Grothendieck faible Xw sur X
est la G-topologie dont les ouverts sont les sous-domaines affinöıdes de X et les recouvrements sont les
recouvrements finis par des sous-domaines affinöıdes.

Notation. Soit X un espace affinöıde. On note Xrig la G-topologie maximale des G-topologies légèrement
plus fines que Xw.

• Un sous-ensemble U ⊂ X est un ouvert admissible pour Xrig s’il existe un recouvrement {Ui}i∈I de
U par des affinöıdes tel que pour tout morphisme d’espaces affinöıdes ϕ : Z → X avec ϕ(Z) ⊂ U , le
recouvrement {ϕ−1(Ui)}i∈I de Z admet un raffinement fini par des affinöıdes de Z.

• Un recouvrement {Vi}i∈I de V ∈ Xrig est un recouvrement admissible pour Xrig si Vi ∈ Xrig pour
tout i ∈ I et si pour tout morphisme d’espaces affinöıdes ϕ : Z → X avec ϕ(Z) ⊂ V , le recouvrement
{ϕ−1(Vi)}i∈I de Z admet un raffinement fini par des affinöıdes de Z.

Cette G-topologie sera toujours celle employée sur les espaces affinöıdes sauf mention contraire. Cependant,
il nous suffira de construire des faisceaux sur Xw pour définir de nouveaux faisceaux sur Xrig par extension.

Soit maintenant X un K-espace analytique rigide. On notera Xrig la G-topologie de X.

Définition 2.15. Soient X et Y des K-espaces rigides. Un morphisme de K-espaces rigides f : Y → X est
lisse s’il existe un recouvrement admissible {Yi}i∈I de Y par des affinöıdes tel que ΩYi/X est un OYi-module
libre de type fini.

Remarque. De manière équivalente, f est lisse si et seulement si il existe un recouvrement admissible
{Yi}i∈I de Y par des affinöıdes tel que pour tout i ∈ I, Yi possède un système local de coordonnées sur
X, c’est-à-dire qu’il existe une famille (y1, · · · , yr) de OY tel que ΩYi/X est libre de type fini de base
(dy1, · · · , dyr).
Pour un espace rigide X, on peut donner une définition de lissité de X qui équivaut à ce que le morphisme
X → K soit lisse, ce qui donne la définition suivante.

Définition 2.16. Un K-espace rigide X est lisse de dimension n s’il existe un recouvrement admissible
{Xi}i∈I de X par des affinöıdes tel que ΩXi

est un OXi
-module libre de type fini de rang n.

Remarque. De manière équivalente, X est lisse si et seulement si il existe un recouvrement admissible
{Xi}i∈I de X par des affinöıdes tel que pour tout i ∈ I, Xi possède un système local de coordonnées.

Proposition 2.17. Soient X et Y des K-espaces rigides, et f : Y → X un morphisme de K-espaces rigides.
La suite suivante est exacte

OY ⊗f−1OX
f−1ΩX −→ ΩY −→ ΩY/X −→ 0

et si de plus f est un morphisme lisse alors on a la suite exacte scindée

0 −→ OY ⊗f−1OX
f−1ΩX −→ ΩY −→ ΩY/X −→ 0

Démonstration. Voir [16], théorème 25.1.

NotonsXc
w l’ensemble des sous-domaines affinöıdes U deX tel queOX(U) possède un système de coordonnées

locales, qui forme une G-topologie en considérant les recouvrement admissibles (dans le sens de Xrig) par
des éléments de Xc

w.

Proposition 2.18. Soit X un K-espace rigide lisse, la G-topologie Xrig est légèrement plus fine que Xc
w.

8



2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

Démonstration. PuisqueX est lisse, alors il existe un recouvrement admissible {Xi}i∈I deX par des éléments
de Xc

w. Soit U un ouvert admissible de X, pour tout i ∈ I l’ensemble U ∩Xi est admissible et possède un
recouvrement admissible {Ui,j}j∈J par des éléments de Xw. Alors le recouvrement {Ui,j}i∈I,j∈J de U est
admissible. Puisque Xi ∈ Xc

w pour tout i ∈ I, alors il existe un système de coordonnées locales (xk)k∈J1,nK
de OX(Xi) et pour tout j ∈ J , la famille (xk|Ui,j

)k∈J1,nK est un système de coordonnées locales de Ui,j , donc
Ui,j ∈ Xc

w. Ainsi, X
c
w est une base de Xrig, tout Xrig-recouvrement possède un Xc

w-raffinement et donc Xrig

est légèrement plus fine que Xc
w.

Pour finir, on définit le faisceau ÙD sur un espace analytique rigide lisse.

Théorème 2.19. Soit X un K-espace rigide lisse. Pour tout U ∈ Xw, on poseÙDX(U) := ˛�U(ΘX(U)).

et ÙDX ainsi défini est un faisceau sur Xw qui s’étend uniquement en un faisceau sur Xrig.

Démonstration. Voir [3], théorème 8.1 et théorème 9.3.

2.3 Foncteur image inverse de D-modules

Nous rappelons le cas du foncteur image inverse pour les modules sur les opérateurs d’ordre fini, et fixons
quelques notations. La discussion suit la discussion classique complexe [14]. Soient X et Y des K-espaces
rigides lisses respectivement de rang n et m, et f : Y → X un morphisme lisse de K-espaces rigides.

Définition 2.20. Avec les notations de la section, on note Y fw l’ensemble des sous-espaces affinöıdes V ∈ Y cw
tel qu’il existe U ∈ Xc

w avec f(V ) ⊂ U , et tel que V possède un système local de coordonnées sur U .

Proposition 2.21. L’ensemble Y fw avec les recouvrements admissibles forme une G-topologie de Y , et la
G-topologie Yrig est légèrement plus fine que Y fw .

Démonstration. Puisque Y est lisse, il existe un recouvrement admissible {Yj}j∈J de Y dans Y cw. Comme f
est lisse, et quitte à raffiner ce recouvrement, on suppose de plus que les affinöıdes Yj possèdent chacun un
système local de coordonnées sur X. Comme X est lisse, il existe un recouvrement admissible {Xi}i∈I de X
dans Xc

w. Pour tout i ∈ I et pour tout j ∈ J , notons Yi,j = f−1(Xi) ∩ Yj . Alors la famille {Yi,j}j∈J est un
recouvrement admissible de l’ouvert f−1(Xi), donc le recouvrement {Yi,j}i,j∈I,J de Y est admissible.

Soit V ∈ Yrig. Pour tout i, j ∈ I, J , l’ouvert admissible V ∩Yi,j admet un recouvrement admissible {Vi,j,k}k∈K
dans Y cw. Le recouvrement {Vi,j,k}i,j,k∈I,J,K de V est admissible, et de plus pour tout i, j, k ∈ I, J,K on a
f(Vi,j,k) ⊂ Xi et Vi,j,k ⊂ Yj . Comme Yj possède un système local de coordonnées sur X, Vi,j,k en possède
aussi par restriction. Ainsi V possède un recouvrement admissible dans Y fw .

Proposition 2.22. Soient V ∈ Y fw et U ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U . Notons A = OX(U) et B = OY (V ). Il

existe des systèmes de coordonnées (xi, ∂xi
)i∈J1,nK de A et (yj , ∂yj )j∈J1,mK de B tel que yi = f(xi) pour tout

i ∈ J1, nK.

Démonstration. On utilise la suite exacte scindée 0 → OV ⊗f−1OU
f−1ΩU → ΩV → ΩV/U → 0.

Corollaire 2.23. Avec les notations de la proposition précédente, on a un morphisme surjectif de B-modules

·̃ : ΘB ↠ B ⊗A ΘA , θ 7→ θ̃

entièrement déterminé grâce aux systèmes locaux de coordonnées de A et B par

∀j ∈ J1,mK , ›∂yj =

ß
1⊗ ∂xj si j ≤ n
0 sinon.

Démonstration. On a la suite exacte scindée 0 → B ⊗A ΩA
φ→ ΩB → ΩB/A → 0 avec φ définie par

φ(1⊗ dxi) = d(f(xi)) = dyi pour tout i ∈ J1, nK. On obtient l’application θ 7→ θ̃ en prenant son dual.
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2 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS SUR UNE VARIÉTÉ RIGIDE

Proposition 2.24. L’espace B ⊗A U(ΘA) est muni d’une structure de U(ΘB)-module.

Démonstration. En reprenant les notations du corollaire 2.23, on définit l’application

jΘB
: ΘB −→ EndK(B ⊗A U(ΘA))

θ 7−→ (b⊗ s 7→ θ(b)⊗ s+ bθ̃.s)

et on pose
jB : B −→ EndK(B ⊗A U(ΘA))

a 7−→ (b⊗ s 7→ a.b⊗ s).

Remarquons d’abord que jΘB
est un morphisme de K-algèbres de Lie, c’est-à-dire que pour tout b, b′ ∈ B,

pour tout i, j ∈ J1,mK et pour tout b′′ ⊗ s ∈ B ⊗A U(ΘA), on a

[jΘB
(b∂yi), jΘB

(b′∂yj )](b
′′ ⊗ s) = b∂yi(b

′∂yj (b
′′))⊗ s+ bb′∂yj (b

′′)⊗ ∂xi
s+ b∂yi(b

′b′′)⊗ ∂xj
s

+bb′b′′ ⊗ ∂xi∂xjs− b′∂yj (b∂yi(b
′′))⊗ s− bb′∂yi(b

′′)⊗ ∂xjs
−b∂yj (bb′′)⊗ ∂xis− bb′b′′ ⊗ ∂xj∂xis
= [b∂yi , b

′∂yj ](b
′′)⊗ s+ b∂yi(b

′)b′′ ⊗ ∂xj
s− b′∂yj (b)b

′′ ⊗ ∂xi
s

= [b∂yi , b
′∂yj ](b

′′)⊗ s+ b′′Â�[b∂yi , b
′∂yj ]s

= jΘB
([b∂yi , b

′∂yj ])(b
′′ ⊗ s)

avec la convention que pour i ou j supérieur à n, alors ∂xi
et ∂xj

valent 0. On déduit par linéarité que pour
tout θ, θ′ ∈ U(ΘB) on a

[jΘB
(θ), jΘB

(θ′)] = jΘB
([θ, θ′]).

de plus, pour tout b ∈ B et pour tout θ ∈ ΘB on a

• jB(b)jΘB
(θ) = jΘB

(bθ) car pour tout b′ ⊗ s ∈ B ⊗A U(ΘA), on a

jB(b)jΘB
(θ)(b′ ⊗ s) = bθ(b′)⊗ s+ bb′θ̃(s) = jΘB

(bθ)(b′ ⊗ s).

• [jΘB
(θ), jB(b)] = jB(θ(b)) car pour tout b

′ ⊗ s ∈ B ⊗A U(ΘA), on a

[jΘB
(θ), jB(b)](b

′ ⊗ s) = (θ(bb′)⊗ s+ bb′θ̃(s))− (bθ(b′)⊗ s+ bb′θ̃(s))
= (θ(bb′)− bθ(b′))⊗ s = θ(b)b′ ⊗ s = jB(θ(b))(b

′ ⊗ s).

donc par propriété universelle de l’algèbre enveloppante, on a bien une application

U(ΘB) −→ EndK(B ⊗A U(ΘA)).

Proposition 2.25. Avec les notations de la proposition précédente, le U(ΘB)-module B ⊗A U(ΘA) est de
présentation finie engendré sur U(ΘB) par l’élément 1⊗ 1, et on a l’isomorphisme de U(ΘB)-modules

B ⊗A U(ΘA) ≃ U(ΘB)⧸ m∑
j=n+1

U(ΘB).∂yj
.

Démonstration. Les éléments de la forme 1 ⊗ ∂αx avec α ∈ Nn sont générateurs en tant que B-module de
B ⊗A U(ΘA), où ∂

α
x = ∂α1

x1
. . . ∂αn

xn
. On remarque alors que, en prenant ∂αy ∈ U(ΘB), alors

∂αy .1⊗ 1 = ∂α1
y1 . . . ∂

αn
yn .1⊗ 1 = ∂α1

y1 . . . ∂
αn−1
yn .∂̃yn = ∂α1

y1 . . . ∂
αn−1
yn .1⊗ ∂xn

= · · · = 1⊗ ∂α1
x1
. . . ∂αn

xn
= 1⊗ ∂αx .

donc B ⊗A U(ΘA) est bien engendré par 1 ⊗ 1 sur U(ΘB). On remarque de plus que ∂βy .1 ⊗ 1 = 0 avec
β ∈ Nm si et seulement si il existe j ∈Kn,mK tel que βj > 0. Comme

U(ΘB) =
⊕
β∈Nm

B.∂βy

10
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alors le noyau de l’application U(ΘB) → B ⊗A U(ΘA) est engendré sur B par les éléments ∂yj .∂
β
y avec

j ∈Kn,mK et β ∈ Nm, et donc engendré sur U(ΘB) par les ∂yj , j ∈Kn,mK. On a donc la suite exacte

U(ΘB)
m−n −→ U(ΘB) −→ B ⊗A U(ΘA) −→ 0

ou plus précisément

0 −→
m∑

j=n+1

U(ΘB).∂yj −→ U(ΘB) −→ B ⊗A U(ΘA) −→ 0.

Proposition 2.26. Notons DX = U(ΘX) et DY = U(ΘY ). Pour tout DX-module M, on a sur Y fw un
faisceau de DY -module f∗M défini par

f∗M := OY ⊗f−1OX
f−1M.

Démonstration. Pour tout V ∈ Y fw , il existe U ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U . Soit U ′ ⊂ U tel que f(V ) ⊂ U ′ ∈ Xc

w,
et posons A = OX(U), A′ = OX(U ′) et B = OY (V ). Par la proposition 2.24, OY (V ) ⊗OX(U ′) DX(U ′) est
un DY (V )-module. Ainsi,

f∗M(V ) ≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

OY (V )⊗OX(U ′) M(U ′)

est une limite inductive de DY (V )-module donc est un DY (V )-module. Donc f∗M est un préfaisceau de
DY -module, qui faisceautisé donne un faisceau de DY -module sur Y fw .

Corollaire 2.27. Pour tout DX-module M, le DY -module f∗M sur Y fw s’étend uniquement en un DY -
module sur Yrig.

Démonstration. Comme Yrig est légèrement plus fine que Y fw par le lemme 2.21, le faisceau f∗M sur Y fw
s’étend uniquement en un faisceau de DY -modules sur Yrig par le théorème 2.14.

3 Structures d’espaces

3.1 Espaces localement convexes

Notre référence pour l’analyse fonctionnelle non archimédiénne est [20]. Rappelons qu’un K-espace vectoriel
topologique U est localement convexe s’il existe une famille de réseaux (Li)i∈I de U satisfaisant certain
propriétés de stabilité tel que et que la topologie sur U a pour bases d’ouverts les ensembles {v + Li, v ∈
U, i ∈ I}. La semi-norme jauge qLi associé à un Li est définie par

∀x ∈ U, qLi(x) = inf
r∈K

{|r| / x ∈ rLi}.

La topologie de U est également définie par la famille de semi-normes (qLi
)i∈I et réciproquement, une famille

de semi-normes définit une topologie localement convexe [20, Prop. 4.3/4.4]. Une autre définition équivalente
est énoncée dans [1, Prop. 2 page 92] :

Proposition 3.1. Un K-espace vectoriel topologique U est localement convexe si et seulement si il est limite
projective d’espaces semi-normable (Ui)i∈I .

Démonstration. Esquissons la preuve. Si U est limite projective d’espaces semi-normables Ui, en notant q′i
une semi-norme sur Ui pour tout i ∈ I, la limite projective munit U d’une famille de semi-normes qi, issues
de q′i par les morphismes U → Ui, et qui définit la topologie localement convexe de U . Inversement si U est
localement convexe, donc défini par une famille de semi-normes (qLi

)i∈I issus de réseaux ouverts, alors U
est limite projective des espaces semi-normés (U, qLi)i∈I , qui forme un système projectif par les morphismes
continus (U, qLi) → (U, qLj ) lorsque qLi ≥ qLj .
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Proposition 3.2. Soient U et V des espaces localement convexes, d’ensembles de réseaux ouverts ΛU et
ΛV . Alors U ⊗K V est un espace localement convexe d’ensemble de réseaux ouverts Λ défini par

Λ = {L⊗R K / L ∈ ΛU ,K ∈ ΛV }.

Démonstration. C’est la topologie projective sur le produit tensoriel de U et V , cf. [20, §17.B].

Définition 3.3. Soit U une K-algèbre localement convexe. Soient M un U -module à droite localement
convexe et N un U -module à gauche localement convexe. La topologie localement convexe sur M ⊗U N est
la topologie la plus fine rendant l’application M ⊗R N →M ⊗U N continue.

Proposition 3.4. Soit U un espace localement convexe défini par une famille de semi-normes (qi)i∈I .
L’adhérence de {0} est égale à

{0} =
⋂
i∈I

q−1i ({0})

et U est séparé si et seulement si {0} est fermé dans U , c’est-à-dire si et seulement si pour tout v ∈ U non
nul, il existe i ∈ I tel que qi(v) ̸= 0.

Démonstration. Voir [20], lemme 4.6.

Proposition 3.5. Pour tout K-espace localement convexe U , il existe un espace localement convexe séparé
complet “Uh ainsi qu’un morphisme c : U → “Uh tel que pour tout morphisme continu g : U → W dans un
espace localement convexe séparé complet W , il existe un unique morphisme continu ĝh : “Uh → W tel que
g = ĝh ◦ c.

Démonstration. Voir [20], proposition 7.5.

L’espace “Uh est appelé le complété de Hausdorff de U .

Proposition 3.6. Pour tout espace localement convexe U , le complété de Hausdorff de U est isomorphe à“Uh ≃ lim
←−
i∈I

“Uqi
où “Uqi est le complété de U pour sa semi-norme qi.

Précisons que dans le cas où qi n’est pas une norme, la notation “Uqi correspond au complété de l’espace
U/{qi = 0} pour la norme quotient induite par qi.

Démonstration. La démonstration est facile et laissé au lecteur. Notons que lim
←−
i∈I

“Uqi est séparé, cf. 3.4.

Rappelons qu’un K-espace localement convexe séparé U est métrisable si et seulement si sa topologie peut
être définie par une famille dénombrable de semi-normes (qk)k∈N, cf. [20, Prop. 8.1]. Dans ce cas, on pourra
toujours supposer la suite de semi-normes (qk)k∈N croissante quitte à considérer les semi-normes

∀k ∈ N, q′k = max
i≤k

qi

qui munissent U de la même topologie que les (qk)k∈N. Rappelons également qu’un K-espace de Fréchet est
un K-espace localement convexe U qui est métrisable et complet. C’est de plus une K-algèbre de Fréchet si
U est une K-algèbre dont la multiplication est continue. En résumé, pour une K-algèbre de Fréchet U , il
existe une suite croissante de semi-normes d’algèbres (qk)k∈N sur U tel que

U ≃ lim
←−
k∈N

“Uqk .
12
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3.2 Algèbres de Fréchet-Stein et modules coadmissibles

Dans [21] Schneider-Teitelbaum introduit le concept d’une algèbre de Fréchet-Stein, et la catégorie abélienne
des modules coadmissibles sur une telle algèbre. On rappelle ces notions d’abord.

Définition 3.7. Une K-algèbre de Fréchet U est une algèbre de Fréchet-Stein à gauche (resp. à droite) s’il

existe une suite croissante de semi-normes (qk)k∈N d’algèbres définissant la topologie de U tel que “Uqk est

noethérien et est un “Uqk+1-module plat à droite (resp. à gauche).

On emploiera la notion d’algèbre de Fréchet-Stein bilatère pour les algèbres de Fréchet-Stein simultanément
à gauche et à droite.

Proposition 3.8. Une K-algèbre topologique U est une K-algèbre de Fréchet-Stein si et seulement si il
existe une suite de K-algèbres de Banach noethériennes (Uk)k∈N ainsi qu’un morphisme continu d’algèbres
ρk : Uk+1 → Uk pour tout k ∈ N, tel que Uk est un Uk+1-module plat à droite, l’image de Uk+1 est dense
dans Uk, et

U ≃ lim
←−
k∈N

Uk.

Démonstration. Si U est une K-algèbre de Fréchet-Stein, alors en posant Uk = “Uqk , la suite (Uk)k∈N vérifie
toutes les conditions de la proposition. La direction réciproque est laissé au lecteur.

Rappelons l’algèbre des opérateurs différentiels vu en définition 2.8, qui sera notre premier exemple d’une
telle algèbre.

Théorème 3.9. Soit A une algèbre affinöıde lisse. L’espace ÙDA est muni d’une topologie localement convexe
par ÙDA = lim

←−
Dk

et est une K-algèbre de Fréchet-Stein bilatère.

Démonstration. ÙDA est bien un espace localement convexe par la proposition 3.1 car il est limite projective
des espaces normés (Dk, | · |k)k∈N. C’est une K-algèbre de Fréchet-Stein bilatère par [3], section 6.4.

Soit U une K-algèbre de Fréchet-Stein. On choisit une suite croissante de semi-normes (qk)k∈N de U qui

définit sa topologie, et on note Uk = “Uqk pour tout k ∈ N, tel que U soit isomorphe à la limite des Uk.

Définition 3.10. Un U -module M est coadmissible s’il existe une suite (Mk)k∈N de Uk-modules de type fini
et des isomorphismes Uk ⊗Uk+1

Mk+1 ≃Mk pour tout k ∈ N tels que M soit isomorphe à la limite des Mk.

Par exemple, tout module de présentation finie est coadmissible [21, Cor. 3.4]. Soit M un U -module coad-
missible. On a pour tout k ∈ N l’isomorphisme Uk ⊗U M ≃Mk., cf. [21, Cor. 3.1].

La définition de coadmissibilité ne dépend pas du choix de la suite de semi-normes (qk)k∈N. Les U -modules
coadmissibles forment une sous-catégorie abeliénne CU dans tous les U -modules [21, Cor. 3.5].

On conclut avec quelques notions issues de l’article [3].

Définition 3.11. Soit M un U -module. On dit qu’un U -module coadmissible ıM est le complété coadmissible
de M si il existe un morphisme i : M → ıM tel que la propriété universelle suivante est vérifiée : pour tout
U -module coadmissible N et morphisme j : M → N , il existe un unique morphisme φ : ıM → N tel que
φ ◦ i = j.

Lorsque le complété coadmissible existe, il est unique à isomorphisme près. On peut montrer qu’il existe et
l’expliciter dans certains cas comme dans la proposition suivante.

Proposition 3.12. Soit M un U -module. Si Mk = Uk⊗UM est un Uk-module de type fini pour tout k ∈ N,
alors le complété coadmissible de M existe et est donné parıM ≃ lim

←−
(Uk ⊗U M) = lim

←−
Mk

13
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où la structure de U -module coadmissible de ıM est donnée par les (Mk)k∈N.

Démonstration. Voir [3], proposition section 7.1.

Définition 3.13. Soit V une K-algèbre de Fréchet-Stein.Un K-espace de Fréchet M est un (U, V )-bimodule
U -coadmissible si c’est un (U, V )-bimodule tel que M est coadmissible en tant que U -module et tel que le
morphisme d’espaces de Fréchet V op → EndU (M) est continu.

On précise que l’algèbre EndU (M) des endomorphismes de U -modules de M est une K-algèbre de Fréchet
par

EndU (M) ≃ lim
←−

EndUk
(Uk ⊗U M) = lim

←−
EndUk

(Mk)

d’après le lemme 7.2 de [3].

Proposition 3.14. Soit V une K-algèbre de Fréchet-Stein. Soient M un (U, V )-bimodule U -coadmissible et
N un V -module coadmissible. Il existe un U -module coadmissible MÙ⊗VN qui vérifie la propriété universelle
suivante : pour tout U -module coadmissible P et pour toute application U -linéaire V -balancée M ×N → P ,
il existe un unique morphisme de U -modules MÙ⊗VN → P tel que le diagramme commute

M ×N MÙ⊗VN
P

Et MÙ⊗VN est le complété coadmissible du produit tensoriel M ⊗V N .

Démonstration. Le complété coadmissible de M ⊗V N est bien défini. En effet, pour tout k ∈ N et par
continuité de l’application V op → EndU (M), il existe i ∈ N et un morphisme V op

i → EndUk
(Mk). donc Mk

est un (Uk, Vi)-bimodule et on a
Mk ⊗V N ≃Mk ⊗Vi

(Vi ⊗V N)

où Vi ⊗V N est de type fini sur Vi par V -coadmissibilité de N , et Mk est de type fini sur Uk par U -
coadmissibilité de M . On en conclut ainsi que le Uk-module Mk⊗V N est de type fini pour tout k ∈ N et par
la proposition 3.12 le complété coadmissible voulu existe bien. La propriété universelle du produit tensoriel
coadmissible correspond alors à celle du complété coadmissible.

Proposition 3.15. Soit V une K-algèbre de Fréchet-Stein. Pour tout (U, V )-bimodule U -coadmissible M
et pour tout V -module coadmissible N , on a

MÙ⊗VN ≃M“⊗hVN.
Démonstration. Voir [7], corollaire A.6.

3.3 Espaces bornologiques

Des liens existent entre les espaces vectoriels bornologiques et les espaces vectoriels localement convexes,
ce qui nous permettra d’utiliser des propriétés inhérentes à ces espaces pour amener à des résultats sur les
algèbres de Fréchet-Stein.

Pour l’étude des espaces bornologiques, nous pourrons nous référer à l’ouvrage [17] de Prosmans et Schneider
qui traite ces notions pour le cas des C-espaces vectoriels, mais on citera surtout l’article [5] de Bambozzi
qui les étudie dans le cadre non-archimédien.

Définition 3.16. Un ensemble E est un espace bornologique s’il est muni d’un ensemble de parties BE de
E tel que

• si B ∈ BE et B′ ⊂ B alors B′ ∈ BE.
• BE contient les singletons.

14



3 STRUCTURES D’ESPACES

• BE est stable par unions finies.

L’ensemble BE est appelé une bornologie sur E et ses éléments sont appelés les bornés.

Les premiers exemples qu’on puisse avoir d’espaces bornologiques sont les espaces normés ou semi-normés,
pour lesquels les bornés sont naturellement les ensembles bornés pour la norme ou la semi-norme de l’espace.

Définition 3.17. Soient E et F des espaces bornologiques et g : E → F une application. On dit que g est
bornée si l’image de tout borné de E est un borné de F .

Définition 3.18. Un K-espace vectoriel E est un K-espace vectoriel bornologique si les applications (λ, x) ∈
K × E 7→ λ.x ∈ E et (x, y) ∈ E × E 7→ x+ y ∈ E sont bornées.

Définition 3.19. Soit E un K-espace vectoriel bornologique. Un borné B ∈ BE est absolument convexe si
c’est un R-module. On note B̃E l’ensemble des bornés absolument convexes de E.

Définition 3.20. Un K-espace vectoriel bornologique E est de type convexe si pour tout B ∈ BE, il existe
B1, . . . ,Bn ∈ B̃E tel que B ⊂ B1 ∪ · · · ∪Bn. On dit alors que la bornologie BE a pour base B̃E.
On note BorK la catégorie des K-espaces bornologiques de type convexe, munie des applications K-linéaires
bornées.

Remarque. Tout espace localement convexe U , de famille de semi-normes (qi)i∈I , est muni d’une structure
de K-espace bornologique de type convexe où les bornés sont les sous-ensembles B de U tel que pour tout
i ∈ I, il existe λi ∈ R tel que qi(B) ≤ λi, c’est-à-dire les sous-ensembles de U bornés pour toutes les
semi-normes de U .

Nous pouvons donc considérer les espaces localement convexes, et donc les algèbres de Fréchet-Stein, comme
des espaces bornologiques si nécessaire.

Remarque. Soient E et F des K-espaces bornologiques de type convexe. Alors E ⊕ F et E × F sont des
K-espaces bornologiques de type convexe dont les bornés sont respectivement les sous-ensembles des sommes
directes ou des produits directs de bornés de E et de F . Plus généralement, toute somme directe ou produit
direct de K-espaces bornologique de type convexe est un K-espace bornologique de type convexe dont les
bornés sont respectivement les sous-ensembles des sommes directes ou des produits directs de bornés.

Remarque. Soient E,F ∈ BorK . Alors E⊗KF ∈ BorK dont les bornés sont les sous-ensembles des produits
tensoriels sur R de bornés absolument convexes de E et de F . Autrement dit, B ∈ BE⊗F si et seulement si
il existe BE ∈ B̃E et BF ∈ B̃F tel que B ⊂ BE ⊗R BF .
Proposition 3.21. Soient E ∈ BorK et F un sous-espace vectoriel de E. Alors
• F est muni d’une bornologie restreinte BF tel que F ∈ Bor, qui est la bornologie la plus fine rendant bornée
l’inclusion i : F → E.
• E/F est muni d’une bornologie quotient BE/F tel que E/F ∈ BorK , qui est la bornologie la plus grossière
rendant bornée la projection π : E → E/F

Démonstration.
• Cela signifie que B ∈ BF si et seulement si B ⊂ F et B ∈ BE . de cette façon F est muni d’une structure
de K-espace vectoriel de type convexe.
• Cela signifie que B ∈ BE/F si et seulement si il existe C ∈ BE tel que π(C) = B. de cette façon E/F est
muni d’une structure de K-espace vectoriel de type convexe.

Définition 3.22. Une catégorie est dite pré-abélienne si c’est une catégorie additive et que tous les mor-
phismes de cette catégorie admettent un noyau et un conoyau. dans une telle catégorie, on dit qu’un foncteur
F est exact à gauche (resp. à droite) s’il est additif et préserve les noyaux (resp. les conoyaux), c’est-à-dire
pour tout g : C → C ′

Ker(F (g)) = F (Ker(g)) (resp. Coker(F (g)) = F (Coker(g))).

Proposition 3.23. La catégorie BorK est pré-abélienne. dans cette catégorie, pour une morphisme borné
g : E → F

• Le noyau de g est Ker(g) = g−1({0}) ∈ BorK muni de la bornologie restreinte.
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• L’image de g est Im(g) = g(E) ∈ BorK muni de la bornologie restreinte.

• Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) ∈ BorK muni de la bornologie quotient.

Remarquons que d’après la remarque suivant la définition 2.1.1 dans [4], la catégorie des espaces vectoriels
bornologiques est même quasi-abélienne, et c’est aussi le cas de la catégorie BorK . Nous ne nous servirons
pas de ce résultat.

Remarque. La catégorie BorK contient les limites projectives et les limites inductives. En effet, la limite
projective est construite à partir de noyaux et de produits directs et la limite inductive est construite à partir
de conoyaux et de sommes directes.

Définition 3.24. Soit E ∈ BorK . Pour tout B ∈ B̃E, on note BK = B ⊗R K et on appelle semi-norme
jauge de B la semi-norme qB définie sur BK par

∀x ∈ BK , qB(x) = inf
r∈K

{|r| / x ∈ rB}.

Avec de telles notations, on remarque que la boule unité de BK pour sa semi-norme qB est le R-module B.

En effet si x ∈ B, alors qB(x) ≤ 1. Réciproquement, comme la norme sur K est issue d’une valuation discrète,
l’image de K∗ par cette norme est un sous-ensemble discret de R. Ainsi, si x ̸= 0 et qB(x) ≤ 1, l’ensemble
{|r| / x ∈ rB} est discret. Sa borne inférieure est donc un minimum et il existe r ∈ K tel que x ∈ rB et
qB(x) = r ≤ 1. Ainsi x ∈ B.

Remarque. Soit E ∈ BorK . Alors
E ≃ lim

−→
B∈B̃E

BK

où la limite inductive est considérée dans la catégorie BorK .

Définition 3.25. Un K-espace bornologique de type convexe E est complet si pour tout borné de E, il existe
B ∈ B̃E le contenant tel que l’espace (BK , qB) est un Banach.

On note Bor
∧

K la catégorie des K-espaces bornologiques complets.

Définition 3.26. Soient E ∈ BorK et x ∈ E. Une suite (xn)n∈N d’éléments de E converge vers x s’il existe
B ∈ B̃E contenant x et les xn à partir d’un certain rang, tel que la suite (xn)n∈N converge vers x dans BK
pour sa jauge.
Soit F un sous-ensemble de E. On dit que F est fermé dans E si toute suite convergente d’éléments de F
converge dans F . L’adhérence F de F est définie comme le plus petit fermé contenant F .

Proposition 3.27. Soient E ∈ Bor
∧

K et F un sous-K-espace vectoriel fermé de E. Alors F et E/F sont
des K-espaces bornologiques complets.

La preuve repose sur le fait que c’est le cas pour les espaces de Banach, et se trouve dans [17], prop. 5.3.

Proposition 3.28. La catégorie Bor
∧

K est pré-abélienne. dans cette catégorie, pour un morphisme borné
g : E → F

• Le noyau de g est Ker(g) = g−1({0}) ∈ Bor
∧

K .

• L’image de g est Im(g) = g(E) ∈ Bor
∧

K .

• Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) ∈ Bor
∧

K .

de plus la catégorie Bor
∧

K contient les limites projectives et les limites inductives.

Démonstration. C’est une catégorie quasi-abélienne par le lemme 3.46 de [6], donc elle est entre autre pré-
abélienne. Par le même lemme, elle contient les limites projectives et inductives.

Définition 3.29. Soit E ∈ BorK . On note “Eb le complété bornologique de E donné par“Eb = lim
−→
B∈B̃E

B̂K
qB
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où la limite inductive est prise dans BorK .

Le complété bornologique s’accompagne d’un morphisme borné E → “Eb, obtenu par les applications BK →
B̂K

qB
pour tout B ∈ B̃E puis par passage à la limite inductive. Évidemment, le complété bornologique d’un

espace bornologique complet est lui-même.

Proposition 3.30. Soit E un espace bornologique de type convexe. Le complété bornologique “Eb vérifie la
propriété universelle suivante : pour tout espace bornologique complet F et morphisme borné E → F , il existe
un morphisme borné “Eb → F tel que

E F“Eb
Démonstration. Soit g : E → F . Pour tout borné B ∈ B̃E , il existe B′ ∈ B̃F tel que g(B) ⊂ B′. Comme F est
bornologiquement complet, on peut supposer que B′K est un Banach. Alors g(BK) ⊂ B′K , et par propriété
universelle on a le diagramme commutatif

BK B′K

B̂K
qB

Enfin par passage à la limite inductive on a le diagramme commutatif voulu.

Proposition 3.31. La complétion bornologique forme un foncteur ·̂b : BorK → Bor
∧

K .

Démonstration.
• Pour tout E ∈ BorK , le complété “Eb ∈ Bor

∧

K . En effet, pour tout B ∈ B̃E , l’espace B̂K
qB

est un Banach
donc complet bornologiquement. Puisque Bor

∧

K contient les limites inductives, alors “Eb ∈ Bor
∧

K .
• Pour tout morphisme borné g : E → F , on a un morphisme borné E → “F b et par propriété universelle du
complété on a ĝb : “Eb → “F b tel que

E F“Eb “F b.
g

ĝb

Proposition 3.32. Le foncteur de la complétion bornologique ·̂b est adjoint à gauche du foncteur inclusion
I : B̂orK −→ BorK .

Démonstration. Voir dans [6] la discussion faite après la définition 3.44.

Définition 3.33. Une K-algèbre bornologique E est un K-espace bornologique muni d’une structure de K-
algèbre tel que l’application E ⊗K E → E est bornée.
Un E-module bornologique M sur une K-algèbre bornologique E est un K-espace bornologique muni d’une
structure de E-module tel que l’application E ⊗K M →M est bornée.

Pour E une K-algèbre bornologique de type convexe, on note BorK(E) la catégorie des E-modules bornolo-

giques de type convexe et Bor
∧

K(E) la catégorie des E-modules bornologiques complets (si E est complète).

Proposition 3.34. Il existe également un foncteur ·̂b de la complétion bornologique pour les modules bor-
nologiques de type convexe.

·̂b : BorK(E) −→ Bor
∧

K(“Eb).
Démonstration. Soit M ∈ BorK(E). En complétant l’application E ⊗K M →M on obtient les applications

bornées “Eb ⊗K M̂ b → “Eb“⊗bKM̂ b → M̂ b et M̂ b ∈ Bor
∧

K(“Eb).
17
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Remarque. La proposition 3.32 se généralise au foncteur de la complétion bornologique des modules borno-
logiques. C’est-à-dire, soit E une K-algèbre bornologique, alors le foncteur ·̂b est adjoint à gauche du foncteur
inclusion I : B̂orK(“Eb) −→ BorK(E).

Proposition 3.35. Le foncteur ·̂b : BorK(E) −→ Bor
∧

K(“Eb) est exact à droite.

Démonstration. Soit g :M ′ →M un morphisme de E-modules bornologiques de type convexe. Considérons
le conoyau de g muni de son morphisme associé q :M → Coker(g). Pour tout X ∈ B̂orK(“Eb), on a

0 −→ HomBorK(E)(Coker(g), I(X))
−◦q−→ HomBorK(E)(M, I(X))

−◦g−→ HomBorK(E)(M
′, I(X)).

Il s’agit d’une suite exacte car

• Puisque q est un épimorphisme alors − ◦ q est injectif.

• Puisque q ◦ g = 0 alors Im(− ◦ q) ⊂ Ker(− ◦ g).
• Soit u ∈ Ker(− ◦ g), c’est-à-dire u ◦ g = 0. Alors par propriété universelle du conoyau il existe
v : Coker(g) → I(X) tel que u = v ◦ q ∈ Im(− ◦ q) comme montré sur le diagramme commutatif

M ′ M I(X)

Coker(g)

g u

q v

On obtient donc la suite exacte suivante par l’adjonction des foncteurs ·̂b et I

0 −→ Hom‘BorK(“Eb)
(Coker(g)
∧b

, X)
−◦q̂b−→ Hom‘BorK(“Eb)

(M̂ b, X)
−◦ĝb−→ Hom‘BorK(“Eb)

(”M ′b, X)

et ainsi

Hom‘BorK(“Eb)
(Coker(g)
∧b

, X)
≃−→
−◦q̂b

Ker(− ◦ ĝb).

Par les mêmes raisonnements sur le conoyau de l’application ĝb et son application associée p : M̂ →
Coker(ĝb), on obtient que

Hom‘BorK(“Eb)
(Coker(ĝb), X)

≃−→
−◦p

Ker(− ◦ ĝb).

Ainsi pour X = Coker(ĝb) on en conclut qu’il existe u : Coker(g)
∧b

→ Coker(ĝb) tel que id ◦ p = u ◦ q̂. de
même pour X = Coker(g)

∧b
, il existe v : Coker(ĝb) −→ Coker(g)

∧b
tel que id ◦ q̂b = v ◦ p. Pour conclure,

u ◦ v ◦ p = u ◦ q̂b = p

et puisque p est un épimorphisme alors u ◦ v = id sur Coker(g)
∧b

. de même

v ◦ u ◦ q̂b = v ◦ p = q̂b

qui nous donne v ◦ u = id sur Coker(ĝb). Finalement,

Coker(ĝb) ≃ Coker(g)
∧b

et le foncteur ·̂b est exact à droite.

De manière générale dans les catégories pré-abéliennes, tout foncteur adjoint à gauche est exact à droite.

Proposition 3.36. Soit (Ei)i∈I un système inductif d’espaces bornologiques de type convexe et notons E
leur limite inductive dans Bor. Alors “Eb ≃ lim

−→
i∈I

Êi
b

où la limite inductive est prise dans B̂orK .
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Démonstration. Pour tout i ∈ I, il existe des applications bornées ci : Ei → “Ebi , et par passage à la limite

inductive on obtient une application bornée c : E → lim
−→

“Ebi .
Soient F un espace bornologique complet et g : E → F une application bornée. Il existe pour tout i ∈ I
une application bornée gi : Ei → F qui est la composition des application Ei → E et de g. Par passage au

complété bornologique, pour tout i ∈ I il existe ĝi : Êi
b
→ F . Par propriété universelle de la limite inductive

il existe une application bornée ĝ : lim
−→

Êi
b
→ F tel que

Ei “Ebi
E F lim

−→
“Ebi

Ei+1
“Ebi+1

ci

g

c

ĝ

ci+1

Ainsi, comme lim
−→

“Ei est complet en tant que limite inductive dans B̂orK , il s’agit du complété bornologique

de E.

Définition 3.37. Soit E une K-algèbre bornologique de type convexe. Soient M un E-module à droite
bornologique de type convexe, et N un E-module à gauche bornologique de type convexe. On munit M ⊗E N
de la bornologie dont les bornés sont les sous-ensembles des images des bornés de M ⊗KN par le morphisme
M ⊗K N →M ⊗E N .

Autrement dit, c’est la bornologie la moins fine rendant le morphisme M ⊗K N →M ⊗E N borné.

3.4 Nucléarité et pseudo-nucléarité

Soit A une K-algèbre de Banach noethérienne, dont la boule unité A est une R-algèbre noethérienne.

Définition 3.38. Un A-module M est dit Banach contractant si c’est un Banach et que sa boule unité M◦

est A-stable.

Définition 3.39. Soient M,N des A-modules Banach contractants et f : M → N un morphisme de A-
modules continu. f est strictement complètement continue (scc) si il existe une suite de morphismes de
A-modules continus fi :M → N convergeant uniformément vers f tel que fi(M

◦) est de type fini sur A pour
tout i ∈ N.
Définition 3.40. Soit M un A-module de Fréchet. M est dit A-nucléaire si M possède une décomposition
de Fréchet M ≃ lim

←−
Mn tel que pour tout n ∈ N

• Mn est Banach contractant.

• L’image de M est dense dans Mn.

• Il existe un A-module Banach contractant Fn est une surjection stricte Fn →Mn tel que la composition
Fn →Mn →Mn−1 est scc.

Proposition 3.41. Soit U une K-algèbre de Fréchet-Stein A-nucléaire. Alors tout U -module coadmissible
est également A-nucléaire.

Démonstration. En reprenant les notations de la section 3.2, par A-nucléarité de U pour tout n ∈ N il existe
Fn un A-module Banach contractant tel que Fn → Un → Un−1 est scc. NotonsM ≃ lim

←−
Mk, avecMk un Uk-

module de type fini. Alors il existe rn ∈ N et une surjection Urnn →Mn, et la suite F
rn
n → Urnn →Mn →Mn−1

est scc. Comme Un est Banach contractant et que Mn est un Un-module de type fini, alors Mn est aussi
Banach contractant. Enfin, comme Un ⊗U M ≃ Mn, alors M est dense dans Mn. Donc M est également
A-nucléaire.
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Définition 3.42. Soit U un K-espace vectoriel topologique localement convexe et métrisable, limite projective
d’une suite d’espaces semi-normés (Uk, qk)k∈N. Pour tout k ∈ N on note ρk : Uk+1 → Uk et pk : U → Uk.
Alors U est pseudo-nucléaire si pour tout sous-ensemble borné B ⊂ Uk+1 et pour tout R-sous-module ouvert
V ⊂ Uk, il existe un sous-ensemble borné B′ ⊂ U tel que

ρk(B) ⊂ V + pk(B
′).

Proposition 3.43. Soit U un K-espace localement convexe métrisable. Pour que U soit pseudo-nucléaire,
il suffit que pour tout k ∈ N, pour tout j ∈ Z, il existe B′ ⊂ U borné tel que

ρk(Bk+1(1)) ⊂ πjBk(1) + pk(B
′)

où pour tout k ∈ N, on désigne par Bk(1) la boule de rayon 1 dans Uk pour sa semi-norme.

Démonstration. Soient k ∈ N, et B ⊂ Uk+1 borné. Il existe d ∈ R∗+ tel que B ⊂ Bk+1(d), et il existe i ∈ Z tel

que Bk+1(d) ⊂ πiBk+1(1). Soit V un R-sous-module ouvert de Uk, il existe alors d
′ ∈ R+ tel que Bk(d′) ⊂ V ,

et i′ ∈ Z tel que Bk(d′) ⊃ πi
′
Bk(1). Si la condition de la proposition est vérifiée, alors il existe B′ ⊂ U borné

tel que
ρk(Bk+1(1)) ⊂ πi

′−iBk(1) + pk(B
′).

Or, puisque ρk(B) ⊂ ρk(π
iBk+1(1)) et que π

i′Bk(1) ⊂ V , alors

ρk(B) ⊂ πiρk(Bk+1(1)) ⊂ πi
′
Bk(1) + πipk(B

′) ⊂ V + pk(π
iB′)

et U est pseudo-nucléaire.

Proposition 3.44. Tout espace A-nucléaire est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Voir la remarque après la définition 3.34 dans [9].

Théorème 3.45. Soit U un K-espace pseudo-nucléaire. Il existe un isomorphisme d’espaces bornologiques“Uh ≃ “U b.
Démonstration. Voir [9], proposition 3.36.

4 Opérateurs G-équivariants

4.1 Anneau de groupe tordu et trivialisation

Les définitions et propriétés de cette section proviennent de la section 2.2 de l’article d’Ardakov [2] qui se
consacre aux trivialisation sur les anneaux de groupe tordu, qui seront des outils qui nous serviront dans la
suite.

Définition 4.1. Soit G un groupe agissant sur un anneau S par automorphismes d’anneaux par un mor-
phisme ρ. L’anneau de groupe tordu S ⋊G (parfois aussi appelé algèbre de groupe tordu) est une S-algèbre
définie comme étant le S-module libre de base G muni de la multiplication

∀s, s′ ∈ S, ∀g, g′ ∈ G, s.g × s′.g′ = sρ(g)(s′).gg′.

dans S ⋊G, on a pour tout s ∈ S, g ∈ G l’égalité g.s.g−1 = ρ(g)(s).

On définit de manière équivalente l’algèbre S ⋊ G comme étant le S-module libre de base G muni d’une
multiplication qui vérifie cette relation.

Définition 4.2. Soit S ⋊ G un anneau de groupe tordu. Une trivialisation de S ⋊ G est un morphisme de
groupes β : G→ S× tel que pour tout g ∈ G, l’action par conjugaison de β(g) sur S cöıncide avec ρ(g).
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Soit S ⋊ G un anneau de groupe tordu. Par [2, Lem. 2.2.2], une trivialisation β sur S ⋊ G induit un
isomorphisme d’anneaux β̃ : S[G] → S ⋊G défini par

∀s ∈ S, g ∈ G, β̃(s) = s et β̃(g) = β(g)−1g.

Définition 4.3. Soit S⋊G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de G. Une trivialisation
β : N → S× de S ⋊N est dite G-équivariante si on a

∀g ∈ G, h ∈ N, β(ghg−1) = ρ(g)(β(h)).

On peut voir cette condition comme une extension sur G de la propriété définissant une trivialisation puis-
qu’on a déjà pour une trivialisation β(h)sβ(h)−1 = ρ(h)(s) pour tout s ∈ S et h ∈ N .

Définition 4.4. Soit S⋊G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de G. Soit β : N → S×

une trivialisation G-équivariante de S ⋊N . On définit l’anneau

S ⋊βN G := S ⋊G⧸(S ⋊G) · (β̃(N)− 1)

où (S ⋊G) · (β̃(N)− 1) est l’idéal à gauche engendré par les éléments β̃(h)− 1 pour h ∈ N .

Remarquons que l’idéal (S ⋊G) · (β̃(N)− 1) est en fait bilatère, alors S ⋊βN G est bien un anneau. Lorsque
la trivialisation β est claire, on notera simplement cet ensemble S ⋊N G.

4.2 Action de groupe sur une algèbre affinöıde

On rappelle comment munir une algèbre affinöıde et ses dérivations d’une action de groupe.

Dans cette section, on note A une K-algèbre affinöıde normée munie d’un système local de coordonnées
(xi)i∈J1,nK. On note G un groupe topologique compact agissant sur A par un morphisme de groupe continu
ρ : G→ AutK(A), dont on précise la topologie ci-dessous.

Notation.
• On note EndK(A) l’algèbre des endomorphismes de K-algèbres de A, muni de la norme subordonnée à
la norme sur A. AutK(A) ⊂ EndK(A) est son sous-groupe des automorphismes de K-algèbres, muni de la
topologie restreinte.
• Soit A un modèle formel de A. On note EndR(A) l’algèbre des endomorphismes de R-algèbres de A, qu’on
identifie à la R-sous-algèbre de EndK(A) des endomorphismes qui stabilisent A. De même, AutR(A) est son
sous-groupe des automorphismes de R-algèbres, muni de la topologie restreinte.

Lemme 4.5. Soit A un modèle formel de A. En munissant A de la norme jauge de A, la R-sous-algèbre
EndR(A) de EndK(A) est la boule unité de EndK(A) pour sa norme subordonnée.

Démonstration. Notons | · | la norme jauge de A sur A, et ∥ · ∥ la norme subordonnée à cette dernière. Soit
φ ∈ EndK(A) tel que ∥φ∥ ≤ 1, pour tout a ∈ A, |φ(a)| ≤ |a| ≤ 1 et donc φ(A) ⊂ A. Réciproquement soit
φ ∈ EndK(A) stabilisant A. Soit a ∈ A \ {0}, il existe k ∈ Z tel que |a| = |pk|. Comme a/pk ∈ A, on obtient

|φ(a)|
|a|

=
|φ(a)|
|pk|

= |φ(a/pk)| ≤ 1.

donc ∥φ∥ ≤ 1 et ainsi EndR(A) est la boule unité de EndK(A).

Notamment, EndR(A) est un ouvert de EndK(A). De même AutR(A) est un ouvert de AutK(A). Toutes les
normes jauges de modèles formels sur A sont équivalentes, donc ce sont des ouverts peu importe la norme
choisie.

Proposition 4.6. Tout modèle formel A de A est contenu dans un modèle formel G-stable.

Démonstration. [2, Lem. 3.2.4].
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Cette proposition nous assure toujours l’existence d’un modèle formel G-stable.

Notation.
• On note EndK(ΘA) l’espace des endomorphismes continus de K-algèbre de Lie de ΘA, muni d’une norme
subordonnée où ΘA en tant que A-module libre est muni naturellement d’une norme par la norme sur A.
• EndK(U(ΘA)) est l’ensemble des endomorphismes continus de K-algèbre de U(ΘA), muni d’une norme
subordonnée où U(ΘA) en tant que A-module libre est muni d’une norme par la norme sur A.

Lemme 4.7. Tout automorphisme ϕ ∈ EndK(A) se relève de façon unique en un automorphisme de U(ΘA)
défini par s ∈ U(ΘA) 7→ ϕ ◦ s ◦ ϕ−1.

Démonstration. Notons φ : θ ∈ ΘA 7→ ϕ ◦ θ ◦ ϕ−1.
• Soit θ ∈ ΘA. L’image φ(θ) ∈ ΘA car il s’agit d’une application K-linéaire sur A et que pour tout
a, b ∈ A on a

φ(θ)(ab) = ϕθ
(
ϕ−1(a).ϕ−1(b)

)
= ϕ

(
ϕ−1(a)θ(ϕ−1(b)) + θ(ϕ−1(a))ϕ−1(b)

)
= a.ϕθϕ−1(b) + ϕθϕ−1(a).b
= a.φ(θ)(b) + φ(θ)(a).b

ce qui confirme que φ(θ) est bien une dérivation. Ainsi φ est une application de ΘA dans ΘA.

• Soient θ, θ′ ∈ ΘA. L’application φ est K-linéaire et

φ([θ, θ′]) = ϕ[θ, θ′]ϕ−1 = ϕθθ′ϕ−1 − ϕθ′θϕ−1

= ϕθϕ−1ϕθ′ϕ−1 − ϕθ′ϕ−1ϕθϕ−1

= φ(θ)φ(θ′)− φ(θ′)φ(θ)
= [φ(θ), φ(θ′)]

donc φ est un endomorphisme de K-algèbre de Lie de ΘA. de plus, il est bijectif de réciproque φ−1 :
θ 7→ ϕ−1 ◦ θ ◦ ϕ. donc φ est un automorphisme de K-espace vectoriel de ΘA.

Donc tout automorphisme de A se relève en un automorphisme de ΘA.

Par la définition de l’algèbre enveloppante, il existe iA : A→ U(ΘA) et iL : ΘA → U(ΘA). Posons jA = iA◦ϕ
et jL = iL ◦ φ. En vérifiant que jA et jL vérifient les conditions de la propriété universelle de l’algèbre
enveloppante en proposition 2.6, il existe un unique ψ : U(ΘA) → U(ΘA) tel que le diagramme suivant
commute

A U(ΘA) ΘA

A U(ΘA) ΘA.

jA jL

ϕ

iA

ψ

iL

φ

On construit de la même façon ψ−1 à partir de ϕ−1, ce qui permet de conclure que ψ ∈ AutK(U(ΘA)). On
constate de plus que le morphisme s 7→ ϕ ◦ s ◦ ϕ−1 convient.

Proposition 4.8. Le morphisme de groupes continu ρU : G→ AutK(U(ΘA)) défini par

∀g ∈ G, ∀s ∈ U(ΘA) , ρU (g)(s) = ρ(g) ◦ s ◦ ρ(g)−1

munit U(ΘA) d’une action de groupe de G. On a de même un morphisme de groupes continu G→ AutK(ΘA)
qui munit ΘA d’une action de groupe par G.

Démonstration. Par le lemme précédent, pour tout g ∈ G on relève l’automorphisme ρ(g) ∈ AutK(A) en un
automorphisme ρU (g) ∈ AutK(U(ΘA)) tel que défini ci-dessus. De plus, l’application g ∈ G 7→ ρU (g) est un
morphisme de groupes.

De cette façon, en notant ConjU : AutK(U(ΘA)) → AutK(U(ΘA)) la conjugaison sur AutK(U(ΘA)), on
constate que ρU = ConjU ◦ρ. C’est donc un morphisme de groupes continu en tant que composition de
morphismes de groupes continus.
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Puisque le morphisme ρU prolonge ρ : G → AutK(A), on notera sans perdre de généralité ρ : G →
AutK(U(ΘA)) l’action de G sur U(ΘA).

Remarque. Soit A un modèle formel G-stable de A. De la même façon, on munit U(ΘA) d’une action de
groupe de G.

de cette façon, ΘA est un A-réseau de Lie G-stable. Mais nous aimerions disposer d’un A-réseau de Lie
G-stable qui est libre, ce qui n’est pas garanti. On peut tout de même énoncer un résultat s’en approchant
par la proposition suivante.

Proposition 4.9. Soient A un modèle formel G-stable de A, et L un A-réseau de Lie. Il existe un sous-
groupe ouvert H de G tel que L est H-stable.

Démonstration. Le morphisme ρ : G→ AutK(ΘA) est continu par 4.8 donc la préimage de l’ouvert AutR(L)
par ρ, qui est le stabilisateur de L, est ouverte. Donc L est H-stable avec H = Stab(L) ouvert.

Par la proposition 2.10, quitte à redimensionner le système local de coordonnées, il existe un A-réseau de
Lie libre L de base (∂xi)i∈J1,nK, et par la proposition précédente il existe un sous-groupe ouvert H de G tel
que L est H-stable. A restriction près du groupe G, il existe donc un A-réseau de Lie libre G-stable.

Proposition 4.10. Soient A un modèle formel G-stable de A et L un A-réseau de Lie libre G-stable. En

reprenant la notation Dk = ◊�U(πkL)K , le morphisme de groupes continu ρ̂ : G→ AutK(Dk) défini par

∀g ∈ G, ∀s ∈ dk , ρ̂(g)(s) = ρ(g) ◦ s ◦ ρ(g)−1

munit dk d’une action de groupe de G. On dispose de la même façon d’une action de G sur Dk = ◊�U(πkL).

Démonstration. De la même façon que dans la proposition 4.8, on a une action de G sur U(πkL). donc pour
tout g ∈ G on a un automorphisme de R-algèbres

ρ(g) : U(πkL) → U(πkL).

En prenant le complété de cette application, on obtient une application ‘ρ(g) : Dk → Dk. Cette application
s’étend à Dk.

Par abus de notation on notera ρ : G→ Dk et ρ : G→ Dk les actions de G sur Dk et Dk.

4.3 Opérateurs G-équivariants sur une algèbre affinöıde

Dans cette section on rappelle la construction de l’algèbre de groupe tordu complète sur une algèbre af-
finöıde lorsqu’un groupe agit dessus, voir [2]. Cela nous permettra également de fixer quelques notations
supplémentaires.

On reprend les notations de la section précédente. Soient A une K-algèbre affinöıde munie d’un système
local de coordonnées (xi)i∈J1,nK. Soit G un groupe topologique compact agissant sur A par un morphisme de
groupe continu ρ : G → AutK(A). Soit A un modèle formel G-stable de A et L un A-réseau de Lie de ΘA

qui est G-stable et libre de base (∂xi
)i∈J1,nK. Enfin, on note Dk = ◊�U(πkL)K et Dk = ◊�U(πkL).

Nous commençons par introduire des séries particulières de Dk qui sont les séries exponentielles et logarithmes
et qui sont étudiées dans le chapitre 6 de [13] (et notamment la proposition 6.22).

Pour commencer, soit ε = 1 si p ̸= 2 et = 2 sinon. Soit S une K-algèbre de Banach, et soit S sa boule unité
qui est une R-algèbre. Les séries suivantes sont bien définies

exp : pεS → 1 + pεS

s 7→
∑
k∈N

sk

k!
et

log : 1 + pεS → pεS

1 + s 7→
∑
k∈N

(−s)k

k
.
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Corollaire 4.11. Les séries exponentielles sont bien définies sur les espaces suivants :

exp : pεA → 1 + pεA
exp : pε EndR(A) → 1 + pε EndR(A)
exp : pεdk → 1 + pεdk

ainsi que les séries logarithmes qui en sont les réciproques.

Démonstration. On applique la remarque précédente avec S = A qui a pour boule unité S = A. de même,
pour S = EndK(A) et sa norme subordonnée, par le lemme 4.5 on obtient que sa boule unité est S =
EndR(A). Enfin, pour S = Dk et sa norme | · |k, sa boule unité est S = Dk.

Soit ρ : G→ AutR(A) l’action de groupe de G sur A.

Proposition 4.12. Soit k ∈ N. L’ensemble exp(pεπkL) est un sous-groupe de AutR(A). Le sous-ensemble

GπkL := ρ−1(exp(pεπkL))

est un sous-groupe normal de G. Soit N un sous-groupe normal de G inclus dans GπkL. L’application
ρ|N : N → D×k est une trivialisation G-équivariante de Dk ⋊N .

Démonstration. Voir [2, Thm. 3.2.12].

Définition 4.13. Soit (Nk)k∈N une suite décroissante de sous-groupes ouverts normaux de G tel que⋂
k∈N

Nk = {1} et ∀k ∈ N, Nk ⊂ GπkL

On pose ÙD(A,G) := lim
←−
k∈N

U(πkL)
∧

K ⋊Nk
G

où la trivialisation G-équivariante choisie pour chaque Nk est βk = ρ|Nk
: Nk → D×k .

Une telle suite (Nk)k∈N existe toujours, et dans le cas où l’action de G sur A est fidèle on prend simplement la
suite (GπkL)k∈N. En effet, il n’y a que dans ce cas seulement que la suite (GπkL)k∈N est d’intersection nulle. La
limite projective ci-dessus est bien définie. En effet, pour tout k ∈ N on a une applicationDk+1⋊G ↪→ Dk⋊G,
et comme Nk+1 ⊂ Nk alors β̃k+1(Nk+1) ⊂ β̃k(Nk). Par passage au quotient on obtient une application

Dk+1 ⋊Nk+1
G→ Dk ⋊Nk

G.

Ce qui donne le système projectif (Dk ⋊Nk
G)k∈N.

Remarque. A isomorphisme près, la définition ci-dessus coincide avec la définition originale de ÙD(A,G),

cf. [2, def. 3.3.1], voir aussi [2, Lem. 3.3.4]. L’algèbre ÙD(A,G) ne dépend ni du réseau de Lie L choisi, ni

de la suite (Nk)k∈N, ni du modèle formel choisi, à isomorphisme près. Lorsque G = 1, on a ÙD(A,G) = ÙDA.
Proposition 4.14. En reprenant les notations de la définition 4.13, l’espace Dk ⋊Nk

G est un Dk-module
libre de type fini dont une base est formée par une famille de représentants (gi)i∈Ik du quotient G/Nk. C’est
de plus une K-algèbre de Banach par la norme qk définie par

qk

(∑
i∈Ik

si.gi

)
:= max

i∈Ik
|si|k.

Démonstration. L’espace Dk ⋊Nk
G est le quotient du Dk-module libre Dk ⋊G par les éléments de la forme

ρ(h) − h où h ∈ Nk. Comme Nk est ouvert et G est compact, l’indice de Nk dans G est fini. Notons alors
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{gi , i ∈ Ik} un ensemble fini de représentants dans G des classes du quotient à gauche G/Nk. Pour tout

élément s =
∑

sg.g ∈ Dk ⋊G avec sg ∈ Dk pour tout g ∈ G, on a

∑
g∈G

sg.g =
∑
i∈Ik

∑
h∈N

shgi .hgi ≡
∑
i∈Ik

(∑
h∈N

shgiρ(h)

)
.gi.

donc les gi, i ∈ Ik engendrent Dk ⋊Nk
G en tant que Dk-module, et on a même

Dk ⋊Nk
G =

⊕
i∈Ik

Dk.gi.

En tant que Dk-module libre de type fini de base (gi)i∈Ik , on munit cet espace d’une norme qk définie par

qk

(∑
i∈Ik

si.gi

)
:= max

i∈Ik
|si|k.

Et Dk ⋊Nk
G est complet pour qk car Dk est complet pour | · |k.

Théorème 4.15. ÙD(A,G) est une K-algèbre de Fréchet-Stein bilatère.

Démonstration. C’est [2, Thm. 3.4.8], mais nous donnons quelques détails. Par le théorème 3.9, ÙDA est une
K-algèbre de Fréchet-Stein bilatère donc Dk est un Dk+1-module plat (à gauche et à droite) et est noethérien
pour tout k ∈ N. Or Dk ⋊Nk

G est un Dk-module libre de type fini donc est plat et noethérien. On a

Dk+1 Dk

Dk+1 ⋊Nk+1
G Dk ⋊Nk

G

où la flèche diagonale est plate, et se factorise par l’injection présente à gauche dans le diagramme en un
morphisme plat Dk+1 ⋊Nk+1

G → Dk ⋊Nk
G, en utilisant le lemme 2.2 de [19]. Ainsi ÙD(A,G) est bien une

K-algèbre de Fréchet-Stein.

Proposition 4.16. ÙD(A,G) est A-nucléaire.

Démonstration. Soit k ∈ N, on pose Fk = A⟨∂x1
, . . . , ∂xn

⟩ ⋊ G/Nk. Notons {gi, i ∈ Ik} une famille de
représentants dans G du quotient G/Nk qui est fini. Il existe alors une surjection Fk → Dk ⋊Nk

G par

f :
∑
i∈Ik

∑
α∈Nn

aα∂
α.gi 7−→

∑
i∈Ik

∑
α∈Nn

aαπ
k|α|∂α.gi.

Alors f est limite de la suite de morphismes de A-modules (fj)j∈N définies pour tout j ∈ N par

fj :
∑
i∈Ik

∑
α∈Nn

aα∂
α.gi 7−→

∑
i∈Ik

∑
|α|≤j

aαπ
k|α|∂α.gi.

On constate alors que fj(A⟨∂x1
, . . . , ∂xn

) ⋊ G/Nk) est de type fini sur A, et donc f est scc. Ainsi ÙD(A,G)
est A-nucléaire.

4.4 Opérateurs d’ordre fini

Dans cette section, on reprend toutes les notations utilisées lors de la section précédente. On reprend
également les notations de la définitions 4.13, et on a donc pour tout k ∈ N un espace dk ⋊Nk

G, qui
par la proposition 4.14 est muni d’une base finie {gi}i∈Ik sur Dk et d’une norme qk.

Le but de cette section est de montrer que ÙD(A,G) est la complétion en tant que module bornologique de
U(ΘA)⋊G, l’algèbre engendrée sur G par les opérateurs d’ordre fini.
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Remarque. Pour tout k ∈ N, les applications suivantes

U(ΘA)⋊G ↪→ Dk ⋊G
πk−→ Dk ⋊Nk

G

munissent, par la norme qk sur Dk⋊Nk
G, les espaces U(ΘA)⋊G et Dk⋊G d’une semi-norme qu’on notera

aussi abusivement qk définie par

qk

Ñ∑
g∈G

sg.g

é
= qk

Ñ
πk

Ñ∑
g∈G

sg.g

éé
= max

i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgiρ(h)

∣∣∣∣∣∣
k

.

Lemme 4.17. Pour tout k ∈ N et h ∈ Nk, on a |ρ(h)|k = 1.

Démonstration. Soit h ∈ Nk, puisque ρ(h) ∈ exp(pεπkL) et que πkL ⊂ Dk, alors par le corollaire 4.11 on a
ρ(h) ∈ 1+ pεDk. Il existe s ∈ Dk tel que ρ(h) = 1+ pεs, et comme |pεs|k < |1|k alors |ρ(h)|k = |1|k = 1.

Lemme 4.18. Pour tout g ∈ G et pour tout s ∈ Dk, on a |ρ(g)sρ(g−1)|k ≤ |s|k.

Démonstration. Soient g ∈ G et s ∈ Dk. Il existe i ∈ Z tel que |s|k = |πi| et donc π−is ∈ Dk. Or, L est
G-stable donc Dk l’est aussi. Ainsi comme Dk est la boule unité de Dk on a |ρ(g)(π−is)|k ≤ 1. On en conclut
|ρ(g)(s)|k ≤ |πi| = |s|k.

Proposition 4.19. La norme qk sur Dk ⋊Nk
G est sous-multiplicative, ainsi que les semi-normes induites

sur Dk ⋊G et U(ΘA)⋊G.

Démonstration. Soient s, r ∈ Dk ⋊G. On les écrit de la forme

s =
∑
g∈G

sg.g et r =
∑
h∈G

rh.h avec sg, rh ∈ Dk ∀g, h ∈ G.

Alors le produit s’écrit

s.g =
∑
g∈G

∑
h∈G

sgρ(g)(rh).gh =
∑
h∈G

Ñ∑
g∈G

sgρ(g)(rg−1h)

é
.h.

On a donc

qk(s.r) = max
i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

∑
g∈G

sgρ(g)(rg−1γgi)ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

= max
i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

∑
j∈Ik

∑
h∈Nk

shgjρ(hgj)(rg−1
j h−1γgi

)ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

max
j∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

∑
h∈Nk

shgjρ(h)ρ(gj)(rg−1
j h−1γgi

)ρ(h)−1ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

max
j∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

∑
h∈Nk

shgjρ(h)ρ(gj)(rγgi)ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

max
j∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

ρ(gj)(rγgi)ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

.

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgjρ(h)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

max
j∈Ik

∣∣∣∣∣∣ρ(gj)
Ñ∑
γ∈Nk

rγgiρ(γ)

é
ρ(gj)

−1

∣∣∣∣∣∣
k

.

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgjρ(h)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑γ∈Nk

rγgiρ(γ)

∣∣∣∣∣∣
k

.max
j∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgjρ(h)

∣∣∣∣∣∣
k

= qk(r).qk(s)

car par la norme | · |k est sous-multiplicative et par le lemme précédent.
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Proposition 4.20. Notons Bk la boule de rayon 1 fermée de Dk⋊G pour sa norme qk. Alors Dk⋊G ⊂ Bk.

Démonstration. Soit s ∈ Dk ⋊G ⊂ Dk ⋊G, c’est-à-dire

s =
∑
g∈G

sg.g avec ∀g ∈ G, |sg|k ≤ 1.

Alors

qk(s) = max
i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgiρ(h)

∣∣∣∣∣∣
k

≤ max
i∈Ik

max
h∈Nk

|shgiρ(h)|k

≤ max
i∈Ik,h∈Nk

|shgi |k |ρ(h)|k︸ ︷︷ ︸
=1

= max
g∈G

|sg|k ≤ 1.

ce qu’on obtient notamment par sous-multiplicativité de la norme | · |k et par le lemme précédent, et ainsi
s ∈ Bk.

Plus généralement si les coordonnées sur Dk d’un élément de Dk⋊G sont de norme inférieure à d pour | · |k,
alors cet élément est de norme inférieure à d pour qk. L’inverse n’est pas vrai en général.

Proposition 4.21. Les espaces U(ΘA)⋊G et ÛdA⋊G sont des K-espaces vectoriels localement convexes par
les décompositions

U(ΘA)⋊G ≃ lim
←−

(U(ΘA)⋊G, qk)ÙDA ⋊G ≃ lim
←−

(Dk ⋊G, qk).

On a

U(ΘA)⋊G
∧h

≃ ÙDA ⋊G

∧h

≃ ÙD(A,G).

Démonstration. Montrons tout d’abord que ÙDA ⋊ G ≃ lim
←−

Dk ⋊ G. On a pour tout k ∈ N une injectionÙDA⋊G ↪→ Dk⋊G qui par exactitude à gauche de la limite projective donne l’injection ÙDA⋊G ↪→ lim
←−

Dk⋊G.
Soit s ∈ lim

←−
Dk ⋊G. On écrit s de la forme

s =

Ñ∑
g∈G

sg,k.g

é
k∈N

∈
∏
k∈N

Dk ⋊G tel que ∀k, l ∈ N,
∑
g∈G

sg,k.g =
∑
g∈G

sg,l.g.

Notamment pour tout k ∈ N on a
∑

sg,0.g =
∑

sg,k.g ce qui signifie que pour tout g ∈ G on a sg,0 =

sg,k ∈ Dk. Comme sg,0 ∈ Dk pour tout k ∈ N on en conclut que sg,0 ∈ ÙDA. Ainsi
∑

sg,0.g ∈ ÙDA⋊G est un

antécédent de s pour l’injection ÙDA ⋊G ↪→ lim
←−

Dk ⋊G qui est donc un isomorphisme.

Montrons ensuite que U(ΘA)⋊G
∧qk

≃ Dk ⋊G
∧qk ≃ Dk⋊Nk

G pour tout k ∈ N. Par les applications suivantes

U(ΘA)⋊G ↪→ Dk ⋊G
πk

↠ Dk ⋊Nk
G

pour tout s ∈ Dk ⋊G, on a qk(s) = qk(πk(s)) et puisque qk est une norme sur Dk ⋊Nk
G alors πk(s) = 0 si

et seulement si qk(s) = 0. Donc

U(ΘA)⋊G⧸{qk = 0} ↪→
Dk ⋊G⧸{qk = 0} ≃ Dk ⋊Nk

G.

Ces espaces quotients sont munis de la norme quotient issue de qk, et les applications ci-dessus étant injectives
et denses, on a alors

U(ΘA)⋊G
∧qk

≃ Dk ⋊G
∧qk ≃ Dk ⋊Nk

G.
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Ainsi

U(ΘA)⋊G
∧h

≃ lim
←−

U(ΘA)⋊G
∧qk

≃ lim
←−

Dk ⋊Nk
G = ÙD(A,G)ÙDA ⋊G

∧h

≃ lim
←−

Dk ⋊G
∧qk ≃ lim

←−
Dk ⋊Nk

G = ÙD(A,G).

Lemme 4.22. Soit s ∈ Dk ⋊G tel que qk(s) ≤ 1. Il existe s′, s0 ∈ Dk ⋊G avec qk(s0) = 0 et s′ ∈ Dk ⋊G
tels que s = s0 + s′.

Démonstration. Soit s ∈ Dk ⋊G tel que qk(s) ≤ 1. On écrit s de la forme

s =
∑
g∈G

sg.g où ∀g ∈ G, sg ∈ Dk.

On a donc pour tout i ∈ Ik,

|ti|k ≤ 1 où ti =
∑
h∈Nk

shgiρ(h) ∈ Dk.

Il suffit alors de prendre

s′ =
∑
i∈Ik

ti.gi ∈ Dk ⋊G.

Puisque |ti|k ≤ 1 pour tout i ∈ Ik, alors ti ∈ Dk, et s′ ∈ Dk ⋊G. Ainsi, en posant s0 = s− s′, alors

qk(s0) = max
i∈Ik

∣∣∣∣∣∣ ∑h∈Nk

shgiρ(h)− ti

∣∣∣∣∣∣
k

= 0

et on a la décomposition s = s0 + s′ voulue.

Lemme 4.23. Pour tout k ∈ N et pour tout j ∈ N, on a

Dk+1 ⊂ πjDk + FjU(πk+1L)

où FjU(πk+1L) est un sous-ensemble de U(πk+1L) tel que

FjU(πk+1L) :=

∑
|α|≤j

aαπ
(k+1)|α|∂α / aα ∈ A

 .

Démonstration. Soit t ∈ Dk+1. On écrit t de la forme

t =
∑
α∈Nn

aαπ
(k+1)|α|∂α où ∀α ∈ Nn, aα ∈ A et lim

|α|→∞
aα = 0.

Pour tout j ∈ N, on a

t =
∑
|α|≤j

aαπ
(k+1)|α|∂α +

∑
|α|>j

aαπ
(k+1)|α|∂α

=
∑
|α|≤j

aαπ
(k+1)|α|∂α + πj

∑
|α|>j

aαπ
(k+1)|α|−j∂α

=
∑
|α|≤j

aαπ
(k+1)|α|∂α + πj

∑
|α|>j

(aαπ
|α|−j)︸ ︷︷ ︸
∈A

πk|α|∂α = tj + πjt′

avec tj ∈ FjU(πk+1L) et t′ ∈ Dk. Ainsi, on a bien

Dk+1 ⊂ πjDk + FjU(πk+1L).
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Corollaire 4.24. Pour tout k ∈ N et pour tout j ∈ N, on a

Dk+1 ⋊G ⊂ πjDk ⋊G+ FjU(πk+1L)⋊G.

Démonstration. S’en déduit directement du lemme précédent.

Lemme 4.25. Pour tout k ∈ N et pour tout j ∈ N, l’ensemble FjU(πkL) est un borné de ÙDA et FjU(πkL)⋊G
est un borné de ÙDA ⋊G.

Démonstration. Soit s ∈ FjU(πkL). L’élément s s’écrit de la forme

s =
∑
|α|≤j

aαπ
k|α|∂α où ∀α ∈ Nn, aα ∈ A.

Alors pour tout i ∈ N, on a
|s|i = max

|α|≤j
|aαπk−i| ≤ |πk−i|.

donc pour tout i ∈ N, l’ensemble FjU(πkL) est borné par la constante |πk−i|, donc FjU(πkL) ⊂ πk−iDk
pour tout k ∈ N et c’est un sous-ensemble borné de ÙDA puisqu’il est borné pour toutes ses semi-normes. De
la même façon par la proposition 4.20 on a FjU(πkL)⋊G ⊂ πk−iDk ⋊G ⊂ πk−iBk pour tout k ∈ N et c’est

un borné de ÙDA ⋊G.

Proposition 4.26. L’espace ÙDA ⋊G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k ∈ N et s ∈ Bk+1, qui désigne la boule unité de Dk+1 ⋊ G. Il existe par le lemme
4.22 des éléments s0 ∈ Dk+1 ⋊G et s′ ∈ Dk+1 ⋊G tels que qk+1(s0) = 0 et s = s0 + s′. De plus, pour tout
j ∈ N il existe par le corollaire 4.24 des éléments tj ∈ FjU(πk+1L)⋊G et t′ ∈ Dk ⋊G tels que s′ = tj +πjt′.
Ainsi

s = s0 + πjt′ + tj .

Comme qk+1(s0) = 0, on a qk(s0) = 0 et s0 ∈ πjBk. De plus, t′ ∈ Dk ⋊ G ⊂ Bk par la proposition 4.20, et

donc l’élément s0 + πjt′ ∈ πjBk. On pose B′ = FjU(πk+1L) ⋊ G. Alors B′ est un borné de ÙDA ⋊ G par le
lemme précédent et on a

Bk+1 ⊂ πjBk +B′.

donc par la proposition 3.43, ÙDA ⋊G est pseudo-nucléaire.

Corollaire 4.27. L’espace U(ΘA)⋊G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k ∈ N et s ∈ U(ΘA) ⋊ G tel que qk+1(s) ≤ 1. Alors s ∈ Bk+1 et en reprenant les
notations de la preuve précédente on a pour tout j ∈ N la décomposition

s = s0 + πjt′ + tj .

Or B′ ⊂ U(ΘA)⋊G, donc s0 + πjt′ = s− tj appartient à U(ΘA)⋊G. Ainsi

Bk+1 ∩ (U(ΘA)⋊G) ⊂ πjBk ∩ (U(ΘA)⋊G) +B′

où pour tout k ∈ N, l’ensemble Bk ∩ (U(ΘA) ⋊ G) est la boule unité de U(ΘA) ⋊ G pour qk. Donc par la
proposition 3.43, U(ΘA)⋊G est pseudo-nucléaire.

Le théorème suivant, qui décrit l’anneau topologique compliqué ÙD(A,G) comme complétion bornologique de
l’anneau de groupe algébrique U(ΘA)⋊G, est le résultat principal technique de cet article.

Théorème 4.28. On a ÙDA ⋊G

∧b

≃ ÙDA ⋊G

∧h

≃ ÙD(A,G)

U(ΘA)⋊G
∧b

≃ U(ΘA)⋊G
∧h

≃ ÙD(A,G).
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Démonstration. Puisque ÙDA ⋊G et U(ΘA)⋊G sont pseudo-nucléaires, par la proposition 3.45 on aÙDA ⋊G

∧b

≃ ÙDA ⋊G

∧h

U(ΘA)⋊G
∧b

≃ U(ΘA)⋊G
∧h

.

de plus par la proposition 4.21, on a

U(ΘA)⋊G
∧h

≃ ÙDA ⋊G

∧h

≃ ÙD(A,G).

Ce qui prouve la propriété.

4.5 D-modules G-équivariants coadmissibles

On introduit les D-modules G-équivariants coadmissibles suivant [2]. Soit G un groupe topologique et X une
variété rigide. On dit que G agit continument sur X si on a un morphisme de groupe ρ : G→ AutK(X) tel
que pour tout ouvert affinöıde quasi-compact et quasi-séparé U de X le stabilisateur GU de U dans G est
ouvert et la restriction ρU : GU → AutK(U) est continue.

Définition 4.29. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur une variété rigide lisse X. Un
couple (U,H) est dit petit dans X (et H est dit U -petit dans ce casa) si

• U est un sous-espace affinöıde de X.

• H est un sous-groupe ouvert compact de GU .

• U possède un A-réseau de Lie libre H-stable, où A est un modèle formel H-stable de OX(U).

Dans le cas où (U,H) est petit dans X avec U ∈ Xc
w, toutes les conditions de la définition 4.13 sont vérifiées

pour OX(U) et H, et ÙD(OX(U), H) est bien défini. On le notera simplement ÙD(U,H).

Proposition 4.30. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété rigide lisse X.
Pour tout U ∈ Xc

w, il existe un sous-groupe H de GU tel que H est U -petit.

Soient U ∈ Xc
w et H un sous-groupe U -petit de G. On a les propriétés suivantes

• Si N ≤ H est un sous-groupe ouvert compact de H, alors N est U -petit.

• Si V ⊂ U est un affinöıde stable par H, alors H est V -petit.

• Si g ∈ G, alors gU ∈ Xc
w et gHg−1 est gU -petit.

Démonstration. La première annoncée est [2, Lem. 3.4.7]. Le reste est facile à prouver.

Lemme 4.31. Soient φ : A → B un morphisme entre deux algèbres affinöıdes et H un groupe topologique
compact agissant sur A et B par un morphisme continu. Il existe des modèles formels H-stables A et B de
A et B tel que φ(A) ⊂ B.

Démonstration. Par la proposition 4.6, il existe un modèle formel A de A qui est H-stable. Soit B′ un modèle
formel de B, alors φ(A).B′ est un modèle formel de B. Par la proposition 4.6 il existe un modèle formel B
contenant φ(A).B′ tel que B est H-stable. Et dans ce cas on a bien φ(A) ⊂ B.

Proposition 4.32. Soient U, V ∈ Xc
w tel que U ⊂ V , et H ≤ N des sous-groupes de G qui sont U -petits et

V -petits. On a des applications tels que le diagramme suivant commuteÙD(V,H) ÙD(U,H)ÙD(V,N) ÙD(U,N).

Démonstration. Par la proposition 4.30, tous les espaces ci-dessus sont bien définis et on peut appliquer [2,
Thm. 3.3.12].
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Lemme 4.33. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété rigide lisse X. Pour
tout g ∈ G, pour tout U ∈ Xc

w et H sous-groupe U -petit de G, il existe une application

gU,H : ÙD(U,H) → ÙD(gU, gHg−1)

tel que pour tout V ⊂ U stable par H, le diagramme commuteÙD(V,H) ÙD(gV, gHg−1)ÙD(U,H) ÙD(gU, gHg−1).

Démonstration. L’énoncé est un cas particulier de [2, Thm. 3.3.12], voir [2, Lem. 3.4.3].

Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur X par un morphisme ρ : G→ AutK(X).

Définition 4.34. Soit F un préfaisceau de K-espaces vectoriels sur X. On appelle structure équivariante
K-linéaire sur F un ensemble {gF}g∈G de morphismes de préfaisceaux

gF : F → g#F

où g#F(U) = F(gU) pour tout U ∈ Xrig, et tel que pour tout g, h ∈ G, on a (gh)F = h#(gF ) ◦ hF . Dans
ce cas, on dit que F est un préfaisceau G-équivariant. Soient F et F ′ des préfaisceaux G-équivariants. Un
morphisme de préfaisceaux de K-module φ : F → F ′ est G-équivariant si pour tout g ∈ G on a

g#(φ) ◦ gF = gF
′
◦ φ.

Par exemple, les faisceaux OX et DX sont naturellement des faisceaux de K-algèbres G-équivariants sur X.

Définition 4.35. Soit F un faisceau de K-algèbres G-équivariant sur X. On dit que M est un G-F-module,
ou un faisceau de F-module G-équivariant, si c’est un faisceau G-équivariant sur X tel que M est un F-
module et que pour tout U ∈ Xrig, pour tout g ∈ G

gM(a.m) = gF (a).gM(m) pour tout a ∈ F(U) et m ∈ M(U)

Un morphisme de G-F-modules est un morphisme de faisceaux de F-modules qui est G-équivariant.

Notre exemple principal de tels modules sera les G-DX -modules.

Soit X lisse. Soient U ∈ Xc
w et H un sous-groupe U -petit de G.

Définition 4.36. Soit M un ÙD(U,H)-module coadmissible. On pose pour tout V ∈ U cw et pour tout sous-
groupe V -petit N de H

M(V,N) := ÙD(V,N)Ù⊗ÙD(U,N)
M.

Lemme 4.37. Soient V ∈ Xc
w et N un sous-groupe V -petit de G. Soit N ′ ≤ N un sous-groupe ouvert

compact. On a l’isomorphisme de ÙD(V,N ′)-modulesÙD(V,N ′)⊗K[N ′] K[N ] ≃ ÙD(V,N).

Démonstration. C’est contenu dans la preuve de [2, Prop. 3.4.10].

Le lemme implique que ÙD(V,N) est un ÙD(V,N ′)-module coadmissible. Une conséquence formelle du lemme
est le corollaire suivant, cf. [2, Prop. 3.5.5].
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Corollaire 4.38. Soient V ∈ U cw et N un sous-groupe V -petit de H. Soit N ′ un sous-groupe ouvert compact

de N . On a l’isomorphisme de ÙD(V,N ′)-modulesÙD(V,N ′)Ù⊗ÙD(U,N ′)
ÙD(U,N) ≃ ÙD(V,N).

Par conséquent, on a l’isomorphisme de ÙD(V,N ′)-modules M(V,N ′) ≃ M(V,N) pour chaque ÙD(U,H)-
module coadmissible M .

Définition 4.39. Soit M un ÙD(U,H)-module coadmissible. On définit pour tout V ∈ U cw

LocU,H(M)(V ) := lim
←−

N≤H V -petit

M(V,N).

Proposition 4.40. SoitM un ÙD(U,H)-module coadmissible. LocU,H(M) est un faisceau sur U cw,qu’on étend

en un faisceau sur Urig. Ainsi, LocU,H est un foncteur de la catégorie des ÙD(U,H)-modules coadmissibles
dans la catégorie des H-DU -modules.

Démonstration. Voir [2, Thm. 3.5.8 et 3.5.11].

Définition 4.41. Un G-DX-module M est dit coadmissible si pour tout U ∈ Xc
w il existe un sous-groupe

U -petit H de G tel que le D(U)-module M(U) est un ÙD(U,H)-module coadmissible et

M|U ≃ LocU,H(M(U)).

On note CX/G la catégorie des DX-modules G-équivariants coadmissibles dont les morphismes sont les mor-
phismes de G-DX-modules continus.

Dans la situation de la proposition 4.40, le foncteur LocU,H induit une équivalence entre CÙD(U,H)
et CU/H ,

cf. [2, Thm. 3.6.11].

5 Foncteur image inverse de G-D-modules coadmissibles

5.1 Bimodule de transfert équivariant local

Dans cette section, on définit un bimodule de transfert local pour les G-D-modules.

Hypothèses. Dans cette section, on suppose que l’on a

• des K-algèbres affinöıdes A et B respectivement de rang n et m et munies de systèmes locaux de
coordonnées.

• un groupe topologique compact G agissant sur A et B par des morphismes de groupes continus ρA :
G→ AutK(A) et ρB : G→ AutK(B).

• un morphisme lisse de K-algèbres affinöıdes f : A → B qui est G-équivariant, c’est-à-dire que pour
tout a ∈ A et pour tout g ∈ G on a

f(g · a) = g · f(a).

• des systèmes locaux de coordonnées (xi)i∈J1,nK et (yj)j∈J1,mK de A et de B tels que f(xi) = yi pour tout
i ∈ J1, nK.

• des modèles formels G-stables A et B tels que f(A) ⊂ B.
• un A-réseau LA de ΘA et un B-réseau LB de ΘB, tous deux libres et G-stables, tels que

LA =

n⊕
i=1

A.∂xi
et LB =

m⊕
j=1

B.∂yj .
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Nous constatons tout d’abord que nous obtenons des résultats similaires à ceux de la section 2.3 pour les
opérateurs d’ordre fini.

Proposition 5.1. B ⊗A (U(ΘA)⋊G) est un (U(ΘB)⋊G)-module.

Démonstration. L’espace B ⊗A U(ΘA) est muni d’une structure de U(ΘB)-module par la proposition 2.24.
On munit naturellement l’espace B⊗A (U(ΘA)⋊G) d’une structure de U(ΘB)-module par l’action aU définie
pour tout b⊗ s.g ∈ B ⊗A (U(ΘA)⋊G) et pour tout t ∈ U(ΘB) par

aU (t)(b⊗ s.g) = (t · (b⊗ s)).g.

Cet espace est aussi muni d’une action aG de G définie pour tout b⊗ s.g ∈ B ⊗A (U(ΘA)⋊G) et pour tout
h ∈ G par

aG(h)(b⊗ s.g) = ρB(h)(b)⊗ ρA(h)sρA(h
−1).hg.

Les éléments de U(ΘB) ⋊ G agissent donc sur cet espace. Or, pour tout h ∈ G et pour tout θ ∈ ΘB , on a
pour tout

∑
(bα ⊗ ∂α.g) ∈ B ⊗A (U(ΘA)⋊G)

aG(h) ◦ aU (θ) ◦ aG(h−1)

(∑
α∈Nn

bα ⊗ ∂α.g

)

=
∑
α∈Nn

ρB(h)(θ)(bα)⊗ ∂α.g +
∑
α∈Nn

n∑
i=1

bαρB(h)(θ(f(xi)))⊗ ρA(h)∂xiρA(h
−1)∂α.g.

Or, ρA(h) est un isomorphisme de A, donc dρA(h) est un isomorphisme semi-linéaire de ΩA, qui transforme
la base (xi)i∈J1,nK de ΩA en une base (dρA(h)(xi))i∈J1,nK de ΩA. Ainsi en notant x′i = ρA(h)(xi) pour tout
i ∈ J1, nK, on obtient ∂x′

i
= ρA(h)(∂xi

) et (x′i, ∂x′
i
)i∈J1,nK est un système local de coordonnées de A. Donc

aG(h) ◦ aU (θ) ◦ aG(h−1)

(∑
α∈Nn

bα ⊗ ∂α.g

)

=
∑
α∈Nn

ρB(h)(θ)(bα)⊗ ∂α.g +
∑
α∈Nn

n∑
i=1

bαρB(h)(θ)(f(x
′
i)))⊗ ∂x′

i
∂α.g

= aU (ρB(h)(θ))

(∑
α∈Nn

bα ⊗ ∂α.g

)

où on a utilisé la G-équivariance de f . On obtient ainsi pour tout h ∈ G et pour tout t ∈ U(ΘB)

aG(h) ◦ aU (t) ◦ aG(h−1) = aU (ρB(h)(t))

et par la relation h.t.h−1 = ρB(h)(t) qui définit U(ΘB)⋊G, on obtient finalement une action de U(ΘB)⋊G
sur B ⊗A (U(ΘA)⋊G).

Proposition 5.2. Le (U(ΘB) ⋊ G)-module B ⊗A (U(ΘA) ⋊ G) est de présentation finie engendré sur
(U(ΘB)⋊G) par l’élément 1⊗ 1 tel que

B ⊗A (U(ΘA)⋊G) ≃ (U(ΘB)⋊G)⧸ m∑
j=n+1

(U(ΘB)⋊G).∂yj .

Démonstration. On définit le morphisme de U(ΘB)⋊G-modules

φ : U(ΘB)⋊G −→ B ⊗A (U(ΘA)⋊G)∑
g∈G

sg.g 7−→
Å∑
g∈G

sg.g

ã
.1⊗ 1

33



5 FONCTEUR IMAGE INVERSE DE G-D-MODULES COADMISSIBLES

Les éléments de la forme 1 ⊗ ∂αx .g avec α ∈ Nn et g ∈ G sont générateurs en tant que B-module de
B ⊗A (U(ΘA)⋊G). Ainsi, puisque pour tout α ∈ Nn et pour tout g ∈ G

φ(∂αy .g) = (∂αy .g).1⊗ 1 = 1⊗ ∂αx .g,

par B-linéarité de φ, on obtient que φ est surjective. Or le noyau de ce morphisme est engendré sur (U(ΘB)⋊
G) par les (∂yj )j∈Jn+1,mK de telle sorte que

B ⊗A (U(ΘA)⋊G) ≃ (U(ΘB)⋊G)⧸ m∑
j=n+1

(U(ΘB)⋊G).∂yj .

Comme dans le cas des ÙD-modules étudié par Bode dans [9], on tentera de définir un bimodule de trans-

fert qu’on voudra de la forme B“⊗bAÙD(A,G). En montrant que l’action définie dans la proposition 5.1 est
bornée et en utilisant les propriétés des modules bornologiques, on pourra conclure par passage au complété
bornologique.

Lemme 5.3. Le morphisme de B-module ·̃ : ΘB → B ⊗A ΘA se restreint en un morphisme de B-modules

·̃ : LB → B ⊗A LA.

Démonstration. On rappelle que ΘA est un A-module libre de base (∂xi
)i∈J1,nK et ΘB est un B-module libre

de base (∂yj )j∈J1,mK. Par la proposition 2.23, l’application ·̃ est entièrement déterminée par l’image de la
base de ΘB comme ceci

∀j ∈ J1,mK , ∂̃yj =

ß
1⊗ ∂xj si j ≤ n
0 sinon.

On remarque ainsi que l’image de la B-base de LB appartient à B⊗ALA et on en conclut que ·̃ (LB) ⊂ B⊗ALA,
qui permet la restriction voulue.

Lemme 5.4. Soit k ∈ N. On note Sk = U(πkLA), Sk = U(πkLA)
∧

K et Tk = U(πkLB)
∧

K . Alors
(
B“⊗A(Sk ⋊G)

)
K

est un Tk ⋊G-module et on a une application

(Tk ⋊G)× (B ⊗A (Sk ⋊G)) −→ (B“⊗A(Sk ⋊G))K .

Démonstration. Par l’application ·̃ : LB → B⊗ALA du lemme précédent, et par la même preuve que dans la
proposition 5.1, on munit l’espace B⊗A (U(πkLA)⋊G) d’une structure de U(πkLB)⋊G-module. En passant
au complété π-adique et en tensorisant avec K, on obtient que (B“⊗A(Sk ⋊ G))K est un Tk ⋊ G-module.
Enfin, par l’application

B ⊗A (Sk ⋊G) → (B“⊗A(Sk ⋊G))K

on obtient l’application souhaitée.

Lemme 5.5. On pose
S : B ⊗A ΘA → ΘB∑

1≤i≤n

bi ⊗ ∂xi 7→
∑

1≤i≤n

bi∂yi

une section de l’application ·̃, et par extension on note également S la composition

ΘA → B ⊗A ΘA → ΘB∑
1≤i≤n

ai∂xi
7−→

∑
1≤i≤n

f(ai)∂yi .

Alors pour tout v ∈ ΘA on a f ◦ v = S(v) ◦ f .
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Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout i ∈ J1, nK, on a ∂yi ◦ f = f ◦ ∂xi . Par définition, on a
∂xi = (dxi)

∗ ◦ dA et ∂yi = (dyi)
∗ ◦ dB . Or, par le diagramme commutatif

A B

ΩA ΩB

dA

f

dB

df

on a
∂yi ◦ f = f ◦ ∂xi ⇐⇒ (dyi)

∗ ◦ dB ◦ f = f ◦ (dxi)∗ ◦ dA
⇐⇒ (dyi)

∗ ◦ df ◦ dA = f ◦ (dxi)∗ ◦ dA
Et il suffit de montrer que (dyi)

∗ ◦ df = f ◦ (dxi)∗. Pour tout j ∈ J1, nK, on a en effet

• (dyi)
∗ ◦ df(dxj) = (dyi)

∗(df(xj)) = (dyi)
∗(dyj) = δi,j .

• f ◦ (dxi)∗(dxj) = f(δi,j) = δi,j .

Et comme les (dxj)j∈J1,nK forment une base de ΩA, par linéarité les applications sont égales.

Lemme 5.6. En notant JA,k = (Sk ⋊ G).(βA(Nk) − 1) et JB,k = (Tk ⋊ G).(βB(Nk) − 1), l’application du
lemme 5.4 donne les applications restreintes

(Tk ⋊G)× (B ⊗A JA,k) → B ⊗A JA,k
(JB,k ⋊G)× (B ⊗A (Sk ⋊G)) → B ⊗A JA,k

où B ⊗A JA,k désigne l’adhérence de l’image de B ⊗A JA,k dans (B“⊗A(Sk ⋊G))K .

Démonstration. Pour tout g ∈ G, θ ∈ πkLB et pour tout b⊗ s.(ρ(h)−h) ∈ B⊗A JA,k, où b ∈ B, s ∈ Sk ⋊G
et h ∈ Nk, on a

g.(b⊗ s.(ρ(h)− h)) = ρ(g)(b)⊗ g.s.(ρ(h)− h) ∈ B ⊗A JA,k
θ.(b⊗ s.(ρ(h)− h)) = θ(b)⊗ s.(ρ(h)− h) + bθ̃s.(ρ(h)− h) ∈ B ⊗A JA,k

Ainsi U(πkLB)⋊G ⊂ Tk ⋊G stabilise B ⊗A JA,k et par passage au complété, Tk ⋊G stabilise B ⊗A JA,k et
on a bien l’application

(Tk ⋊G)× (B ⊗A JA,k) → B ⊗A JA,k
Soit h ∈ Nk ⊂ GπkLB , il existe v ∈ pεπkLA tel que ρA(h) = exp(v). Par le lemme 5.5 on a l’application S
tel que f ◦ v = S(v) ◦ f . Soit a ∈ A, par G-équivariance de f on a

ρB(h)(f(a)) = f(ρA(h)(a)) = f(exp(v)(a)) = f

(∑
k∈N

vk

k!
(a)

)
=
∑
k∈N

f ◦ vk

k!
(a) =

∑
k∈N

S(v)k

k!
(f(a)) = exp(S(v))(f(a))

Or h ∈ Nk ⊂ GπkLB donc il existe u ∈ pϵπkLB tel que ρB(h) = exp(u). Ainsi,

ρB(h)|f(A) = exp(u)|f(A) = exp(S(v))|f(A)

donc par le log, u|f(A) = S(v)|f(A) et en notant

u =
m∑
j=1

bj∂yj , v =

n∑
i=1

ai∂xi
et donc S(v) =

n∑
i=1

f(ai)∂yi

on a

u = S(v) +

m∑
j=n+1

bj∂yj
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Ainsi ũ = 1⊗ v, et pour tout b⊗ s.g ∈ B ⊗A (Sk ⋊G) on a

u.(b⊗ s.g) = u(b)⊗ s.g + b⊗ vs.g

uk.(b⊗ s.g) =

k∑
i=0

Ç
k

i

å
ui(b)⊗ vk−is.g

exp(u).(b⊗ s.g) =
∑
k∈N

uk

k!
(b⊗ s.g) =

∑
k∈N

k∑
i=0

Ç
k

i

å
ui(b)

k!
⊗ vk−is.g

=
∑
i∈N

∑
j∈N

Ç
i+ j

i

å
ui(b)

(i+ j)!
⊗ vjs.g =

∑
i∈N

ui(b)

i!
⊗
∑
j∈N

vj

j!
s.g

= exp(u)(b)⊗ exp(v)s.g

Donc finalement, pour tout h ∈ Nk et pour tout b⊗ s.g ∈ B ⊗A (Sk ⋊G) on a

(ρB(h)− h).(b⊗ s.g) = exp(u).b⊗ s.g − ρB(h)(b)⊗ ρA(h)(s).hg
= exp(u)(b)⊗ exp(v)s.g − exp(u)(b)⊗ ρA(h)(s).hg
= exp(u)(b)⊗ (ρA(h)s.g − ρA(h)(s).hg)
= exp(u)(b)⊗ ((ρA(h)− h).(s.g)) ∈ B ⊗A JA,k

et on a bien l’application
(JB,k ⋊G)× (B ⊗A (Sk ⋊G)) → B ⊗A JA,k

Précisons qu’on peut munir B ⊗A (U(ΘA) ⋊ G) d’une bornologie. En effet, en notant BA,k la boule unité
de U(ΘA)⋊G, on peut munir cet espace d’une suite de semi-normes correspondant aux jauges des réseaux
B ⊗A BA,k.

Proposition 5.7. L’action de U(ΘB)⋊G sur B ⊗A (U(ΘA)⋊G) est bornée.

Démonstration. Soient BA,k et BB,k les boules unités de Tk ⋊ G et Sk ⋊ G. Soient BA,k et BB,k les boules
unités de U(ΘA)⋊G et U(ΘB)⋊G tel que

BA,k = BA,k ∩ U(ΘA)⋊G et BB,k = BB,k ∩ U(ΘB)⋊G

Soient t ∈ BB,k et b⊗ s ∈ B ⊗A BA,k. On veut montrer que t.b⊗ s ∈ B ⊗A BA,k afin de conclure que l’action
est bornée, et il suffit pour cela de montrer que cet élément appartient à B⊗A BA,k puisqu’on sait déjà qu’il
appartient à B ⊗A (U(ΘA)⋊G). Pour cela, on décompose t et s en utilisant le lemme 4.22

t = t0 + t′, avec qk(t0) = 0 et t′ ∈ U(πkLB)
∧

⋊G

s = s0 + s′, avec qk(s0) = 0 et s′ ∈ U(πkLA)
∧

⋊G.

Donc avec les notations du lemme précédent, t0 ∈ JB,k et s0 ∈ JA,k. Alors par ce même lemme

t.b⊗ s = t0.b⊗ s︸ ︷︷ ︸
∈B⊗AJA,k

+ t′.b⊗ s0︸ ︷︷ ︸
∈B⊗AJA,k

+t′.b⊗ s′.

Et B ⊗A JA,k ⊂ B“⊗ABA,k. de plus, par l’action de U(πkLB)⋊G sur B⊗A (U(πkLA)⋊G) évoquée au début
de la preuve de la proposition 5.4, on obtient une action

U(πkLB)
∧

⋊G↷ B“⊗A(U(πkLA)
∧

⋊G)

et t′.b⊗ s′ ∈ B“⊗A(U(πkLA)
∧

⋊G) ⊂ B“⊗ABA,k. donc t.b⊗ s ∈ B“⊗ABA,k, et comme B ⊗A BA,k est un réseau
ouvert de B ⊗A (Sk ⋊G) ⊂ (B“⊗A(Sk ⋊G))K , par [20] remarque 7.4 on a

(B“⊗ABA,k) ∩ (B ⊗A (Sk ⊗G)) = B ⊗A BA,k.

Donc t.b⊗ s ∈ (B ⊗A BA,k) ∩ (B ⊗A (U(ΘA)⋊G)) = B ⊗ BA,k.
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Proposition 5.8. On définit le
ÄÙD(B,G), ÙD(A,G)

ä
-bimoduleÙDG

A→B := B“⊗bAÙD(A,G).

qu’on appellera bimodule de transfert de f : A→ B.

Démonstration. Par la proposition précédente, B ⊗A (U(ΘA)⋊G) est un U(ΘB)⋊G-module bornologique.

Par passage au complété bornologique et par le corollaire 4.28, l’espace B“⊗bA(U(ΘA)⋊G) est un ÙD(B,G)-
module bornologique. de plus, par ce même corollaire on a

B“⊗bA(U(ΘA)⋊G) = B“⊗bAU(ΘA)⋊G
∧b

≃ B“⊗bAÙD(A,G)

ce qui permet de conclure.

Proposition 5.9. Comme ÙD(B,G)-module, on aÙDG
A→B ≃

ÙD(B,G)⧸ m∑
j=n+1

ÙD(B,G).∂yj .

En particulier, ÙDG
A→B est un ÙD(B,G)-module coadmissible. Si M est un ÙD(A,G)-module coadmissible, alorsÙDG

A→BÙ⊗ÙD(A,G)
M est un ÙD(B,G)-module coadmissible.

Démonstration. Le (U(ΘB) ⋊ G)-module B ⊗A (U(ΘA) ⋊ G) est de présentation fini par la proposition
5.2, il est donc isomorphe au conoyau d’un morphisme de (U(ΘB) ⋊ G)-modules libres de type fini g :

(U(ΘB)⋊G)m−n → (U(ΘB)⋊G). Puisque le foncteur ·̂b est exact à droite par la proposition 3.35, alors

B“⊗bAÙD(A,G) ≃ B ⊗A (U(ΘA)⋊G)
∧b

≃ Coker(g)
∧b

≃ Coker(ĝb)

où ĝb : ÙD(B,G)m−n → ÙD(B,G) est un morphisme de ÙD(B,G)-modules libres de type fini. Donc ÙDG
A→B est

un ÙD(B,G)-module de présentation finie et, en particulier, un ÙD(B,G)-module coadmissible. Cela implique
le dernier énoncé, cf. 3.14.

On note une propriété topologique du bimodule de transfert.

Proposition 5.10. B ⊗A (U(ΘA)⋊G) est pseudo-nucléaire et doncÙDG
A→B ≃ B“⊗hAÙD(A,G).

Démonstration. Par la proposition 4.27 on a pour tout k ∈ N et j ∈ N

BA,k+1 ⊂ πjBA,k + FjU(πk+1LA)⋊G.

Alors
B ⊗A BA,k+1 ⊂ πjB ⊗A BA,k + B ⊗A FjU(πk+1LA)⋊G

et B ⊗A (U(ΘA)⋊G) est pseudo-nucléaire. Il reste d’appliquer la proposition 3.45.

5.2 Le foncteur image inverse

Soient X et Y des espaces analytiques rigides lisses respectivement de dimensions n et m, et G un groupe de
Lie p-adique agissant continument sur X et Y . Soit f : Y → X un morphisme lisse G-équivariant d’espaces
rigides. Pour se rapporter au cas local, nous reprenons la G-topologie Y fw définie dans le lemme 2.21. Nous
essayons tout d’abord de retrouver les hypothèses de la section précédente pour pouvoir utiliser ses résultats.

Notation. Soient U ∈ Xc
w et V ∈ Y fw tel que f(V ) ⊂ U . Un sous-groupe H de G vérifie les hypothèses

locales pour U et V si OX(U), OY (V ), H et OX(U) → OY (V ) respectent les hypothèses de la section 5.1.
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Proposition 5.11. Pour tout V ∈ Y fw et pour tout U ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U , il existe un sous-groupe H

de G tel que H vérifie les hypothèses locales pour U et V .

Démonstration. Notons A = OX(U), B = OY (V ) et abusivement f : A→ B.

• Comme GU ∩GV est un sous-groupe ouvert de G, il existe G′ un sous-groupe ouvert compact de GU ∩GV .
• Par la proposition 2.22, il existe des systèmes locaux de coordonnées (xi)i∈J1,nK et (yj)j∈J1,mK de A et de
B tel que f(yi) = xi pour tout i ∈ J1, nK.
• Soit A un modèle formel G′-stable de A, qui existe par la proposition 4.6. Il existe un ensemble fini S ⊂ A
tel que A = ⟨S⟩R. Soit ⟨T ⟩R un modèle formel de B, avec T ⊂ B un ensemble fini. L’ensemble ⟨f(S), T ⟩R
est encore un modèle formel de B, et par la proposition 4.6 il existe B un modèle formel G′-stable de B
contenant ⟨f(S), T ⟩R. Ainsi, A et B sont G′-stables avec f(A) ⊂ B.
• Par la proposition 2.10, on redimensionne les systèmes de coordonnées (xi)i∈J1,nK et (yj)j∈J1,mK tel que les
A-module et B-module

LA =

n⊕
i=1

A.∂xi et LB =

m⊕
j=1

B.∂yj

sont des A-réseau et B-réseau de Lie. De plus, par la proposition 4.9, il existe un sous-groupe ouvert compact
H de G′ tel que LA et LB sont H-stables.

Ainsi, le sous-groupe H permet de vérifier toutes les hypothèses voulues.

Sous ces conditions, le bimodule de transfert ÙDH
A→B est bien défini par la proposition 5.8. Nous noterons

lorsque H vérifie les hypothèses locales pour U et VÙDH
V→U := ÙDH

OX(U)→OY (V ) = OY (V )“⊗bOX(U)
ÙD(U,H).

Remarquons notamment que H est U -petit et V -petit.

Remarque. Sous les notations de la proposition précédente, soit U ′ ∈ Xc
w tel que U ′ ⊂ U , soit V ∈ Y fw tel

que V ′ ⊂ V et f(V ′) ⊂ U ′. Tout sous-groupe U ′-petit et V ′-petit de H vérifie les hypothèses locales pour U ′

et V ′.

C’est le cas en particulier si on prend U ′ = U ou V ′ = V .

Lemme 5.12. Soient U,U ′ ∈ Xc
w avec U ′ ⊂ U et H un sous-groupe U -petit et U ′-petit de G. En considérant

le morphisme d’inclusion U ′ → U , H vérifie les hypothèses locales pour U ′ et U et on aÙDH
U ′→U = OX(U ′)“⊗bOX(U)

ÙD(U,H) ≃ ÙD(U ′, H).

Démonstration. En notant D(U) = U(Θ(U)) et D(U ′) = U(Θ(U ′)) alors ÙDH
U ′→U est par définition le

complété bornologique du (D(U ′)⋊H)-module OX(U ′)⊗OX(U) (D(U)⋊G). Comme OX(U ′)⊗OX(U)D(U) ≃
D(U ′) on obtient alors

OX(U ′)⊗OX(U) (D(U)⋊G) ≃ D(U ′)⋊G.

Donc par complétion bornologique on a l’isomorphisme voulu.

Proposition 5.13. Soient V ∈ Y fw et U,U ′ ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U ′ ⊂ U , et un sous-groupe H de G vérifiant

les hypothèses locales pour U et V , et pour U ′ et V . Alors il existe un isomorphisme de
ÄÙD(V,H), ÙD(U,H)

ä
-

bimodules tel que ÙDH
V→U ′ ≃ ÙDH

V→U .

Démonstration. Par le lemme précédent on aÙDH
V→U ≃ OY (V )“⊗bOX(U)

ÙD(U,H)

≃ OY (V )“⊗bOX(U ′)

(
OX(U ′)“⊗bOX(U)

ÙD(U,H)
)

≃ OY (V )“⊗bOX(U ′)
ÙD(U ′, H) ≃ ÙDH

V→U ′ .
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Proposition 5.14. Soient V,W ∈ Y fw tel que W ⊂ V , et soit U ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U . Soit H un sous-

groupe de G vérifiant les hypothèses locales pour U et V , et pour U et W . Alors il existe un isomorphisme

de
ÄÙD(W,H), ÙD(U,H)

ä
-module tel queÙD(W,H)Ù⊗ÙD(V,H)

ÙDH
V→U ≃ ÙDH

W→U .

Démonstration. On a OY (W )⊗OY (V ) (D(V )⋊H) ≃ D(W )⋊H donc

(D(W )⋊H)⊗D(V )⋊H OY (V )⊗OX(U) (D(U)⋊H) ≃ OY (W )⊗OX(U) (D(V )⋊H).

Or OY (W ) ⊗OX(U) (D(V ) ⋊H) est pseudo-nucléaire par la proposition 5.10 et son complété bornologique
est donc isomorphe à son complété séparé par la proposition 3.45. DoncÙDH

W→U ≃ OY (W )“⊗hOX(U)(D(V )⋊H)

≃ (D(W )⋊H)“⊗hD(V )⋊H

(
OY (V )“⊗hOX(U)(D(U)⋊H)

)
≃ ÙD(W,H)“⊗hÙD(V,H)

ÙDH
V→U ≃ ÙD(W,H)Ù⊗ÙD(V,H)

ÙDH
V→U

Lemme 5.15. Soient U ∈ Xc
w et H un sous-groupe U -petit de G. Tout ÙD(U,H)-module coadmissible est

pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soit M un ÙD(U,H)-module coadmissible. Par la proposition 4.16, ÙD(U,H) est OX(U)-
nucléaire. Or par la proposition 3.41, M est également OX(U)-nucléaire. Ainsi M est pseudo-nucléaire par
la proposition 3.44.

Proposition 5.16. Soit M ∈ CX/G. On pose le préfaisceau f∗M sur Yrig défini pour tout V ∈ Y fw par

f∗M(V ) :=
(
OY (V )“⊗bf−1OX(V )f

−1M(V )
)

et qu’on note f∗M :=
(
OY“⊗bf−1OX

f−1M
)
.

Démonstration. Soient V,W ∈ Y fw avec V ⊂ W . Puisque M est un faisceau, on a une application de
restriction ρMVW : M(W ) → M(V ), et on a également l’application de restriction ρOY

VW : OY (W ) → OY (V ).

Alors le passage au complété bornologique de l’application ρOY

VW ⊗ ρMVW donne une application de restriction
ρVW : f∗M(W ) → f∗M(V ), qui munit f∗M d’une structure de préfaisceausur Y fw . C’est donc un préfaisceau
sur Yrig par la proposition 2.21.

Voici le théorème principal de cet article.

Théorème 5.17. Pour tout M ∈ CX/G, on dispose du faisceau f∗M sur Yrig défini par

f∗M :=
(
OY“⊗bf−1OX

f−1M
)

et f∗ est un foncteur
f∗ : CX/G −→ CY/G

M 7−→ f∗M

qu’on appelle foncteur image inverse de ÙD-modules G-équivariants coadmissibles par f .

Démonstration. Soit M ∈ CX/G.

• Soient V ∈ Y fw et U ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U . Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypothèses locales

pour U et V . Par la proposition 3.36 on écrit

f∗M(V ) ≃ lim
−→

f(V )⊂U ′

OY (V )“⊗bOX(U ′)M(U ′)
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où la limite est prise sur les U ′ ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U ′. On restreint les éléments du système inductif

précédent aux U ′ ∈ U cw et on a

f∗M(V ) ≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

OY (V )“⊗bOX(U ′)M(U ′).

Comme M est coadmissible, pour tout U ′ ∈ U cw et pour tout H sous-groupe U ′-petit de G, M(U ′) est

un ÙD(U ′, H ′)-module coadmissible et donc M(U ′) est pseudo-nucléaire par le lemme 5.15. Ainsi, l’espace
OY (V )⊗OX(U ′) M(U ′) est pseudo-nucléaire et par le théorème 3.45 on a l’isomorphisme

f∗M(V ) ≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

OY (V )“⊗hOX(U ′)M(U ′).

Comme M est coadmissible et que (U,H) est petit, alors M|U ≃ LocU,H(M(U)) et pour tout (U ′, H ′) petit
dans U , on a

M(U ′) ≃ ÙD(U ′, H ′)Ù⊗ÙD(U,H′)
M(U) ≃ ÙD(U ′, H ′)“⊗hÙD(U,H′)M(U)

grâce à la proposition 3.15 pour le deuxième isomorphisme. Ainsi, comme H ′ vérifie également les hypothèses
locales pour U ′ et V , et en utilisant la proposition 5.13 on obtient

f∗M(V ) ≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

OY (V )“⊗hOX(U ′)
ÙD(U ′, H ′)“⊗hÙD(U,H′)M(U)

≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

ÙDH′

V→U ′“⊗hÙD(U,H′)M(U)

≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

ÙDH′

V→U“⊗hÙD(U,H′)M(U)

≃ lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

ÙDH
V→U“⊗hÙD(U,H)M(U) ≃ ÙDH

V→UÙ⊗ÙD(U,H)
M(U).

On constate alors que f∗M(V ) est un ÙD(V,H)-module coadmissible pour tout V ∈ Y fw . Soit W ∈ Y fw tel
que W ⊂ V et soit H ′ un sous-groupe W -petit de H. Alors H ′ vérifie les hypothèses locales pour U et W ,
et en utilisant la proposition 5.14 on a

LocV,H(f∗M(V ))(W ) ≃ ÙD(W,H ′)Ù⊗ÙD(V,H′)
ÙDH′

V→UÙ⊗ÙD(U,H′)
M(U)

≃ ÙDH′

W→UÙ⊗ÙD(U,H′)
M(U) ≃ f∗M(W ).

Donc pour tout V ∈ Y fw il existe H un sous-groupe V -petit tel que

f∗M|V ≃ LocV,H(f∗M(V )).

• Ainsi, f∗M est un préfaisceau de ÙDY -module sur Y fw , puisque pour tout V ∈ Y fw , f
∗M(V ) est un ÙDY (V )-

module. C’est en réalité un faisceau de ÙDY -module puisque pour tout V ∈ Y fw , on a f∗M ≃ LocV,H(f∗M(V ))
ce qui permet de bons recollements. Comme Y fw est une base pour Yrig par la proposition 2.21, on conclut

par le théorème 2.14 que f∗M est un faisceau de ÙDY -module sur Yrig.

De plus f∗M est muni d’une structure équivariante. Soit g ∈ G, comme M est un G-ÙDX -module il existe

gM : M → g#M et on pose gf
∗M := gOY “⊗bf−1(gM). Pour tout V ∈ Yrig on a

gf
∗M(V ) : f∗M(V ) −→ lim

−→
f(V )⊂U

OY (gV )“⊗bOX(gU)M(gU).

Or par G-équivariance de f on a

lim
−→

f(V )⊂U

OY (gV )“⊗bOX(gU)M(gU) ≃ lim
−→

f(gV )⊂U

OY (gV )“⊗bOX(U)M(U) ≃ f∗M(gV ).
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Donc gf
∗M : f∗M → g#f∗M et pour tout g, h ∈ G on a

(gh)f
∗M = (gh)OY “⊗bf−1 ((gh)M) = (h#(gOY ) ◦ hOY

)“⊗bf−1 (h#(gM) ◦ hM
)

=
(
h#(gOY )“⊗bf−1(h#gM)

)
◦
(
hOY “⊗bf−1(hM)

)
= h#(gf

∗M) ◦ hf
∗M.

Donc f∗M est muni d’une structure équivariante et est un faisceau G-équivariant sur Yrig.

Ainsi f∗M est un G-ÙDY -module, donc f∗M ∈ CY/G.

• Soient M,N ∈ CX/G. Soit φ : M → N un morphisme de G-ÙDX -modules. Soient V ∈ Y fw et U ∈ Xc
w tel que

f(V ) ⊂ U . Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypothèses locales pour U et V . Notons A = OX(U),
B = OY (V ) et M = M(U), N = N (U). En notant IOY

le morphisme identité sur le faisceau OY , et par
OX -linéarité de φ, on a le morphisme

(IOY
(V )⊗ φ(U)) : B ⊗AM → B ⊗A N.

Alors le diagramme suivant commute

(U(ΘB)⋊H)× (B ⊗AM) (U(ΘB)⋊H)× (B ⊗A N)

(B ⊗AM) (B ⊗A N)

id×(IOY
(V )⊗φ(U))

IOY
(V )⊗φ(U)

où id : U(ΘB) ⋊ H → U(ΘB) ⋊ H est l’identité. Les flèches verticales sont obtenues par l’action de la
proposition 5.7 car B⊗AM ≃ (B⊗A (U(ΘA)⋊H))⊗U(ΘA)⋊HM . Par passage à la complétion bornologique,
comme les applications sont bornées, on obtient le diagrammeÙD(B,H)× (B“⊗bAM) ÙD(B,H)× (B“⊗bAN)

(B“⊗bAM) (B“⊗bAN).

“idb×(IOY
(V )“⊗b

φ(U))

IOY
(V )“⊗b

φ(U)

Par passage à la limite inductive, on obtient une application

(IOY
(V )⊗ f∗φ) :

(
OY (V )“⊗bf−1OX(V )f

−1M(V )
)
−→

(
OY (V )“⊗bf−1OX(V )f

−1N (V )
)

qui est ÙD(U,H)-linéaire. Le morphisme de faisceau f∗φ := IOY
“⊗bf−1φ ainsi défini est ÙDX -linéaire. De plus,

pour tout g ∈ G on obtient par G-équivariance de φ

g#(f∗φ) ◦ gf
∗M = gOY “⊗bf−1(g#φ ◦ gM)

= gOY “⊗bf−1(gN ◦ φ) = gf
∗N ◦ f∗φ.

Donc f∗φ est G-équivariant et c’est un morphisme de G-ÙDY -modules. On constate de plus que si φ : M → M
est l’identité sur M, alors f∗φ est l’identité sur f∗M. De même si φ : M → N et ψ : N → P, alors

f∗(ψ ◦ φ) = IOY
“⊗bf−1(ψ ◦ φ) = (IOY

“⊗bf−1ψ) ◦ (IOY
“⊗bf−1φ) = f∗ψ ◦ f∗φ.

Ainsi f∗ est un foncteur de la catégorie CX/G dans la catégorie CY/G.

Proposition 5.18. Soit M ∈ CX/G. Il existe un morphisme naturel de OX-modules uM : M → f∗f
∗M.
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Démonstration. Il suffit de construire uM sur la base Xc
w de Xrig. Soit U ∈ Xc

w et V ∈ Y fw tel que f(V ) ⊂ U .
D’après la discussion ci-dessus,

f∗M(V ) = lim
−→

f(V )⊂U ′⊂U

OY (V )“⊗bOX(U ′)M(U ′),

où la limite est prise sur les U ′ ∈ Xc
w tel que f(V ) ⊂ U ′. Les morphismes naturels uV : M(U) → M(U ′) →

f∗M(V ),m → 1“⊗bm, où V parcours un recouvrement admissible de f−1(U), se collent à un morphisme
M(U) → f∗M(f−1(U)) = f∗f

∗M(U).

On termine cette section avec la compatibilité de l’image inverse par rapport à la composition des morphismes.
Soient donc X,Y, Z des espaces analytiques rigides lisses, G un groupe de Lie p-adique agissant continument
sur X,Y, Z. Soient et e : Z → Y et f : Y → X des morphismes lisses G-équivariants d’espaces rigides.
D’après 5.17 on dispose des foncteurs e∗ : CY/G → CZ/G et f∗ : CX/G → CY/G.
Théorème 5.19. On a un isomorphisme naturel

(f ◦ e)∗ ≃ e∗ ◦ f∗,

comme foncteurs CX/G → CZ/G.

Démonstration. Soit M ∈ CX/G. Par [9, Prop. 5.4], il y a un isomorphisme naturel (f ◦ e)∗M ≃ e∗f∗M
comme ÙDZ-modules. Il suffit donc à verifier qu’il est compatible avec les G-actions. Soit g ∈ G et gM : M →
g#M. Alors gf

∗M = gOY “⊗bf−1(gOX )f
−1(gM) definit l’action de g sur f∗M et

ge
∗f∗M = gOZ“⊗be−1(gOY )e

−1(gf
∗M)

= gOZ“⊗be−1(gOY )e
−1(gOY “⊗bf−1(gOX )f

−1(gM)) = gOZ“⊗be−1f−1(gOX )e
−1f−1(gM)) = g(f◦e)

∗M.

6 Application à la théorie de localisation de Beilinson-Bernstein

Soient X,Y, Z des espaces analytiques rigides. On appelle un morphisme f : Y → X une fibration avec fibre
Z, s’il existe un recouvrement admissible Xi de X, tel que f−1(Xi) → Xi est de la forme pr2 : Z×Xi → Xi.
Une fibration est un morphisme plat. Si Z est lisse et propre, alors f est un morphisme lisse et propre. On
appelle un ouvert admissible Xi ⊂ X sur laquelle f est de la forme précédente, un ouvert trivialisant.

Soit maintenant G un groupe algébrique connexe réductif et déployé surK et B ⊂ G un sous-groupe de Borel.
Soit B ⊂ P ⊂ G un sous-groupe parabolique. Soient g, b, p leurs algèbres de Lie sur K. Soit Y = (G/B)an
et X = (G/P)an leurs variétés de drapeaux analytiques rigides, avec leur action naturelle du groupe de
points rationnels G(K). La projection canonique f : Y → X est G(K)-équivariant. Soit G un groupe de Lie
p-adique et σ : G→ G(K) un morphisme de groupes continu, et Z = (P/B)an.
Proposition 6.1. Le morphisme f est une fibration avec fibre Z, lisse et propre.

Démonstration. Il est bien-connu que G/B → G/P, gB 7→ gP est une fibration algébrique avec fibre P/B, qui
est lisse et propre. Son analytification est f et la proposition découle des propriétés généraux du foncteur
d’analytification.

D’après la proposition et la section précédente, on dispose du foncteur image inverse f∗ : CX/G → CY/G.
Proposition 6.2. Soit M ∈ CX/G. L’application canonique uM : M → f∗f

∗M est bijective.

Démonstration. La question est locale sur X. Donc soit U ⊂ X un affinöıde trivialisant dans Xw et V =

f−1(U) = Z ×U . Comme OV = p−11 OZ“⊗bKp−12 OU , cf. [9, 3.3.6], et par associativité de “⊗bK , la restriction de
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f∗M sur V est de la forme (f∗M)|V = p−11 OZ“⊗bKp−12 M|U . Soit {Zi} un recouvrement admissible fini de Z
par des affinöıdes Zi et soit Vi = Zi × U . Les sections locales (f∗M)(V ) cöıncident donc avec l’égalisateur
du diagramme de restriction usuelle

∏
iOZ(Vi)“⊗bKM(U) //

// ∏
i,j OZ(Vi ∩ Vj)“⊗bKM(U).

Le foncteur“⊗bKM(U) est exacte [9, 3.10] et commute aux produits fini dans le complexe de Čech Č•({Vi}i,OV ).
Comme Y est séparé, les Vi sont affinöıdes et Č•({Vi}i,OV ) est un complexe fini de modules de Banach fini sur

O(V ) avec des morphismes strictes, cf. [8, 3.22] et sa preuve. Donc (f∗M)(V ) = OZ(Z)“⊗bKM(U) = M(U),
comme OZ(Z) = K.

Pour utiliser les résultats de [2, section 6], on suppose maintenant que G est semisimple et simplement

connexe. Soit ÙU(g, G) la K-algèbre défini dans [2, Def. 6.2.12]. Par [2, Thm. 6.4.5] l’algèbre de Fréchet-

Stein ÙU(g, G) agit sur Y de façon compatible avec l’action de G sur Y . La preuve du loc.cit. s’applique

verbalement à l’espace X et montre que ÙU(g, G) agit sur X de façon compatible avec l’action de G sur X.

Donc [2, Thm. 3.5.12] montre que les foncteurs de localisation Loc
U(g,G)
Y et Loc

U(g,G)
X sont définis et envoie

les U(g, G)-modules coadmissibles dans CY/G et CX/G respectivement, cf. [2, Prop. 3.6.8].

On fixe un sous-algèbre de Cartan t ⊂ b et on écrit Φ+ pour les racines positives dans le système de racines

Φ(g, t). Soit W le groupe de Weyl de Φ(g, t). Soit 2ρ =
∑
α∈Φ+

α. Soit Φ+
P ⊆ Φ+ le sous-système positif des

racines qui apparaissent dans la sous-algèbre de Levi de p et 2ρP =
∑
α∈Φ+

P

α. Soit m := mP l’anihilateur dans

U(g) du module de Verma parabolique du poids 2ρP − 2ρ ∈ t∗

MP(2ρP − 2ρ) = U(g)⊗U(p) K2ρP−2ρ.

On écrit M(2ρP − 2ρ)) pour le module de Verma ordinaire (i.e. relative à b). Sa propriété universelle donne
un morphisme surjectif M(2ρP − 2ρ) →MP(2ρP − 2ρ). On écrit m0 := mG. Note que m0 = Ann(M(−2ρ)) =
Ann(M(0)), car −2ρ = wo · 0 pour l’élément wo le plus long dans W .

Pour la variété de drapeaux complète Y , [2, Thm. 6.4.9] dit que

Loc
U(g,G)
Y : {M ∈ CU(g,G) : m0 ·M = 0} → CY/G

est une équivalence de catégories. Les arguments s’entendent sans difficulté au cas de la variété de drapeaux
partielle X en remplaçant au niveau de l’input algébrique la référence classique [7] par sa généralisation [10,
Thm. 1.9].

Corollaire 6.3.
Loc

U(g,G)
X : {M ∈ CU(g,G) : m ·M = 0} → CX/G

est une équivalence de catégories.

Soit ∆ ⊂ Φ+ l’ensemble des racines simples et soit J ⊂ ∆ le complément du sous-ensemble correspondant à
p. Soit PJ ⊂ G le sous-groupe parabolique de J et WJ son groupe de Weyl. L’action de dot de W restreint
à WJ cöıncide avec l’action de dot de WJ . En particulier, si wo,J ∈ WJ denote l’élément le plus long dans
le sous-groupe parabolique WJ , alors wo,J · 0 = −2ρPJ

= −2(ρ− ρP) = 2ρP − 2ρ. Donc m0 = Ann(M(0)) =
Ann(M(2ρP − 2ρ)) et m0 ⊆ m.

Théorème 6.4. Le diagramme de foncteurs suivant commute, à isomorphisme canonique près :

CX/G CY/G

{M ∈ CU(g,G) : m ·M = 0} {M ∈ CU(g,G) : m0 ·M = 0}

f∗

Loc
U(g,G)
X

⊆
Loc

U(g,G)
Y
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Démonstration. Soit M = Loc
U(g,G)
X (M) avec m · M = 0. Comme les flèches verticaux du diagramme

sont quasi-inverse aux foncteurs des sections globales sur X et Y respectivement, il suffit de vérifier que
l’isomorphisme canonique H0(Y, uM) : H0(Y, f∗M) ≃ H0(X,M) fournit par la prop. 6.2 est compatible
avec l’action de U(g, G). Comme la source et le but de cet isomorphisme est coadmissible sur U(g, G), il suffit
de vérifier queH0(Y, uM) est g-linéaire et commute aux actions deG. Comme f estG-équivariant, l’argument
classique montre que l’application canonique ΘX → f∗ΘY est compatible avec les flèches de g dans ΘX et

ΘY respectivement, donc la g-linéarité de H0(Y, uM) . Soit g ∈ G. Comme gf
∗M = gOY “⊗bf−1(gOX )f

−1(gM)

gf
∗M, la G-équivariance de H0(Y, uM) est clair.

Remarque. Supposons que G est défini sur une extension finie Qp ⊂ L ⊂ K de Qp et G est un sous-groupe
ouvert dans G(L). Dans ce cas, U(g, G) est canoniquement isomorphe à l’algèbre des distributions localement
analytiques D(G,K) sur G à valeurs dans K, cf. [2, Thm. 6.5.1]. Par cette isomorphisme la catégorie CU(g,G)

devient l’opposée de la catégorie des G-représentations localement analytiques admissibles [21, Thm. 6.3].
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