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Résumé

Soit G un groupe de Lie p-adique. On construit le foncteur image inverse pour les D-modules equi-
variants coadmissibles sur les G-espaces rigides analytiques. On donne une application a la théorie de
localisation de Beilinson-Bernstein pour les G-représentations localement analytiques.
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1 Introduction

Le foncteur image inverse de faisceaux est un outil classique de la géométrie algébrique et apparait dans des
situations tres variées. Il est toujours intéressant d’avoir des propriétés de faisceaux qui soient préservées
par ce foncteur, et la construction de celui-ci differe parfois en fonction de ces critéres. On s’intéresse bien
souvent au foncteur image inverse de faisceaux de modules, de O-modules par exemple, ou dans le cas qui
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nous intéresse de D-modules, ou D désigne les opérateurs différentiels algébriques d’ordre fini. Soit f : Y — X
un morphisme de variétés algébriques lisses. Alors

Dy_x =0y ®s-10, [ 'Dx

est un (Dy, f~'Dy)-bimodule de facon naturelle. On peut alors définir pour tout Dx-module M le Dy-
module
ffM:=Dy_ x ®s-1p, f'M.

Ainsi f* est appelé le foncteur image inverse de D x-modules par f. Dans le cadre complexe et d’un morphisme
lisse, ce foncteur préserve la cohérence des D-modules [14]. La raison est que le Dy-module Dy _, x lui-méme
est cohérent dans ce cas.

Dans le cadre de la géométrie analytique rigide, on fixe K un corps non-archimédien complet de ca-
ractéristique mixte (0,p). Ardakov-Wadsley ont introduit [3] le faisceau Dx des opérateurs différentiels
sur une K-variété analytique rigide lisse X, qui consiste en des opérateurs d’ordre potentiellement infini® |
qui se préte donc bien a la topologie non-archimédienne. Une caractéristique des Dx-modules qu’on souhaite
étudier est leur coadmissibilité, un bon analogue de la cohérence pour les D-modules. La catégorie Cx des
modules coadmissibles est abélien. Une construction d’un foncteur image inverse de D-modules a été fait
par Bode [9], qui préserve la coadmissibilité, si le morphisme en question est lisse. Cette construction se fait
par I'introduction des K-espaces bornologiques. La propriété essentielle des modules bornologiques est leur
bon fonctionnement par passage a la complétion : Soient F une K-algebre bornologlque et M un E-module
bornologique. En notant (— ) le foncteur de la complétion bornologique, M? est un EP-module bornologique.

Le résultat clé de Bode est le théoreme d’algébrisation Db = D c’est-a-dire que ’algebre D des opérateurs
différentiels est obtenue en complétant bornologiquement ’algebre D des opérateurs différentiels d’ordre fini.
Il suffit alors de travailler sur les D-modules bornologiques puis de passer au complété pour obtenir des
résultats sur les D- modules. Soit f Y — X un morphisme lisse de variétés analytiques rigides lisses. On
définit de cette fagon un (Dy7 f- Dy) bimodule

—_ b i~
Dy x :=0Oy®f-10,f Dy,
qui est coadmissible sur Dy dans le cas d’un morphisme lisse. Si f est lisse
* ~ =b —
ffM:= DY-}X@f—lﬁX‘f M.
donne un foncteur Cx — Cy [9].

Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur X. Dans [2] Ardakov introduit la catégorie Cx /¢

des D-modules G-équivariants coadmissibles. Une motivation est la théoreme de localisation de Beilinson-
Bernstein pour Cx /¢ dans le cas d'un groupe semi-simple G et sa variété de drapeaux X, et son application a
la théorie des représentations localement analytiques de G. Le but de notre travail est de construire le foncteur
image inverse pour des D-modules G- équivariants coadmissibles, en généralisant le cas non-équivariant G = 1
de Bode.

Le premier obstacle & un telle construction est locale. L’existence locale du bimodule de transfert equivariant
et sa coadmissibilité sont plus délicate a établir en présence d’une action de groupe. Donnons quelques détails.
Pour un affinoide U de X et un sous-groupe ouvert compact H de G stabilisant U, Ardakov introduit dans
[2] lalgebre de groupe tordu complete D(U H). Elle contient I’algeébre des opérateurs différentiels D X(U ) et
recoit une fleche de H. Pour certaines couples (U, H) cette algebre est de Fréchet-Stein et un Dx-module
G-équivariant est coadmissible §’il est localement un ﬁ(U , H)-module coadmissible. Notre premier résultat
est un théoreme d’algébrisation équivariant local :

Théoréeme A (4.28). Soient U un sous-espace affinoide de X et H un sous-groupe ouvert compact de G
stabilisant U. On a

b —
Dx(U)» H ~D(U, H).

!Dans le cas d’une variété de drapeaux adique, le faisceau correspondant & ﬁx a été indépendamment introduit et étudié
dans [15] ol il est noté Zo.
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La preuve de ce théoreme est similaire au cas G = 1, avec une difficulté supplémentaire : dans un premier
temps, on établit que lalgebre D(U)x x H est pseudo-nucléaire, ce qui entraine que sa complétion de
Hausdorff coincide avec sa complétion bornologique. Ensuite on construit une suite de sémi-normes (gx)
sur D(U)k x H et montre que leurs complétions définissent la structure de Fréchet-Stein de D(U, H). La
difficulté par rapport au cas G = 1 (ou tous les g sont des normes) est de controler les noyeaux ker gx.

Le théoreme permet de définir le bimodule de tranfert équivariant local 55;‘ B = B@Zﬁ(zﬁl, G) associé a
un morphisme A — B lisse et G-équivariant entre des K-algebres affinoides lisses muni d’une action d'un
groupe compact G. Il s’agit d'un (D(B, G), D(A4, G))-bimodule qui est coadmissible sur D(B, G). Cela donne
un foncteur f*: Cx/q — Cy;q ot X = Sp(A) et Y = Sp(B).

Le deuxiéme obstacle est qu’il n’y a pas de bimodule de tranfert équivariant global, donc la globalisation est
plus compliquée : contrairement au cas G = 1, on ne dispose pas d’un faisceau D(-, G) défini globalement.
Pour expliquer la solution, soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur des espaces rigides
lisses X et Y. Soit f : Y — X un morphisme lisse G-équivariant. On définit tout d’abord le foncteur f*
globalement au niveaux des O-modules

FFMi= Oy 8o fIM

pour M € Cx/¢ et montre qu'il prend ses valeurs dans les Dy-modules G-équivariants. Ensuite, on montre
que f* coincide localement avec la construction précédente, ce qui donne le résultat principal suivant.

Théoréeme B (5.17). Pour tout M € Cx,q, la formation de f*M donne un foncteur

f*+ Cxje — Cysa

qu’on appelle foncteur image inverse de D-modules équivariants coadmissibles par f.

Le foncteur f* est compatible avec la composition. Soit e : Z — Y un deuxiéme morphisme lisses entre des
espaces lisses, alors (f oe)* ~e* o f*, comme foncteurs de Cx a Cyz.

On termine l'article avec une application du foncteur image inverse a la théorie de localisation de Beilinson-
Bernstein. Pour cela, soit G un groupe algébrique connexe semi-simple simplement connexe et déployé sur
K et B C G un sous-groupe de Borel. Soit P C G un sous-groupe parabolique contenant B. Soient b, p, g
les algebres de Lie correspondantes. Soit Y = (G/B)*" et X = (G/P)™" les variétés de drapeaux analytiques
rigides correspondantes, avec leur action naturelle du groupe de points rationnels G(K). La projection
gB — gP donne un morphisme lisse f : Y — X qui est G(K)-équivariant. Soit G un groupe de Lie p-adique
et o : G — G(K) un morphisme de groupes continu.

Théoreme C (6.4). Le diagramme de foncteurs suivant commute :

£

Cx/a Cy/a
Locg(g’c)T Locg(g’c)T
c
{M € CU(g,G) :m- M =0} = {M € CU(g,G) :mg - M =0}
Ici, Locg(g ) st I’équivalence de Beilinson-Bernstein pour les modules D-modules équivariants coadmissibles

dans sa forme [2, Thm. 6.4.9]. La définition de 1’algébre U(g,G) est un peu trop technique pour cette
introduction, mais soulignons que, dans le cas oil G est défini sur une extension finie Q, C L C K de Q, et
G C G(L) ouvert, l’algebre est canoniquement isomorphe a ’algebre des distributions localement analytiques
D(G,K) sur G a valeurs dans K. L’existence de 1’équivalence Locg]((g’g) est une conséquence de Locg(g’G)
et de propriétés du morphisme f. Finalement, m = mp est I'annihilateur dans U(g) du module de Verma

parabolique classique du poids 2pp — 2p et mg := mg. On se réfere au texte principal pour plus de détails.

Finissons cette introduction en décrivant brieévement le contenu des sections individuelles. Aprés avoir rappelé
des notions de base sur les variétés rigides et leurs opérateurs différentiels dans la section 2, on discute des
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résultats et compléments autour des espaces et algebres localement convexes et bornologiques dans la section
3. Section 4 est le coeur technique de ce travail. On prépare la preuve du théoréme A, qui est démontré dans
4.4. En 4.5 et 4.6 on prépare la globalisation. En 5.1 on établit d’abord quelques propriétés du bimodule
de transfert équivariant local. En 5.2 on globalise et démontre le théoreme B. L’application a la théorie de
localisation se trouve en section 6.

Notations

Dans cet article, K désigne un corps non archimédien complet de caractéristique mixte (0, p), d’anneau de
valuation discréte R et d’uniformisant 7. On note | - | sa norme et v sa valuation, et K désigne la cloture
algébrique de K. Sauf mention explicite, les modules sont supposés a gauche. Les anneaux et les algebres
mentionnés sont associatifs, unitaires excepté en ce qui concerne les algebres de Lie, et sont généralement
non commutatifs.

2 Opérateurs différentiels sur une variété rigide

2.1 Opérateurs différentiels sur une algebre affinoide

Le but de cette section est de rappeler la construction d’une algebre des opérateurs différentiels d’ordre infini
associé a une K-algebre affinoide munie d’un systéme local de coordonnées, cf. article [3] d’Ardakov-Wadsley,
et de fixer quelques notations. Nos références pour la géométrie non archimédienne sont [11, 12].

Définition 2.1. Soit A une K-algébre affinoide. Une sous-R-algébre topologiquement de type fini A de A
est un modele formel de A st A~ A®pr K en tant que K -algébres.

Un modele formel de A existe toujours, car si K(£1,...,&) — A est un morphisme surjectif, on peut choisir
comme modele formel 'image de R{{y,...,&) par ce morphisme.

Proposition 2.2. Soient A une K-algébre affinoide et A un modéle formel de A. Alors il existe sur A une
norme de K -algébre définissant la topologie de A tel que A est la boule unité de A, qu’on appelera la norme
jauge de A sur A.

Démonstration. En tant que R-algebre topologiquement de type fini, il existe & € N et un idéal I de
R{&1, ..., &) tel que A~ R{(&,...,&)/I. Comme K est R-plat, on a

A~ A@p K ~ (R{1,...,&)/I) @r K ~ Ty /(K.I).

On munit ainsi A ~ T, /(I ® g K) d’'une norme quotient, dont la topologie est équivalente & celle de A, et la
boule unité pour cette norme est R{(&1,...,&) /I ~ A. O

La norme jauge de A sur A est définie pour tout a € A par |a| = in}f{{|r| , a €rA}.
re

Proposition 2.3. Soient A et B deux modéles formels de A. Alors AB est un modéle formel de A contenant
A et B, ot AB consiste de sommes finies des éléments ab,a € A,b € B.

Démonstration. Voir [3], lemme 3.1. O

On fixe dans la suite une K-algebre affinoide A et un modeéle formel A de A.

Les définitions suivantes sont présentes dans l’article [18] de Rinehart.

Définition 2.4. Soient S un anneau commutatif et B une S-algébre commutative. Une (S, B)-algébre de
Lie-Rinehart L, ou simplement (S, B)-algébre de Lie, est une S-algébre de Lie qui est aussi un B-module,
muni d’un morphisme B-linéaire p : L — Derg(B) de S-algébres de Lie, tel que en notant [-,-] le crochet de
Lie sur L on a

Yo,y € LYa € B, [v,ay] = a[z,y] + p(z)(a)y.
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Un premier exemple dans notre contexte, lorsque A est une algebre affinoide, est la (K, A)-algebre de Lie © 4
des K-dérivations continues sur A, munie du morphisme d’inclusion © 4 — Derg (A). Toute sous-K-algebre
de Lie de © 4 qui en est également un sous-A-module est alors une (K, A)-algebre de Lie par la composition
des inclusions.

De la méme facon, lorsque A est un modele formel de A, 'algebre © 4 des R-dérivations continues sur A4 est
une (R, A)-algebre de Lie. Et toute sous-R-algebre de Lie de © 4 qui est également un sous-A-module est
une (R, A)-algebre de Lie.

Définition 2.5. Soient A une K-algébre affinoide, A un modéle formel de A et L une (K, A)-algébre de
Lie. Un sous-A-module L de L est un A-réseau de Lie de L si c’est une sous-(R, A)-algébre de Lie, qui est
de type fini sur A et que K.L = L.

Soit L une (S, B)-algebre de Lie. Par son morphisme p : L — Derg(B) on associe a tout élément b € B
et [ € L Popération [(b) := p(1)(b). Ainsi dans le contexte de la définition précédente, un A-réseau £ de L
stabilise A par lopération ci-dessus, ce qu’on notera £(A) C A. Comme L est une R-algebre de Lie elle
vérifie aussi [£, L] C L.

Avec les mémes notations, nous étudierons majoritairement le cas de A-réseaux de Lie de la (K, A)-algebre de
Lie © 4. Pour synthétiser dans ce cas précis, un A-réseau de Lie £ de O 4 est simplement une sous- R-algebre
de Lie de © 4 qui est aussi un A-module de type fini, qui stabilise A et tel que K.L = O 4.

Proposition 2.6. Soit L une (S, B)-algébre de Lie-Rinehart. Il eziste une S-algébre Up(L) et des mor-
phismes ip : B — Ug(L) de S-algébres et ir, : L — Ug(L) de S-algébres de Lie tels que
Ve € L,Ya € B, ig(ax) =ip(a)ip(z) et [ir(x),ip(a)] =ip(p(z)(a))

et qui vérifie la propriété universelle suivante : pour toute S-algeébre U, pour tout morphisme jg: B — U de
S-algébres et pour tout morphisme jr : L — U de S-algebres de Lie tels que

Ve e L,Vae B, jilax) = jpla)jr(z) et [jr(x),jp(a)] = jp(p(z)(a)),

il existe un unique morphisme de S-algebres ¢ : Ug(L) — U tel qu’on a le diagramme commutatif

U
JiB wT JjL

1B 1L
Démonstration. Voir [18], section 2. O

Définition 2.7. Soit L une (S, B)-algébre de Lie-Rinehart. On appelle algébre enveloppante de L la S-algébre
Up (L) vérifiant les propriétés de la proposition précédente.

Lorsqu'’il n’y aura pas de confusion, on notera tout simplement U(L) l'algebre enveloppante de L. Soit A
une algebre affinoide, on construit de cette fagon ’algebre D4 des opérateurs différentiels d’ordre fini de A,
donnée par Dy := U(©4). Remarquons que le morphisme i4 : A — U(L) est toujours injectif, tandis que le
morphisme iy, : L — U(L) est injectif lorsque L est un A-module libre.

Il nous reste alors & définir ’algebre des opérateurs différentiels d’ordre infini.

Définition 2.8. Soient A une K-algébre affinoide, A un modeéle formel de A et L un A-réseau de Lie de
©4. Pour tout k € N, on pose

Dy :=U(r"L)@r K =U(7"L)

ot~ désigne la complétion m-adique. On pose

Dy :=lim Dg.
—
keN
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Remarque. La définition ci-dessus a bien du sens car les (Dg)gen forment un systéme projectif. En effet
pour tout k € N, on a une inclusion U (7" T1L) € U(7*L) et on obtient par complétion T-adique un morphisme
D11 — Dy qui fait de la famille (Dg)xen une famille projective.

Définition 2.9. Soit A une K-algébre affinoide. Un systeme local de coordonnées de A sur K, lorsqu’il
existe, est une famille (x1,...,x,) d’éléments de A tel que lespace des différentielles de Kahler Q4 de A sur
K a pour A-base la famille (dzq, ..., dz,), c’est-a-dire

QA>=:€%>de$@
i=1

Remarque. Un systéme de coordonnées (x1,...,2,) de A permet d’obtenir une base (Op,,...,0,) de © 4,
ot pour tout i € [1,n] Uélément 0., est l’image de dx par lisomorphisme Homa (24, A) ~ O 4. On écrira
souvent que (2;, 0z, )ic[1,n] st un systeme local de coordonnées, méme si les 0., sont entierement déterminés
par les x;.

Pour une algebre affinoide A munie d’un systéeme local de coordonnées, le cardinal de tout systéme de
coordonnées de A est le méme, il s’agit du rang du A-module libre €2 4.

Proposition 2.10. Soient A une algeébre affinoide munie d’un systéme local de coordonnées (), et A un
modéle formel de A. Il existe N € N tel que, en posant x; = ﬂ_ng pour tout i € [1,n], le A-module libre

L=EPAd., CO4

i=1
est un A-réseau de Lie, el (T;)ieq,n] est un systeme local de coordonnées de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’on peut trouver un tel N € N tel que £(A) C A. Comme A est
un modele formel, il existe un ensemble fini S de A tel que A = (S) . Comme K. A = A, pour tout i € [1,n]
il existe N; € N tel que 7' 0,/ (S) C A. En prenant N = max N; et z; = 7Nzl (et donc 8, = wNaw;) pour
tout ¢ € [1,n], alors on a

L(A) = (A0;, (S),..., A0, (9))p C A.
Ainsi, les éléments de £ sont des dérivations sur A et £ C © 4. On montre alors qu’avec ce choix de £, on a
[£, L] C L. En effet, soient a,b € Aet i,j € [1,n], ona
[a0z,,00;,] = a0z, 00,, — b0y,;00,, = a0y, (D) Op, — b0y, (a) Oy, € L
cA cA
et par linéarité du crochet de Lie, on constate que celui-ci stabilise £. Ainsi £ est une A-sous-algebre de Lie

de © 4, c’est donc une (R, .A)-algebre de Lie-Rinehart. Puisque de plus K.L = © 4 et que L est de type fini,
c’est un A-réseau de Lie de © 4. O

Par cette proposition, on dira que quitte & redimensionner le systéme local de coordonnées, le A-module
libre £ engendré par les (0z,)ic[1,n] est un A-réseau de Lie.

Proposition 2.11. Soient A une K -algebre affinoide munie d’un systeme local de coordonnées (x;, 0, )ic[1,n]
et A un modéle formel de A. Supposons que le A-module libre L engendré par les (Ox, )ic[1,n] €st un A-réseau
de Lie. Alors pour tout k € N, on a des injections Dy1 — Dy avec

_ —
Dy, ~ { Z o 0% | an € A et agm Fll la‘—fo 0}
aeN?

et on a des injections Dy — Dy, avec

5,4 ~ { Z e 0% | ao € A et Vk € N, agm kel la‘l)w 0}.
aeN™
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Démonstration. Pour tout k € N, le A-réseau de Lie 7% L a pour base (77 Oz, )ie[,n] sur A, donc
"£) = P Artlloe
aeNn

ot 9% = 9} ...0;. Avec une telle base, on obtient que pour tout k € N,

/(W { Z ag 1 g , aq € A et ay laﬁooO}

aeNn?
et donc
Dy, = kﬁ Ve { Z aa0% , ag € A et agm el la‘ifo O} .
aeNn
Le systeme projectif (Dy)ren & pour morphismes de transition les injections D1 < Dy, ot chaque Dy, est

isomorphe a un sous-espace de ’espace des séries d’opérateurs. Dans ce contexte, leur limite projective D4
est isomorphe a l'intersection de ces espaces, donc

5,4 ~ ﬂ { Z a4, 0% , an € A et agm kel laﬁ)oo 0}

keN LaeNn
~ { Z 0% , an € Aet Vk €N, agm kel ‘alifo O}. O
aENn
Reprenons les hypotheses de la proposition précédente. Pour tout k£ € N et en fixant une norme | - | sur A,

on a une norme sous-multiplicative sur Dy, notée | - | et définie pour tout s € dj, par
_ —k|a| N _ a
[s|r = CrvréaN>§ ’aoﬂr ‘ ol s = Z a,0%.
aeNm
On prend sur A la norme jauge pour son modele formel A définie en proposition 2.2. Comme la boule unité
de A pour cette norme est A, on constate que la boule unité de Dy, pour la norme |- | est U(7*L).

Par les injections D4 < Dy, on munit ainsi D4 d’une suite de normes (] - |x)ren qui définissent sa topologie.

Proposition 2.12. Pour tout k € N, le complété de ﬁA pour la norme | - |y, est isomorphe & Dy.

Démonstration. Pour tout k € N, on a une injection dense D4 < Dj. Comme D}, est complet pour sa norme
| - |k, par passage au complété on a

—Ilx

Da ~ Dy. O

2.2 Opérateurs différentiels sur une variété rigide

Pour définir le faisceau D sur une variété rigide lisse générale, nous rappelons quelques notions autour des
G-topologies [11]. Soit T une G-topologie sur un espace X. On fait référence a [11, 9.1.2 def.1] pour la notion
d’une G-topologie T dite légérement plus fine que T.

Proposition 2.13. Soit T une G-topologie sur un espace X tel que O et X sont des T-ouverts. L’ensemble
des G-topologies légérement plus fines que ¥ posséde un unique élément mazimal. Cette G-topologie sur X
vérifie

1. 0 et X sont des ouverts admissibles.

2. Soient {U;}ic1 un recouvrement admissible d’un ouvert admissible U C X, et V' C U tel que pour tout
i € I 'ensemble V NU; est un ouvert admissible de X . Alors V est un ouvert admissible de X .

3. Soit {U;}ier un recouvrement d’un ouvert admissible U C X par des ouverts admissibles tel que {U,; }ier
admet un raffinement admissible. Alors {U;}icr est un recouvrement admissible de X .
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Démonstration. [11, 9.1.2 Prop.2]. O

Théoréme 2.14. Soient T une G-topologic sur un ensemble X, et T une G-topologie légérement plus fine
que T. Alors tout faisceau sur T s’étend de maniére unique en un faisceau sur %'.

Démonstration. [11, 9.2.3 Prop. 1]. O

Soit maintenant X un K-espace affinoide. On rappelle que la topologie de Grothendieck faible X, sur X
est la G-topologie dont les ouverts sont les sous-domaines affinoides de X et les recouvrements sont les
recouvrements finis par des sous-domaines affinoides.

Notation. Soit X un espace affinoide. On note X,y la G-topologie mazimale des G-topologies légerement
plus fines que X, .

e Un sous-ensemble U C X est un ouvert admissible pour X,;q s’il existe un recouvrement {U;}icr de
U par des affinoides tel que pour tout morphisme d’espaces affinoides ¢ : Z — X avec ¢(Z) C U, le
recouvrement {¢~*(U) Yier de Z admet un raffinement fini par des affinoides de Z.

o Un recouvrement {V;}icr de V. € X,y est un recouvrement admissible pour X,;, si Vi € X,iq pour
tout i € I et si pour tout morphisme d’espaces affinoides ¢ : Z — X avec ¢$(Z) C V., le recouvrement
{6 (Vi) Yier de Z admet un raffinement fini par des affinoides de Z.

Cette G-topologie sera toujours celle employée sur les espaces affinoides sauf mention contraire. Cependant,
il nous suffira de construire des faisceaux sur X, pour définir de nouveaux faisceaux sur X,;, par extension.

Soit maintenant X un K-espace analytique rigide. On notera X,;, la G-topologie de X.
Définition 2.15. Soient X et Y des K-espaces rigides. Un morphisme de K-espaces rigides f 1Y — X est

lisse s’il existe un recouvrement admissible {Y;}ier de'Y par des affinoides tel que Sy, x est un Oy, -module
libre de type fini.

Remarque. De maniére équivalente, f est lisse si et seulement si il existe un recouvrement admissible
{Yiticr de Y par des affinoides tel que pour tout i € I, Y; posséde un systéme local de coordonnées sur
X, clest-a-dire qu’il eviste une famille (y1,---,y,) de Oy tel que Qy,,x est libre de type fini de base
(dyla e 7dy1”)'

Pour un espace rigide X, on peut donner une définition de lissité de X qui équivaut & ce que le morphisme
X — K soit lisse, ce qui donne la définition suivante.

Définition 2.16. Un K-espace rigide X est lisse de dimension n s’il existe un recouvrement admissible
{X;}ier de X par des affinoides tel que Qx, est un Ox,-module libre de type fini de rang n.

Remarque. De maniére équivalente, X est lisse si et seulement si il existe un recouvrement admissible
{Xi}tier de X par des affinoides tel que pour tout i € I, X; posséde un systéme local de coordonnées.

Proposition 2.17. Soient X etY des K-espaces rigides, et f : Y — X un morphisme de K -espaces rigides.
La suite suivante est exacte

Oy ®f-10, f'Qx — Qy — Qy)x — 0
et si de plus f est un morphisme lisse alors on a la suite exacte scindée
0— Oy @10, f'Ox — Qy — Qyyx — 0
Démonstration. Voir [16], théoréeme 25.1. O

Notons X, 'ensemble des sous-domaines affinoides U de X tel que Ox (U) possede un systéme de coordonnées
locales, qui forme une G-topologie en considérant les recouvrement admissibles (dans le sens de X,;4) par
des éléments de XJ,.

Proposition 2.18. Soit X un K-espace rigide lisse, la G-topologie X,;, est légérement plus fine que X,.
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Démonstration. Puisque X est lisse, alors il existe un recouvrement admissible { X; };er de X par des éléments
de X . Soit U un ouvert admissible de X, pour tout ¢ € I ’ensemble U N X; est admissible et posséde un
recouvrement admissible {U; ;};es par des éléments de X,,. Alors le recouvrement {U; ;}icr jes de U est
admissible. Puisque X; € X7, pour tout i € I, alors il existe un systéme de coordonnées locales (Tx)re[1,n]
de Ox (X;) et pour tout j € J, la famille (zxy, ; )ke1,n] st un systeme de coordonnées locales de U; j, donc
U;,; € X,,. Ainsi, X}, est une base de X,4, tout X,;4-recouvrement possede un X, -raffinement et donc X,;,

est légerement plus fine que X_. O

Pour finir, on définit le faisceau D sur un espace analytique rigide lisse.

Théoréme 2.19. Soit X un K-espace rigide lisse. Pour tout U € X,,, on pose
Dx(U) :=U(0x(0)).
et 73)( ainsi défini est un faisceau sur X,, qui s’étend uniquement en un faisceau sur X,iq.

Démonstration. Voir [3], théoréeme 8.1 et théoréme 9.3. O

2.3 Foncteur image inverse de D-modules

Nous rappelons le cas du foncteur image inverse pour les modules sur les opérateurs d’ordre fini, et fixons
quelques notations. La discussion suit la discussion classique complexe [14]. Soient X et Y des K-espaces
rigides lisses respectivement de rang n et m, et f : Y — X un morphisme lisse de K-espaces rigides.

Définition 2.20. Avec les notations de la section, on note Yqu l’ensemble des sous-espaces affinoides V € Y.
tel qu’il existe U € XS, avec f(V) C U, et tel que V' posséde un systéme local de coordonnées sur U.

Proposition 2.21. L’ensemble Yu{ avec les recouvrements admissibles forme une G-topologie de Y, et la
G-topologie Yy;4 est légerement plus fine que Yu{.

Démonstration. Puisque Y est lisse, il existe un recouvrement admissible {Y;};cs de Y dans Y,;. Comme f
est lisse, et quitte a raffiner ce recouvrement, on suppose de plus que les affinoides Y; possédent chacun un
systéme local de coordonnées sur X. Comme X est lisse, il existe un recouvrement admissible {X;};c;r de X
dans X¢. Pour tout i € I et pour tout j € J, notons Y; ; = f~1(X;) NY;. Alors la famille {Y; ;};cs est un
recouvrement admissible de 'ouvert f~'(X;), donc le recouvrement {Y; ;}; jer.; de Y est admissible.

Soit V' € Y,4,. Pour tout ¢, j € I, J, I'ouvert admissible V' NY; ; admet un recouvrement admissible {X/;J’k}ke;(
dans Y. Le recouvrement {‘/Yi’j’k}i,j’keI’J’K de V est admissible, et de plus pour tout 4,5,k € I,J, K on a
f(Vijk) C X; et Vi, CY;. Comme Y; posséde un systéme local de coordonnées sur X, V; ;1 en possede
aussi par restriction. Ainsi V' posseéde un recouvrement admissible dans Yu{ . O

Proposition 2.22. Soient V € Y] et U € X¢ tel que f(V) C U. Notons A = Ox(U) et B = Oy (V). Il
existe des systémes de coordonnées (x;, 0z, )icqi,n] de A et (yj,0y,)jen,m] de B tel que y; = f(x;) pour tout
i€ [1,n].

Démonstration. On utilise la suite exacte scindée 0 — Oy @¢-10, 10 = Qy — Qv — 0. O
Corollaire 2.23. Awvec les notations de la proposition précédente, on a un morphisme surjectif de B-modules
105 »B®40O4, 00

entiérement déterminé grace aux systémes locauzr de coordonnées de A et B par

‘ —~ 1®0y, sij<n
Vie[l,m], Dy, :{ 0 ’ SINOMn.

Démonstration. On a la suite exacte scindée 0 — B @4 Q4 > Qp — Qp/a — 0 avec ¢ définie par
©(1® dx;) = d(f(x;)) = dy; pour tout i € [1,n]. On obtient Papplication 8 — § en prenant son dual. O
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Proposition 2.24. L’espace B®4 U(©4) est muni d’une structure de U(©g)-module.

Démonstration. En reprenant les notations du corollaire 2.23, on définit ’application

jog O — EndK(B®AU(@A)~)
0 — (bRs—0(b)®s+bl.s)

et on pose
jg: B — FEndg(B®aU(O4))
a — (b®s—ab®s).

Remarquons d’abord que jg, est un morphisme de K-algebres de Lie, c’est-a-dire que pour tout b,b’ € B,
pour tout 7,5 € [1,m] et pour tout b” ® s € B®4 U(O4), on a

[j@B (bayl)a j@B (b/a'yj )](b/, ® S) = ba% (blayj (bl/)) ® s+ bb/ayj (b//) ® azz‘s + bayl (b/b//) ® 895]‘ S
+00'V" @ 0,05, — 'y, (b0y, (b)) ® s — bb'D,, (V) ® Oy, 5
—b0y, (bb") @ Oy, 5 — WUV @ Oz; 0,5
= [bﬁyi,b'@yj](b") ® s+ bd,, (V) @ Oz, 8 — b’@w (b)Y @ Oy, s
= [bayz ’ b,ayj](b”) ® s+ b" [bayqi ’ b’&'yj]s
= jos ([b0y,,b'0y,]) (V" @ 5)
avec la convention que pour 7 ou j supérieur a n, alors 9, et 9, valent 0. On déduit par linéarité que pour
tout 6,0’ € U(Op) on a
[jQB (9)7 Jos (9/)] =Jos ([07 6/])

de plus, pour tout b € B et pour tout § € O on a
e jp(b)je,(0) = jo,(bd) car pour tout b @ s € B4 U(©4), on a

iB(b)je,(0)(V' @ s) =b0(b') @ s+ bb'O(s) = jo, (b0)(b' @ s).

o [jo,(0),jB(b)] = jp(6(b)) car pour tout ¥’ @ s € B®4 U(O4), on a

o (8),ip®)]( @s) = (0(bb) @ s+ bb'0(s)) — (bO(H) @ s + bb'(s))
= (b)) —bO(V)) @ s = O(b)Y @ 5 = jp(0(b)) () @ s).

donc par propriété universelle de I’algebre enveloppante, on a bien une application

U©p) — Endg(B®4U(O4)). O

Proposition 2.25. Avec les notations de la proposition précédente, le U(©p)-module B @4 U(©4) est de
présentation finie engendré sur U(Opg) par lélément 1 ® 1, et on a l'isomorphisme de U(O g)-modules

_U©g), m
BoaU®4) = B/Z U(©p).0,,

Jj=n+1

Démonstration. Les éléments de la forme 1 ® 05 avec o € N” sont générateurs en tant que B-module de
B®aU(©a4), ou 0y =0 ...0;". On remarque alors que, en prenant 9, € U(©p), alors

fe Yo Qpy Yo an—1 19 _ aa an—1
Pel®1 =0 .. Al =00, 9, =0 .o @,
— = 1RO .. = 1RO

donc B ®4 U(©4) est bien engendré par 1 ® 1 sur U(O©pg). On remarque de plus que 85.1 ®1 = 0 avec
B € N™ si et seulement si il existe j €]n, m] tel que §; > 0. Comme

U©s)= P B.9)
B

eNm
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alors le noyau de application U(Op) — B ®4 U(©4) est engendré sur B par les éléments 8yj.65 avec
J €]n,m] et B € N, et donc engendré sur U(©p) par les d,,, j €]n,m]. On a donc la suite exacte

U©Op)" " —UOp) — BRaU(©O4) —0

ou plus précisément

0— > U(©p).d,, — U(Op) — BoAU(O4) — 0. H
Jj=n+1

Proposition 2.26. Notons Dx = U(Ox) et Dy = U(Oy). Pour tout Dx-module M, on a sur Y] un
faisceau de Dy -module f*M défini par

f*M = Oy Qf-10 fﬁlM.

Démonstration. Pour tout V € Y] il existe U € X¢ tel que f(V) € U. Soit U’ € U tel que f(V) c U’ € X¢,
et posons A = Ox(U), A" = Ox(U’) et B = Oy (V). Par la proposition 2.24, Oy (V) ®o ) Px(U’) est
un Dy (V)-module. Ainsi,
M)~ dim Oy (V) ®oy ) MU'
f(vycu'cu

est une limite inductive de Dy (V')-module donc est un Dy (V)-module. Donc f*M est un préfaisceau de
Dy-module, qui faisceautisé donne un faisceau de Dy-module sur Yu{ . O

Corollaire 2.27. Pour tout Dx-module M, le Dy -module f*M sur YU{ s’étend uniquement en un Dy -
module sur Yy;q.

Démonstration. Comme Y, est légérement plus fine que YJ par le lemme 2.21, le faisceau f*M sur Yu{
s’étend uniquement en un faisceau de Dy-modules sur Y;;, par le théoreme 2.14. O

3 Structures d’espaces

3.1 Espaces localement convexes

Notre référence pour l'analyse fonctionnelle non archimédiénne est [20]. Rappelons qu'un K-espace vectoriel
topologique U est localement conveze s'il existe une famille de réseaux (L;);c; de U satisfaisant certain
propriétés de stabilité tel que et que la topologie sur U a pour bases d’ouverts les ensembles {v + L;, v €
U,i € I}. La semi-norme jauge qr,, associé a un L; est définie par

Ve eU, qp,(z) = léllf({|’/‘| / x €rL;}.

La topologie de U est également définie par la famille de semi-normes (qr,, )ier et réciproquement, une famille
de semi-normes définit une topologie localement convexe [20, Prop. 4.3/4.4]. Une autre définition équivalente
est énoncée dans [1, Prop. 2 page 92] :

Proposition 3.1. Un K -espace vectoriel topologique U est localement convexe si et seulement si il est limite
projective d’espaces semi-normable (U;)qcr-

Démonstration. Esquissons la preuve. Si U est limite projective d’espaces semi-normables U;, en notant ¢;
une semi-norme sur U; pour tout i € I, la limite projective munit U d’une famille de semi-normes ¢;, issues
de ¢ par les morphismes U — Uj, et qui définit la topologie localement convexe de U. Inversement si U est
localement convexe, donc défini par une famille de semi-normes (qr,,)ies issus de réseaux ouverts, alors U
est limite projective des espaces semi-normés (U, qr, )icr, qui forme un systéme projectif par les morphismes
continus (U, qr,) — (U, qr;) lorsque qr, > qr,. O

11
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Proposition 3.2. Soient U et V des espaces localement convexes, d’ensembles de réseauzr ouverts Ay et
Ay. Alors U @ V' est un espace localement convexe d’ensemble de réseaux ouverts A défini par

A:{L®RK / LGAU,KGAv}.
Démonstration. C’est la topologie projective sur le produit tensoriel de U et V, cf. [20, §17.B]. O

Définition 3.3. Soit U une K-algébre localement convexe. Soient M wun U-module a droite localement
conveze et N un U-module a gauche localement conveze. La topologie localement convexe sur M @y N est
la topologie la plus fine rendant l'application M g N - M ®y N continue.

Proposition 3.4. Soit U un espace localement convexe défini par une famille de semi-normes (¢;)icr-
L’adhérence de {0} est égale a

{0} =g '({0})

iel
et U est séparé si et seulement si {0} est fermé dans U, c’est-a-dire si et seulement si pour tout v € U non
nul, il existe i € I tel que g;(v) # 0.

Démonstration. Voir [20], lemme 4.6. O

PropOSItlon 3.5. Pour tout K-espace localement convexe U, il existe un espace localement convexe séparé
complet U" ainsi qu’un morphisme ¢ : U — U" tel que pour tout morphisme continu g U — W dans un
espace localement conveze séparé complet W, il existe un unique morphisme continu §" LU 5 W tel que

g=g"oc.
Démonstration. Voir [20], proposition 7.5. O

L’espace U™ est appelé le complété de Hausdorff de U.

Proposition 3.6. Pour tout espace localement convexe U, le complété de Hausdorff de U est isomorphe a

Ul ~lim U%
-

iel

ou U est le complété de U pour sa semi-norme g;.

Précisons que dans le cas ol ¢; n’est pas une norme, la notation U correspond au complété de ’espace
U/{q; = 0} pour la norme quotient induite par g;.

Démonstration. La démonstration est facile et laissé au lecteur. Notons que lim U4 est séparé, cf. 3.4.
-—
iel
O

Rappelons qu'un K-espace localement convexe séparé U est métrisable si et seulement si sa topologie peut
étre définie par une famille dénombrable de semi-normes (gx)ken, cf. [20, Prop. 8.1]. Dans ce cas, on pourra
toujours supposer la suite de semi-normes (gx)ren croissante quitte & considérer les semi-normes

Vk €N, ¢, = maxg;
qk ifqu

qui munissent U de la méme topologie que les (g )ren. Rappelons également qu'un K -espace de Fréchet est
un K-espace localement convexe U qui est métrisable et complet. C’est de plus une K-algébre de Fréchet si
U est une K-algebre dont la multiplication est continue. En résumé, pour une K-algebre de Fréchet U, il
existe une suite croissante de semi-normes d’algebres (g )ren sur U tel que

U ~ lim U9%.
—
keN
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3.2 Algebres de Fréchet-Stein et modules coadmissibles

Dans [21] Schneider-Teitelbaum introduit le concept d'une algébre de Fréchet-Stein, et la catégorie abélienne
des modules coadmissibles sur une telle algebre. On rappelle ces notions d’abord.

Définition 3.7. Une K-algébre de Fréchet U est une algébre de Fréchet-Stein a gauche (resp. a droite) s’il
existe une suite croissante de semi-normes (qi)xen d’algébres définissant la topologie de U tel que U est
noethérien et est un U+ -module plat o droite (resp. & gauche).

On emploiera la notion d’algebre de Fréchet-Stein bilatere pour les algebres de Fréchet-Stein simultanément
a gauche et a droite.

Proposition 3.8. Une K-algébre topologique U est une K-algébre de Fréchet-Stein si et seulement si il
existe une suite de K-algébres de Banach noethériennes (Ug)ren ainsi qu’un morphisme continu d’algébres
Pk Ugp1 — Uy pour tout k € N, tel que Uy est un Ugy1-module plat a droite, l'image de Ug41 est dense
dans Uy, et

—

keN

Démonstration. Si U est une K-algebre de Fréchet-Stein, alors en posant Uy = f]\q’“, la suite (Uy)ken vérifie
toutes les conditions de la proposition. La direction réciproque est laissé au lecteur. O

Rappelons l'algebre des opérateurs différentiels vu en définition 2.8, qui sera notre premier exemple d’une
telle algebre.

Théoréme 3.9. Soit A une algébre affinoide lisse. L’espace ﬁA est muni d’une topologie localement convezre
par _
D4 = lim Dy,
—

et est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatére.

Démonstration. 5A est bien un espace localement convexe par la proposition 3.1 car il est limite projective
des espaces normés (Dy, | - |x)ren. C'est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatére par [3], section 6.4. O

Soit U une K-algebre de Fréchet-Stein. On choisit une suite croissante de semi-normes (gx)ren de U qui
définit sa topologie, et on note Uy = U9 pour tout k € N, tel que U soit isomorphe a la limite des Uy.

Définition 3.10. Un U-module M est coadmissible s’il existe une suite (My)ren de Ug-modules de type fini
et des isomorphismes Uy, Qu, ., Mpi1 = My pour tout k € N tels que M soit isomorphe a la limite des M.
Par exemple, tout module de présentation finie est coadmissible [21, Cor. 3.4]. Soit M un U-module coad-
missible. On a pour tout k € N I'isomorphisme Uy @y M ~ M., cf. [21, Cor. 3.1].

La définition de coadmissibilité ne dépend pas du choix de la suite de semi-normes (g )ren. Les U-modules
coadmissibles forment une sous-catégorie abeliénne Cyy dans tous les U-modules [21, Cor. 3.5].

On conclut avec quelques notions issues de article [3].

Définition 3.11. Soit M un U-module. On dit qu’un U-module coadmissible M est le complété coadmissible
de M si il existe un morphisme i : M — M tel que la propriété universelle suivante est vérifiée : pour tout
U-module coadmissible N et morphisme j : M — N, il existe un unique morphisme @ : M — N tel que

poi=j.
Lorsque le complété coadmissible existe, il est unique a isomorphisme pres. On peut montrer qu’il existe et
I'expliciter dans certains cas comme dans la proposition suivante.

Proposition 3.12. Soit M un U-module. Si My, = U @y M est un Ug-module de type fini pour tout k € N,
alors le complété coadmissible de M existe et est donné par

M ~1lim(Uy, @y M) = lim M,
— —
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ot la structure de U-module coadmissible de M est donnée par les (Mg)gen-
Démonstration. Voir [3], proposition section 7.1. O

Définition 3.13. Soit V une K-algébre de Fréchet-Stein. Un K-espace de Fréchet M est un (U, V)-bimodule
U-coadmissible si c’est un (U, V)-bimodule tel que M est coadmissible en tant que U-module et tel que le
morphisme d’espaces de Fréchet VP — Endy (M) est continu.

On précise que algebre Endy (M) des endomorphismes de U-modules de M est une K-algebre de Fréchet
par
EndU(M) ~ lim EndUk (Uk Ru M) = lim EndUk (Mk)
— —

d’apres le lemme 7.2 de [3].

Proposition 3.14. Soit V une K-algébre de Fréchet-Stein. Soient M un (U, V')-bimodule U -coadmissible et
N un V-module coadmissible. Il existe un U-module coadmissible M@y N qui vérifie la propriété universelle
sutvante : pour tout U-module coadmissible P et pour toute application U-linéaire V -balancée M x N — P,
il existe un unique morphisme de U-modules M@y N — P tel que le diagramme commute

MxN —s M@yN
\P

Et M@y N est le complété coadmissible du produit tensoriel M @y N.

Démonstration. Le complété coadmissible de M ®y N est bien défini. En effet, pour tout & € N et par
continuité de I'application VP — Endy (M), il existe i € N et un morphisme V;’ — Endy, (Mj). donc My,
est un (U, V;)-bimodule et on a

My, @y N ~ My, @v, (Vi @v N)

ou V; ®y N est de type fini sur V; par V-coadmissibilité de N, et My est de type fini sur U, par U-
coadmissibilité de M. On en conclut ainsi que le Ug-module My @y N est de type fini pour tout k£ € N et par
la proposition 3.12 le complété coadmissible voulu existe bien. La propriété universelle du produit tensoriel
coadmissible correspond alors a celle du complété coadmissible. O

Proposition 3.15. Soit V une K-algébre de Fréchet-Stein. Pour tout (U,V)-bimodule U-coadmissible M
et pour tout V-module coadmissible N, on a

M®yN ~ M&VN.

Démonstration. Voir [7], corollaire A.6. O

3.3 Espaces bornologiques

Des liens existent entre les espaces vectoriels bornologiques et les espaces vectoriels localement convexes,
ce qui nous permettra d’utiliser des propriétés inhérentes a ces espaces pour amener a des résultats sur les
algebres de Fréchet-Stein.

Pour I’étude des espaces bornologiques, nous pourrons nous référer a 'ouvrage [17] de Prosmans et Schneider
qui traite ces notions pour le cas des C-espaces vectoriels, mais on citera surtout l'article [5] de Bambozzi
qui les étudie dans le cadre non-archimédien.

Définition 3.16. Un ensemble E est un espace bornologique s’il est muni d’un ensemble de parties Bg de
E tel que

e si Bc By et B C B alors B' € Bg.

e Bp contient les singletons.

14
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e B est stable par unions finies.
L’ensemble By est appelé une bornologie sur E et ses éléments sont appelés les bornés.

Les premiers exemples qu’on puisse avoir d’espaces bornologiques sont les espaces normés ou semi-normés,
pour lesquels les bornés sont naturellement les ensembles bornés pour la norme ou la semi-norme de ’espace.

Définition 3.17. Soient E et F des espaces bornologiques et g : E — F une application. On dit que g est
bornée si l'image de tout borné de E est un borné de F.

Définition 3.18. Un K -espace vectoriel E est un K -espace vectoriel bornologique si les applications (A, x) €
KxE— A zxeEet(x,y) € EXEw—x+ycE sont bornées.

Définition 3.19. Soit E un K-espace vectoriel bornologique. Un borné B € Bg est absolument conveze si
c’est un R-module. On note Bg U’ensemble des bornés absolument convezes de E.

Définition 3.20. Un K-espace vectoriel bornologique E est de type convezxe si pour tout B € B, il existe
By,...,B, € Bg tel que BC By U---UB,. On dit alors que la bornologie Bg a pour base Bg.

On note Borg la catégorie des K-espaces bornologiques de type convexe, munie des applications K-linéaires
bornées.

Remarque. Tout espace localement convexe U, de famille de semi-normes (q;)icr, est muni d’une structure
de K-espace bornologique de type convexe ou les bornés sont les sous-ensembles B de U tel que pour tout
1 € I, il existe \; € R tel que ¢;(B) < \;, c’est-a-dire les sous-ensembles de U bornés pour toutes les
semi-normes de U.

Nous pouvons donc considérer les espaces localement convexes, et donc les algebres de Fréchet-Stein, comme
des espaces bornologiques si nécessaire.

Remarque. Soient E et F' des K-espaces bornologiques de type convexe. Alors E ® F et E X F sont des
K-espaces bornologiques de type convexre dont les bornés sont respectivement les sous-ensembles des sommes
directes ou des produits directs de bornés de E et de F. Plus généralement, toute somme directe ou produit
direct de K -espaces bornologique de type convexe est un K-espace bornologique de type convexe dont les
bornés sont respectivement les sous-ensembles des sommes directes ou des produits directs de bornés.

Remarque. Soient E, F € Borg. Alors EQi I € Boryk dont les bornés sont les sous-ensembles des produits
tensoriels sur R~ de bornés qbsolument convezes de E et de F. Autrement dit, B € Brgr si et seulement si
il existe B € Bg et Bp € Br tel que B C Bg ®p Br.

Proposition 3.21. Soient E € Boryk et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

o [ est muni d’une bornologie restreinte Br tel que F' € Bor, qui est la bornologie la plus fine rendant bornée
Uinclusion i : FF — E.

e E/F est muni d’une bornologie quotient By tel que E/F € Borg, qui est la bornologie la plus grossicre
rendant bornée la projection w : E — E/F

Démonstration.

e Cela signifie que B € By si et seulement si B C F et B € Bg. de cette fagon F' est muni d’une structure
de K-espace vectoriel de type convexe.

e Cela signifie que B € By, si et seulement si il existe C' € Bg tel que m(C) = B. de cette facon E/F est
muni d’une structure de K-espace vectoriel de type convexe. O

Définition 3.22. Une catégorie est dite pré-abélienne si c’est une catégorie additive et que tous les mor-
phismes de cette catégorie admettent un noyau et un conoyau. dans une telle catégorie, on dit qu’un foncteur
F est exact a gauche (resp. a droite) s’il est additif et préserve les noyauz (resp. les conoyauz), c’est-a-dire
pour tout g : C — C’

Ker(F(g)) = F(Ker(g)) (resp. Coker(F(g)) = F(Coker(g))).
Proposition 3.23. La catégorie Bory est pré-abélienne. dans cette catégorie, pour une morphisme borné
g:E—F
e Le noyau de g est Ker(g) = g~ '({0}) € Borx muni de la bornologie restreinte.
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e L’image de g est Im(g) = g(E) € Bork muni de la bornologie restreinte.
e Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) € Borkx muni de la bornologie quotient.

Remarquons que d’apres la remarque suivant la définition 2.1.1 dans [4], la catégorie des espaces vectoriels
bornologiques est méme quasi-abélienne, et c’est aussi le cas de la catégorie Borg. Nous ne nous servirons
pas de ce résultat.

Remarque. La catégorie Borg contient les limites projectives et les limites inductives. En effet, la limite
projective est construite a partir de noyaux et de produits directs et la limite inductive est construite a partir
de conoyauz et de sommes directes.

Définition 3.24. Soit E € Borg. Pour tout B € Z’S’E, on note Bk = B ®r K et on appelle semi-norme
jauge de B la semi-norme qp définie sur Bg par

Vo € Bg, qp(x) = 12}f{{|r\ / © € rB}.

Avec de telles notations, on remarque que la boule unité de By pour sa semi-norme ¢p est le R-module B.

En effet si € B, alors gg(z) < 1. Réciproquement, comme la norme sur K est issue d’une valuation discréte,
limage de K™ par cette norme est un sous-ensemble discret de R. Ainsi, si z # 0 et gg(z) < 1, Pensemble
{|r| / = € rB} est discret. Sa borne inférieure est donc un minimum et il existe r € K tel que x € rB et
gp(x) =7 <1. Ainsi z € B.

Remarque. Soit E € Borg. Alors
F ~ lim Bg
—_—
BEBE
ot la limite inductive est considérée dans la catégorie Bory .

Définition 3.25. Un K-espace bornologique de type convexe E est complet si pour tout borné de E, il existe
B € Bg le contenant tel que l’espace (Bk,qp) est un Banach.

On note Bor x la catégorie des K-espaces bornologiques complets.

Définition 3.26. Soient E € Bork et x € E. Une suite (x,)nen d’éléments de E converge vers x s’il existe
B e BE contenant x et les x,, 4 partir d’un certain rang, tel que la suite (x,)nen converge vers x dans By
pour sa jauge.

Soit F' un sous-ensemble de . On dit que F' est fermé dans E si toute suite convergente d’éléments de F
converge dans F. L’adhérence F de F est définie comme le plus petit fermé contenant F.

Proposition 3.27. Soient F € EO\T'K et F un sous-K -espace vectoriel fermé de E. Alors F et E/F sont
des K-espaces bornologiques complets.

La preuve repose sur le fait que c’est le cas pour les espaces de Banach, et se trouve dans [17], prop. 5.3.

Proposition 3.28. La catégorie B/O\TK est pré-abélienne. dans cette catégorie, pour un morphisme borné
g:E—=F

e Le noyau de g est Ker(g) = g~ *({0}) € Bor.
e L’image de g est Im(g) = g(E) € Bor.
e Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) € Bork.

de plus la catégorie @K contient les limites projectives et les limites inductives.

Démonstration. C’est une catégorie quasi-abélienne par le lemme 3.46 de [6], donc elle est entre autre pré-
abélienne. Par le méme lemme, elle contient les limites projectives et inductives. O

Définition 3.29. Soit E € Borg. On note E le complété bornologique de E donné par
E' = lim Bg "
—

BeBg
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ot la limite inductive est prise dans Bory .

Le complété bornologique s’accompagne d’un morphisme borné £ — o , obtenu par les applications Bx —
B KqB pour tout B € By puis par passage a la limite inductive. Evidemment, le complété bornologique d’un
espace bornologique complet est lui-méme.

Proposition 3.30. Soit E un espace bornologique de type convexe. Le complété bornologique EY vérifie la
propriété universelle suivante : pour tout espace bornologique complet F' et morphisme borné EE — F', il existe

un morphisme borné EY 5 F tel que
e

Démonstration. Soit g : E — F. Pour tout borné B € By, il existe B’ € By tel que g(B) C B'. Comme F est
bornologiquement complet, on peut supposer que B est un Banach. Alors g(Bg) C B, et par propriété
universelle on a le diagramme commutatif

F

&)+t

Bx — B

e

Enfin par passage a la limite inductive on a le diagramme commutatif voulu. O

Proposition 3.31. La complétion bornologique forme un foncteurﬁ-b : Borg — EO\TK.

Démonstration. -

e Pour tout E € Borg, le complété € @K. En effet, pour tout B € BE7 l’espacg\Bqu\est un Banach
donc complet bornologiquement. Puisque Bor contient les limites inductives, alors E® € Bork-.

e Pour tout morphisme borné g : £ — F', on a un morphisme borné £ — FP et par propriété universelle du
complété on a g° : EY 5 FP tel que

EY

N

~b
]
—

&) +— o

F
l O
.

Proposition 3.32. Le foncteur de la complétion bomologiquefb est adjoint a gauche du foncteur inclusion
I: Borg — Borg.

Démonstration. Voir dans [6] la discussion faite apres la définition 3.44. O

Définition 3.33. Une K-algébre bornologique E est un K-espace bornologique muni d’une structure de K-
algébre tel que Uapplication E Qg E — E est bornée.

Un E-module bornologique M sur une K-algébre bornologique E est un K -espace bornologique muni d’une
structure de E-module tel que lapplication E Qg M — M est bornée.

Pour F une K-algebre bornologique de type convexe, on note Borg (E) la catégorie des E-modules bornolo-
giques de type convexe et Bor k (E) la catégorie des E-modules bornologiques complets (si F est compleéte).

Proposition 3.34. [l eziste également un foncteurﬁ-b de la complétion bornologique pour les modules bor-
nologiques de type conveze.

. Bork (E) — Borg (E?).
Démonstration. Soit M € Bork(E). En complétant Papplication E @ x M — M on obtient les applications
bornées E° @ M\b%ﬁ@;ﬂb%f\éf\b et ]/\/[\bego\rK(E\b). O
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Remarque. La proposition 3.32 se généralise au foncteur de la complétion bornologique des modules borno-
logiques. C’est-a-dire, soit E une K -algebre bornologique, alors le foncteur’-b est adjoint a gauche du foncteur
inclusion I : Bor g (E") — Bor (E).

Proposition 3.35. Le foncteur™ : Bor g (E) —» EO\TK(E\I)) est exact a droite.

Démonstration. Soit g : M’ — M un morphisme de E-modules bornologiques de type convexe. Considérons
le conoyau de g muni de son morphisme associé ¢ : M — Coker(g). Pour tout X € BorK(ﬁ), on a

0 — Hompy, . (gy(Coker(g), I(X)) —% Hompor () (M, 1(X)) =3 Hompop () (M, I(X)).
Il s’agit d’une suite exacte car
e Puisque ¢ est un épimorphisme alors — o g est injectif.
e Puisque go g = 0 alors Im(—oq) C Ker(—og).

e Soit u € Ker(— o g), cest-a-dire u o g = 0. Alors par propriété universelle du conoyau il existe
v : Coker(g) — I(X) tel que u = v ogq € Im(— o q) comme montré sur le diagramme commutatif

M — M —2 5 [(X)
[
Coker(g)

On obtient donc la suite exacte suivante par ’adjonction des foncteurs ™ et I

N _og® — gt
0— Hom@K(Eb)(Coker(g) LX) =4 Homg\wK(Eb)(Mb,X) N Homg 7 (M, X)

et ainsi

I N
HOm@K(Eb)(COker(g) ,X) = Ker(—ogb).

—ogb

Par les mémes raisonnements sur le conoyau de Papplication §° et son application associée p : M —
Coker(g®), on obtient que

Hom Coker(g®), X) — Ker(—og").

Bor e (B1)( —op
_——
Ainsi pour X = Coker(g®) on en conclut qu'il existe u : Coker(g) — Coker(g) tel que idop = uoq. de

"% S
méme pour X = Coker(g) , il existe v : Coker(g®) — Coker(g) tel que id o §¢° = v o p. Pour conclure,

wovop=uoq =p

S
et puisque p est un épimorphisme alors u o v = id sur Coker(g) . de méme
vouogd’ =vop=g"

qui nous donne v o u = id sur Coker(g®). Finalement,

) N
Coker(g’) ~ Coker(g)
et le foncteur = est exact & droite. O

De maniere générale dans les catégories pré-abéliennes, tout foncteur adjoint & gauche est exact a droite.

Proposition 3.36. Soit (E;);cr un systéme inductif d’espaces bornologiques de type convexe et notons E

leur limite inductive dans Bor. Alors .
B ~ limE;
—
i€l

ot la limite inductive est prise dans Borg .
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Démonstration. Pour tout ¢ € I, il existe des applications bornées ¢; : E; — E\f , et par passage a la limite

inductive on obtient une application bornée ¢ : E — lim E\f
—

Soient F' un espace bornologique complet et g : E — F une application bornée. Il existe pour tout i € I
une application bornée g; : F; — F qui est la composition des application F; — FE et de g. Par passage au

—~b
complété bornologique, pour tout ¢ € I il existe g; : F; — F. Par propriété universelle de la limite inductive

b
il existe une application bornée g : lim E; — F tel que
—

E s F ¢—— limE}
/ g —
Eitq o B,

Ainsi, comme limE’i est complet en tant que limite inductive dans Bor K, 1l s’agit du complété bornologique
—
de F. O

Définition 3.37. Soit E une K-algébre bornologique de type convexe. Soient M un E-module a droite
bornologique de type convexe, et N un E-module a gauche bornologique de type convexe. On munit M @ g N
de la bornologie dont les bornés sont les sous-ensembles des images des bornés de M @ N par le morphisme
Mg N —M®gN.

Autrement dit, c’est la bornologie la moins fine rendant le morphisme M ®x N — M ®g N borné.

3.4 Nucléarité et pseudo-nucléarité

Soit A une K-algebre de Banach noethérienne, dont la boule unité A est une R-algebre noethérienne.

Définition 3.38. Un A-module M est dit Banach contractant si c’est un Banach et que sa boule unité M°
est A-stable.

Définition 3.39. Soient M, N des A-modules Banach contractants et f : M — N un morphisme de A-
modules continu. f est strictement complétement continue (scc) si il existe une suite de morphismes de
A-modules continus f; : M — N convergeant uniformément vers f tel que f;(M°®) est de type fini sur A pour
tout © € N.

Définition 3.40. Soit M un A-module de Fréchet. M est dit A-nucléaire si M posséde une décomposition
de Fréchet M ~ lim M,, tel que pour tout n € N
«—
e M, est Banach contractant.
e L’image de M est dense dans M,.

o [l existe un A-module Banach contractant F,, est une surjection stricte F,, — M, tel que la composition
F, - M, — M, _ est scc.

Proposition 3.41. Soit U une K-algébre de Fréchet-Stein A-nucléaire. Alors tout U-module coadmissible
est également A-nucléaire.

Démonstration. En reprenant les notations de la section 3.2, par A-nucléarité de U pour tout n € N il existe
F,, un A-module Banach contractant tel que F,, — U,, — U,,_1 est scc. Notons M ~ lim My, avec My, un Uy-
—

module de type fini. Alors il existe 7, € N et une surjection U;» — M,,, et lasuite F,;» — U™ — M,, — M,,_1
est scc. Comme U,, est Banach contractant et que M, est un U,-module de type fini, alors M,, est aussi
Banach contractant. Enfin, comme U, ®y M ~ M, alors M est dense dans M,. Donc M est également
A-nucléaire. O]

19



4 OPERATEURS G-EQUIVARIANTS

Définition 3.42. Soit U un K -espace vectoriel topologique localement convexe et métrisable, limite projective
d’une suite d’espaces semi-normés (Ug, qi)ren. Pour tout k € N on note pg : Ugy1 — Uy et pr : U — Uy,
Alors U est pseudo-nucléaire si pour tout sous-ensemble borné B C U1 et pour tout R-sous-module ouwvert
V C Uy, il existe un sous-ensemble borné B’ C U tel que

pr(B) CV +pr(B').

Proposition 3.43. Soit U un K-espace localement convexe métrisable. Pour que U soit pseudo-nucléaire,
il suffit que pour tout k € N, pour tout j € Z, il existe B' C U borné tel que

pr(Brs1(1)) C 7 B(1) + pr(B')
ot pour tout k € N, on désigne par By (1) la boule de rayon 1 dans Uy pour sa semi-norme.

Démonstration. Soient k € N, et B C Upy1 borné. Il existe d € Ri tel que B C Byy1(d), et il existe i € Z tel
que Biy1(d) C 7 Byy1(1). Soit V un R-sous-module ouvert de Uy, il existe alors d’ € Ry tel que By(d') C V,
et i’ € Z tel que By(d') D 7° Bi(1). Si la condition de la proposition est vérifiée, alors il existe B’ C U borné
tel que

pr(Bry1(1)) € 7 By (1) + pi(B).
Or, puisque pi(B) C pp(7'Bry1(1)) et que ¥ By (1) C V, alors
pi(B) C 7 pp(Bri1(1)) C 7 By(1) + 'pr(B') C V + pi(n' B')
et U est pseudo-nucléaire. O
Proposition 3.44. Tout espace A-nucléaire est pseudo-nucléaire.
Démonstration. Voir la remarque apreés la définition 3.34 dans [9]. O

Théoréme 3.45. Soit U un K-espace pseudo-nucléaire. 1l existe un isomorphisme d’espaces bornologiques
Uh ~ U,

Démonstration. Voir [9], proposition 3.36. O

4 Opérateurs G-équivariants

4.1 Anneau de groupe tordu et trivialisation

Les définitions et propriétés de cette section proviennent de la section 2.2 de I'article d’Ardakov [2] qui se
consacre aux trivialisation sur les anneaux de groupe tordu, qui seront des outils qui nous serviront dans la
suite.

Définition 4.1. Soit G un groupe agissant sur un anneau S par automorphismes d’anneaux par un mor-
phisme p. L’anneau de groupe tordu S x G (parfois aussi appelé algébre de groupe tordu) est une S-algébre
définie comme étant le S-module libre de base G muni de la multiplication

Vs,s' €S, Vg,9' € G, s.g xs'.g =sp(g)(s).g99".

dans S x G, on a pour tout s € S, g € G I'égalité g.s.g~" = p(g)(s).

On définit de maniere équivalente ’algebre S x G comme étant le S-module libre de base G muni d’une
multiplication qui vérifie cette relation.

Définition 4.2. Soit S x G un anneau de groupe tordu. Une trivialisation de S x G est un morphisme de
groupes 3 : G — S™ tel que pour tout g € G, 'action par conjugaison de B(g) sur S coincide avec p(g).
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Soit S x G un anneau de groupe tordu. Par [2, Lem. 2.2.2], une trivialisation 8 sur S x G induit un
isomorphisme d’anneaux f : S[G] — S x G défini par

Vse S,ge @, B(s)=s et B(g) =B(g) 'y

Définition 4.3. Soit S X G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de G. Une trivialisation
B:N — S* deSx N est dite G-équivariante si on a

Vg€ G,h e N, B(ghg™") = p(g)(B(h)).

On peut voir cette condition comme une extension sur G de la propriété définissant une trivialisation puis-
qu'on a déja pour une trivialisation B(h)sB(h)~" = p(h)(s) pour tout s € S et h € N.

Définition 4.4. Soit S x G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de G. Soit B : N — S*
une trivialisation G-équivariante de S X N. On définit l’anneau

S} Gi=51 g qy. (o) - 1)

ot (S % Q) - (B(N) —1) est lidéal o gauche engendré par les éléments B(h) — 1 pour h € N.

Remarquons que idéal (S x G) - (3(N) — 1) est en fait bilatere, alors S ><l§3V G est bien un anneau. Lorsque
la trivialisation 3 est claire, on notera simplement cet ensemble S X G.

4.2 Action de groupe sur une algebre affinoide

On rappelle comment munir une algebre affinoide et ses dérivations d’une action de groupe.

Dans cette section, on note A une K-algebre affinoide normée munie d’un systeme local de coordonnées
(7i)ie1,n)- On note G' un groupe topologique compact agissant sur A par un morphisme de groupe continu
p: G — Autg(A), dont on précise la topologie ci-dessous.

Notation.

e On note Endg (A) lalgébre des endomorphismes de K-algébres de A, muni de la norme subordonnée a
la norme sur A. Autg(A) C Endg(A) est son sous-groupe des automorphismes de K-algébres, muni de la
topologie restreinte.

e Soit A un modéle formel de A. On note Endgr(A) Ualgébre des endomorphismes de R-algébres de A, qu’on
identifie a la R-sous-algébre de Endg (A) des endomorphismes qui stabilisent A. De méme, Autr(A) est son
sous-groupe des automorphismes de R-algébres, muni de la topologie restreinte.

Lemme 4.5. Soit A un modéle formel de A. En munissant A de la norme jauge de A, la R-sous-algébre
Endpr(A) de Endg (A) est la boule unité de Endg (A) pour sa norme subordonnée.

Démonstration. Notons | - | la norme jauge de A sur A, et || - || la norme subordonnée & cette derniére. Soit
¢ € Endg(A) tel que ||¢|| < 1, pour tout a € A, |p(a)] < |a] < 1 et donc p(A) C A. Réciproquement soit
¢ € Endg (A) stabilisant A. Soit a € A\ {0}, il existe k € Z tel que |a| = |p¥|. Comme a/p"* € A, on obtient

[p(a)l _ [e(a)l k
= = lp(a/p")] < 1.
lal |P*|
donc ||| <1 et ainsi Endg(.A) est la boule unité de Endg (A). O

Notamment, Endg(A) est un ouvert de End (A). De méme Autg(A) est un ouvert de Autg (A). Toutes les
normes jauges de modeles formels sur A sont équivalentes, donc ce sont des ouverts peu importe la norme
choisie.

Proposition 4.6. Tout modéle formel A de A est contenu dans un modéle formel G-stable.

Démonstration. [2, Lem. 3.2.4]. O
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Cette proposition nous assure toujours 'existence d’un modele formel G-stable.

Notation.

e On note Endg (©4) Uespace des endomorphismes continus de K-algebre de Lie de © 4, muni d’une norme
subordonnée ot © 4 en tant que A-module libre est muni naturellement d’une norme par la norme sur A.

o Endg(U(O4)) est l'ensemble des endomorphismes continus de K -algébre de U(©4), muni d’une norme
subordonnée ot U(© 4) en tant que A-module libre est muni d’une norme par la norme sur A.

Lemme 4.7. Tout automorphisme ¢ € Endg (A) se reléve de fagon unique en un automorphisme de U(O 4)
défini par s € U(O7) > posod L.

Démonstration. Notons ¢ : 0 € ©4 — ¢pobhop L.
e Soit # € ©4. L’image ¢(f) € O4 car il s’agit d'une application K-linéaire sur A et que pour tout

a,be Aon a
p(0)(ab) =0 (¢~ (a).07 (b))
= ¢ (¢~ (@)b(o™" (D) +0(¢~ (a))o™ (D))
= a.¢0¢ " (b) + ¢p0p~ " (a).b
= a.¢(0)(b) + ¢(0)(a).b

ce qui confirme que (f) est bien une dérivation. Ainsi ¢ est une application de O 4 dans © 4.

e Soient 0,0 € © 4. L’application ¢ est K-linéaire et

©(10,0]) =¢[0,0'0"" =00’ p™" — ¢’ 0"
=0~ 0’ ¢! — 0’ PO
= p(0)p(0") — p(0")(0)
= [p(0), p(0")]

donc ¢ est un endomorphisme de K-algeébre de Lie de © 4. de plus, il est bijectif de réciproque ¢!
6 — ¢~ 1 obog. donc ¢ est un automorphisme de K-espace vectoriel de © 4.

Donc tout automorphisme de A se releve en un automorphisme de © 4.

Par la définition de I’algebre enveloppante, il existe ig : A = U(O4) et iy, : ©4 — U(O4). Posons j4 =is0¢
et jr = ir o . En vérifiant que j4 et jp vérifient les conditions de la propriété universelle de ’algebre
enveloppante en proposition 2.6, il existe un unique ¥ : U(©4) — U(O4) tel que le diagramme suivant
commute

A U©,) 20,
4 P 4

On construit de la méme fagon ¢! & partir de ¢~ ', ce qui permet de conclure que ¢ € Autg (U(604)). On
constate de plus que le morphisme s — ¢ o so0 ¢~ convient. O

Proposition 4.8. Le morphisme de groupes continu py : G — Auti (U(©4)) défini par

Vg€ G, Vs €U(O4) , pulg)(s)=plg)osoplg)™

munit U(© 4) d’une action de groupe de G. On a de méme un morphisme de groupes continu G — Auty (© 4)
qui munit © 4 d’une action de groupe par G.

Démonstration. Par le lemme précédent, pour tout g € G on reléve 'automorphisme p(g) € Autx(A) en un
automorphisme py(g) € Autg (U(© 4)) tel que défini ci-dessus. De plus, Papplication g € G +— py(g) est un
morphisme de groupes.

De cette fagon, en notant Conjy : Autg(U(©4)) — Autg(U(©4)) la conjugaison sur Autg(U(©4)), on
constate que py = Conj; op. C’est donc un morphisme de groupes continu en tant que composition de
morphismes de groupes continus. O

22



4 OPERATEURS G-EQUIVARIANTS

Puisque le morphisme py prolonge p : G — Autg(A), on notera sans perdre de généralité p : G —
Autg (U(O4)) Paction de G sur U(O4).

Remarque. Soit A un modéle formel G-stable de A. De la méme fagon, on munit U(O 4) d’une action de
groupe de G.

de cette fagon, © 4 est un A-réseau de Lie G-stable. Mais nous aimerions disposer d’'un A-réseau de Lie
G-stable qui est libre, ce qui n’est pas garanti. On peut tout de méme énoncer un résultat s’en approchant
par la proposition suivante.

Proposition 4.9. Soient A un modéle formel G-stable de A, et L un A-réseau de Lie. Il existe un sous-
groupe ouvert H de G tel que L est H-stable.

Démonstration. Le morphisme p : G — Autg (0O 4) est continu par 4.8 donc la préimage de 'ouvert Autg(L)
par p, qui est le stabilisateur de £, est ouverte. Donc L est H-stable avec H = Stab(L) ouvert. O

Par la proposition 2.10, quitte a redimensionner le systeme local de coordonnées, il existe un A-réseau de
Lie libre £ de base (0s,)ic[1,n], €t par la proposition précédente il existe un sous-groupe ouvert H de G tel

i

que L est H-stable. A restriction pres du groupe G, il existe donc un A-réseau de Lie libre G-stable.

Proposition 4.10. Soient A un modéle formel G-stable de A et L un A-réseau de Lie libre G-stable. En
reprenant la notation Dy, = U(w* L), le morphisme de groupes continu p: G — Autg (Dy) défini par

Vge G, Vsed, plg)(s) =plg)osop(g)™"

munit dy, d’une action de groupe de G. On dispose de la méme fagon d’une action de G sur Dy = U(wkL).

Démonstration. De la méme fagon que dans la proposition 4.8, on a une action de G sur U(Wk/l). donc pour
tout g € G on a un automorphisme de R-algebres

plg) : U(x*L) — U(rkL).

—

En prenant le complété de cette application, on obtient une application p(g) : Dy — Dj. Cette application
s’étend a Dy,. O

Par abus de notation on notera p : G — Dy et p: G — Dy, les actions de G sur Dy, et Dy.

4.3 Opérateurs G-équivariants sur une algebre affinoide

Dans cette section on rappelle la construction de l'algebre de groupe tordu compléete sur une algebre af-
finoide lorsqu’un groupe agit dessus, voir [2]. Cela nous permettra également de fixer quelques notations
supplémentaires.

On reprend les notations de la section précédente. Soient A une K-algebre affinoide munie d’un systéme
local de coordonnées (z;);e[1,n]- Soit G un groupe topologique compact agissant sur A par un morphisme de
groupe continu p : G — Autx(A). Soit A un modele formel G-stable de A et £ un A-réseau de Lie de © 4

qui est G-stable et libre de base (9,,)ic[1,n]- Enfin, on note Dy, = U(7* L), et Dy = U(nkL).

Nous commengons par introduire des séries particulieres de Dy, qui sont les séries exponentielles et logarithmes
et qui sont étudiées dans le chapitre 6 de [13] (et notamment la proposition 6.22).

Pour commencer, soit ¢ =1 si p # 2 et = 2 sinon. Soit S une K-algebre de Banach, et soit S sa boule unité
qui est une R-algebre. Les séries suivantes sont bien définies

exp: p°S — 1+4p°S log: 14+p°S — p°S
s* et 1 (=s)* .
keN keN
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Corollaire 4.11. Les séries exponentielles sont bien définies sur les espaces suivants :

exp : p° A — 1+p°A
exp: p°Endr(A) — 1+ p°Endgr(A)
exp : p°dy — 1+ p°ds

ainsi que les séries logarithmes qui en sont les Téciproques.

Démonstration. On applique la remarque précédente avec S = A qui a pour boule unité S = A. de méme,
pour S = Endg(A) et sa norme subordonnée, par le lemme 4.5 on obtient que sa boule unité est S =
Endg(A). Enfin, pour S = Dy, et sa norme | - |, sa boule unité est S = Dj,. O

Soit p: G — Autr(A) 'action de groupe de G sur A.
Proposition 4.12. Soit k € N. L’ensemble exp(p°n*L) est un sous-groupe de Autr(A). Le sous-ensemble
Grrp = p~ " (exp(p™n* L))

est un sous-groupe normal de G. Soit N un sous-groupe normal de G inclus dans G .. L’application
pn N — D} est une trivialisation G-équivariante de Dy, x N.

Démonstration. Voir [2, Thm. 3.2.12]. O

Définition 4.13. Soit (Ny)ren une suite décroissante de sous-groupes ouverts normauz de G tel que

(Y Ne={1} et k€N, Ny C Grip
keN

On pose

D(A,G) :=lim U(x"L) . xn, G
—
kEN
ot la trivialisation G-équivariante choisie pour chaque Ny, est B = pin, : Np — Dy

Une telle suite (Vg )ren existe toujours, et dans le cas ot 'action de G sur A est fidele on prend simplement la
suite (Grr 2 )ken- En effet, il n’y a que dans ce cas seulement que la suite (G« 2 )ren est d’intersection nulle. La
limite projective ci-dessus est bien définie. En effet, pour tout £ € N on a une application Dy11XG — Dy %G,
et comme Nj11 C Ni alors fr41(Nk+1) C Br(Ng). Par passage au quotient on obtient une application

Dk+1 X Npia G — Dy, XN G.
Ce qui donne le systéme projectif (Dy x n, G)ken-

Remarque. A isomorphisme preés, la définition ci-dessus coincide avec la définition originale de ﬁ(A, G),
cf. [2, def. 3.8.1], voir aussi [2, Lem. 3.3.4]. L’algébre D(A,G) ne dépend ni du réseau de Lie L choisi, ni
de la suite (Ng)gen, ni du modéle formel choisi, a isomorphisme prés. Lorsque G =1, on a D(A,G) = Da.

Proposition 4.14. En reprenant les notations de la définition 4.13, Uespace Dy xn, G est un Dy-module
libre de type fini dont une base est formée par une famille de représentants (g;)ic1, du quotient G/Ny. C’est
de plus une K-algebre de Banach par la norme q définie par

qk (Z 5191) = ?éﬁ}x |53 k-
k

i€l

Démonstration. L’espace Dy X, G est le quotient du Dg-module libre Dy, x G par les éléments de la forme
p(h) — h ot h € Ni. Comme Ny, est ouvert et G est compact, l'indice de Ny dans G est fini. Notons alors
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{gi , i € I} un ensemble fini de représentants dans G des classes du quotient & gauche G/Nj. Pour tout
élément s = ng.g € Dy, x G avec sy € Dy, pour tout g € G, on a

D sgg =Y snghgi=) (Z Shgip(h)> Gi.

geq i€l heN i€l \hEN
donc les g;,¢ € I}, engendrent Dy Xy, G en tant que Dy-module, et on a méme
Dk AN, G = @Dkgz
i€ly
En tant que Di-module libre de type fini de base (g;)ic1,, on munit cet espace d’une norme g, définie par
" (Z 9) = max sl
i€l

Et Dy X, G est complet pour g car Dy, est complet pour | - |. O]
Théoréme 4.15. ﬁ(A, G) est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatére.

Démonstration. Cest [2, Thm. 3.4.8], mais nous donnons quelques détails. Par le théoréme 3.9, 23,4 est une
K-algebre de Fréchet-Stein bilatere donc Dy, est un Dy 1-module plat (& gauche et & droite) et est noethérien
pour tout k € N. Or Dy, xpn, G est un Dg-module libre de type fini donc est plat et noethérien. On a

Diy1r ———— Dy,

o

Dk+1 >4N;€+1G4> Dk NNkG

ou la fleche diagonale est plate, et se factorise par l'injection présente a gauche dans le diagramme en un
morphisme plat Dyy1 xn,,, G = Di X, G, en utilisant le lemme 2.2 de [19]. Ainsi D(A, G) est bien une
K-algebre de Fréchet-Stein. O

Proposition 4.16. D(A,G) est A-nucléaire.

Démonstration. Soit k € N, on pose Fy, = A(0y,,...,0z,) X G/Nj. Notons {g;,7 € I} une famille de
représentants dans G du quotient G/N} qui est fini. Il existe alors une surjection Fj, — Dy X, G par

f: Z Z 0 0%.g; — Z Z agmFloe g;.
i€l aeNn? i€l aeNm
Alors f est limite de la suite de morphismes de A-modules (f;);en définies pour tout j € N par

fi: Z Z e 0%.g; —> Z Z aawk|a|aa.gi.

i€l aeN? i€l || <j

On constate alors que f;(A(0g,,...,0,) X G/Ny) est de type fini sur A, et donc f est scc. Ainsi ’5(A, G)
est A-nucléaire. O

4.4 Opérateurs d’ordre fini

Dans cette section, on reprend toutes les notations utilisées lors de la section précédente. On reprend
également les notations de la définitions 4.13, et on a donc pour tout & € N un espace d Xy, G, qui
par la proposition 4.14 est muni d’une base finie {g;};cr, sur Dy et d’une norme gj.

Le but de cette section est de montrer que f)\(A7 G) est la complétion en tant que module bornologique de
U(©4) x G, algebre engendrée sur G par les opérateurs d’ordre fini.
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Remarque. Pour tout k € N, les applications suivantes
U(@A)NG%D}CNG%D]C NNkG

munissent, par la norme gy, sur Dy, xn, G, les espaces U(©4) X G et Dy, x G d’une semi-norme qu’on notera
aussi abusivement qi définie par

G| Y sq9 | =a| | D g9 = max > sng.n(h)

geG geG heNy k
Lemme 4.17. Pour tout k € N et h € Ny, on a |p(h)|r = 1.

Démonstration. Soit h € Ny, puisque p(h) € eXp(pEﬂ'kﬁ) et que 7L C Dy, alors par le corollaire 4.11 on a
p(h) € 1+ p°Dy. 1l existe s € Dy, tel que p(h) = 14 p®s, et comme [p°s|, < |1 alors [p(h)|x = |1]x =1. O

Lemme 4.18. Pour tout g € G et pour tout s € Dy, on a |p(9)sp(g™ )|k < ||k

Démonstration. Soient g € G et s € Dy. Il existe i € Z tel que |s|y = [7’| et donc 7~ 's € Dy. Or, L est
G-stable donc Dy, l'est aussi. Ainsi comme Dy, est la boule unité de Dy, on a |p(g)(77*s)|r < 1. On en conclut

10(9)(8)]1 < || = 3] O

Proposition 4.19. La norme g, sur Dy xn, G est sous-multiplicative, ainsi que les semi-normes induites
sur D X G et U(O4) x G.

Démonstration. Soient s, € Dy x G. On les écrit de la forme
s = Z 54.9 €t = Z rp.h avec sg, 7, € Dy Vg, h € G.
geG heq

Alors le produit s’écrit

sg=3 3 sep(@)rn).gh =D [ 3 se0(9)(rg-1) | b

geG heC heG \ geq
On a donc
ge(s.r) =max | Y Y sgp(9)(rg-106)p(7)| =max| DY sng,p(hg)(rg-1-1,0,)P(7)

i€y, i€l :
YEN geG k YEN jEI hEN), k

<maxmax| YD sng, p()p(95)(ry1p-1,)p(R)  p()
P = yeN heN .

< max max Z Z Shgjp(h)P(gj)(Tvgi)P(V)

i€l jEI)
/ YEN, hENy, E

< maxmax [ Y p(g;)(ryg)p(V)| | D Sng,p(h)

i€l el
RIS EN . |hENK .

< max max p(g) | D map(n) | p(g) ™ | D] shg,p(h)
YEN} k h€ Ny k

<max | Y g p(v)| max| D sug,p(h)| = au(r).au(s)
YEN k hEe Ny k

car par la norme | - |, est sous-multiplicative et par le lemme précédent. O
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Proposition 4.20. Notons By la boule de rayon 1 fermée de Dy x G pour sa norme qi. Alors D x G C By.
Démonstration. Soit s € Dy X G C Dy x G, c’est-a-dire

s = Z sq.9 avec Vg € G, |sgr < 1.

geG
Alors
- < h
Ge(s) =max| }  sngp max max |sng, p(h)|,
heNy
< = <1.
< cpmax |sng i [p(h e max [sgl <

=1
ce qu’on obtient notamment par sous-multiplicativité de la norme | - |, et par le lemme précédent, et ainsi
s € By. O

Plus généralement si les coordonnées sur Dy, d’un élément de Dy, x G sont de norme inférieure & d pour |- |z,
alors cet élément est de norme inférieure & d pour g,. L’inverse n’est pas vrai en général.

Proposition 4.21. Les espaces U(O4) x G et JA X G sont des K -espaces vectoriels localement convexes par

les décompositions
U©4) X G~ {iin(U(@A) x G, qr)

ﬁA X G ~1lim(Dg ¥ G, qi).
—
On a

Démonstration. Montrons tout d’abord que 5,4 X G ~ lim Dy x G. On a pour tout k& € N une injection
—

6,4 X G — Dy x G qui par exactitude a gauche de la limite projective donne 'injection lf)\A X G — lim Dy xG.
—
Soit s € lim Dy, x G. On écrit s de la forme
—

s = Z Sg.k-9 € H Dy x G tel que Vk, [l € N, Z Sg.k-9 = Z 5¢.1-9-

geG kEN keN geG geG

Notamment pour tout k£ € N on a 25970.9 = qukg ce qui signifie que pour tout g € G on a 559 =
S,k € Dy. Comme s4 o € Dy, pour tout k£ € N on en conclut que s4,9 € ﬁA. Ainsi Z 5¢,0-9 € 5,4 X GG est un

antécédent de s pour l'injection 5,4 X G — lim Dy x G qui est donc un isomorphisme.
-
_———— q —
Montrons ensuite que U(O4) x G f o Dy, x G~ Dy xn, G pour tout k € N. Par les applications suivantes

U(©4) x G Dy x G2 Dy xy, G

pour tout s € Dy, x G, on a qi(s) = qr(m(s)) et puisque g est une norme sur Dy Xy, G alors mi(s) = 0 si
et seulement si gx(s) = 0. Donc

Ces espaces quotients sont munis de la norme quotient issue de gy, et les applications ci-dessus étant injectives
et denses, on a alors

mqk o~ WQk ~ D xp, G.
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Ainsi
__———— h — —
UO4) %G ~lmU(O4) %G ~lmDyxy, G =D(A,G)
N — —
DaxG ~1limDy x G ~1limDy xy, G =D(A,G).
— —

O

Lemme 4.22. Soit s € Dy x G tel que qip(s) < 1. Il existe s',s9 € Dy X G avec qx(so) =0 et s € Dy x G
tels que s = 59 + s'.

Démonstration. Soit s € Dy x G tel que gx(s) < 1. On écrit s de la forme

s = ng.g ou Vg € G, s4 € Dy.
geG

On a donc pour tout i € Iy,

|ti|k <1 ou t; = Z Shgip(h) € Dy.
heN},

11 suffit alors de prendre
s = Zti.gi € D xG.

i€l

Puisque |t;|x < 1 pour tout i € I, alors t; € Dy, et s’ € Dy x G. Ainsi, en posant sg = s — &', alors
ar(s0) = max hgk Shg:p(h) = t; k =0
et on a la décomposition s = s¢ + s’ voulue. O
Lemme 4.23. Pour tout k € N et pour tout j € N, on a
Dyy1 C ©Dy, + F;U(7* L)
ot F;U (7" T1L) est un sous-ensemble de U(m*T1L) tel que
FU(r" L) = Z agrttblelge /g, e A
| <3
Démonstration. Soit t € Dy41. On écrit ¢ de la forme

t= Z agmFVIgY on Vo e N" a, €A et lim a, =0.

et || =00
Pour tout j € N, on a
t = Z agmFtDlalgae 4 Z agmEtDlelga

| <j ler|>j

= Z agmEtDlelga 4 i Z gk Dlel=i ga
| <j lee| >3

= Z agmFHDlelge 4 7 Z (agm!l=7) gklelge — ¢, 4 7y
loe|<j o> cA

avec t; € F;U(m"T1L) et t' € Dy. Ainsi, on a bien

DkJr]_ C FjDk + FjU(ﬁk+1£).
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Corollaire 4.24. Pour tout k € N et pour tout 3 € N, on a
Dj1 X G C 1Dy, x G+ F;U (L) x G.
Démonstration. S’en déduit directement du lemme précédent. O

Lemme 4.25. Pour tout k € N et pour tout j € N, U'ensemble F;U(m" L) est un borné de Dy et FU(r"L)xG
est un borné de Dy x G.

Démonstration. Soit s € F;U(n"L). L’élément s s’écrit de la forme

s = Z aamF0% ol Va e N" a, € A.
|l <j

Alors pour tout ¢ € N, on a
|s|; = max |agm* | < |77 7.
| <5
donc pour tout i € N, 'ensemble F;U (7" L) est borné par la constante |7"~¢|, donc F;U(x"L) C 7F7"Dy
pour tout k € N et c’est un sous-ensemble borné de 23,4 puisqu’il est borné pour toutes ses semi-normes. De
la méme facon par la proposition 4.20 on a FjU(wkﬁ) X G C 77Dy, x G € 7F 7By, pour tout k € N et clest

un borné de 73,4 x G. O
Proposition 4.26. L’espace 13,4 X G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k € N et s € By11, qui désigne la boule unité de Dy11 X G. Il existe par le lemme
4.22 des éléments sg € Dy 1 ¥ G et s € Diy1 ¥ G tels que gry1(s9) = 0 et s = 5o + s'. De plus, pour tout
j € Nl existe par le corollaire 4.24 des éléments t; € F;U (" L) x G et t' € Dy, x G tels que s’ = t; +7t’.
Ainsi

S = 8o +7T‘jt/ +tj.
Comme qx11(s0) = 0, on a qx(s0) = 0 et s9 € 7/ By,. De plus, ' € Dy x G C By, par la proposition 4.20, et
donc 1'dlément sy + 7/t € 7/ By. On pose B’ = F;U (7" L) x G. Alors B’ est un borné de Dy x G par le
lemme précédent et on a

Br4+1 C ’/TjBk + B

donc par la proposition 3.43, @\A X G est pseudo-nucléaire. O

Corollaire 4.27. L’espace U(O4) X G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k € N et s € U(©4) x G tel que gp+1(s) < 1. Alors s € By et en reprenant les
notations de la preuve précédente on a pour tout j € N la décomposition

s =80+t + 1.
Or B’ CU(©4) x G, donc s + 7/t = s — t; appartient & U(©4) x G. Ainsi
Brr1N(U(O4) X G) C 7 By, N (U(©OA)xG)+ B

ou pour tout k € N, 'ensemble B, N (U(©4) x G) est la boule unité de U(O4) x G pour gi. Donc par la
proposition 3.43, U(©4) x G est pseudo-nucléaire. O

Le théoreme suivant, qui décrit I’anneau topologique compliqué 5(/1, G) comme complétion bornologique de
Panneau de groupe algébrique U(©4) x G, est le résultat principal technique de cet article.

Théoréme 4.28. On a

b h
DaxG =2DaxG ~D(AQG)
D

b __———  h —_
UOA) %G ~U(O4) xG ~D(AQG).
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Démonstration. Puisque 5,4 x G et U(O©4) x G sont pseudo-nucléaires, par la proposition 3.45 on a

= ——b =——h

DAX]G ZDANG
) ————h
U(@A)NG EU(@A)NG.

de plus par la proposition 4.21, on a

_  h = h
U(@A)X]G ZDANG Z'D(A,G).

Ce qui prouve la propriété. O

4.5 D-modules G-équivariants coadmissibles

On introduit les D-modules G-équivariants coadmissibles suivant [2]. Soit G un groupe topologique et X une
variété rigide. On dit que G agit continument sur X si on a un morphisme de groupe p: G — Autg (X) tel
que pour tout ouvert affinoide quasi-compact et quasi-séparé U de X le stabilisateur Gy de U dans G est
ouvert et la restriction py : Gy — Autg (U) est continue.

Définition 4.29. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur une variété rigide lisse X. Un
couple (U, H) est dit petit dans X (et H est dit U-petit dans ce casa) si

o U est un sous-espace affinoide de X.
e H est un sous-groupe ouvert compact de Gy .
o U posséde un A-réseau de Lie libre H-stable, ou A est un modéle formel H-stable de Ox (U).
Dans le cas ot (U, H) est petit dans X avec U € X, toutes les conditions de la définition 4.13 sont vérifiées

pour Ox (U) et H, et D(Ox (U), H) est bien défini. On le notera simplement D(U, H).

Proposition 4.30. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une vari€té rigide lisse X .
Pour tout U € X, , il existe un sous-groupe H de Gy tel que H est U-petit.
Soient U € X, et H un sous-groupe U-petit de G. On a les propriétés suivantes
e Si N < H est un sous-groupe ouvert compact de H, alors N est U-petit.
e SiV C U est un affinoide stable par H, alors H est V -petit.

e Sige G, alors gU € XE et gHg™ " est gU-petit.
Démonstration. La premiére annoncée est [2, Lem. 3.4.7]. Le reste est facile a prouver. O

Lemme 4.31. Soient ¢ : A — B un morphisme entre deux algébres affinoides et H un groupe topologique
compact agissant sur A et B par un morphisme continu. Il existe des modéles formels H-stables A et B de

A et B tel que p(A) C B.

Démonstration. Par la proposition 4.6, il existe un modele formel A de A qui est H-stable. Soit B un modele
formel de B, alors ¢(A).B’ est un modele formel de B. Par la proposition 4.6 il existe un modele formel B
contenant p(A).B’ tel que B est H-stable. Et dans ce cas on a bien p(A) C B. O

Proposition 4.32. Soient U,V € X tel que U CV, et H < N des sous-groupes de G qui sont U-petits et
V-petits. On a des applications tels que le diagramme suivant commute

D(V,H) — D(U, H)

l l

D(V,N) — D(U,N).

Démonstration. Par la proposition 4.30, tous les espaces ci-dessus sont bien définis et on peut appliquer [2,
Thm. 3.3.12]. O
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4 OPERATEURS G-EQUIVARIANTS

Lemme 4.33. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété rigide lisse X . Pour
tout g € G, pour tout U € X, et H sous-groupe U-petit de G, il existe une application

gu,m : DU, H) — D(gU, gHg ™)

tel que pour tout V- C U stable par H, le diagramme commute

D(V.H) — D(gV,gHg™")

l l

Démonstration. L'énoncé est un cas particulier de [2, Thm. 3.3.12], voir [2, Lem. 3.4.3]. O

Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continument sur X par un morphisme p : G — Autg (X).

Définition 4.34. Soit F un préfaisceau de K -espaces vectoriels sur X. On appelle structure équivariante
K -linéaire sur F un ensemble {gf}geg de morphismes de préfaisceaux

gf:}'—>g#.7-'

ot g* F(U) = F(gU) pour tout U € Xy, et tel que pour tout g,h € G, on a (gh)” = h#(g”) o h”. Dans
ce cas, on dit que F est un préfaisceau G-équivariant. Soient F et F' des préfaisceaur G-équivariants. Un
morphisme de préfaisceauz de K-module @ : F — F' est G-équivariant si pour tout g € G on a

g7 (p)og” =97 ov.

Par exemple, les faisceaux Ox et Dx sont naturellement des faisceaux de K-algebres G-équivariants sur X.

Définition 4.35. Soit F un faisceau de K -algébres G-équivariant sur X. On dit que M est un G-F-module,
ou un faisceau de F-module G-équivariant, si c’est un faisceau G-équivariant sur X tel que M est un F-
module et que pour tout U € X4, pour tout g € G

gM(a.m) = g% (a).g™(m) pour tout a € F(U) et m € M(U)
Un morphisme de G-F-modules est un morphisme de faisceauzr de F-modules qui est G-équivariant.
Notre exemple principal de tels modules sera les G-Dx-modules.
Soit X lisse. Soient U € X et H un sous-groupe U-petit de G.

Définition 4.36. Soit M un f)\(U7 H)-module coadmissible. On pose pour tout V € UY et pour tout sous-
groupe V -petit N de H

M(V,N) :=D(V, N)85 ) M.

U,N)

Lemme 4.37. Soient V € X et N un sous-groupe V-petit de G. Soit N' < N wun sous-groupe ouvert
compact. On a lisomorphisme de D(V, N')-modules

D(V.N') @xn) K[N] = D(V, N).
Démonstration. C’est contenu dans la preuve de [2, Prop. 3.4.10]. O

Le lemme implique que 5(\/, N) est un 6(V, N’)-module coadmissible. Une conséquence formelle du lemme
est le corollaire suivant, cf. [2, Prop. 3.5.5].
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Corollaire 4.38. Soient V € US et N un sous-groupe V -petit de H. Soit N’ un sous-groupe ouvert compact
de N. On a lisomorphisme de D(V, N')-modules

D(V, N")®5 DU, N) = D(V, N).

Par conséquent, on a lisomorphisme de Zf)\(V, N')-modules M(V,N') ~ M(V,N) pour chaque ﬁ(U, H)-
module coadmissible M.

Définition 4.39. Soit M un 73(U7 H)-module coadmissible. On définit pour tout V € Uy,

Locym(M)(V):=  lim  M(V,N).
N<H V-petit

Proposition 4.40. Soit M un D(U, H)-module coadmissible. Locy p (M) est un faisceau sur US,,qu’on étend

en un faisceau sur Upg. Ainsi, Locy g est un foncteur de la catégorie des 5(U, H)-modules coadmissibles
dans la catégorie des H-Dy-modules.

Démonstration. Voir [2, Thm. 3.5.8 et 3.5.11]. O

Définition 4.41. Un G-Dx-module M est dit coadmissible si pour tout U € X, il existe un sous-groupe
U-petit H de G tel que le D(U)-module M(U) est un D(U, H)-module coadmissible et

My =~ Locy, g (M(U)).
On note Cx ¢ la catégorie des Dx-modules G-équivariants coadmissibles dont les morphismes sont les mor-

phismes de G-Dx -modules continus.

Dans la situation de la proposition 4.40, le foncteur Locy,y induit une équivalence entre Cﬁ(U ) et Cu/m,
cf. [2, Thm. 3.6.11].

5 Foncteur image inverse de G-D-modules coadmissibles

5.1 Bimodule de transfert équivariant local

Dans cette section, on définit un bimodule de transfert local pour les G-D-modules.
Hypotheses. Dans cette section, on suppose que l’on a

o des K-algébres affinoides A et B respectivement de rang n et m et munies de systémes locaux de
coordonnées.

e un groupe topologique compact G agissant sur A et B par des morphismes de groupes continus pa :
G — Autg(A) et pp : G — Autg(B).

e un morphisme lisse de K-algébres affinoides f : A — B qui est G-équivariant, c’est-a-dire que pour
tout a € A et pour tout g € G on a
flg-a)=yg- f(a).

e des systemes locaux de coordonnées (x;)ic[1,n] €t (Y;)je[1,m] de A et de B tels que f(x;) = y; pour tout
i€ [1,n].
e des modéles formels G-stables A et B tels que f(A) C B.

o un A-réseau L4 de © 4 et un B-réseau Lg de Op, tous deuz libres et G-stables, tels que

L= éA.@xi et Lp= élg.ayj.
i=1

j=1
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Nous constatons tout d’abord que nous obtenons des résultats similaires a ceux de la section 2.3 pour les
opérateurs d’ordre fini.

Proposition 5.1. B®4 (U(O4) x G) est un (U(Op) x G)-module.

Démonstration. L’espace B ®4 U(©4) est muni d’une structure de U (O g)-module par la proposition 2.24.
On munit naturellement 'espace B® 4 (U(© 4) X G) d’une structure de U(O g)-module par I’action ayy définie
pour tout b® s.g € B®4 (U(O©4) x G) et pour tout t € U(Op) par

ay(t)(b®@s.g)=(t-(b®s)).g.

Cet espace est aussi muni d’une action ag de G définie pour tout b® s.g € B®4 (U(O©4) x G) et pour tout
h € G par

ac(h)(b® s.9) = pu(h)(8) © pa(h)spa(h~).hg.

Les éléments de U(Op) x G agissent donc sur cet espace. Or, pour tout h € G et pour tout € ©p, on a
pour tout Y (by ® 0%.9) € B4 (U(O4) x Q)

ag(h)oay(0) cag(h (Z ba @ 0. )

aeN”

=Y pe(M)O)(ba) @9+ D ZbapB 2:))) © pa(h)Bzpa(h™)0%g.

aeNn aeN" =1

Or, pa(h) est un isomorphisme de A, donc dp4(h) est un isomorphisme semi-linéaire de 4, qui transforme
la base (;);e1,n] de Q24 en une base (dpa(h)(;))ieq,n] de Qa. Ainsi en notant z; = pa(h)(z;) pour tout
i € [1,n], on obtient 0y = pa(h)(0a,) et (27,0 )ic[1,n] €st un systéme local de coordonnées de A. Donc

ag(h)oay(8)oag(h (Z bo ® 0°. )

aeNn?
Z pB ®aa g+ Z ZbapB ( ;))) ®8x;8a-g
aeN” aeN" =1
=ay(pp(h (Z bo ® 0%.g
aeNn

ol on a utilisé la G-équivariance de f. On obtient ainsi pour tout h € G et pour tout ¢t € U(Op)

ag(h) o ay(t) oag(h™") = ay(pp(h)(t))

et par la relation h.t.h~' = pg(h)(t) qui définit U(Op) x G, on obtient finalement une action de U(0p) x G
sur Bea (U(O4) x Q). O

Proposition 5.2. Le (U(©p) x G)-module B @4 (U(©4) % G) est de présentation finie engendré sur
(U(O©p) X G) par élément 1 ® 1 tel que

B®a(U(©4) xG) ~ (U(©B) ~ G)/ m

> (U(©5) % G).d,,.
j=n+1

Démonstration. On définit le morphisme de U(©p) x G-modules

p: UOB)xG — Ba(U(©O4)xG)

ng.g — (ng.g)l@l

geG geG
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Les éléments de la forme 1 ® 05 .9 avec o € N" et g € G sont générateurs en tant que B-module de
B®4 (U(O4) x G). Ainsi, puisque pour tout o € N et pour tout g € G

P(0.9) = (00.9)1®1 =100,

par B-linéarité de ¢, on obtient que ¢ est surjective. Or le noyau de ce morphisme est engendré sur (U(Opg)
G) par les (0y;)je[nt1,m] de telle sorte que

~ (U(O5) n G), m
B®a(U(Oa) xG) = mRy Z (U(©p) % G).0y,. )

j=n+1

Comme dans le cas des D-modules étudié par Bode dans [9], on tentera de définir un bimodule de trans-

—~b —~
fert qu’on voudra de la forme B® ,D(A, G). En montrant que I’action définie dans la proposition 5.1 est
bornée et en utilisant les propriétés des modules bornologiques, on pourra conclure par passage au complété
bornologique.

Lemme 5.3. Le morphisme de B-module ~: ©p — B ®4 © 4 se restreint en un morphisme de B-modules
L > By L.

Démonstration. On rappelle que © 4 est un A-module libre de base (0z,)ic[1,n] €t ©p est un B-module libre
de base (dy;)je[1,m]- Par la proposition 2.23, I'application ~ est entierement déterminée par I'image de la
base de © g comme ceci

. ~ 10, sij<n
vi€lm], ayj - { 0 ’ sinon.

On remarque ainsi que I'image de la B-base de L appartient & B® 4L 4 et on en conclut que ~ (Lp) C BRAL 4,
qui permet la restriction voulue. O

Lemme 5.4. Soitk € N. On note Sy = U(n"Ly4), Sk = ml( etTy = mK. Alors (B@A(Sk X G))K
est un T, X G-module et on a une application

(T X G) X (B®4 (Sp 1 Q) — (BRA(SK ¥ G))k-

Démonstration. Par application ~ : Lz — B®.4 L 4 du lemme précédent, et par la méme preuve que dans la
proposition 5.1, on munit I'espace B& 4 (U(7* L 4) x G) d’une structure de U (7% L) x G-module. En passant
au complété m-adique et en tensorisant avec K, on obtient que (B&.4(Sk x G))x est un T} x G-module.
Enfin, par I’application

B®a (Sk xG) — (BRA(SK X G))k

on obtient I'application souhaitée. O

Lemme 5.5. On pose
S B®4s0O4 — Op

Y bi®d, — > bid,

1<i<n 1<i<n

une section de l'application ~, et par extension on note également S la composition

4 >B®4604 = 06p

1<i<n 1<i<n

Alors pour tout v € ©4 on a fov=Sw)o f.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € [1,n], on a d,, o f = f o 9,,. Par définition, on a
Oy, = (dz;)* oda et 9y, = (dy;)* odp. Or, par le diagramme commutatif

A1 B
dA dB

Q4 -7 04

on a
Dy o f=Fods, <= (dy) odof=fo(dn) oda
<= (dy;)" odf ods = fo(dx;)" oda

Et il suffit de montrer que (dy;)* o df = f o (dz;)*. Pour tout j € [1,n], on a en effet
o (dyo)* o df(dey) = (dyo)" (df (x7)) = (dyo)"(dyy) = b1 .
[ ] f o (dmz)*(dw]) = f(éi’j) = (52"]‘.
Et comme les (dx;);eq1,,) forment une base de 24, par linéarité les applications sont égales. O

Lemme 5.6. En notant Ja = (Sp % G).(Ba(Nk) — 1) et Jpp = (T x G).(Bp(Ng) — 1), Vapplication du
lemme 5.4 donne les applications restreintes

(Ty xG) x (B®aJay) > BRaJak
(Jpe XG) X (B4 (SkxG)) > B®aJay

ot B®a Ja désigne Uadhérence de limage de B @4 Ja dans (B2a(Sk % G)) k.

Démonstration. Pour tout g € G, 8 € %Lz et pour tout b ® s.p(h)—h) € B®aJap,oube B, se€ Sy, xG
et h € Ni, on a

g-(b®@s.(p(h) — h)) = p(g)(b) ® g.s.(p(h) —h) € B&a Jak
0.(b® s.(p(h) — h)) = 0(b) @ s.(p(h) — h) + bis.(p(h) — h) € B @ Ja

Ainsi U(ﬂ'kﬁg) X G C Ty x G stabilise B®4 Ja 1 et par passage au complété, Tj, x G stabilise B ®4 Ja 1 et
on a bien 'application
(Ty xG) X (B®a Jay) > B®a Jak

Soit h € Ny C Grep,, il existe v € prE L4 tel que pa(h) = exp(v). Par le lemme 5.5 on a I'application S
tel que fowv = S(v)o f. Soit a € A, par G-équivariance de f on a

’Uk
pa(h)(f(a)) = f(pa(h)(a)) = f(exp(v)(a)) = f (Z kl(@))

keN

ok )k
= P 0 = 30 2 (a)) = el () (@)

keN ' keN
Or h € Nj, C Gy, donc il existe u € p“m* Ly tel que pp(h) = exp(u). Ainsi,

pB(h)|fa) = exp(u)|pa) = exp(S(v))f(a)
donc par le log, ujsa)y = S(v)|f(a) et en notant

n

u= Z bjOy, , v= Zaﬁmi et donc S(v) = Zf(ai)ayi
j=1 i=1

i=1
on a

u=S5@w)+ > bd,

j=n+1
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Ainsi &4 =1 ® v, et pour tout b® s.g € B®a4 (S x G) on a

u.(b®s.g) =ud) ®s.9g+bRvs.g

LA 4
uF (b@sg) = (i)ul(b) ®0Fsg
i=0
exp(u).(b® s.g) = Z b® 5.9) Z Z ( ) @ s.g

keN keN i=0 _ )
i+7\ u(d) u(b) v
—zz( )i ey = Y P03 s
i€N jeN €N jEN
— exp(u)(b) @ exp(v)s.g
Donc finalement, pour tout h € Ny, et pour tout b ® s.g € B®4 (Sk X G) on a

(pB(h) =h).(b@s.g) = exp(u).b® s.g—pp(h)(b) ® pa(h)(s).hg
= exp(u)(b) @ exp(v )sg—exp( )(b )®pA( )(s)-hg
= exp(u)(b) ® (pa(h)s.g — pa(h)(s).hg)
= exp(u)(b) @ ((pa(h) —h).(s.9)) € B&a Jak

et on a bien I'application
(JB,k XG) X (B®Ra(SgxG)) > BRa Jak

O

Précisons qu’on peut munir B ®4 (U(©4) x G) d’une bornologie. En effet, en notant B4 x la boule unité
de U(©4) x G, on peut munir cet espace d’une suite de semi-normes correspondant aux jauges des réseaux
B®aBak.

Proposition 5.7. L’action de U(Op) x G sur B®4 (U(O4) x G) est bornée.

Démonstration. Soient B, ;, et Bp  les boules unités de T}, x G et S, x G. Soient B i et B, les boules
unités de U(©4) x G et U(Op) x G tel que

BA’}C:BA,kﬁU(@A)NG et BB,kZBB’kﬂU(@B)XIG

Soient t € Bpr et b®s € B4 Ba k. On veut montrer que t.0® s € B® 4 B4, afin de conclure que I'action
est bornée, et il suffit pour cela de montrer que cet élément appartient & B® 4 B4, puisqu’on sait déja qu’il
appartient & B®4 (U(O4) x G). Pour cela, on décompose ¢ et s en utilisant le lemme 4.22

t=to+t, avec qp(to) =0 et ¢ € U(x"Lp) x G
s=s0+5, avec qu(so) =0 et s’ € U(r"Ly) x G.
Donc avec les notations du lemme précédent, ¢ty € Jp i et so € Ja . Alors par ce méme lemme

tb®s= tH.b®s + t'bRsy +'.b® 5.
N—_—— N—_——

€EB®aJax €BRaJak

Et B&a Ja C BR4Ba k. de plus, par I'action de U (7% L) x G sur B4 (U(7*L 1) x G) évoquée au début
de la preuve de la proposition 5.4, on obtient une action

U(rL5) % G ~ B AU (7" L4) % G)

et ! b®s € B@A(m % G) CBOaBA . donc t.b® s € BOB A, et comme B @4 B4y est un réseau
ouvert de B®4 (S, X G) C (B&4(Sk x G))k, par [20] remarque 7.4 on a

(BEABak)N(B®a (Sk®G)) =B@sBay.
Donc t.b® s € (B®4 BA,k) N(B®4a(UO4)xG) =8B Ba. O
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Proposition 5.8. On définit le (5(B,G),§(A,G)>—bimodule

— b~
D4, p = B2,4D(A,G).
qu’on appellera bimodule de transfert de f: A — B.

Démonstration. Par la proposition précédente, B®4 (U(©4) x G) est un U(Op) x G-module bornologique.

~b —
Par passage au complété bornologique et par le corollaire 4.28, 'espace B 4(U(04) x G) est un D(B, G)-
module bornologique. de plus, par ce méme corollaire on a

~b o~ ————— Db b ~
Be,(U(©4) X G) = Bo,U(©4) X G = Bo,D(A,G)
ce qui permet de conclure. O
Proposition 5.9. Comme 73(3, G)-module, on a

= D(B,G), m
DG o~ ’ —~
AmB /Z D(B,G).d,,.

j=n+1

En particulier, 5%_”3 est un 73(8, G)-module coadmissible. Si M est un 6(/1, G)-module coadmissible, alors
DfﬁB@ﬁ(A oM est un D(B, G)-module coadmissible.

Démonstration. Le (U(O©p) x G)-module B ®4 (U(©4) x G) est de présentation fini par la proposition
5.2, il est donc isomorphe au conoyau d’un morphisme de (U(©p) x G)-modules libres de type fini ¢ :
(UOp) x G)"™ = (U(Op) x G). Puisque le foncteur = est exact & droite par la proposition 3.35, alors

b ~ - b —— b
B&YD(A,G) ~ B@a (U(O4) x Q) ~ Coker(g) ~ Coker(3")

o1 g° : 73(B, G)" " — 5(3, G) est un morphisme de 5(3, G)-modules libres de type fini. Donc 55_,3 est
un D(B, G)-module de présentation finie et, en particulier, un D(B, G)-module coadmissible. Cela implique
le dernier énoncé, cf. 3.14. O

On note une propriété topologique du bimodule de transfert.

Proposition 5.10. B®4 (U(©4) x G) est pseudo-nucléaire et donc
DG .~ B@Zﬁ(A,G).
Démonstration. Par la proposition 4.27 on a pour tout k € Net j € N
Bajt1 C o Bay+ FU(T L4 % G

Alors
B@aBaji1 CTBRABa+Boa FUT L) %G

et B4 (U(O4) x Q) est pseudo-nucléaire. Il reste d’appliquer la proposition 3.45. O

5.2 Le foncteur image inverse

Soient X et Y des espaces analytiques rigides lisses respectivement de dimensions n et m, et G un groupe de
Lie p-adique agissant continument sur X et Y. Soit f : Y — X un morphisme lisse G-équivariant d’espaces
rigides. Pour se rapporter au cas local, nous reprenons la G-topologie Yuf définie dans le lemme 2.21. Nous
essayons tout d’abord de retrouver les hypotheses de la section précédente pour pouvoir utiliser ses résultats.

Notation. Soient U € X et V € Yu{ tel que f(V) C U. Un sous-groupe H de G vérifie les hypothéses
locales pour U etV st Ox(U), Oy (V), H et Ox(U) = Oy (V) respectent les hypothéses de la section 5.1.
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Proposition 5.11. Pour tout V € Yuf et pour tout U € X tel que f(V) C U, il existe un sous-groupe H
de G tel que H vérifie les hypotheses locales pour U et V.

Démonstration. Notons A = Ox(U), B = Oy (V) et abusivement f : A — B.

e Comme Gy NGy est un sous-groupe ouvert de G, il existe G’ un sous-groupe ouvert compact de Gy NGy .
e Par la proposition 2.22, il existe des systemes locaux de coordonnées (x;);c1,n] €t (¥5)je[1,m] de A et de
B tel que f(y;) = x; pour tout i € [1,n].

e Soit A un modele formel G’-stable de A, qui existe par la proposition 4.6. Il existe un ensemble fini S C A

tel que A = (S) . Soit (T') , un modele formel de B, avec T' C B un ensemble fini. L’ensemble (f(S5),T)
est encore un modele formel de B, et par la proposition 4.6 il existe B un modele formel G’-stable de B
contenant (f(S),T) . Ainsi, A et B sont G'-stables avec f(A) C B.

e Par la proposition 2.10, on redimensionne les systemes de coordonnées (z;)ieq1,n] et (¥j)je[1,m] tel que les
A-module et B-module

La= éA.@mi et L = és.ayj
1= j=

sont des A-réseau et B-réseau de Lie. De plus, par la proposition 4.9, il existe un sous-groupe ouvert compact
H de G’ tel que L4 et Lz sont H-stables.

Ainsi, le sous-groupe H permet de vérifier toutes les hypotheses voulues. O

Sous ces conditions, le bimodule de transfert ﬁf _.p est bien défini par la proposition 5.8. Nous noterons
lorsque H vérifie les hypotheses locales pour U et V'

— — b —
D\g—w = Dgx(U)—m’)y(V) = OY(V)®(’)X(U)D(Ua H).

Remarquons notamment que H est U-petit et V-petit.

Remarque. Sous les notations de la proposition précédente, soit U' € X¢, tel que U' C U, soit V € Yu{ tel
que V' CV et f(V') C U'. Tout sous-groupe U’ -petit et V'-petit de H vérifie les hypothéses locales pour U’
et V'.

C’est le cas en particulier si on prend U' =U ou V' = V.

Lemme 5.12. Soient U,U’ € X¢ avec U' C U et H un sous-groupe U-petit et U'-petit de G. En considérant
le morphisme d’inclusion U’ — U, H vérifie les hypothéses locales pour U’ et U et on a

—_ ~b —~ —
Dy = Ox(U")®p,1nD(U,H) ~ DU, H).

Démonstration. En notant D(U) = U(O(U)) et D(U') = U(O(U')) alors ﬁg,ﬁU est par définition le
complété bornologique du (D(U’) x H)-module Ox (U') ®o (1) (P(U) x G). Comme Ox (U") @0 (1) D(U) ~
D(U’) on obtient alors

Ox(U/) Rox (V) (D(U) X G) ~ D(U’) x G.

Donc par complétion bornologique on a I’isomorphisme voulu. O

Proposition 5.13. Soient V € Ylf et U, U" € X¢ tel que f(V) C U’ C U, et un sous-groupe H de G vérifiant
les hypothéses locales pour U et V, et pour U’ et V. Alors il existe un isomorphisme de (D(V7 H),D(U, H))—

bimodules tel que
SH H
Dy ,ur =Dy ,y-

Démonstration. Par le lemme précédent on a

—_ —~b ~
DgﬁU = OY(V)®OX(U)D(U7 H)
—~b

—~b —
=~ OY(V)®OX(U’) (OX(U/)®(9X(U)D(U7 H))

~b — —_
~ Oy (V)®py DU, H) ~Dif 1. O
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Proposition 5.14. Soient V,W € Y tel que W C V, et soit U € X¢ tel que f(V) C U. Soit H un sous-
groupe de G vérifiant les hypothéses locales pour U et V', et pour U et W. Alors il existe un isomorphisme
de (D(W, H), D(U, H))-module tel que

D(W, H)@ﬁ(V’H)D\I;IaU = DII/LIV—>U'
Démonstration. On a Oy (W) @0, (v) (D(V) x H) ~D(W) x H donc

(DW) % H) @pvyxu Oy (V) oy w) (PU) x H) = Oy (W) @ow) (D(V) x H).

Or Oy (W) ®o @) (D(V) x H) est pseudo-nucléaire par la proposition 5.10 et son complété bornologique
est donc isomorphe a son complété séparé par la proposition 3.45. Donc

Dlf iy = Oy (W80, ) (D(V) x H)
(DW) % H)En(wyusr (O (VB ) (PU) x H))

12

= —~h = — —_ —
= D(I/Va H)®23(V,H)’D‘IjﬁU = D(VVv H)®§(V,H)D\}/IHU 0

Lemme 5.15. Soient U € X et H un sous-groupe U-petit de G. Tout 6(U, H)-module coadmissible est
pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soit M un 5(U, H)-module coadmissible. Par la proposition 4.16, 5(U, H) est Ox(U)-
nucléaire. Or par la proposition 3.41, M est également Ox (U)-nucléaire. Ainsi M est pseudo-nucléaire par
la proposition 3.44. O

Proposition 5.16. Soit M € Cx;q. On pose le préfaisceau f*M sur Yy défini pour tout V € Yu]: par
* =b —
FMV) = (Oy (VB0 0 M(V))
’ * =b -1
et qu’on note f*M = (Oy®ffloxf M)

Démonstration. Soient V.W ¢ Yuf avec V. C W. Puisque M est un faisceau, on a une application de
restriction piYh, : M(W) — M(V), et on a également Papplication de restriction p‘(%v :O0y(W) = Oy (V).
Alors le passage au complété bornologique de I'application pg"jv ® p{,‘AW donne une application de restriction
pvw : [FMW) = f*M(V), qui munit f* M d’une structure de préfaisceausur Y,/ . C’est donc un préfaisceau
sur Y;;4 par la proposition 2.21. O
Voici le théoreme principal de cet article.

Théoréme 5.17. Pour tout M € Cx,q, on dispose du faisceau f*M sur Yy, défini par
—~b
f M= (0v8-0,f 7' M)

et f* est un foncteur

[*+ Cxj¢ — Cyja

M — M

qu’on appelle foncteur image inverse de D-modules G-équivariants coadmissibles par f.
Démonstration. Soit M € Cx/q-

e Soient V € YU{ et U € X, tel que f(V) C U. Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypotheéses locales
pour U et V. Par la proposition 3.36 on écrit

* . —~b
FMV) = T Oy (V)Bh, 0 M)
f(vycu’

39



5 FONCTEUR IMAGE INVERSE DE G-D-MODULES COADMISSIBLES

ol la limite est prise sur les U' € X tel que f(V) C U’. On restreint les éléments du systéme inductif
précédent aux U’ € US, et on a

" . —~b
F(V)ycu'cu
Comme M est coadmissible, pour tout U' € U, et pour tout H sous-groupe U’-petit de G, M(U’) est

un D(U’, H')-module coadmissible et donc M(U’) est pseudo-nucléaire par le lemme 5.15. Ainsi, I'espace
Oy (V) ®ox ) M(U") est pseudo-nucléaire et par le théoreme 3.45 on a l'isomorphisme

* . —~h ,
fMV)= lim - Oy (V)@o, ) MU).

F(V)cU'cU

Comme M est coadmissible et que (U, H) est petit, alors My ~ Locy, g (M(U)) et pour tout (U’, H') petit
dans U, on a

—_

/ S DU Hom
M(U") =~ DU, H)®p . yryMU) = DU, H) @By, 51y M(U)

grace a la proposition 3.15 pour le deuxieéme isomorphisme. Ainsi, comme H’ vérifie également les hypotheses
locales pour U’ et V, et en utilisant la proposition 5.13 on obtient

* . —~h ~ —~h
fIMV) =~ lim Oy (V)®o, DU H @5y, zyM(U)
f(vycu'cu .
~  lim DY 0 @5w,unM(U)
f(v)ycu'cu .
~  lim DY v ®pw,a)yM(U)
f(vycu'cu \
= hi)n ’D\P/I%U@ﬁ(U,H)M(U) = D\}/IHU®5(U,H)M(U)'
f(vycu'cu
On constate alors que f*M(V) est un 6(‘/, H)-module coadmissible pour tout V € Y,/. Soit W € Y tel
que W C V et soit H' un sous-groupe W-petit de H. Alors H' vérifie les hypotheses locales pour U et W,
et en utilisant la proposition 5.14 on a
LOCV,H(f*M(V))(W) = D(VV, H/)@B(MH/)D\}/IaU@ﬁ(U,H/)M(U)
= ID‘I/—II/—>U®6(U)H/)M(U) = f*M(W)

Donc pour tout V € YJ il existe H un sous-groupe V-petit tel que
"My =~ Locy,u (f*M(V)).

e Ainsi, f* M est un préfaisceau de Dy-module sur Y./, puisque pour tout V € Y/, f*M(V) est un ﬁy(V)-

module. C’est en réalité un faisceau de Dy-module puisque pour tout V € Y,/ on a f*M ~ Locy i (f*M(V))
ce qui permet de bons recollements. Comme Yu{ est une base pour Y,;, par la proposition 2.21, on conclut

par le théoreme 2.14 que f*M est un faisceau de 5y—m0dule sur Yyg.
De plus f*M est muni d’une structure équivariante. Soit ¢ € G, comme M est un G—ﬁx—module il existe
g M — g# M et on pose g/ M = goy@bffl(gM). Pour tout V € Y,;, on a
* * . —~b
M) M) Tim Oy (gV) o M(aD).
f(vV)ycu
Or par G-équivariance de f on a

) —~b ) —~b N
lim = Oy (9V)@0, (quyM(9U) = lim = Oy (gV)@0, 0y M(U) = f*M(gV).
Fvycu fgV)cU
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Donc g/ M : f*M — g% f*M et pour tout g,h € G on a
(gh)7 M = ()P E"F 7 ((gh)™) = (W# (™) 0 h™) B £ (W (g™) 0 1)
= (g )& 1 (nF ™)) o (O (M)
= h# (g My o nITM,
Donc f*M est muni d’une structure équivariante et est un faisceau G-équivariant sur Y,;4.
Ainsi f*M est un G-Dy-module, donc f*M € Cy/q-

e Soient M, N € Cx/¢. Soit ¢ : M — N un morphisme de G—ﬁX—moduleS. Soient V' € YJ et U € X tel que
f(V) C U. Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypotheses locales pour U et V. Notons A = Ox (U),
B=0y(V)et M = M{U), N =N(U). En notant Ip, le morphisme identité sur le faisceau Oy, et par
Ox-linéarité de o, on a le morphisme

(Io, (V)@ ¢(U)) : B&a M — B®4 N.
Alors le diagramme suivant commute

(U(Op) x H) x (B, M) LD 1790y s H) x (Bea N)

l !

Toy, (V)®e(U)
(B®a M) S (B®a N)

ouid : U(©p) x H — U(Op) x H est l'identité. Les fleches verticales sont obtenues par l'action de la
proposition 5.7 car B M ~ (B®4 (U(©a) x H)) Ry (e ,)xu M. Par passage a la complétion bornologique,
comme les applications sont bornées, on obtient le diagramme

~ - d’ x(Ioy, (V)B (1)) ~ —~
D(B, H) x (B&', M) oy Ve P UDE By« (BB N)

| |

oy Io, (V)& (U e
(B®', M) oy V)& #(0) (B&',N).

Par passage a la limite inductive, on obtient une application
* =b -1 =b —1
oy (V)@ 19) : (Oy (V)B-10, 0 f " MV)) — (Oy (VB 10,0 N ()

—_ —~b o
qui est D(U, H)-linéaire. Le morphisme de faisceau f*¢ := I, ® f ¢ ainsi défini est Dy-linéaire. De plus,
pour tout g € G on obtient par G-équivariance de

* * =b .
g () ogh M =g"&® f(g*pog™)
~b _ * *
=g9"® f N o) =g N o fro.

Donc f*p est G-équivariant et ¢’est un morphisme de G-ﬁy—modules. On constate de plus que si p : M — M
est l'identité sur M, alors f*¢ est I'identité sur f*M. De méme si o : M — N et ¢ : N/ — P, alors

* —~b ._ —~b ._ =b . * *
Frop)=Io,®@ [T (Wop)=Ioy® f1P) o (lo,® fTHe) = fo fre.
Ainsi f* est un foncteur de la catégorie Cx /¢ dans la catégorie Cy /. O

Proposition 5.18. Soit M € Cx/q. Il existe un morphisme naturel de Ox-modules upg : M — fi f* M.
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Démonstration. Tl suffit de construire up sur la base X& de X, . Soit U € X& et V € Y, tel que f(V) C U.
D’apres la discussion ci-dessus,

. . —~b
f M(V) = hi}l’l OY(V)®O)((U’)M(U/),
f(Vycu’'cu
ol la limite est prise sur les U’ € X¢, tel que f(V) C U’. Les morphismes naturels uy : M(U) - M(U') —

—~b
FFM(V),m — 1® m, ou V parcours un recouvrement admissible de f~*(U), se collent & un morphisme

MU) = fFM(FHU) = fuf " M(U). O

On termine cette section avec la compatibilité de I'image inverse par rapport & la composition des morphismes.
Soient donc X, Y, Z des espaces analytiques rigides lisses, G un groupe de Lie p-adique agissant continument
sur X,Y,Z. Solent et e : Z — Y et f : Y — X des morphismes lisses G-équivariants d’espaces rigides.
D’apres 5.17 on dispose des foncteurs e* : Cy /g — Cz/q et f* : Cx/q — Cy/q-

Théoreme 5.19. On a un isomorphisme naturel
comme foncteurs Cx;q —+ Cz/q-

Démonstration. Soit M € Cx/q. Par [9, Prop. 5.4], il y a un isomorphisme naturel (f oe)*M ~ e*f*M
comme 5Z—modules. Il suffit donc & verifier qu'’il est compatible avec les G-actions. Soit g € G et g™ : M —

g* M. Alors g M = goy@z}fl(gox)f_l(gM) definit I’action de g sur f*M et
. —~b _ .
e f* M zgoz®e_1(goy)e (gl ™M)

—~b _ —~b _ —~b . .
= goz®e’1(goY)e 1(90Y®f—1(90x)f Y(g™M) = goz®e*1f*1(goX)e Lt gM)) = gl M.

g

O

6 Application a la théorie de localisation de Beilinson-Bernstein

Soient X, Y, Z des espaces analytiques rigides. On appelle un morphisme f : Y — X une fibration avec fibre
Z, ¢'il existe un recouvrement admissible X; de X, tel que f~(X;) — X; est de la forme pry : Z x X; — X.
Une fibration est un morphisme plat. Si Z est lisse et propre, alors f est un morphisme lisse et propre. On
appelle un ouvert admissible X; C X sur laquelle f est de la forme précédente, un ouvert trivialisant.

Soit maintenant G un groupe algébrique connexe réductif et déployé sur K et B C G un sous-groupe de Borel.
Soit B € P C G un sous-groupe parabolique. Soient g, b, p leurs algebres de Lie sur K. Soit Y = (G/B)*"
et X = (G/P)* leurs variétés de drapeaux analytiques rigides, avec leur action naturelle du groupe de
points rationnels G(K). La projection canonique f : Y — X est G(K)-équivariant. Soit G un groupe de Lie
p-adique et o : G — G(K) un morphisme de groupes continu, et Z = (P/B)*".

Proposition 6.1. Le morphisme f est une fibration avec fibre Z, lisse et propre.

Démonstration. 1l est bien-connu que G/B — G/P, gB — gPP est une fibration algébrique avec fibre P/B, qui
est lisse et propre. Son analytification est f et la proposition découle des propriétés généraux du foncteur
d’analytification. O

D’apres la proposition et la section précédente, on dispose du foncteur image inverse f* : Cx;a — Cy/q-

Proposition 6.2. Soit M € Cx/q. L’application canonique upq : M — fi f* M est bijective.

Démonstration. La question est locale sur X. Donc soit U C X un affinoide trivialisant dans X, et V =
—b —~b
fHU) = ZxU. Comme Oy = p; *0z@ gp; 'Ov, cf. [9, 3.3.6], et par associativité de @, la restriction de
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J*M sur V est de la forme (f* M)y = pfl(’)z@;pglM‘U. Soit {Z;} un recouvrement admissible fini de Z
par des affinoides Z; et soit V; = Z; x U. Les sections locales (f*M)(V') coincident donc avec 1’égalisateur
du diagramme de restriction usuelle

[1, Oz (V)@ e M(U) == I1,; Oz(V: N V;) B M(U).

Le foncteur @ZI){M(U) est exacte [9, 3.10] et commute aux produits fini dans le complexe de Cech C*({Vi}s, Oy).
Comme Y est séparé, les V; sont affinoides et C*({V; };, Oy ) est un complexe fini de modules de Banach fini sur
O(V') avec des morphismes strictes, cf. [8, 3.22] et sa preuve. Donc (f*M)(V) = OZ(Z)@Z;(M(U) = M(U),
comme Oz(Z) = K. O

Pour utiliser les résultats de [2, section 6], on suppose maintenant que G est semisimple et simplement
connexe. Soit U(g, @) la K-algtbre défini dans [2, Def. 6.2.12]. Par [2, Thm. 6.4.5] 'algébre de Fréchet-
Stein /U\(g,G) agit sur Y de fagon compatible avec I'action de G sur Y. La preuve du loc.cit. s’applique
verbalement a ’espace X et montre que ﬁ(g, G) agit sur X de fagon compatible avec l'action de G sur X.

Donc [2, Thm. 3.5.12] montre que les foncteurs de localisation Locg(g 9 et Locg]((g’c) sont définis et envoie

les U(g, G)-modules coadmissibles dans Cy,¢ et Cx /g respectivement, cf. [2, Prop. 3.6.8].

On fixe un sous-algebre de Cartan t C b et on écrit ® pour les racines positives dans le systeme de racines
®(g,t). Soit W le groupe de Weyl de ®(g,t). Soit 2p = Z a. Soit ®F C &1 le sous-systeme positif des
aedt
racines qui apparaissent dans la sous-algebre de Levi de p et 2pp = Z a. Soit m := mp l'anihilateur dans
ae@;
U(g) du module de Verma parabolique du poids 2pp — 2p € t*

Mp(2pp — 2p) = U(9) ®u(p) K2pp—2-

On écrit M (2pp — 2p)) pour le module de Verma ordinaire (i.e. relative & b). Sa propriété universelle donne
un morphisme surjectif M (2pp — 2p) — Mp(2pp — 2p). On écrit mg := mg. Note que mg = Ann(M(—2p)) =
Ann(M(0)), car —2p = w, - 0 pour ’élément w, le plus long dans W.

Pour la variété de drapeaux compléte Y, [2, Thm. 6.4.9] dit que
U(g,G
LOCY(g ) : {M S CU(g,G) tmgy - M = 0} — Cy/G

est une équivalence de catégories. Les arguments s’entendent sans difficulté au cas de la variété de drapeaux
partielle X en remplacant au niveau de I'input algébrique la référence classique [7] par sa généralisation [10,
Thm. 1.9].

Corollaire 6.3.
LOC)U((Q’G) : {M € CU(g,G) m-M = O} — CX/G
est une équivalence de catégories.

Soit A C ®* I’ensemble des racines simples et soit J C A le complément du sous-ensemble correspondant a
p. Soit P; C G le sous-groupe parabolique de J et W son groupe de Weyl. L’action de dot de W restreint
a Wy coincide avec I'action de dot de W;. En particulier, si w,, ; € W denote ’élément le plus long dans
le sous-groupe parabolique Wy, alors w, ;- 0 = —2pp, = —2(p — pp) = 2pp — 2p. Donc my = Ann(M(0)) =
Ann(M (2pp — 2p)) et mg C m.

Théoréme 6.4. Le diagramme de foncteurs suivant commute, d isomorphisme canonique pres :

=

Cx/a Cy/a
Loc)U((g’Gﬂ\ Locz(g‘G)T

{M € CU(g,G) m-M = 0} {M S CU(Q7g) tmy - M = 0}

N
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Démonstration. Soit M = Locg(g’c)(M ) avec m - M = 0. Comme les fleches verticaux du diagramme

sont quasi-inverse aux foncteurs des sections globales sur X et Y respectivement, il suffit de vérifier que
I'isomorphisme canonique H°(Y,upq) : HY(Y, f*M) ~ H°(X, M) fournit par la prop. 6.2 est compatible
avec laction de U(g, G). Comme la source et le but de cet isomorphisme est coadmissible sur U(g, G), il suffit
de vérifier que H°(Y, upy) est g-linéaire et commute aux actions de G. Comme f est G-équivariant, I'argument
classique montre que I'application canonique ©x — f*Oy est compatible avec les fleches de g dans Ox et
« —~b
Oy respectivement, donc la g-linéarité de H°(Y, up) . Soit g € G. Comme g/ M = ¢ ®f71(gox)f71(gM)
g""™M la G-équivariance de H Y(Y, upq) est clair. O
Remarque. Supposons que G est défini sur une extension finie Q, C L C K de Q, et G est un sous-groupe
ouvert dans G(L). Dans ce cas, U(g, G) est canoniquement isomorphe a l’algébre des distributions localement

analytiques D(G, K) sur G a valeurs dans K, cf. [2, Thm. 6.5.1]. Par cette isomorphisme la catégorie Cy (g )
devient l’opposée de la catégorie des G-représentations localement analytiques admissibles [21, Thm. 6.5].
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