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INTRODUCTION

Le foncteur image inverse de faisceaux est un outil tres classique de la géométrie algé-
brique. Il est toujours intéressant d’avoir des propriétés de faisceaux qui soient préservées
par ce foncteur, et la construction de celui-ci difféere parfois en fonction de ces critéres. On
s’intéresse bien souvent au foncteur image inverse de faisceaux de modules, de O-modules
par exemple, ou dans le cas qui nous intéresse de D-modules ou D désigne le faisceau
des opérateurs différentiels algébriques d’ordre fini. Soit f : ¥ — X un morphisme de
variétés algébriques lisses. En notant O x et Oy les faisceaux tangents de X et Y, on a

naturellement une application
Oy — Oy @10, f'Ox. (1)

Cette application nous permet de construire pour tout D x-module M le Dy-module f*M
défini par
f*M = Oy ®f710X f_l./\/l.

Ainsi f* est appelé le foncteur image inverse de Dx-modules par f.

Dans le cadre complexe, ce foncteur a été étudié et préserve dans le cas d’'un morphisme
lisse entre variétés lisses la cohérence et la quasi-cohérence des D-modules, comme étudié

par Hotta, Takeuchi et Tanisaki dans leur livre [11].

Dans le cadre de la géométrie analytique rigide, on fixe K un corps non-archimédien com-
plet de caractéristique mixte (0, p). Ardakov et Wadsley ont introduit dans leur article [2]
le faisceau D des opérateurs différentiels sur une K-variété analytique rigide, qui consiste
en des opérateurs d’ordre potentiellement infini, qui se préte donc bien a la topologie
non-archimédienne. Une caractéristique des D-modules qu’on souhaite étudier est leur
coadmissibilité, un bon analogue de la cohérence pour les D-modules. Une construction
d’un foncteur image inverse de D-modules a donc été fait par Andreas Bode dans sa pré-
publication [7], qui préserve la coadmissibilité, en analogie avec le foncteur image inverse

de D-modules qui préserve la cohérence.



Cette construction se fait par l'introduction des K-espaces bornologiques. De la méme
facon qu'un espace topologique est défini par un ensemble d’ouverts, les espaces bor-
nologiques sont définis par un ensemble de bornés qui vérifient des axiomes paraissant
intuitivement nécessaires pour cette dénomination. La propriété essentielle des modules

bornologiques est leur bon fonctionnement par passage a la complétion.

Proposition A (2.3.19). Soient E une K-algébre bornologique et M un E-module bor-
nologique. En notant e foncteur de la complétion bornologique, MY est un EP-module

bornologique.

Le résultat de Bode repose alors sur le fait que Db = 5, c’est-a-dire que l'algebre D
des opérateurs différentiels est obtenue en complétant bornologiquement 'algebre D des
opérateurs différentiels d’ordre fini. Il suffit alors de travailler sur les D-modules borno-
logiques puis de passer au complété pour obtenir des résultats sur les D-modules. Soit
f Y — X un morphisme lisse de variétés analytiques rigides lisses. On définit de cette

facon le foncteur image inverse f* pour tout D x-module coadmissible M par
* =b —
FMi= (OyBio, [ M)

Le faisceau f*M ainsi obtenu est un 5y-module coadmissible, sa structure de 5y—module

résultant encore de l'application (1).

On peut également s’intéresser aux actions de groupe sur les variétés. Soit G' un groupe
de Lie p-adique agissant continuement sur une K-variété analytique rigide X. Pour un
affinoide U de X et un sous-groupe ouvert compact H de G stabilisant U, Ardakov
introduit dans son article [1] I'algebre de groupe tordu complete B(U, H). C’est une
généralisation de Ialgebre des opérateurs différentiels Dy (U). On dit alors qu'un Dy-
module est G-équivariant s’il est muni d’un ensemble de morphisme de faisceaux { gM}geg
avec g™ 1 M — ¢" M pour tout g € G vérifiant certaines propriétés. On dit de plus
qu’il est coadmissible s’il est localement un lA)(U, H)-module coadmissible. Le but est
alors de construire un foncteur image inverse de D-modules coadmissibles qui préserve
I’équivariance. Le cas du groupe trivial correspond au foncteur image inverse de D-modules
coadmissibles construit par Bode, et nous en voulons une construction qui en soit la

généralisation.

Dans cette these, j'ai généralisé le travail de Bode a la situation équivariante afin de

construire un foncteur image inverse de D-modules équivariants. Le premier résultat im-



portant pour que la méthode soit reproductible est le suivant.

Théoréme B (3.4.12). Soient U un sous-espace affinoide de X et H un sous-groupe

ouvert compact de G stabilisant U. On a

b —_
Dx(U) <~ H ~ D(U,H).

Par ce théoreme, I'algebre de groupe tordu complete D (U, H) est le complété bornologique
de I'algebre des opérateurs différentiels d’ordre fini sur le groupe H. Mais contrairement
au cas étudié par Bode, on ne dispose pas d’'un faisceau 5(, (G) défini globalement. On
obtient donc seulement un résultat local, et il faut réussir a le transposer en résultat global.
Choisissons dans ce but un recouvrement spécifique pour la variété. Soient X et Y des
espaces analytiques rigides lisses. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement

sur X et Y. Soit f:Y — X un morphisme lisse G-équivariant d’espaces rigides.

Proposition C (1.3.2). On note Yu{ l’ensemble des sous-espaces affinoides V' de Y tel
qu’il existe un sous-espace affinoide U de X avec f(V) C U, et tel que V posséde un
systeme local de coordonnées sur U et que U possede un systeme local de coordonnées.

Alors Yu{ forme une base de la topologie rigide Y,y sur'Y .

Ce recouvrement et cette propriété nous permettent de faire le travail de globalisation.
En notant Cx/q la catégorie des D x-modules G-équivariants coadmissibles, on en arrive

au résultat principal de la these.

Théoréme D (4.2.7). Pour tout M € Cx/q, on dispose du faisceau f*M sur Y,y défini
par
* =b —
fMi= (Oy&)10,f ' M)
et f* est un foncteur

"1 Cxja — Cysa
M — M

qu’on appelle foncteur image inverse de D-modules G-équivariant par f.

Apres avoir rappelé des notions de base de la géométrie analytique rigide dans le premier
chapitre, et apres avoir énoncé des propriétés sur les espaces localement convexe et les
espaces bornologiques dans le chapitre 2, j’aborde dans la 3eme partie la notion de D-
module G-équivariant provenant du travail d’Ardakov. Toutes les notions nécessaires a

la construction du foncteur image inverse sont ainsi introduites et celle-ci est faite en



chapitre 4.

Notations

Dans tout le document, K désigne un corps non archimédien complet de caractéristique
mixte (0,p), d’anneau de valuation discréte R et d'uniformisant 7. On note | - | sa norme

et v sa valuation, et K désigne la cloture algébrique de K.

Dans tout le document, sauf mention explicite, les modules sont supposés a gauche. Les
anneaux et les algebres mentionnés sont associatifs, unitaires excepté en ce qui concerne

les algebres de Lie, et sont généralement non commutatifs.
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CHAPITRE 1

OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UNE
VARIETE RIGIDE

1.1 Opérateurs différentiels sur une algebre affinoide

Le but de ce chapitre est de construire ’algebre des opérateurs différentiels dans le cadre
de la géométrie non archimédienne. Cette construction est faite en détail par Ardakov et
Wadsley dans leur article [2] qui sera utilisé comme référence dans cette section. Nous

essayerons de décrire explicitement ces objets sous une forme plus facile a manipuler.

On rappelle quelques notions sur les algebres affinoides, qui proviennent principalement
du travail de Bosch dans [9].

Définition 1.1.1. La n-éme algébre de Tate T,, ou K(&i,...,&,) est lalgébre des séries
entic¢res a n coordonnées de K convergentes sur B"(K), qui désigne la boule unité de K"

pour la norme max.

Puisque K est non archimédien, il s’agit des séries entieres sur K dont le terme général
converge vers 0. On exprime les éléments de T}, sous la forme Z ro& ou pour tout multi-
indiceawe N"onar, € Ket{*=¢£"...£6m. Cest une K-algebre normée dont la norme
est définie par

> Tak”

aeN”

= max NE

Définition 1.1.2. Une K-algébre affinoide est une K-algébre A tel qu’il existe k € N et
un morphisme d’algébres surjectif K(&,...,&) — A.

Cela équivaut a dire que A est isomorphe a une K-algebre de la forme Ty /I ou I est un
idéal de T},. L’algebre de Tate T}, étant normée et I étant un idéal fermé de T}, on munit A

d’une norme quotient sous-multiplicative, qui dépend alors de la surjection T}, — A choisie.
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Ce choix n’est pas contraignant car pour deux surjections distinctes définissant A comme
algebre affinoide, les deux normes obtenues sont équivalentes. De cette maniere, une K-
algebre affinoide est munie d’une topologie indépendante du choix de sa représentation.

Ce résultat est énoncé dans [9], proposition 3.1.20.

Notation. On note également R{(&y,...,&,) Ualgébre des séries entiéres a n variables de

R dont le terme général converge vers 0.

Définition 1.1.3. Une R-algébre topologique A est topologiquement de type fini s’il existe
k € N et un morphisme de R-algébres continu, ouvert et surjectif R{&y,...,&) — A. Elle

est admissible si de plus A est sans m-torsion.

Cela équivaut a dire que A est isomorphe a une R-algebre topologique de la forme
R(&1, ..., &) /1 ou I est un idéal de R{(&y,...,&). De maniére équivalente, A est to-
pologiquement de type fini si et seulement si il existe un ensemble fini S d’éléments de A

tel que la sous- R-algebre engendrée par S est dense dans A, c¢’est-a-dire A = @R.

Définition 1.1.4. Soit A une K-algébre affinoide. Une sous-R-algébre topologiquement
de type fini A de A est un modéle formel de A si A~ A®g K en tant que K-algébres.

Un modele formel de A existe toujours, car si K({,...,&) — A est un morphisme

surjectif, on peut choisir comme modele formel I'image de R{(&;, ..., &) par ce morphisme.

Proposition 1.1.5. Soient A une K-algébre affinoide et A un modéle formel de A. Alors
il existe sur A une norme de K-algébre définissant la topologie de A tel que A est la boule

unité de A, qu’on appelera la norme jauge de A sur A.

Démonstration. En tant que R-algebre topologiquement de type fini, il existe k£ € N et
un idéal I de R(&y, ..., &) tel que A ~ R(&,...,&)/I. Comme K est R-plat, on a

A~ A@r K ~ (R(&,...,&)/I) @r K ~ Ty /(K.I).

On munit ainsi A ~ T}, /(I ® K) d’une norme quotient, dont la topologie est équivalente
a celle de A, et la boule unité pour cette norme est R({,...,&) /I ~ A. H

On décrit explicitement la norme jauge de A sur A, qui est définie pour tout a € A par
jal = inf{[r], a erA}.
Proposition 1.1.6. Soient A et B deux modéles formels de A. Alors AB est un modéle

12



formel de A contenant A et B, ot

AB = {Zaibi, reN et Vie ﬂl,rﬂ,aiEA,biEB} C A

=1

Démonstration. Voir [2], lemme 3.1. O

On fixe dans la suite une K-algebre affinoide A et un modele formel A de A.

Les définitions suivantes introduisant la notion d’algebre enveloppante sont présentes dans
I'article [14] de Rinehart.

Définition 1.1.7. Soient S un anneau commutatif et B une S-algebre commutative. Une
(S, B)-algébre de Lie-Rinehart L, ou simplement (S, B)-algébre de Lie, est une S-algébre
de Lie qui est aussi un B-module, muni d’un morphisme B-linéaire p : L — Derg(B) de

S-algebres de Lie, tel que en notant |-, -] le crochet de Lie sur L on a

Va,y € L,Va € B, [z,ay] = a[z,y] + p(z)(a)y.

Un premier exemple dans notre contexte, lorsque A est une algebre affinoide, est la (K, A)-
algebre de Lie ©4 des K-dérivations continues sur A, munie du morphisme d’inclusion
©4 — Derg(A). Toute sous-K-algebre de Lie de ©4 qui en est également un sous-A-

module est alors une (K, A)-algebre de Lie par la composition des inclusions.

De la méme fagon, lorsque A est un modele formel de A, I’algebre © 4 des R-dérivations
continues sur A est une (R, A)-algebre de Lie. Et toute sous-R-algebre de Lie de © 4 qui

est également un sous-A-module est une (R, .A)-algebre de Lie.

Définition 1.1.8. Soient A une K-algébre affinoide, A un modéle formel de A et L une
(K, A)-algébre de Lie. Un sous-A-module L de L est un A-réseau de Lie de L si ¢’est une
sous-(R, A)-algébre de Lie, qui est de type fini sur A et que K.L = L.

Soit L une (.5, B)-algebre de Lie. Par son morphisme p : L — Derg(B) on associe a tout
élément b € B et | € L l'opération [(b) := p(1)(b). Ainsi dans le contexte de la définition
précédente, un A-réseau L de L stabilise A par I'opération ci-dessus, ce qu’on notera
L(A) C A. Comme L est une R-algebre de Lie elle vérifie aussi [£, L] C L.

Avec les mémes notations, nous étudierons majoritairement le cas de A-réseaux de Lie de
la (K, A)-algebre de Lie © 4. Pour synthétiser dans ce cas précis, un A-réseau de Lie £ de

O 4 est simplement une sous-R-algebre de Lie de © 4 qui est aussi un A-module de type

13



fini, qui stabilise A et tel que K.L = O 4.

Proposition 1.1.9. Soit L une (S, B)-algébre de Lie-Rinehart. Il existe une S-algébre
Ug(L) et des morphismes ip : B — Ug(L) de S-algébres et iy : L — Ug(L) de S-algébres
de Lie tels que

Ve € L,Va € B, ig(ax) =ig(a)ip(x) et [ig(z),ig(a)] = ip(p(z)(a))

et qui vérifie la propriété universelle suivante : pour toute S-algébre U, pour tout mor-
phisme jp : B — U de S-algébres et pour tout morphisme j : L — U de S-algébres de

Lie tels que
Vo € L,Va € B, jrlar) = jpla)jr(z) et [jo(z), jp(a)] = jp(p(x)(a)),

il existe un unique morphisme de S-algébres ¢ : Ug(L) — U tel qu’on a le diagramme

commutatif
U
Démonstration. Voir [14], section 2. O

Définition 1.1.10. Soit L une (S, B)-algebre de Lie-Rinehart. On appelle algébre enve-
loppante de L la S-algébre Ug(L) vérifiant les propriétés de la proposition précédente.

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion, on notera tout simplement U(L) I'algebre envelop-
pante de L. Soit A une algebre affinoide, on construit de cette facon 'algebre D, des

opérateurs différentiels d’ordre fini de A, donnée par Dy := U (©,).

Remarquons que le morphisme is : A — U(L) est toujours injectif, tandis que le mor-

phisme iy, : L — U(L) est injectif lorsque L est un A-module libre.
Il nous reste alors a définir ’algebre des opérateurs différentiels d’ordre infini.

Définition 1.1.11. Soient A une K-algébre affinoide, A un modéle formel de A et L un
A-réseau de Lie de © 4. Pour tout k € N, on pose

Dy =U(r"L)@r K =U(7"L)

14



ot~ désigne la complétion m-adique. On pose

514 = lim D]C.
«—
keN
Remarque. La définition ci-dessus a bien du sens car les (Dy)gen forment un systéme
projectif. En effet pour tout k € N, on a une inclusion U(7"t1 L) C U(x"L) et on obtient
par complétion w-adique un morphisme Dyiy — Dy qui fait de la famille (Dy)gen une

famille projective.

Remarque. Dans la définition précédente, ﬁA ne dépend ni du choir du modéle formel

A, ni du choix du réseau de Lie L.

Cette indépendance quant au choix du modele formel et du réseau de Lie est établie dans

la section 6.2. de [2], qui traite d’un cas plus général, celui de I’algebre

i k
U(L) == lim U(7"L)
keN
ou L est une (K, A)-algebre de Lie de type fini et ou £ est un A-réseau de Lie de L. On

applique donc ce résultat pour L = Oy4.

Définition 1.1.12. Soit A une K-algébre affinoide. Un systéme local de coordonnées de
A sur K, lorsqu’il existe, est une famille (x1,...,x,) d’éléments de A tel que l’espace
des différentielles de Kdahler Q4 de A sur K a pour A-base la famille (dzy, ..., dx,),

c’est-a-dire

i=1
Remarque. Un systeme de coordonnées (x1,...,x,) de A permet d’obtenir une base
(Opys -+ 0,) de ©4, ot pour tout i € [1,n] l’élément 0., est l'image de dx} par l’isomor-

phisme Hom4(Qa, A) ~ ©4. On écrira souvent que (x;, a:m)z'e[[l,n]] est un systeme local de
coordonnées, méme si les 0., sont entiérement déterminés par les x;.

Pour une algebre affinoide A munie d’un systeme local de coordonnées, le cardinal de tout

systeme de coordonnées de A est le méme, il s’agit du rang du A-module libre 4.

Proposition 1.1.13. Soient A une algébre affinoide munie d’un systeme local de coor-

données (), et A un modéle formel de A. Il existe N € N tel que, en posant x; = 7 " a

15



pour tout i € [1,n], le A-module libre
L= 6}9“4”6Ii(: ©4
i=1

est un A-réseau de Lie, et (l’i)ie[u,n]] est un systeme local de coordonnées de A.

Démonstration. Montrons tout d’abord qu’on peut trouver un tel N € N tel que £(A) C
A. Comme A est un modele formel, il existe un ensemble fini S de A tel que A = (S) .
Comme K.A = A, pour tout ¢ € [1,n] il existe N; € N tel que WNiax;(S) C A. En prenant

N =max N; et ; = 7 "z} (et donc 9,, = ﬂNﬁm;) pour tout i € [1,n], alors on a

L(A) = [AD,,(S), .. A0, (S)), C A.

Ainsi, les éléments de £ sont des dérivations sur A et £ C © 4. On montre alors qu’avec

ce choix de £, on a [£, L] C L. En effet, soient a,b € A et i,7 € [1,n], on a

[a0y;,00,,] = a0y,b0,; — b0,,a0,;, = a0y, (b) Op; — b0y, (a) O, € L
H/_/ H/—/

€A cA

et par linéarité du crochet de Lie, on constate que celui-ci stabilise £. Ainsi £ est une
A-sous-algebre de Lie de © 4, c’est donc une (R, .A)-algebre de Lie-Rinehart. Puisque de
plus K.L = ©4 et que L est de type fini, ¢c’est un A-réseau de Lie de O 4. O]

Par cette proposition, on dira que quitte a redimensionner le systeme local de coordonnées,

le A-module libre £ engendré par les (0,,)icpi,n] est un A-réseau de Lie.

Proposition 1.1.14. Soient A une K-algébre affinoide munie d’un systéme local de co-
ordonnées (i, Oy, )icp1,n] €t A un modéle formel de A. Supposons que le A-module libre
L engendré par les (O, )icping st un A-réseau de Lie. Alors pour tout k € N, on a des

injections Dyi1 — Dy avec

aeN"

Dy, ~ { > ald%, a, € Aet gkl ol =00 O}

et on a des injections Dy — Dy avec

aeN"

BA ~ { Z 14,0% , a, € A et Vk € N, aqnmFle ‘ali?o O} )

16



Démonstration. Pour tout k € N, le A-réseau de Lie 7°£ a pour base (n’“axi),»e[[l,nﬂ sur
A, donc
U(riL) = @ Axteloe

aeN?

ot 0% = 0y ... 05", Avec une telle base, on obtient que pour tout £ € N,

U(m kﬁ { Z a9 | a, € A et a, la‘_wo 0}

aeN?

et donc

Dy =U( kL )i = { Z 14,0% , ay € A et agmFl '“Q‘” 0} .

aEeN"?
Le systéme projectif (Dy)ren a pour morphismes de transition les injections Dyyq < Dy,
ou chaque Dy, est isomorphe a un sous-espace de I'espace des séries d’opérateurs. Dans ce

contexte, leur limite projective D4 est isomorphe a l'intersection de ces espaces, donc

Dy = M { 3 a0, aq € Aet agm o0 0}

keN laenn
~ { > an0%, aq € Aet Vk €N, Qg el ol =ee O} . O
aeNn

Reprenons les hypotheses de la proposition précédente. Pour tout £ € N et en fixant une

norme | - | sur A, on a une norme sous-multiplicative sur Dy, notée | - | et définie pour
tout s € Dy, par
|s|r = max ’a(ﬂr’kw ou s = Z aq, 0.
aeNn
acN™

On prend sur A la norme jauge pour son modele formel A définie en proposition 1.1.5.
Comme la boule unité de A pour cette norme est A, on constate que la boule unité de

Dy, pour la norme | - | est U(7*L).

Par les injections D4 < Dy, on munit ainsi D4 d’une suite de normes (| - |x)ren qui

définissent sa topologie.

Proposition 1.1.15. Pour tout k € N, le complété de BA pour la norme ||y est isomorphe
a Dy.

Démonstration. Pour tout k& € N, on a une injection dense lA)A — D;. Comme D, est
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complet pour sa norme |- |, par passage au complété on a

—Ilk

Dy =~ Dy. [l

1.2 Notions de géométrie analytique rigide

On rappelle brievement les notions de base sur la géométrie analytique rigide, développées

dans [9].

Définition 1.2.1. Soit A une K-algebre affinoide. On appelle K-espace affinoide associé

a A Uensemble X = Sp(A) des idéaux mazimaux de A.

Soit 1 : A — B un morphisme de K-algebres affinoides. Ce morphisme induit une appli-
cation
“p:m € Sp(B) — ¢ H(m) € Sp(A).

Définition 1.2.2. Soient X = Sp(A) et Y = Sp(B) des K-espaces affinoides. Une appli-
cation ¢ : 'Y — X est un morphisme de K-espaces affinoides s’il existe un morphisme de
K -algébres affinoides v : A — B tel que ¢ = “.

Définition 1.2.3. Soit X un K-espace affinoide. Un sous-ensemble U C X est appelé
un sous-domaine affinoide de X s’il existe un morphisme de K-espaces affinoides injectif
L2 X' — X tel que (X') = U, et vérifiant la propriété universelle suivante : Pour tout
morphisme de K-espaces affinoides ¢ :' Y — X tel que p(Y) C U, il existe un unique
morphisme ¢’ 1Y — X' tel que 1o @ = .

Proposition 1.2.4. Soit X un K-espace affinoide. On munit X d’une topologie ou les
sous-espaces affinoides forment une base d’ouverts de X, et on définit le préfaisceau Ox

définit pour tout sous-espace affinoide U C X par Ox(U) = B lorsque U = Sp(B).

Malheureusement le préfaisceau Ox n’est pas un faisceau pour cette topologie. On voit
dans le théoreme 1, section 4.3. de [9] que Ox vérifie des propriétés similaires aux faisceaux
a condition de restreindre les recouvrements possibles. Commencons donc par rappeler la

notion de topologie de Grothendieck telle que vue en section 9.1 de [8].

Définition 1.2.5. Une topologie de Grothendieck T, ou G-topologie, sur un ensemble X
consiste en un ensemble S de sous-ensembles de X, appelés ouverts admissibles, et pour
chaque U € S d’une famille Cov U de recouvrements de U, qui seront dits admissibles,

tels que
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— StU, Ve SalorsUNV e S.

— SiU € S alors {U} € Cov U.

— SiU € S et {U;}ier € Cov U et que pour tout i € I on a {V;;}jes € Cov U, alors
la composition {V; ;}icrjes € Cov U.

— SiU,V €S avec V C U, et que {U,;}ier € Cov U, alors {U; NV }ier € Cov V.

C’est d’une telle topologie que nous allons munir les espaces affinoides.

Définition 1.2.6. Soit X un K-espace affinoide. La topologie de Grothendieck faible X,
sur X est la G-topologie dont les ouverts sont les sous-domaines affinoides de X et les

recouvrements sont les recouvrements finis par des sous-domaines affinoides.

Cette G-topologie corrige le probleme que nous avions précédemment, puisqu’avec cette

topologie, Ox est un faisceau sur X par le théoreme 1, section 4.3 de [9].

Nous revenons a d’autres propriétés générales sur les G-topologies, issues du chapitre 9

de [8], qui seront essentielles pour définir les espace analytiques rigides.

Définition 1.2.7. Soit ¥ une G-topologie sur un espace X. Une G-topologiec T’ est dite
légérement plus fine que X si
— %' est plus fine que T, c’est-a-dire que tout T-ouvert est un T -ouvert, et tout T-
recouvrement est un T -recouvrement.
— Les T-ouverts forment une base des T -ouverts, c’est-a-dire que pour tout T -ouvert
U il existe un T'-recouvrement par des T-ouverts.
— Pour tout T'-recouvrement {U;}ie; d’un T-ouvert U, il existe un T-recouvrement
{Vi}jes qui est un raffinement de U, c’est-a-dire que pour tout j € J, il existei € 1
tel que V; C U;.
Proposition 1.2.8. Soit T une G-topologie sur un espace X tel que O et X sont des

T-ouverts. L’ensemble des G-topologies légérement plus fines que ¥ posséde un unique

élément maximal. Cette G-topologie sur X vérifie

1. 0 et X sont des ouverts admissibles.

2. Soient {U, }ier un recouvrement admissible d’un ouvert admissible U C X, et V C
U tel que pour tout © € I l'ensemble V N U; est un ouvert admissible de X. Alors

V' est un ouvert admissible de X.

3. Soit {U;}ier un recouvrement d’un ouvert admissible U C X par des ouverts ad-
missibles tel que {U;}ier admet un raffinement admissible. Alors {U,;}ier est un

recouvrement admissible de X .
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On voit en proposition 2, section 9.1.2 de [8] une preuve incluant la construction de cette

G-topologie maximale.

Théoréme 1.2.9. Soient T une G-topologic sur un ensemble X, et T une G-topologie
légerement plus fine que T. Alors tout faisceau sur T s’étend de maniére unique en un

faisceau sur T'.
Démonstration. Voir [8], section 9.2.3, proposition 1. O

Grace a ce théoreme, on pourra toujours se permettre de se placer sur une topologie
légerement plus fine sans que cela ne change les raisonnements sur les faisceaux. On se

permet donc de considérer sur les variétés affinoides une topologie plus fine que X,,,.

Notation. Soit X un espace affinoide. On note X,;; la G-topologie mazimale des G-
topologies légerement plus fines que X, .

— Un sous-ensemble U C X est un ouvert admissible pour X,;, s’il existe un recou-
vrement {U;}ier de U par des affinoides tel que pour tout morphisme d’espaces
affinoides ¢ : Z — X avec ¢(Z) C U, le recouvrement {¢*(U;) }ics de Z admet
un raffinement fini par des affinoides de Z.

— Un recouvrement {V; }icr de V' € X,y est un recouvrement admissible pour X,;, si
Vi € Xig pour tout @ € I et si pour tout morphisme d’espaces affinoides ¢ : Z — X
avec ¢(Z) C V., le recouvrement {¢~ (Vi) Yier de Z admet un raffinement fini par
des affinoides de Z.

Cette G-topologie sera toujours celle employée sur les espaces affinoides sauf mention
contraire. Cependant, il nous suffira de construire des faisceaux sur X,, pour définir de
nouveaux faisceaux sur X,;, par extension. Précisons de plus que le X, -faisceau Ox décrit

précédemment s’étend de maniere unique en un X,;,-faisceau Oyx.

Une fois la construction des espaces affinoides terminée, munis de leur G-topologie et de
leur faisceau structural, on définit les espaces analytiques rigides qui correspondent a des

espaces localement isomorphes a des espaces affinoides.

Définition 1.2.10. Un K-espace (analytique) rigide est un couple (X, Ox) ot X est un
espace muni d’une G-topologie et Ox est un faisceau sur X, tel que

— la G-topologie sur X vérifie les 3 propriétés de la proposition 1.2.8.

— X admet un recouvrement admissible {X;}ier ot (X;, Ox,) est isomorphe a un

K -espace affinoide pour tout i € I.

De méme, on notera X,;, la G-topologie d'un espace rigide X.
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Définition 1.2.11. Soient (X, Ox) et (Y, Oy) des K-espaces rigides. Un morphisme de
K -espaces rigides de (X, Ox) vers (Y,Oy) est un couple (¢, ") ot ¢ : X — Y est une
application continue et ©* est un systéme de K-morphismes ¢}, : Oy (V) — Ox (¢ 1(V))

ou V' parcourt les ouverts admissibles de Y .

Lorsque les données sont claires, on ne précise pas le faisceau structurel Ox d’un espace

rigide X, et on ne précise pas non plus le systéeme ¢* d’un morphisme d’espaces rigides .

Définition 1.2.12. Soient X et Y des K-espaces rigides. Un morphisme de K -espaces
rigides [ 1Y — X est lisse s’il existe un recouvrement admissible {Y;}ie; de Y par des
affinoides tel que $dy,/x est un Oy,-module libre de type fini.

Remarque. De maniére équivalente, f est lisse si et seulement si il existe un recouvre-
ment admissible {Y;}ie; de Y par des affinoides tel que pour tout i € I, Y; posséde un
systéme local de coordonnées sur X, c’est-a-dire qu’il existe une famille (yi,--- ,y,) de
Oy tel que Qy,/x est libre de type fini de base (dyy,--- ,dy,).

Pour un espace rigide X, on peut donner une définition de lissité de X qui équivaut a ce

que le morphisme X — K soit lisse, ce qui donne la définition suivante.

Définition 1.2.13. Un K-espace rigide X est lisse de dimension n s’il existe un recou-
vrement admissible {X;}ier de X par des affinoides tel que Qx, est un Ox,-module libre
de type fini de rang n.

Remarque. De maniéere équivalente, X est lisse si et seulement si il existe un recouvre-
ment admissible {X;}ie; de X par des affinoides tel que pour tout i € I, X; posséde un
systéeme local de coordonnées.

Proposition 1.2.14. Soient X et'Y des K-espaces rigides, et f:Y — X un morphisme

de K-espaces rigides. La suite suivante est exacte
Oy @10y ['x — Uy — Qyyx — 0
et si de plus f est un morphisme lisse alors on a la suite exacte scindée
0— Oy @10y [ x — Oy — Qyyx — 0

Démonstration. Voir [12], théoreme 25.1. O

Notons X, I'ensemble des sous-domaines affinoides U de X tel que Ox(U) possede un sys-

teme de coordonnées locales, qui forme une G-topologie en considérant les recouvrement
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admissibles (dans le sens de X, ;) par des éléments de X

Proposition 1.2.15. Soit X un K-espace rigide lisse, la G-topologie X,;4 est légerement
plus fine que X5, .

Démonstration. Puisque X est lisse, alors il existe un recouvrement admissible { X}, de
X par des éléments de X . Soit U un ouvert admissible de X, pour tout ¢ € I ’ensemble
U N X; est admissible et possede un recouvrement admissible {U; ;};es par des éléments
de X,,. Alors le recouvrement {U; ;}ierjes de U est admissible. Puisque X; € X pour
tout i € I, alors il existe un systeme de coordonnées locales (x,)ken) de Ox(X;) et pour
tout 57 € J, la famille (»’Uk|Ui,j)ke[[1,n]} est un systeme de coordonnées locales de Uj; ;, donc
Ui;j e X,

Ainsi, X est une base de X,,,, tout X,;,-recouvrement posseéde un X -raffinement et

donc X, est légerement plus fine que X,. O]

Pour finir, on définit le faisceau D sur un espace analytique rigide.

Théoreme 1.2.16. Soit X un K-espace rigide lisse. Pour tout U € X,,, on pose

et Dx ainsi défini est un faisceau sur X, qui s’étend uniquement en un faisceau sur X,;q.

Démonstration. Voir [2], théoréme 8.1 et théoreme 9.3. O

1.3 Foncteur Image inverse de D-module

Avant de construire un foncteur image inverse de D-modules, nous pouvons étudier le cas
des opérateurs d’ordre fini. En géométrie algébrique complexe,il existe un foncteur image

inverse de D-modules donné pour un morphisme f : Y — X entre variétés lisses par
f*./\/l = Oy ®f71(f)x f_l./\/l.

Nous allons revoir cette construction dans le cadre de la géométrie analytique rigide, qui

sera la premiere étape pour la construction du foncteur image inverse de D-modules.

Soient X et Y des K-espaces rigides lisses respectivement de rang n et m, et f: Y — X

un morphisme lisse de K-espaces rigides.
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Définition 1.3.1. Avec les notations de la section, on note Yu{ [’ensemble des sous-espaces
affinoides V € Y., tel qu’il existe U € X, avec f(V) C U, et tel que V' posséde un systéme
local de coordonnées sur U.

Proposition 1.3.2. L’ensemble Y./ avec les recouvrements admissibles forme une G-

topologie de Y, et la G-topologie Y., est légerement plus fine que Yu{.

Démonstration. Puisque Y est lisse, il existe un recouvrement admissible {Y;};e; de YV
dans Y. Comme f est lisse, et quitte a raffiner ce recouvrement, on suppose de plus que
les affinoides Y; possédent chacun un systéme local de coordonnées sur X. Comme X est
lisse, il existe un recouvrement admissible {X;};c; de X dans X. Pour tout i € I et pour
tout j € J, notons Y;; = f1(X;) NY;. Alors la famille {Y;};cs est un recouvrement

admissible de louvert f~'(X;), donc le recouvrement {Y;;}; jc;.s de Y est admissible.

Soit V' € Y,;4. Pour tout 4,5 € I, J, 'ouvert admissible V' NY; ; admet un recouvrement
admissible {V; ; x }rex dans Y. Le recouvrement {V, ;}i rersx de V est admissible, et
de plus pour tout 4,5,k € I,J,K on a f(V;;r) C X; et V;;, C Y;. Comme Y; possede
un systeme local de coordonnées sur X, V; ;; en posséde aussi par restriction. Ainsi V'

posséde un recouvrement admissible dans Y/ O

Proposition 1.3.3. Soient V € Y,/ et U € X¢ tel que f(V) C U. Notons A = Ox(U)
et B= Oy (V). Il existe des systémes de coordonnées (s, 0y, )icin] de A et (y;,0y,)je[1,m]
de B tel que y; = f(x;) pour tout i € [1,n].

Démonstration. Puisque f est lisse, on a la suite exacte scindée
0— Ov @10, [ Qv — Q — Qyyp — 0
ce qui donne par évaluation en V la suite exacte scindée
0— B®4Qy — Qg —> Qpa — 0.

Ainsi Qp ~ (B®4Q4) ®Qp/a. Comme U € X, il existe un systéme local de coordonnées

(1, ,2,) de A. On a par l'injection



un isomorphisme

B s Q=@ Bd(f(x)

=1

Comme V € Y/

w?

il existe un systéme local de coordonnées (yni1,.-.,Yn) de B sur A,
c’est-a-dire que (dy;)jec[nt1,m] st une base de Qp/4. Ainsi, en notant y; = f(z;) pour tout
i€[l,n], ona

Op ~ @ B.dy;.

=1

Proposition 1.3.4. Avec les notations de la proposition précédente, on a un morphisme
surjectif de B-modules
7105 »B®aO4, 00

entierement déterminé grace aux systémes locaux de coordonnées de A et B par

, — 1®0, sij<n
Vje[[l,m]],ayj:{ J .‘7
0 Stnon.
Démonstration. On a la suite exacte scindée

0—>B®AQAL>QB—>QB/A—>0

avec o définie par ¢(1 ® dz;) = d(f(z;)) = dy; pour tout i € [1,n]. En prenant son
dual, on obtient la suite exacte suivante par contravariance et exactitude du foncteur

Hompg(—, B) sur les suites exactes scindées
0 — Homp(Qp/a, B) — Homp(Qp, B) —5 Homp(B ®4 Q4, B) — 0.
Or, nous pouvons donner des bases des B-modules suivants
Hompg(Qp, B) = éna B.dy;
j=1
Homp(B ®4 N4, B) ~ B®4 Hom(Qa, A) = éB.l ® dx

%
i=1
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et comme
1 sii=7y

0 sinon

Vie[l,m], dy; o 1®@dx; — dy;-‘(dyi) = {

alors dy; o ¢ = 1 ® dx} avec la convention que dx} = 0 si j > n. Par les isomorphismes
Hompg(Qp, B) ~ Op et Hom (24, A) >~ O 4, la surjection — o ¢ nous permet d’obtenir un
morphisme surjectif ~: ©p — B ® ©4 dont les valeurs sur la base (9,,)je[1,m) de ©p sont

données par le diagramme commutatif suivant

Op : B®4064

8?/]' S 1®dxj

l |

dyr—— 1@dx}

HOHIB(QB,B) 740(’0> B®a HOHIA(QA,A)

toujours avec la convention que dx; = 0 si j > n. O]

Proposition 1.3.5. L'espace B @4 U(O4) est muni d’une structure de U(O g)-module.

Démonstration. En reprenant les notations de la proposition 1.3.4, on définit I’application

j@BZ @B — EHdK(B®AU(@A))
0 +— (b@s 0(b) @ s+ bb.s)

et on pose
jp: B — Endg(B®aU(©4))
a — (bR®s—abRs).
Remarquons d’abord que jg, est un morphisme de K-algebres de Lie, c’est-a-dire que
pour tout b, b’ € B, pour tout i,j € [1,m] et pour tout b" @ s € B®4 U(O4), on a

o (00y,). Joy (0'0,)](0" @ 5) = b8, (00, (V")) ® 5 + b0'8,, (b") @ Oy, s + by, (VD") @ Dy, s
+00'0" @ 0y, 05,5 — U0y, (b0, (V")) @ s — bb'0,, (") @ Dy, 5
—00,, (bb") ® Op,5 — DV @ Oy, 0,5
= [b0y,,0'0,,](V") ® s 4 b0y, (V)0 @ Oy, 5 — 'Oy, (D)V" @ Oy,
= [b9,,,1/0,,)(t") ® s + 1'[bD,,, 1D, |s
= Jou ([b0,,, V0, ) (V" @ )

avec la convention que pour i ou j supérieur a n, alors d,, et 9,, valent 0. On déduit par
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linéarité que pour tout 6,6’ € U(Op) on a

U@B(9%j63<g)]::j63(w70q)

De plus, pour tout b € B et pour tout € O on a
— jB(b)jes(0) = jo, (b8) car pour tout ' @ s € B4 U(O4), on a

B(b)jes (0) (V' @ 5) = bO(V) ® s + bb'0(s) = jo, (b0)(V' ® s).

— [jes(0),75(b)] = ju(A(b)) car pour tout b’ ® s € B®4 U(O4), on a

o, (0), i) @s) = (0(bV) @ s+ bb'0(s)) — (b)) @ s+ b'O(s))
= (O(b) —bO(V)) @ 5 = O(b)Y @ s = j5(0(b))(V @ s).

Donc par propriété universelle de I'algebre enveloppante, on a bien une application
U(©p) — Endg(B®4 U(O4)). m

Proposition 1.3.6. Avec les notations de la proposition précédente, le U(©p)-module
B ®4 U(O4) est de présentation finie engendré sur U(Op) par [’élément 1 ® 1, et on a

Uisomorphisme de U(Og)-modules

Bo,U©O,) ~U®B), m .
(©4) S U(5)a,
j=n+1
Démonstration. Les éléments de la forme 1 ® 0y avec o € N" sont générateurs en tant
que B-module de B ®4 U(04), ot d; = 9, ...0;". On remarque alors que, en prenant
9, € U(©p), alors

« e’ Qn _ Q anle_ fe an—1
Il =00, . 0r1el=00. .00, =00 ... 0m 19,
— = 1RO =1 ® 2

Donc B ®4 U(O4) est bien engendré par 1 ® 1 sur U(©p). On remarque de plus que
(95.1 ®1=0avec § € N™ si et seulement si il existe j €]n, m] tel que §; > 0. Comme

U©p) = 6 B.I)

BeN™
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alors le noyau de l'application U(Op) - B®4U(0O4) est engendré sur B par les éléments
ayjﬁf avec j €]n,m] et 8 € N™, et donc engendré sur U(Op) par les d,,, j €]n,m]. On

a donc la suite exacte
U©Op)"™" — U(©Op) — B,U(©4) — 0

ou plus précisément

0— > U(©g).9, — U(Op) — B4 U(O4) — 0. O

j=n+1

Proposition 1.3.7. Notons Dx = U(Ox) et Dy = U(Oy). Pour tout Dx-module M,

on a sur Yu{ un faisceau de Dy -module f*M défini par
f*M = OY ®f—1ox fﬁlM.

Démonstration. Pour tout V € Y il existe U € X¢ tel que f(V) C U. Soit U' Cc U
tel que f(V) C U' € X¢, et posons A = Ox(U), A" = Ox(U’) et B = Oy (V). Par la

proposition 1.3.5, Oy (V) Qo @) Dx(U’) est un Dy (V)-module. Ainsi,

f*M(V) ~ lii)n Oy(V) Rox (U M(U’)
f(vycu’'cu

est une limite inductive de Dy (V')-module donc est un Dy (V)-module. Donc f*M est un
préfaisceau de Dy-module, qui faisceautisé donne un faisceau de Dy-module sur Yuff . O
Corollaire 1.3.8. Pour tout Dx-module M, le Dy-module f*M sur Y. s’étend unique-

ment en un Dy-module sur Y.

Démonstration. Comme Y, est légerement plus fine que Yuf par le lemme 1.3.2, le faisceau
f*M sur Yu{ s’étend uniquement en un faisceau de Dy-modules sur Y;;, par le théoreme
1.2.9. O]

On va chercher a partir de ce résultat a construire un foncteur image inverse de D-modules.
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CHAPITRE 2

STRUCTURES D’ESPACES

2.1 Algebres de Fréchet-Stein

Pour définir la notion d’algebre de Fréchet-Stein, nous aurons besoin d’introduire d’abord
les espaces localement convexes et les espaces de Fréchet, ce que nous ferons avec 'aide
du livre [16] de Schneider.

Définition 2.1.1. Soit U un K-espace vectoriel. Un réseau de U est un R-sous-module
de U tel que K.L =U.

Définition 2.1.2. Un K-espace vectoriel topologique U est localement conveze s’il existe

une famille de réseaux (L;)ic; de U tel que

VieI,Vae K*,3j€l,L; Cal;
Vi,jel,3k el Ly CL;NL;

et que la topologie sur U a pour bases d’ouverts les ensembles {v + L;, v € U,i € I}.

En notant A I'ensemble des réseaux ouverts de U pour cette topologie, pour tout réseau

L € A, on construit une semi-norme jauge gy définie par
Ve e U, qp(x) = inf{|r| / x € rL}.
rekK

On obtient la définition équivalente suivante, établie dans [16] en proposition 4.4.

Proposition 2.1.3. La topologie d’un K-espace vectoriel localement convexe U est éga-

lement définie par la famille de semi-normes (qr,)icr-

Il suffit donc d’une famille de semi-normes pour définir la topologie d’un espace localement
convexe. Cette proposition rejoint une autre définition équivalente énoncée en proposition
2 page 92 dans [18].
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Proposition 2.1.4. Un K-espace vectoriel topologique U est localement convexe si et

seulement si il est limite projective d’espaces semi-normable (U;);er.

Si U est limite projective d’espaces semi-normables U;, en notant ¢; une semi-norme sur
U; pour tout ¢ € I, la limite projective munit U d’une famille de semi-normes ¢;, issues

de ¢, par les morphismes U — Uj;, et qui définit la topologie localement convexe de U.

Inversement si U est localement convexe, donc défini par une famille de semi-normes
(qr,)ier issus de réseaux ouverts, alors U est limite projective des espaces semi-normés
(U, qv,)ier, qui forme un systeme projectif par les morphismes continus (U, qz,) — (U, qz,)
lorsque qz, > qr,-

Proposition 2.1.5. Soient U et V des espaces localement convexes, d’ensembles de ré-
seaux ouverts Ay et Ay, Alors U @ V' est un espace localement convexe d’ensemble de

réseaux ouverts A défini par
A={L®r K /LeAy, K ey}

Démonstration. Pour tout a € K* et pour tout L @z K € A, il existe L' € Ay tel que
L' CaLetdonc '@r K C aL®r K. Pour tout Lor K, L'@rK' € A, il existe L” € Ay tel
que L" ¢ LNL" et K" € Ay tel que K" € KNK', et ainsi L"@p K" C (LorK)N(L'@K').
Donc A est bien une famille de réseaux munissant U ®x V' d’une structure d’espace

localement convexe. O

Définition 2.1.6. Soit U une K-algébre localement convexe. Soient M un U-module a
droite localement convexe et N un U-module a gauche localement convexe. La topologie
localement convexe sur M@y N est la topologie la plus fine rendant lapplication MQr N —
M ®y N continue.

Proposition 2.1.7. Soit U un espace localement convexe défini par une famille de semi-

normes (q;)icr. L’adhérence de {0} est égale a

{0} = Mg ({0})

el

et U est séparé si et seulement si {0} est fermé dans U, c’est-a-dire si et seulement si

pour tout v € U non nul, il existe 1 € I tel que q;(v) # 0.

Démonstration. Voir [16], lemme 4.6. O

Définition 2.1.8. Soit U un espace vectoriel localement convexe défini par une famille
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(¢i)icr de semi-normes.

— Un filet est une famille (v;);je; d’éléments de U ou J est un ensemble ordonné
filtrant.

— Un filet (vj)jes converge vers v € U si pour tout i € I et pour tout € > 0, il existe
j € J tel que q;(vpy —v) < € pour tout k > j.

— Un filet de Cauchy est un filet (v;);es tel que pour tout i € I et pour tout € > 0, il
existe j € J tel que q;(vi, — v;) < € pour tout k,l > j.

— U est un espace localement convexe complet si tout filet de Cauchy converge vers

un élément de U.

Pour résumer, un filet converge si et seulement si il converge pour toutes les semi-normes
de U, et un filet est de Cauchy si et seulement si il est de Cauchy pour toutes les semi-

normes.

Proposition 2.1.9. Pour tout K-espace localement convexe U, il existe un espace loca-
lement convexe séparé complet U" ainsi qu’un morphisme ¢ : U — UM tel que pour tout
morphisme continu g : U — W dans un espace localement convexe séparé complet W, 1l

existe un unique morphisme continu fq\h UM 5 W tel que g = ﬁh oc.
Démonstration. Voir [16], proposition 7.5. O

L’espace U" est appelé le complété de Hausdorff de U.

Proposition 2.1.10. Pour tout espace localement convexe U, le complété de Hausdorff

de U est isomorphe a
U" ~ lim U%
p

i€l
ou U est le complété de U pour sa semi-norme g;.

Précisons que dans le cas ol ¢; n’est pas une norme, la notation U?% correspond au complété

de l'espace U/{q; = 0} pour la norme quotient induite par g;.

Démonstration. Notons pour cette preuve U = LiinU % et notons ¢; les normes sur U%

pour tout ¢ € I.

o Soit v = (v;)ier € U,si gi(v) = 0 pour tout ¢ € I, cela signifie que g;(v;) = 0 donc v; =0

pour tout ¢ € I, donc v = 0. Ainsi par la proposition 2.1.7, 'espace U est séparé.

e Soit (U;);es un filet de Cauchy de ﬁ, ou pour tout j € J, U; = (u;;)ier. Pour tout ¢ € I
et pour tout € > 0, il existe j € J tel que ¢;(u; . —u;;) < € pour tout k,l > j. Alors le filet
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(uij)jes est de Cauchy dans le Banach U % et converge donc vers un élément u; € U,

Le filet (v;);es converge alors vers 'élément (u;);er € U et U est complet.

e On dispose du morphisme dense entre espaces localement convexes suivant
. — 1 . i (79 ) — []
¢:U=1m{U,¢) — lim(U*,q) =U

de noyau {0}. En notant U = U/{0} le séparé de U, on obtient un morphlsme injectif

¢:U—UetU est isomorphe a un sous-espace localement convexe dense de U.

Soient W un espace localement convexe séparé complet et g : U — W un morphisme
continu. W étant séparé, 'image de {0} est nulle et par passage au quotient on a un
morphisme continu g : U — W. Par le lemme 7.3 de [16], comme U est dense dans U,
il existe une application g : U— W tel que g = goc. Donc g =gocet U est bien le
complété de Hausdorff de U. O]

Proposition 2.1.11. Un K-espace localement convexe séparé U est métrisable si et seule-

ment si sa topologie peut étre définie par une famille dénombrable de semi-normes (qy)gen-

Démonstration. Voir [16], proposition 8.1, ou la métrique utilisée est explicitement définie

dans le cas ot la topologie de U est défini par une famille dénombrable de semi-normes. [

Dans ce cas, on pourra toujours supposer la suite de semi-normes (g )ren croissante quitte
a considérer les semi-normes

Vk €N, ¢, =maxg

qui munissent U de la méme topologie que les (gx)ren-

Précisons que U est complet au sens des espaces localement convexe si et seulement si il

est complet au sens des espaces métrisables.

Définition 2.1.12. Un K-espace de Fréchet est un K-espace localement convere U qui
est métrisable et complet. C’est de plus une K-algeébre de Fréchet si U est une K-algébre

dont la multiplication est continue.

En résumé, pour une K-algebre de Fréchet U, il existe une suite croissante de semi-normes
d’algebres (qx)ren sur U tel que
U ~ lim U%.
—

keN

Pour I'étude des algebres de Fréchet-Stein, on se réferera principalement a [17].
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Définition 2.1.13. Une K-algébre de Fréchet U est une algébre de Fréchet-Stein a gauche
(resp. a droite) s’il existe une suite croissante de semi-normes (qx)ren d’algébres définis-
sant la topologie de U tel que U% est noethérien et est un U%+ -module plat a droite (resp.

d gauche).

On emploiera la notion d’algebre de Fréchet-Stein bilatere pour les algebres de Fréchet-

Stein simultanément a gauche et a droite.

Proposition 2.1.14. Une K -algéebre topologique U est une K-algébre de Fréchet-Stein si
et seulement si il existe une suite de K-algebres de Banach noethériennes (Uy)ren ainsi
qu’un morphisme continu d’algebres py : Upiy — Uy pour tout k € N, tel que Uy est un

Ugi1-module plat a droite, I'image de Uy est dense dans Uy, et

U ~ lim U,.
%
keN

Démonstration. Si U est une K-algebre de Fréchet-Stein, alors en posant U, = U a*la
suite (Uy)gen vérifie toutes les conditions de la proposition.

Réciproquement, supposons qu’il existe une telle suite de K-Banach (Uy)gen, alors U est
localement convexe en tant que limite projective d’espaces normés, et notons (qx)ren la
suite de semi-normes sur U issue de cette limite projective. Par densité des applications
Pr, on en déduit que pg : U — Uy est dense pour tout k& € N. De plus, pour tout x € U,
on a pg(x) = 0 si et seulement si gx(z) = 0, donc Ker(py) = {z € U, q(x) = 0}. Par

passage au quotient, on a l'injection dense
.U
P g =0y — Uk

et Uy étant complet, on en conclut que Ut ~ Uy. Ainsi U est complet et donc de Fréchet,
et c’est bien une K-algebre de Fréchet-Stein car U vérifie toutes les propriétés souhaitées.
[

Rappelons l'algebre des opérateurs différentiels vu en définition 1.1.11, qui sera notre

premier exemple d’une telle algebre.

Théoréme 2.1.15. Soit A une algébre affinoide lisse. L’espace 5,4 est muni d’une topo-

logie localement convexe par

Dy = 1<£n Dy,
et est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatere.
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Démonstration. D 4 est bien un espace localement convexe par la proposition 2.1.4 car il
est limite projective des espaces normés (Dy, | - |k)ken-
C’est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatére par [2], section 6.4. O

2.2 Modules coadmissibles

Soit U une K-algebre de Fréchet-Stein. On choisit une suite croissante de semi-normes

(qr)ren de U qui définit sa topologie, et on note Uy, = U pour tout k € N, tel que

U ~ lim U,.
p—
keN

Définition 2.2.1. Un U-module M est coadmissible s’il existe une suite (My)ren de Uy-
modules de type fini et des isomorphismes Uy, Qu, ., My ~ My pour tout k € N tels
que
M ~lim M,.
«—
keN

On constate déja que U et tout module libre de type fini sur U sont coadmissibles.

Proposition 2.2.2. Soit M un U-module coadmissible. En reprenant les notations ci-

dessus, on a pour tout k € N [’isomorphisme
U, Qu M ~ M,.
Démonstration. Voir [17], corollaire 3.1. O

En particulier pour tout k£ € N, le Uy-module Uy @y M est de type fini.

Nous pouvons citer quelques criteres de coadmissibilité.
Proposition 2.2.3. Tout U-module de présentation finie est coadmissible.
Démonstration. Voir [17], corollaire 3.4. O

Proposition 2.2.4. Soient V une K-algébre de Fréchet-Stein et U — V' un morphisme
d’algebres de Fréchet continu tel que V' est un U-module coadmissible. Soit M un V-

module. Alors M est V -coadmissible si et seulement si il est U-coadmissible.

Démonstration. Voir [17], lemme 3.8. ]
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On déduit de cette propriété que la définition de coadmissibilité ne dépend pas du choix

de la suite de semi-normes (qx)gen-
On conclut avec quelques notions issues de 'article [2] d’Ardakov et de Wadsley.

Définition 2.2.5. Soit M un U-module. On dit qu’un U-module coadmissible M est le
complété coadmissible de M si il existe un morphisme v : M — M tel que la propriété
universelle suivante est vérifiée : pour tout U-module coadmissible N et morphisme j :

M — N, il existe un unique morphisme ¢ : M — N tel que g oi = j.

Lorsque le complété coadmissible existe, il est unique a isomorphisme pres. On peut

montrer qu’il existe et ’expliciter dans certains cas comme dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.6. Soit M un U-module. Si M), = U, @y M est un U,-module de type

fini pour tout k € N, alors le complété coadmissible de M existe et est donné par

—_

ot la structure de U-module coadmissible de M est donnée par les (M) gen-

Démonstration. Voir [2], proposition section 7.1. ]

Définition 2.2.7. Soit V' une K-algebre de Fréchet-Stein.Un K -espace de Fréchet M est
un (U, V')-bimodule U -coadmissible si ¢’est un (U, V')-bimodule tel que M est coadmissible
en tant que U-module et tel que le morphisme d’espaces de Fréchet VP — Endy (M) est

continu.

On précise que l'algebre Endy (M) des endomorphismes de U-modules de M est une
K-algebre de Fréchet par

Endy (M) ~ lim Endy, (Uy, ®v M) = lim Endy, (M)

d’apres le lemme 7.2 de [2].

Proposition 2.2.8. Soit V une K-algébre de Fréchet-Stein. Soient M un (U, V')-bimodule
U -coadmissible et N un 'V -module coadmissible. Il existe un U-module coadmissible M@y N
qui vérifie la propriété universelle suivante : pour tout U-module coadmissible P et pour

toute application U-linéaire V -balancée M x N — P, il existe un unique morphisme de
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U-modules M@y N — P tel que le diagramme commute

Mx N ——s M@yN

~_|

P

Et M@y N est le complété coadmissible du produit tensoriel M @y N.

Démonstration. Le complété coadmissible de M ®y N est bien défini. En effet, pour tout
k € N et par continuité de 'application V°° — Endy (M), il existe i € N et un morphisme
VP — Endy, (M},). Donc My, est un (Uy, V;)-bimodule et on a

ou V; ®y N est de type fini sur V; par V-coadmissibilité de N, et M}, est de type fini sur
U, par U-coadmissibilité de M. On en conclut ainsi que le Up-module M) ®y N est de
type fini pour tout £ € N et par la proposition 2.2.6 le complété coadmissible voulu existe
bien. La propriété universelle du produit tensoriel coadmissible correspond alors a celle

du complété coadmissible. O

Proposition 2.2.9. Soit V' une K-algébre de Fréchet-Stein. Pour tout (U,V')-bimodule

U-coadmissible M et pour tout V -module coadmissible N, on a
M®yN ~ MSvN.

Démonstration. Voir [6], corollaire A.6. O

2.3 Espaces bornologiques

Des liens existent entre les espaces vectoriels bornologiques et les espaces vectoriels loca-
lement convexes, ce qui nous permettra d’utiliser des propriétés inhérentes a ces espaces

pour amener a des résultats sur les algebres de Fréchet-Stein.

Pour I’étude des espaces bornologiques, nous pourrons nous référer a I'ouvrage [13] de
Prosmans et Schneider qui traite ces notions pour le cas des C-espaces vectoriels, mais on

citera surtout 'article [3] de Bambozzi qui les étudie dans le cadre non-archimédien.
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Définition 2.3.1. Un ensemble E est un espace bornologique s’il est muni d’un ensemble
de parties By de E tel que

— si Be€ Bg et B' C B alors B’ € Bg.

— Bg contient les singletons.

— Bg est stable par unions finies.

L’ensemble Bg est appelé une bornologie sur E et ses éléments sont appelés les bornés.

Les premiers exemples qu’on puisse avoir d’espaces bornologiques sont les espaces normés
ou semi-normés, pour lesquels les bornés sont naturellement les ensembles bornés pour la

norme ou la semi-norme de ’espace.

Définition 2.3.2. Soient E et F' des espaces bornologiques et g : E — F une application.
On dit que g est bornée si l'image de tout borné de E est un borné de F.

Définition 2.3.3. Un K-espace vectoriel E est un K -espace vectoriel bornologique st les
applications (A\,x) € K x E— A \x € E et (z,y) € Ex E— x+y € E sont bornées.
Définition 2.3.4. Soit E un K-espace vectoriel bornologique. Un borné B € Bg est
absolument conveze si ¢’est un R-module. On note Br Uensemble des bornés absolument
convexes de F.

Définition 2.3.5. Un K -espace vectoriel bornologique E est de type convexe si pour tout
B € Bg, il existe By, ..., B, € Bg tel que B C ByU---UB,. On dit alors que la bornologie

Br a pour base Bg.

On note Borg la catégorie des K-espaces bornologiques de type convexe, munie des ap-

plications K-linéaires bornées.

Remarque. Tout espace localement convexe U, de famille de semi-normes (q;)icr, est
muni d’une structure de K-espace bornologique de type convexe ou les bornés sont les
sous-ensembles B de U tel que pour tout i € I, il existe \; € R tel que ¢;(B) < A,

c’est-a-dire les sous-ensembles de U bornés pour toutes les semi-normes de U.

Nous pouvons donc considérer les espaces localement convexes, et donc les algebres de

Fréchet-Stein, comme des espaces bornologiques si nécessaire.

Remarque. Soient E et F' des K-espaces bornologiques de type conveze. Alors E® F et
EXF sont des K -espaces bornologiques de type convexe dont les bornés sont respectivement

les sous-ensembles des sommes directes ou des produits directs de bornés de E et de F'.

Plus généralement, toute somme directe ou produit direct de K-espaces bornologique de
type convexe est un K-espace bornologique de type convexe dont les bornés sont respecti-

vement les sous-ensembles des sommes directes ou des produits directs de bornés.
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Remarque. Soient E, F € Borg. Alors E @ F € Borg dont les bornés sont les sous-
ensembles des produits tensoriels sur R de bornés absolument convexes de E et de F.
Autrement dit, B € Bpgr si et seulement si il eviste B € Bg et Br € Br tel que
B C Bg ®r Bp.

Proposition 2.3.6. Soient E € Borgk et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

e I est muni d’une bornologie restreinte By tel que F' € Bor, qui est la bornologie la plus
fine rendant bornée l'inclusion i : F — F.

o IJ/F est muni d’une bornologie quotient Bg,p tel que E/F € Borg, qui est la bornologie

la plus grossiére rendant bornée la projection m : E — E/F

Démonstration.

e Cela signifie que B € Bp si et seulement si B C F' et B € Bg. De cette fagon F' est
muni d'une structure de K-espace vectoriel de type convexe.

e Cela signifie que B € Bg/p si et seulement si il existe C' € Bg tel que 7(C) = B. De

cette fagon E/F est muni d’une structure de K-espace vectoriel de type convexe. O

Définition 2.3.7. Une catégorie est dite pré-abélienne si c’est une catégorie additive et
que tous les morphismes de cette catégorie admettent un noyau et un conoyau. Dans une
telle catégorie, on dit qu’un foncteur F' est exact d gauche (resp. a droite) s’il est additif

et préserve les noyauz (resp. les conoyauz), ¢’est-a-dire pour tout g : C' — C'
Ker(F(g)) = F(Ker(g)) (resp. Coker(F(g)) = F(Coker(g))).

Proposition 2.3.8. La catégorie Borg est pré-abélienne. Dans cette catégorie, pour une
morphisme borné g : E — F

— Le noyau de g est Ker(g) = g~ '({0}) € Borgx muni de la bornologie restreinte.

— L’image de g est Im(g) = g(F) € Borg muni de la bornologie restreinte.

— Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) € Borx muni de la bornologie quotient.

Remarquons que d’aprés la remarque suivant la définition 2.1.1 dans [4], la catégorie
des espaces vectoriels bornologiques est méme quasi-abélienne, et c¢’est aussi le cas de la

catégorie Borg. Nous ne nous servirons pas de ce résultat.

Remarque. La catégorie Boryk contient les limites projectives et les limites inductives.
En effet, la limite projective est construite a partir de noyaux et de produits directs et la

limite inductive est construite a partir de conoyaux et de sommes directes.

Définition 2.3.9. Soit £ € Borg. Pour tout B € BE, on note By = B ®gr K et on
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appelle semi-norme jauge de B la semi-norme qg définie sur By par

Vo € By, qp(x)= 1£1If({|r| / x €rB}.

Avec de telles notations, on remarque que la boule unité de By pour sa semi-norme ¢pg
est le R-module B.

En effet si z € B, alors gg(z) < 1. Réciproquement, comme la norme sur K est issue
d’une valuation discrete, I'image de K™ par cette norme est un sous-ensemble discret de
R. Ainsi, si z # 0 et gg(z) < 1, 'ensemble {|r| / x € rB} est discret. Sa borne inférieure

est donc un minimum et il existe r € K tel que x € rB et gp(z) = r < 1. Ainsi z € B.

Remarque. Soit E € Borg. Alors

E~ lim B
_~> K
BeBg

ot la limite inductive est considérée dans la catégorie Bory.
Définition 2.3.10. Un K -espace bornologique de type convexe E est complet si pour tout

borné de E, il existe B € By le contenant tel que espace (Bk,qg) est un Banach.
On note @K la catégorie des K-espaces bornologiques complets.

Définition 2.3.11. Soient E un K-espace bornologique et x € E. Une suite (Tp)nen
d’éléments de E converge vers x s’il existe B € BE contenant x et les x,, a partir d'un
certain rang, tel que la suite (x,)nen converge vers x dans Bk pour sa jauge.

Soit F' un sous-ensemble de E. On dit que F' est fermé dans E si toute suite convergente
d’éléments de F converge dans F. L’adhérence F' de F est définie comme le plus petit
fermé contenant F.

Proposition 2.3.12. Soient E un K -espace bornologique complet et F' un sous-K -espace

vectoriel fermé de E. Alors F et E/F sont des K -espaces bornologiques complets.

La preuve repose sur le fait que c’est le cas pour les espaces de Banach, et se trouve dans

[13], prop. 5.3.

Proposition 2.3.13. La catégorie EO\T’K est pré-abélienne. Dans cette catégorie, pour un
morphisme borné g : £ — F
— Le noyau de g est Ker(g) = g~ *({0}) € Bor.

— L’image de g est Im(g) = g(F) € Bor.
— Le conoyau de g est Coker(g) = F/Im(g) € Bory.
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De plus la catégorie Bor Kk contient les limites projectives et les limites inductives.

Démonstration. C’est une catégorie quasi-abélienne par le lemme 3.46 de [5], donc elle
est entre autre pré-abélienne. Par le méme lemme, elle contient les limites projectives et

inductives. O

Définition 2.3.14. Soit E un K-espace bornologique. On note E le complété bornolo-
gique de E donné par

ot la limite inductive est prise dans Borg.

Le complété bornologique s’accompagne d’'un morphisme borné E — B , obtenu par
les applications Bx — BKqB pour tout B € By puis par passage & la limite inductive.
Evidemment, le complété bornologique d’un espace bornologique complet est lui-méme.

Proposition 2.3.15. Soit E un espace bornologique. Le complété bornologique ok vérifie
la propriété universelle suivante : pour tout espace bornologique complet F et morphisme

borné £ — F, il existe un morphisme borné E* = F tel que
E—
E’

Démonstration. Soit g : E — F. Pour tout borné B € Bpg, il existe B’ € B tel que

F

g(B) € B'. Comme F est bornologiquement complet, on peut supposer que Bj est un

Banach. Alors g(Bg) C Bj, et par propriété universelle on a le diagramme commutatif

By — Bl

.~

EI\(QB
Enfin par passage a la limite inductive on a le diagramme commutatif voulu. O]

Proposition 2.3.16. La complétion bornologique forme un fonctem‘fb : Bor — Borr.

Démonstration.

2

e Pour tout E € Borg, le complété E° € EO\TK. En effet, pour tout B € Bg, Despace
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1/3;\((13 est un Banach donc complet bornologiquement. Puisque EO\TK contient les limites

inductives, alors B ¢ EO\T’K.
e Pour tout morphisme borné g : £ — F, on a un morphisme borné¢ £ — b et par
propriété universelle du complété on a g° : Y — B tel que
E—2F
] .
=b ~
o )

Proposition 2.3.17. Le foncteur de la complétion bornolog@'que/ﬂb est adjoint a gauche

du foncteur inclusion I : Borx — Borg.

Démonstration. Voir dans [5] la discussion faite apres la définition 3.44. [

Définition 2.3.18. Une K-algebre bornologique E est un K-espace bornologique muni
d’une structure de K-algebre tel que l'application F @k E — E est bornée.
Un E-module bornologique M sur une K-algebre bornologique E est un K-espace borno-

logique muni d’une structure de E-module tel que l’application E Q@ M — M est bornée.

On note Bork(E) la catégorie des E-modules bornologiques, et on note EO\TK(E) la ca-

tégorie des F-modules bornologiques complets (si E est complete).

Proposition 2.3.19. [ existe également un foncteurfb de la complétion bornologique

pour les modules bornologiques.

—

' Borg(E) — BOTK(E\b).

Démonstration. Soit M € Bork(E). En complétant application £ ®@x M — M on
obtient les applications bornées E' @k M? — /E\b@l;(]/\/[\b — MP et M € EO\TK(E\[)) O

Remarque. La proposition 2.5.17 se généralise au foncteur de la complétion bornolo-
gique des modules bornologiques. C’est-a-dire, soit E une K -algebre bornologique, alors le

foncteur™ est adjoint & gauche du foncteur inclusion I - E(;’K(/E\b) — Borg(E).

Proposition 2.3.20. Le foncteur™ : Borg(E) — EO\TK(/E\b) est exact a droite.

Démonstration. Soit g : M' — M un morphisme de E-modules bornologiques. Consi-

dérons le conoyau de g muni de son morphisme associé ¢ : M — Coker(g). Pour tout
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X € BorK(E\b), on a
0 — Homp,r (1) (Coker(g), I(X)) —% Hompor () (M, I(X)) —3 Hompger (zy(M’, I(X)).

Il s’agit d’une suite exacte car
— Puisque ¢ est un épimorphisme alors — o ¢ est injectif.
— Puisque go g =0 alors Im(—oq) C Ker(—og).
— Soit u € Ker(— o g), cest-a-dire uw o g = 0. Alors par propriété universelle du
conoyau il existe v : Coker(g) — I(X) tel que u = voq € Im(— o q) comme

montré sur le diagramme commutatif

M — s M —" 5 [(X)

Coker(g)

On obtient donc la suite exacte suivante par ’adjonction des foncteurs ™ et I

Coker(q). N 17b —b
0 — Homg— Eb)(COker( 9),X) =% Homt?o\rK(Eb)(M , X)) - —> Homg~ (Eb)<M, LX)
et alnsi
b ~
Homg,, g (Coker(g) , X) — Ker(—oq").

—ogb
Par les mémes raisonnements sur le conoyau de I'application §° et son application associée

p: M — Coker(g’), on obtient que

(Coker(g®), X) = Ker(—og").

—op

Homg\ Eb)

Ainsi pour X = Coker(3®) on en conclut qu'il existe u : m — Coker(g®) tel que
idop = uoq. De méme pour X = m , il existe v : Coker(g®) — m tel

que id 0 ¢° = v o p. Pour conclure,
uovop=uog =p
. 7 . . . /\b A
et puisque p est un épimorphisme alors u o v = id sur Coker(g) . De méme
vousfP =vop=7
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qui nous donne v o u = id sur Coker(g®). Finalement,
b
Coker(q’) ~ Coker(g)
et le foncteur = est exact a droite. ]

De maniere générale dans les catégories pré-abéliennes, tout foncteur adjoint a gauche est
exact a droite.
Proposition 2.3.21. Soit (E;);c; un systéme inductif d’espaces bornologiques et notons

FE leur limite inductive dans Bor. Alors

B ~ limEb
H

iel
ot la limite inductive est prise dans Bor.

Démonstration. Pour tout ¢ € I, il existe des applications bornées ¢; : F; — E\Zb , et par
b
E

passage a la limite inductive on obtient une application bornée c: £ — lln i
Soient F' un espace bornologique complet et g : E — F une application bornée. Il existe
pour tout ¢ € I une application bornée g; : E; — F' qui est la composition des application
E; — FE et de g. Par passage au complété bornologique, pour tout ¢ € I il existe g; :
—b

E; — F. Par propriété universelle de la limite inductive il existe une application bornée
g:

—b
lim E; — F tel que
H

E“ F +—— lLimE}
/ -
Eipy e El,,

Ainsi, comme @E est complet en tant que limite inductive dans EO\T’K7 il s’agit du

complété bornologique de F. O

Définition 2.3.22. Soit E une K-algebre bornologique de type conveze. Soient M un E-

module a droite bornologique de type convexe, et N un E-module a gauche bornologique de
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type convexe. On munit M ®g N de la bornologie dont les bornés sont les sous-ensembles
des images des bornés de M @y N par le morphisme M @x N — M Qg N.

Autrement dit, c’est la bornologie la moins fine rendant le morphisme M ®x N — M Q&g N

borné.

2.4 Nucléarité et pseudo-nucléarité

Soit A une K-algebre de Banach noethérienne, dont la boule unité A est une R-algebre
noethérienne.
Définition 2.4.1. Un A-module M est dit Banach contractant si ¢’est un Banach et que
sa boule unité M° est A-stable.
Définition 2.4.2. Soient M, N des A-modules Banach contractants et f : M — N un
morphisme de A-modules continu. f est strictement complétement continue (scc) si il
existe une suite de morphismes de A-modules continus f; : M — N convergeant unifor-
mément vers f tel que f;(M°®) est de type fini sur A pour tout i € N.
Définition 2.4.3. Soit M un A-module de Fréchet. M est dit A-nucléaire si M posséde
une décomposition de Fréchet M ~ 1(£n]\/[n tel que pour tout n € N

— M, est Banach contractant.

— L’image de M est dense dans M,.

— 1l existe un A-module Banach contractant F,, est une surjection stricte F,, — M,

tel que la composition F,, — M, — M, _1 est scc.

Proposition 2.4.4. Soit U une K-algébre de Fréchet-Stein A-nucléaire. Alors tout U -

module coadmissible est également A-nucléaire.

Démonstration. En reprenant les notations de la section 2.2, par A-nucléarité de U pour
tout n € N il existe F,, un A-module Banach contractant tel que F,, — U, — U,_1 est
scc. Notons M ~ LiLan, avec M un Up-module de type fini. Alors il existe r, € N et
une surjection U;» — M, et la suite F," — U;" — M, — M,,_, est scc. Comme U, est
Banach contractant et que M,, est un U,-module de type fini, alors M, est aussi Banach
contractant. Enfin, comme U, ®y M ~ M,, alors M est dense dans M,,. Donc M est

également A-nucléaire. a

Définition 2.4.5. Soit U un K-espace vectoriel topologique localement convexe et métri-
sable, limite projective d’une suite d’espaces semi-normés (Uy, qi)gen. Pour tout k € N on

note py : Upy1 — Uy et p : U — Uy.
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Alors U est pseudo-nucléaire si pour tout sous-ensemble borné B C Ugyq et pour tout

R-sous-module ouvert V. C Uy, il existe un sous-ensemble borné B' C U tel que

Proposition 2.4.6. Soit U un K-espace localement convexe métrisable. Pour que U soit
pseudo-nucléaire, il suffit que pour tout k € N, pour tout j € Z, il existe B' C U borné tel
que

pr(Bi11(1)) C 7By (1) + pi(B')

ot pour tout k € N, on désigne par Bi(1) la boule de rayon 1 dans Uy, pour sa semi-norme.

Démonstration. Soient k € N, et B C Uj4q borné. Il existe d € R tel que B C Bj1(d),
et il existe i € Z tel que Byy1(d) C 7' Bji1(1). Soit V un R-sous-module ouvert de Uy, il
existe alors d' € Ry tel que By(d') C V, et i’ € Z tel que By(d') D ¥ By(1). Si la condition

de la proposition est vérifiée, alors il existe B’ C U borné tel que
pe(Brir (1)) C 7' By(1) + pi(B).
Or, puisque pg(B) C pp(7'Bis1(1)) et que ¥ B, (1) C V, alors
pe(B) C m'p(Bri1 (1)) C 7' By(1) + w'p(B') C V + py(n' B)

et U est pseudo-nucléaire. O

Proposition 2.4.7. Tout espace A-nucléaire est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Voir la remarque apres la définition 3.34 dans [7]. O

Théoreme 2.4.8. Soit U un K -espace pseudo-nucléaire. Il existe un isomorphisme d’es-

paces bornologiques Uh ~ b,

Démonstration. Voir [7], proposition 3.36. ]
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CHAPITRE 3

OPERATEURS (G-EQUIVARIANTS

3.1 Anneau de groupe tordu et trivialisation

Les définitions et propriétés de cette section proviennent de la section 2.2 de l'article
d’Ardakov [1] qui se consacre aux trivialisation sur les anneaux de groupe tordu, qui

seront des outils qui nous serviront dans la suite.

Définition 3.1.1. Soit G un groupe agissant sur un anneau S par automorphismes d’an-
neaux par un morphisme p. L’anneau de groupe tordu S x G (parfois aussi appelé algébre
de groupe tordu) est une S-algébre définie comme étant le S-module libre de base G muni

de la multiplication

/

Vs, s €8, Vg,g € G, s.gxs.qd =sp(g9)(s').q99.
On pourra remarquer que dans S x GG, on a pour tout s € S et pour tout g € G

g.5.97" =plg)(s).

On définit de maniere équivalente 'algebre S x G comme étant le S-module libre de base

G muni d’une multiplication qui vérifie cette relation.

Définition 3.1.2. Soit S x G un anneau de groupe tordu. Une trivialisation de S x G est
un morphisme de groupes 3 : G — S* tel que pour tout g € G, l'action par conjugaison
de B(g) sur S coincide avec p(g).

Proposition 3.1.3. Soit S x G un anneau de groupe tordu. Une trivialisation 3 sur S <G

induit un isomorphisme d’anneaus B : S[G] — S x G défini par

VseS,ge G, fs)=s et Blg) =59 g
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Démonstration. Voir lemme 2.2.2 dans [1]. O

Définition 3.1.4. Soit S x G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de

G. Une trivialisation 3 : N — S* de S x N est dite G-équivariante si on a
Vg€ G,he N, B(ghg™) = p(9)(B(h)).

On peut voir cette condition comme une extension sur GG de la propriété définissant une
trivialisation puisqu’on a déja pour une trvialisation 3(h)sB(h)™" = p(h)(s) pour tout
seSetheN.

Lemme 3.1.5. Soit S x G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de G.

Soit : N — S™ une trivialisation G-équivariante de S x N. L’idéal (S x G)-(B(N)—1)
de S x G est bilateére.

Démonstration. Soient s € S, g € G et h € H. Alors

(B(h) = 1).sg = (B(h)""h —1).sg = B(h) " p(h)(s).hg — sg
= s0(h)"".hg — sg

car (3 est une trivialisation. De plus, par G-équivariance de 8 on a

Bh) ' =pBg-(g7'h " 9).g7") = plg) (Blg~ hg)™")

donc
(B(h) = 1).59 = sp(g) (Blg~"hg)™") 99~ hg =59
= sg. (B9~ hg) "9 thg — 1) = 59.(B(g""hg) — 1)

Comme N est normal dans G, 'élément g 'hg € N et donc (B(h) — 1).sg appartient &

l'idéal (S x G) - (B(N) —1). C’est donc un idéal bilatere. O

Définition 3.1.6. Soit S X G un anneau de groupe tordu et N un sous-groupe normal de

G. Soit 5 : N — S™ une trivialisation G-équivariante de S x N. On définit [’anneau

Sk G =0 T s ey (o) )

ot (SXG)-(B(N)—1) est lidéal a gauche engendré par les éléments ((h) —1 pour h € N.

Par le lemme précédent, comme (S x G) - (B(N) — 1) est bilatere, alors S % G est bien

un anneau.
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Lorsque la trivialisation 3 est claire, on notera simplement cet ensemble S xy G.

3.2 Action de groupe sur une algebre affinoide

Notre but est d’ajouter une action de groupe sur une algebre affinoide et de construire
une nouvelle algebre d’opérateurs différentiels dans ce nouveau contexte. Nous regardons

déja comment munir une algebre affinoide et ses dérivations d’une action de groupe.

Dans cette section, on note A une K-algebre affinoide normée munie d’un systeme local de
coordonnées (z;)icqi,n]- On note G un groupe topologique compact agissant sur A par un

morphisme de groupe continu p : G — Autg(A), dont on précise la topologie ci-dessous.

Notation.

e On note Endg (A) l'algébre des endomorphismes de K -algébres de A, muni de la norme
subordonnée da la norme sur A. Autg(A) C Endg(A) est son sous-groupe des automor-
phismes de K -algebres, muni de la topologie restreinte.

o Soit A un modéle formel de A. On note Endg(A) lalgébre des endomorphismes de
R-algébres de A, qu’on identifie d la R-sous-algébre de Endg (A) des endomorphismes qui
stabilisent A. De méme, Autg(A) est son sous-groupe des automorphismes de R-algébres,
muni de la topologie restreinte.

Lemme 3.2.1. Soit A un modéle formel de A. En munissant A de la norme jauge de
A, la R-sous-algébre Endg(A) de Endg(A) est la boule unité de Endg(A) pour sa norme

subordonnée.

Démonstration. Notons | - | la norme jauge de A sur A, et || - || la norme subordonnée a
cette derniére. Soit ¢ € Endg(A) tel que [|¢|| < 1, pour tout a € A, |¢p(a)| < |a] < 1 et
donc p(A) C A. Réciproquement soit ¢ € Endg(A) stabilisant A. Soit a € A\ {0}, il
existe k € Z tel que |a| = |p¥|. Comme a/p* € A, on obtient

[p(a)] _ |e(a)
|a| ||

= |p(a/p") < 1.

Donc [|¢|| <1 et ainsi Endg(.A) est la boule unité de Endg(A). O

Notamment, Endg(A) est un ouvert de Endg(A). De méme Autg(A) est un ouvert de
Autg (A). Toutes les normes jauges de modeles formels sur A sont équivalentes, donc ce

sont des ouverts peu importe la norme choisie.
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Proposition 3.2.2. Tout modéle formel A de A est contenu dans un modéle formel G-
stable.

Démonstration. Le morphisme p : G — Autg(A) est continu, donc la préimage de 'ouvert
Autpr(A) C Autg(A) par p est ouverte. Cette préimage est le stabilisateur Stab(.A) de A
dans G, et puisque G est compact et Stab(.A) est un sous-groupe ouvert, alors I'indice de
Stab(A) dans G est fini. Ainsi, il existe (2;);c[1,,) un nombre fini de générateurs a droite
de G sur Stab(A) tel que

G= || .Stab(A).

1€[1,k]

Pour tout g € G, il existe un unique i € [1, k] et h € Stab(A) tel que g = z;h, et ainsi

p(9)(A) = p(z:)(p(h)(A)) = p(xi)(A).

En notant A; = p(x;)(A) pour tout i € [1,k], c’est un modele formel de A et alors
A1 ... A est G-stable et ¢’est un modele formel contenant A par la proposition 1.1.6. [J

Cette proposition nous assure toujours l’existence d’'un modele formel G-stable.

Notation.

e On note Endg (©4) l'espace des endomorphismes continus de K-algébre de Lie de © 4,
muni d’une norme subordonnée ot © 5 en tant que A-module libre est muni naturellement
d’une norme par la norme sur A.

o Endg(U(©4)) est l'ensemble des endomorphismes continus de K-algébre de U(©4),
muni d’une norme subordonnée ou U(O,) en tant que A-module libre est muni d’une
norme par la norme sur A.

Lemme 3.2.3. Tout automorphisme ¢ € Endg(A) se reléve de fagon unique en un au-
tomorphisme de U(©4) défini par s € U(O4) — ¢osog .

Démonstration. Notons ¢ : 0 € O 4 +— pofhog L
— Soit 6 € ©4. L'image ¢(0) € ©4 car il s’agit d’une application K-linéaire sur A et

que pour tout a,b € A on a

@(0)(ab) = ¢0 (¢~ (a).0™" (b))
= ¢ (¢~ (a)0(¢~" (1) + 0(¢™ ()¢~ (b))
= a.¢0¢ 1 (b) + ¢~ (a).b
=a.p(0)(b) + ¢(0)(a).b
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ce qui confirme que ¢(f) est bien une dérivation. Ainsi ¢ est une application de
O 4 dans O 4.
— Soient 6,6 € ©4. L’application ¢ est K-linéaire et

p([0,0]) = 0l0,010™ = ¢00'¢™" — ¢~
= g0~ o0’ — oo P!
= p(0)p(0') — @(0')p(0)
= [p(0), p(0)]

donc ¢ est un endomorphisme de K-algebre de Lie de © 4. De plus, il est bijectif
de réciproque ¢ ' : @ — ¢ 0h o ¢. Donc ¢ est un automorphisme de K-espace
vectoriel de O 4.

Donc tout automorphisme de A se releve en un automorphisme de © 4.

Par la définition de I’algebre enveloppante, il existe i4 : A — U(©4) et if : ©4 — U(O4).
Posons ja =140 ¢ et jp, = iy o p. En vérifiant que j4 et jp vérifient les conditions de
la propriété universelle de I'algebre enveloppante en proposition 1.1.9; il existe un unique

Y U(O4) = U(O4) tel que le diagramme suivant commute

A4 U(0y) <0,

I

A 4>iA U(@A) <;Z.L @A-

On construit de la méme facon ¥~' & partir de ¢!, ce qui permet de conclure que

Y € Autg(U(O4)). On constate de plus que le morphisme s + ¢ o s0 ¢~ convient. [

Proposition 3.2.4. Le morphisme de groupes continu py : G — Aut(U(©4)) défini par

Vg e G, Vs eU(O4), pulg)(s)=plg)osop(g)"

munit U(©4) d’une action de groupe de G. On a de méme un morphisme de groupes

continu G — Autg(04) qui munit © 4 d’une action de groupe par G.

Démonstration. Par le lemme précédent, pour tout ¢ € G on releve I'automorphisme
p(g) € Autg(A) en un automorphisme py(g) € Autg(U(©4)) tel que défini ci-dessus. De
plus, l'application g € G +— py(g) est un morphisme de groupes.
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De cette fagon, en notant Conj; : Autg(U(04)) — Autg(U(©4)) la conjugaison sur
Autg(U(©4)), on constate que py = Conj; op. C’est donc un morphisme de groupes

continu en tant que composition de morphismes de groupes continus. O

Puisque le morphisme py prolonge p : G — Autg(A), on notera sans perdre de généralité
p: G — Autg(U(O4)) laction de G sur U(©,).

Remarque. Soit A un modéle formel G-stable de A. De la méme fagon, on munit U (O 4)

d’une action de groupe de G.

De cette facon, © 4 est un A-réseau de Lie G-stable. Mais nous aimerions disposer d’un
A-réseau de Lie G-stable qui est libre, ce qui n’est pas garanti. On peut tout de méme

énoncer un résultat s’en approchant par la proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Soient A un modéle formel G-stable de A, et L un A-réseau de Lie.

1l existe un sous-groupe ouvert H de G tel que L est H-stable.

Démonstration. Le morphisme p : G — Autg (O ,4) est continu par 3.2.4 donc la préimage
de louvert Autg(L) par p, qui est le stabilisateur de £, est ouverte. Donc L est H-stable
avec H = Stab(L) ouvert. O

Par la proposition 1.1.13, quitte a redimensionner le systeme local de coordonnées, il existe
un A-réseau de Lie libre £ de base (0, )ic[1,n], €t par la proposition précédente il existe
un sous-groupe ouvert H de G tel que L est H-stable. A restriction pres du groupe G, il

existe donc un A-réseau de Lie libre G-stable.

Proposition 3.2.6. Soient A un modeéle formel G-stable de A et L un A-réseau de Lie
libre G-stable. En reprenant la notation Dy, = U(w*L),, le morphisme de groupes continu
p: G — Autg(Dy) défini par

Vg€ G, Vs e Dy, plg)(s)=plg)osop(g)

munit Dy d’une action de groupe de G. On dispose de la méme facon d’une action de
groupe de G sur Dy = U(wFL).

Démonstration. De la méme facon que dans la proposition 3.2.4, on a une action de G

sur U(7"L£). Donc pour tout g € G on a un automorphisme de R-algebres
plg) : U(x"L) — U(x"L).
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En prenant le complété de cette application, on obtient une application p(g) : Dy — Dy

et on constate alors que p(g) = p(g) pour tout g € G. O

De méme par abus de notation on notera p : G — Dy et p : G — Dj, les morphismes

définissant les actions de G sur Dy, et Dy,.

3.3 Opérateurs G-équivariants sur une algebre affi-
noide

Dans cette section on va définir une généralisation de I'algebre des opérateurs différentiels
sur une algebre affinoide lorsqu’un groupe agit dessus. Cette construction est détaillée
dans l'article [1] d’Ardakov, sous le nom de "completed skew-group algebra' ou algebre

de groupe tordu compléte.

On reprend les notations de la section précédente. Soient A une K-algebre affinoide munie
d'un systeme local de coordonnées (;)ic[i,n]- Soit G un groupe topologique compact
agissant sur A par un morphisme de groupe continu p : G — Autg(A). Soit A un modele
formel G-stable de A et £ un A-réseau de Lie de © 4 qui est G-stable et libre de base
(O, )icqi,n)- Enfin, on note Dy, = U(7*L),; et Dy, = U(wkL).

A
Nous commencons par introduire des séries particulieres de D, qui sont les séries expo-

nentielles et logarithmes et qui sont étudiées dans le chapitre 6 de [10] (et notamment la

proposition 6.22).

Lemme 3.3.1. La série d’éléments de K

oo €l

p
exp(p®) = o
i=0

1 sip#2

converge et p' /il € p°R pour tout i > 0, ot € = { 5 sinon

Démonstration. Pour obtenir la convergence de la série, on montre que son terme général
tend vers 0, ce qui revient a montrer que la valuation v(p™/i!) tend vers co. Soit i € N*,

prenons un encadrement de i : il existe j € Net k € [1,p—1] tel que kp/ < i < (k+1)p’.
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On montre par récurrence que

donc

p—1  ekpt —ekp’ —(k+1)p +k+1
p—1 p—1

= [pj(ek(p—l)—k—l)—i—k—i—l]pil.

v(p®) —v(il) >ekp — (k+1)

Ainsi, le terme tend vers I'infini quand ¢ tend vers l'infini si (¢k(p — 1) —k — 1) > 0 pour
tout k € [1,p — 1], donc si e(p — 1) > (k+ 1)/k > 1. On en conclut que si p = 2, alors
e = 2 suffit et si p # 2 alors ¢ = 1 suffit.

On constate de plus que pour tout ¢ € N*

. | 1 k41
Donc si p = 2 alors v(p/i!) > k+1 > 2 et p”/i! € p*R, et si p > 2 alors v(p™/i!) > 0
donc p*/i! € pR. Dans tous les cas p*'/i! € p°R. ]

Proposition 3.3.2. Soit S une K-algébre de Banach, et soit S sa boule unité qui est une

R-algébre. Les séries suivantes sont bien définies

exp: p°S — 1+4+p°S log: 1+pS — p°S
k ¢ EPAY
s =y Sj ‘ l+s — > (=s)
rent K et R
. 1 sip#2
ol € =
2 sinon.
Démonstration. Soit s € S C S. En notant || - || la norme sur S, on a ||s|| < 1. Par le

lemme précédent, les termes de la série

€1

5 p 7
exp(p®s) = ) TS

€N

convergent vers 0 puisque |[p=s’/i!|| < |p™/i!| qui tend vers 0 quand i tend vers I'infini.
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Comme S est complet, la série converge dans S. De plus, le premier terme de la série est

1, et pour tout ¢ € N*, par le lemme précédent, p*s’/i! € p°S. On en conclut que

| exp(p®s) — 1|| =

p
st

1EN*

donc exp(p®p) — 1 € p°S et on a bien défini exp : p°S — 1 + p°S.

Puisque les séries exp et log sont réciproques 1'une de I'autre on a également
log: 1+ p°S — p°S,

ce qui prouve la propriété. O

Corollaire 3.3.3. Les séries exponentielles sont bien définies sur les espaces suivants :

exp : A — 1+p°A
exp: p°Endgr(A) — 1+ p°Endg(A)
exp : p°Dy, — 1+ p°Dy

ainsi que les séries logarithmes qui en sont les réciproques.

Démonstration. On applique simplement la proposition précédente avec S = A qui a pour
boule unité S = A. De méme, pour S = Endg(A) et sa norme subordonnée, par le lemme
3.2.1 on obtient que sa boule unité est S = Endg(.A). Enfin, pour S = Dy et sa norme

| - |k, sa boule unité est S = Dy. O

Proposition 3.3.4. Soit k € N, l’ensemble exp(p°m L) est un sous-groupe de Autg(A).

Démonstration. Par le corollaire précédent, comme 7L C Dy, I'image de p*n*L par

I’exponentielle est bien défini et
exp(p°m*L) C 1+ p°Dy, C Dy

Soit u € L. Tout élément de Dy, est également une R-application linéaire sur A, donc

exp(p“u) est une application R-linéaire sur A. C’est également un endomorphisme de
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R-algebre de A puisque pour tout a,b € A on a

€’L ?

exp(p°u)(a.b) = pZu Z Z( ) u'~7(b)

ieN ‘- ZEN -‘ ; 04 ‘ a(l—i—j)'
- %Z —J)! i = @)= %Z pjm u’(a)u' (b)
7=0 ’ g leNjeN J:
o Efu ' (b) = exp(pu)(a). exp(pu)(b).

Enfin, Papplication exp(p°u) € Endg(A) est inversible d'inverse exp(—p“u) € exp(p°L)

donc exp(p°L) C Autg(A). Montrons que c¢’est un groupe, donc stable par composition.

On note ¢(X,Y) = log (exp(X)exp(Y)), la série de Campbell-Baker-Hausdorff dont les

premiers termes sont

1 1

1
HX)Y)=X+Y + X Y]+ 12[X, (X, Y]]+ —= B

: Y, [V, X] +

En notant u,(X,Y) la somme des monémes de degré n dans la série pour tout n € N¥,

on a en regroupant les mondémes de méme degré

P(X,Y) =D u(X,Y).

neN*

D’apres le théoreme 6.28 de [10], pour tout n € N*, le polynéme w,, est de la forme

un(X,Y) = 3 e (X,Y)e

ecNn
le|=n—1

ou les (X,Y), sont des compositions de commutateurs en X et Y définis par

(X,Y)e = [ AL TX, Y)Y Y] X XY

[ J/

et ou ¢. € K pour tout e € N" avec

lim
le|—o0

p5|e|qe‘ = 0 dans R.
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Alors pour tout u,v € 7°L on a exp(pu). exp(p°v) = exp(d(p-u, pv)) et on explicite

o(p u,pv) = Y p*" =p= > Y p*flg(u,v)..

neN* neN* ecN™
le]=n—1

%lelg, € R et que 7°L est une R-algebre de Lie, il s’agit d’une série dont

Puisque p
les termes appartiennent & 7*L, et qui convergent vers 0. Or 7*L étant m-adiquement
compléte, alors ¢(pu, p°v) € p°rF L et exp(pu). exp(pv) € exp(pm*L). Ainsi exp(p*r* L)

est bien un sous-groupe de Autg(A). O

Corollaire 3.3.5. Soit k € N. Le sous-ensemble G« de G défini par
G = p~H(exp(p*n®L))
est un sous-groupe normal de G, ot p : G — Autg(A) est laction de groupe de G sur A.

Démonstration. Par la proposition précédente exp(pm* L) est un sous-groupe de Auty(A)
et puisque que p : G — Autg(A) est un morphisme de groupe, alors G x, est un sous-

groupe de G. Soient ¢ € G et u € 7L, comme ¢ - u € 7L par G-stabilité de 7L,

alors ,
_ p° P
plg) exp(pu)p(g™") = > Zrplg)u'plg™) = exp(p°g - u) € exp(pr*L)
ieN
donc G« est un sous-groupe normal de G. n

Lemme 3.3.6. Soient k € N et N un sous-groupe normal de G inclus dans Gxp. L’ap-

plication py : N — D’ est une trivialisation G-équivariante de Dy x N.

Démonstration. On a p(N) C p(Gpp) C exp(p*m*L) € D;. On pose donc la trivia-
lisation 8 = py qui vérifie bien par définition que pour tout h € N et s € Dy on
a B(h)sB(h™') = h - s. Elle est G-équivariante car pour tout ¢ € G et h € H, on a

p(9)(B(h)) = p(g)p(h)p(g)~" = Blghg™"). O

Définition 3.3.7. Soit (Ny)ren une suite décroissante de sous-groupes ouverts normaux
de G tel que

(1 N ={1} et VEEN, Ny C Gy
keN

On pose

D(A,G) := lim U(7*L)c 3y, G
keN
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ot la trivialisation G-équivariante choisie pour chaque Ny est B, = pn, : Np — Dy .

Une telle suite (Ng)ren existe toujours, et dans le cas ou l'action de G sur A est fideéle on
prend simplement la suite (G x)ren. En effet, il n’y a que dans ce cas seulement que la

suite (G rz)ken est d'intersection nulle.

La limite projective ci-dessus est bien définie. En effet, pour tout £ € N on a une applica-
tion Dyy1 X G — Dy x G, et comme N1 C Ny, alors Bk+1(Nk+1) C Bk(Nk) Par passage

au quotient on obtient une application
Dk+1 X Nji1 G — Dk XNy G.

Ce qui donne le systeme projectif (Dy Xy, G)gen-

Proposition 3.3.8. La définition précédente de E(A, G) ne dépend ni du modéle formel

A choisi, ni du réseau de Lie L, ni de la suite de sous-groupes (Ng)ken-

Démonstration. On a une définition équivalente de B(A, (), énoncée en définition 3.3.1

de [1] et prouvée en lemme 3.3.4
D(A,G) ~1imU(L); %y G

ou la limite projective est prise sur 'ensemble des A-réseau de Lie G-stable £ et des
sous-groupes ouverts N de G contenus dans G. Cela prouve que lA?(A, GG) ne dépend ni
du réseau de Lie L choisi, ni de la suite (Ni)gen. De plus il ne dépend pas non plus du

modele formel choisi par la propriété 3.3.8 de [1]. ]

Remarque. Lorsque G est le groupe trivial {1}, on a E(A, G) = ﬁA, ce qui fait de cette

algebre une généralisation de ['algébre des opérateurs différentiels.

Proposition 3.3.9. En reprenant les notations de la définition 3.5.7, l'espace Dy Xy, G
est un Dy-module libre de type fini dont une base est formée par une famille de représen-
tants (g:)icr, du quotient G/Ny. C’est de plus une K-algébre de Banach par la norme gy
définie par
qr Z $i.g; | = max |s;.
i€l i€l

Démonstration. L'espace Dy Xy, G est le quotient du Dg-module libre Dy, x G par les
éléments de la forme p(h) —h ot h € Nj. Comme Ny, est ouvert et G est compact, I'indice

de Ny dans G est fini. Notons alors {g; , ¢ € I} un ensemble fini de représentants dans
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G des classes du quotient & gauche G/Ny. Pour tout élément s = Z 5.9 € Dy x G avec
sy € Dy, pour tout g € G, on a

> 5g.9=> Snghgi = (Z Shgip(h)> Gi.

geG i€l he N i€l heN

Donc les g;,7 € I, engendrent Dy Xy, G en tant que Di-module, et on a méme

Dk X Ny, G = @ Dkgl

i€y,

En tant que Di-module libre de type fini de base (g;)icr, , on munit cet espace d'une norme

qr définie par

qk (Z si.gi> = max |S; .
i€l

i€ly,

Et Dy xn, G est complet pour g car Dy est complet pour |- |. ]

Comme pour le cas trivial D 4, on obtient le résultat suivant, énoncé et prouvé par Ardakov
au théoreme 3.4.8 de [1].

Théoréme 3.3.10. ﬁ(A, G) est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatére.

Démonstration. Par le théoreme 2.1.15, D 4 est une K-algebre de Fréchet-Stein bilatere
donc Dy, est un Dy 1-module plat (a gauche et a droite) et est noethérien pour tout k£ € N.

Or Dy xy, G est un Di-module libre de type fini donc est plat et noethérien. On a

Dy ————— D;

Diq XA Npt1 G —— Dy ANy, G

ou la fleche diagonale est plate, et se factorise par 'injection présente a gauche dans le

diagramme en un morphisme plat Dy 1 Xy, , G — Dy Xy, G, en utilisant le lemme 2.2
de [15]. Ainsi D(A, G) est bien une K-algebre de Fréchet-Stein. O

Proposition 3.3.11. D(A,G) est A-nucléaire.

Démonstration. Soit k € N, on pose Fy, = A(Dy,,...,0z,) X G/Ni. Notons {g;,i € I}

une famille de représentants dans G du quotient G/Nj qui est fini. Il existe alors une
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surjection F}, — Dy Xy, G par

f: Z Z a,0%.g; — Z Z a9 g;.

i€l aeN™ i€l aeN™

Alors f est limite de la suite de morphismes de A-modules (f;),en définies pour tout j € N

par

fi: Z Z a,0%.g; — Z Z aawk‘o‘laa.gi.

i€l aeNn i€l a|<j

On constate alors que f;j(A(Ou,-..,0s,) X G/Ni) est de type fini sur A, et donc f est
sce. Ainsi D(A, G) est A-nucléaire. O

3.4 Opérateurs d’ordre fini dans D(4, G)

Dans cette section, on reprend toutes les notations utilisées lors de la section précédente.
On reprend également les notations de la définitions 3.3.7, et on a donc pour tout £k € N
un espace Dy Xy, G, qui par la proposition 3.3.9 est muni d’une base finie {g; }icr, sur Dy

et d'une norme gy.

Le but de cette section est de montrer que E(A, G) est la complétion en tant que module

bornologique de U(O,4) x G, I'algebre engendrée sur G par les opérateurs d’ordre fini.

Remarque. Pour tout k € N, les applications suivantes
U(©4) G Dy x G- Dy xy, G

munissent, par la norme qp sur Dy X, G, les espaces U(O4) x G et Dy x G d’une

semi-norme qu’on notera aussi abusivement q; définie par

dk (Z Sg-g) = Gk (Wk: (Z Sg-9>> = max
geG geG &k

Lemme 3.4.1. Pour tout k € N et h € N, on a |p(h)]x = 1.

Z Shgz‘p(h)

heN

k

Démonstration. Soit h € Ny, puisque p(h) € exp(p*m*L) et que 7L C Dy, alors par le
corollaire 3.3.3 on a p(h) € 1+ p°Dy. 1l existe s € Dy, tel que p(h) = 1+ ps, et comme
|p€S|1C < ’1|k alors |p(h)|k = |1|]€ = 1. ]

Lemme 3.4.2. Pour tout g € G et pour tout s € Dy, on a |p(g)sp(g™ )|k < ||k

o8



Démonstration. Soient g € G et s € Dy. 1l existe i € Z tel que |s|, = |7*| et donc

7% € Dy. Or, L est G-stable donc Dy, I'est aussi. Ainsi comme Dy, est la boule unité de

Dy on a |p(g)(77"s)|x < 1. On en conclut |p(g)(s)|x < || = |s]p.

]

Proposition 3.4.3. La norme q, sur Dy Xy, G est sous-multiplicative, ainsi que les

semi-normes induites sur D x G et U(©4) X G.

Démonstration. Soient s, € Dj x G. On les écrit de la forme

s = Z Sg.9 et r = Z rn.havec sy, 1 € Dy Vg, h € G.
heG

geG

Alors le produit s’écrit

5.9= ) > 50(9)

On a donc

gr(s.r) =max| Y

ZEIk

< max max
i€l jEIi

< max max
i€l jeli

< max max
iel, jely

< max max | p(g;

i€l jEI

< max
i€},

2.

YEN

car par la norme | - |, est sous-multiplicative et par le lemme précédent.

g€G heG

a gh_z(

Y 5g0(9)(rg-14g,)0(7)

YEN geG

> > sngp(h)p(g;

V015000 ()

YEN, he Ny,

YEN he Ng

> 0(95) () p(7)

YENg

YEN

.1max

,
i P i

) ( Z Tvgz‘p('y)

k

heG

k

D

h€e Ny

Z Sh.‘]]

hEeNy,

= Imax

ZEIk

Z Z Shgjp(mp(gj)(rvgi)/)(w

Shg]- p(h)

) pg;) ™' -

k

geG

k

k

heN

= qx(r).qx(s)

ngp (rg-1n ) h.

Z Z Z Sng; P(hg;)(r

YEN jE€I he Ny

k

Z Shgjp(h)

g 149 P(7)

]

Proposition 3.4.4. Soit d € R, notons By, la boule de rayon 1 fermée de Dy x G pour

sa norme qi. Alors Dy, X G C By,.

29
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Démonstration. Soit s € Dy x G C Dy x G, c’est-a-dire

s=> sg.gavec Vg € G, |sglr < 1.
geG

Alors
Z Shg; p(h)

heN

qr(s) = max

< .
ma; < max max |sug, p(h)|,

i€l heNy
k

< _ = <1
< cmax [sng|k [p(R)]x = max[sgle < 1

=1
ce qu’on obtient notamment par sous-multiplicativité de la norme | - |; et par le lemme

précédent, et ainsi s € By. H

Plus généralement si les coordonnées sur D, d'un élément de Dy x G sont de norme
inférieure a d pour | - |, alors cet élément est de norme inférieure a d pour g. L’inverse

n’est pas vrai en général.

Proposition 3.4.5. Les espaces U(©4) X G et D4 x G sont des K -espaces vectoriels

localement convezes par les décompositions

U(@A) X G~ 1&1([](@14) X G, qk)
BA X G~ @(Dk X G, Qk)

On a

Démonstration. Montrons tout d’abord que 5,4 X G~ hén Dy xG. On a pour tout k € N

une injection D A X G — D, x G qui par exactitude a gauche de la limite projective donne

I'injection lA)A X G — @Dk x (. Soit s € li£1 D, x GG. On écrit s de la forme

s = (Z sg,k.g> € H Dy x G tel que Vk,l € N, Z Sgk-9 = Z 5¢.1-9-
keN

geqG keN geG geqG

Notamment pour tout £ € N on a Z 54,0-9 = Z 54.k-9 ce qui signifie que pour tout g € G
on a sg0 = Sg1 € Di. Comme s, € Dy, pour tout £ € N on en conclut que s, € Dy
Ainsi ngyo.g € Dy x G est un antécédent de s pour l'injection Dy xG = @Dk x G

qui est donc un isomorphisme.
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Montrons ensuite que U(/@AW% ~ m% ~ Dy ¥y, G pour tout £ € N. Par les

applications suivantes
U(©4) x G Dy x G Dy xy, G

pour tout s € Dy x G, on a qx(s) = qx(mk(s)) et puisque gx est une norme sur Dy xy, G

alors m(s) = 0 si et seulement si gx(s) = 0. Donc
U©a) x G Dy x G ~
(©4) Ao =0y 7717 g =03 = Dot G

Ces espaces quotients sont munis de la norme quotient issue de g, et les applications

ci-dessus étant injectives et denses, on a alors
=~ N~ - 4
U(@A)XIG ZD]CNG ZDleNkG.

Ainsi
__——  h . gk . —_
DaxG :@E}ﬁk :@@MMGZQAQ

]

Lemme 3.4.6. Soit s € Dy x G tel que q.(s) < 1. Il existe s', 89 € Dy X G avec qx(so) =0
et s € Dy, x G tels que s = sy + 5.

Démonstration. Soit s € Dy x G tel que gx(s) < 1. On écrit s de la forme

S:ZSg.g ou Vg e G, sg € Dy.

geG

On a donc pour tout 7 € I},

tilk <1 ot t;= > spgp(h) € Dy.
heNg

Il suffit alors de prendre
s = Z t;.gi € D x G.

i€y,

Puisque |t;]x < 1 pour tout i € I, alors t; € Dy, et s’ € D U(7*L) x G. Ainsi, en posant
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59 = s — s, alors

Z shgip(h) —ti| =0

qrk(s0) = max
he Ny

i€y,

et on a la décomposition s = sy + s" voulue.
Lemme 3.4.7. Pour tout k € N et pour tout j € N, on a
Dk:-i-l C WjDk + F}'U(ﬂ'k—i_lﬁ)

ot F;U(7*L) est un sous-ensemble de U(7" ™ L) tel que

FU(m*L) = { 3 agr®lelge Ja, € A}.

laf<j

Démonstration. Soit t € Dyyq1. On écrit ¢t de la forme

t= Z agm g o8 Vo e N, a, € A et lim a, = 0.

aeNn? |or| =00
Pour tout 7 € N, on a
— Z aaﬂ_(k—l-lﬂa\aa_i_ Z aaﬂ_(k—&-l)\odaa

|| <j lal>j A

— Z aaw(kﬂ)la\aa + 7 Z aaﬂ(k-ﬂ-l)\al—yaa
laf<j lal>j ' '

= 3" aur®Vlge 4 70 N7 (qurl ) 79 = ¢ 4 7Y
laf<j |lal>j

€A

avec t; € F;U (7" L) et t' € Dy. Ainsi, on a bien

Dy C Dy, + FU (L),

Corollaire 3.4.8. Pour tout k € N et pour tout j € N, on a
Dyi1 X G C 7Dy, x G+ FU(7"L) x G.

Démonstration. S’en déduit directement du lemme précédent.
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Lemme 3.4.9. Pour tout k € N et pour tout j € N, Uensemble F;U(7*L) est un borné
de Dy et F;U(m"L) x G est un borné de Da % G.

Démonstration. Soit s € F;U(7"L). L’élément s s’écrit de la forme

5§ = Z aem™9 ot Vo € N, q, € A.

laf<j

Alors pour tout 7 € N, on a

sl = max agm | < 7).

Donc pour tout i € N, I'ensemble F;U(7*L) est borné par la constante ||, donc
F;U(m*L) ¢ 7" Dy, pour tout k € N et c’est un sous-ensemble borné de Da puisqu’il
est borné pour toutes ses semi-normes. De la méme facon par la proposition 3.4.4 on a
FjU(WkC) X G C 77D, x G € 7By, pour tout k € N et ¢’est un borné de 5,4 xG. O

Proposition 3.4.10. L’espace ZA)A X G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k € N et s € Byy1, qui désigne la boule unité de Dy 1 ¥ G. Il existe
par le lemme 3.4.6 des éléments so € Dy X G et s € Dyyy X G tels que gry1(so) = 0
et s = 59+ 5. De plus, pour tout j € N il existe par le corollaire 3.4.8 des éléments
t; € F;U(T*ML) x G et t' € Dy, x G tels que ' = t; + 7/t'. Ainsi

s=sg+ 7t +1.
Comme gxy1(s0) = 0, on a qr(so) = 0 et sg € 7 By. De plus, ¥’ € D x G C By, par la
proposition 3.4.4, et donc I'élément sy + 7' € 7/ By. On pose B’ = F;U(t*L) x G.
Alors B’ est un borné de D 4 X G par le lemme précédent et on a

Bk+1 C '/T]Bk + B/.
Donc par la proposition 2.4.6, D A X G est pseudo-nucléaire. O

Corollaire 3.4.11. L’espace U(©4) x G est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soient k € N et s € U(©4) x G tel que gri1(s) < 1. Alors s € Byyq et en
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reprenant les notations de la preuve précédente on a pour tout j € N la décomposition
s=so+mt +1.
Or B' C U(04) x G, donc sy + m/t' = s — t; appartient & U(0©4) x G. Ainsi
Biii N(UOL) xG)CmB.N(UO4) xG)+ B

ou pour tout k € N, Pensemble B, N (U(O4) x G) est la boule unité de U(O©4) x G pour
qx- Donc par la proposition 2.4.6, U(©4) X G est pseudo-nucléaire. ]

Théoréme 3.4.12. On a

DA><]G ZDAX]G ZD(A,G)
b —————h —
U(@A)NG ZU(@A)NG :D(A,G).

Démonstration. Puisque D A X G et U(O4) x G sont pseudo-nucléaires, par la proposition

248 on a
h

~_~ b ~~
DANG ZDANG
b ———h
U(@A)NG ZU(@A)NG.

De plus par la proposition 3.4.5, on a
_——  h =——h
U(@A)NG ZDAXlG ED(A,G)

Ce qui prouve la propriété. O]

3.5 Action d’un groupe de Lie sur une variété rigide

La construction de lA)(A, () sur une algebre affinoide n’est qu'un outil permettant d’étu-
dier le cas de l'algebre des opérateurs différentiels sur une variété rigide lorsqu’un groupe

agit dessus.

On s’intéresse donc a 'action d'un groupe sur une variété rigide et ses dérivations, et on
introduit tout d’abord la notion de groupe de Lie p-adique (ou groupe p-adique analy-
tique). On pourra se référer a [10] en définition 8.6 pour la notion d’atlas et en 8.8 pour

la notion de variété analytique, qui ne seront pas redéfinies ici. La définition suivante
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provient de la définition 8.14 de [10].

Définition 3.5.1. Un groupe topologique G est un groupe de Lie p-adique, ou groupe
analytique p-adique, s’il est muni d’un atlas faisant de lui une variété analytique, tel que

les opérations de multiplication et d’inverse sont des fonctions analytiques.

Proposition 3.5.2. Soit G un groupe de Lie p-adique. Tout sous-groupe ouvert de G

posséde un sous-groupe ouvert compact.

Démonstration. En tant que groupe de Lie p-adique, G est localement compact et tota-
lement discontinu. Par la proposition B7 de I'appendice B de [10], tout voisinage de 1
dans G contient un sous-groupe ouvert compact de G. Un sous-groupe ouvert de G est

un voisinage de 1, donc contient un sous-groupe ouvert compact. ]

Le reste de cette section sera majoritairement issu de [1].

Définition 3.5.3. Soit G un groupe topologique et X une variété rigide. On dit que G
agit continuement sur X si on a un morphisme de groupe p : G — Auty(X) tel que pour
tout ouvert affinoide quasi-compact et quasi-séparé U de X le stabilisateur Gy de U dans
G est ouvert et la restriction py : Gy — Autg (U) est continue.

Proposition 3.5.4. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une

variété X. Pour tout U € X,,, et pour tout g € G, on a le morphisme d’algebre bijectif

g W) Ox(U) — Ox(gU)
a = (u— g.a(g ')

qui munit Ox(U) d’une action de Gy par
Vg € Gy,Va € Ox(U),Yu € U, (g.a)(u) = g.a(g ' .u).

Définition 3.5.5. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété
rigide lisse X. Un couple (U, H) est dit petit dans X si
— U est un sous-espace affinoide de X .
— H est un sous-groupe ouvert compact de Gy .
— U posséde un A-réseau de Lie libre H-stable, ot A est un modéle formel H-stable
de Ox(U).
On dit alors que H est U-petit.

Proposition 3.5.6. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une
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variété rigide lisse X. Pour tout U € X¢

o Ul existe un sous-groupe H de Gy tel que H est
U -petit.

Démonstration. Comme G agit continuement sur X, alors Gy est ouvert et par la pro-
position 3.5.2 il existe un sous-groupe ouvert compact N de Gy. Donc N agit sur Ox (U)
par un morphisme de groupe continu et par la proposition 3.2.2 il existe un modele formel
A de Ox(U) qui est N-stable. En prenant un A-réseau de Lie libre £, par la proposition
3.2.5 il existe également un sous-groupe ouvert H de N tel que £ est H-stable. Comme N
est compact et que H est un ouvert de N, donc également un fermé, alors H est compact.
Ainsi (U, H) est petit. O

Dans le cas ou (U, H) est petit dans X avec U € X | toutes les conditions de la définition
3.3.7 sont vérifiées pour Ox(U) et H, et B(OX(U),H) est bien défini. On le notera
simplement D (U, H).
Proposition 3.5.7. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une
variété rigide lisse X. Soient U € X et H un sous-groupe U-petit de G. On a les
propriétés suivantes

— Si N < H est un sous-groupe ouvert compact de H, alors N est U-petit.

— SiV C U est un affinoide stable par H, alors H est V -petit.

— Sig €@, alors gU € XE et gHg " est gU-petit.

Démonstration. Notons A un modele formel H-stable de Ox (U) et £ 4 un A-réseau de Lie
libre H-stable de base (0,

e N est un sous-groupe ouvert compact de Gy, et U est bien un sous-espace affinoide

ic[in] OU (Zi)icq1,n) est un systeme de coordonnées de Ox (U).
possédant un A réseau de Lie H-stable, donc N-stable.

e Par I'application de restriction Ox (U) — Ox(V), 'image de A donne un modéle formel
H-stable B de Ox (V). Par lissité de X, (x4y )ic[1,n) est un systeme local de coordonnées
de V et le B-module de base (0

iy )ie[Ln] est un B-réseau de Lie libre H-stable.

e Tout d’abord, gU est naturellement gH ¢ '-stable. Par Papplication ¢® (U) définie en
proposition 3.5.4, Ox(U) et Ox(gU) sont en bijection. Comme Ox (U) est affinoide, il
existe une surjection T}, — Ox(U) ~ Ox(gU), et Ox(gU) € X, par le systeme local de
coordonnées (¢ (U)(2:))icpin] = (Yi)icprn). De méme, g°*(U)(A) = B est un modele
formel gHg ™ '-stable de Ox(gU). Enfin, le B-module de base (9y,)ic[1,,] st un B-réseau
de Lie libre gH g '-stable. O]

Lemme 3.5.8. Soient ¢ : A — B un morphisme entre deux algébres affinoides et H un
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groupe topologique compact agissant sur A et B par un morphisme continu. Il existe des
modeles formels H-stables A et B de A et B tel que p(A) C B.

Démonstration. Par la proposition 3.2.2, il existe un modele formel A de A qui est H-
stable. Soit B’ un modele formel de B, alors p(A).B’ est un modele formel de B. Par la
proposition 3.2.2 il existe un modele formel B contenant p(A).B’ tel que B est H-stable.
Et dans ce cas on a bien p(A) C B. O

Proposition 3.5.9. Soient U,V € X, tel que U C V, et H < N des sous-groupes de G

qui sont U-petits et V -petits. On a des applications tels que le diagramme suivant commute

D(V,H) —— D(U, H)

| |

D(V,N) —— D(U,N).

Démonstration. Tout d’abord par la proposition 3.5.7, tous les espaces ci-dessus sont bien
définis. Notons B = Ox(U) et A = Ox (V). L’inclusion U < V' donne le morphisme de
restriction ¢ : A — B. Par le lemme précédent, il existe A et B des modeles formels
N-stables de A et B, tel que p(A) C B. Puisque (V, N) est petit, il existe un A-réseau de
Lie libre N-stable £4. On prend (0;)icpi,n) une A-base de L4 et on note Lp le B-réseau
de Lie libre généré sur B par les d;y. Ainsi il existe ¢ : L4 — L, qu'on étend avec ¢
par la propriété universelle de 'algébre enveloppante en un morphisme ¢y, : U(7¥L4) —
U(7Tk£13> pour tout £ € N. En notant ¢ l'inclusion de H dans N, on construit pour tout

k € N le morphisme

Qe X LU L) e x H— U(n"Lp), x N.

Prenons une suite (Ny)gen de sous-groupes de H vérifiant les conditions de la définition
3.3.7 pour ﬁ(A, H), alors cette méme suite vérifie également ces conditions en tant que

suite de sous-groupes de N pour lA)(B, N). En constatant que
(@2 o) (Bp(N) = 1) C (Ba(Ni) — 1)
on obtient par passage au quotient
U(r* L)y 2w, H = U(x*La) i 2, N.
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Ainsi par passage a la limite projective on obtient le morphisme de K-algebres
D(V,H) — D(U, N).

La construction de ce morphisme se fait pareillement en considérant que N = H ou que

U =V, donc les compositions

D(V,H) = D(V,N) — D(U, N)
D(V,H) — D(U,H) — D(U, N)
coincident et le diagramme est commutatif. O

Lemme 3.5.10. Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété
rigide lisse X. Pour tout g € G, pour tout U € X, et H sous-groupe U-petit de G, il
existe une application

qu.H B(U, H) — lA)(gU, gHg™)

tel que pour tout V- C U stable par H, le diagramme commute

ﬁ(vv H) B ﬁ(g‘/) gHg_l)

J J

D(U, H) — D(gU,gHg™").
Démonstration. On pose 'application entre espaces bornologiques

DU xH — DgU X gHgil

> snh o= Y p(g)(sn)-ghg™!

heH heH
qu’on prouve étre bornée. En effet, en choisissant une suite (Ng)reny adéquate, et en notant
{gi,i € I{'} une famille de représentants de H/N,, pour tout k € N, 'espace Dy x H est

muni d’une bornologie par la section précédente définie par la suite de semi-normes (g ) ren

Z Sng:P(1)

neNg

0 (z h) ~ o

heH iell

k

De méme sur Dy x gHg ™" avec la famille {gg;g™*,4 € I}'} de représentants de gHg ™" /Ny.
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Alinsi,

neNg k
= lax Z p(g)sngip(n)p(g_l)
Ze]k nENk k
< Iolo >\kmax\ S soan®)| 1905l
€l | e, k
(Zsh ) lelolg™ls.
heH

Finalement ’application est bornée, et par le théoreme 3.4.12 on obtient gy iy par passage

au complété bornologique. O

3.6 D-modules G-équivariants

On définit enfin dans cette section I'algebre E(X , G) sur une variété analytique rigide en
suivant la construction faite par Ardakov dans [1], et en reprenant la construction faite

sur les algebres affinoides dans la section 3.3.

Soit G un groupe de Lie p-adique agissant continuement sur une variété rigide lisse X par

un morphisme p : G — Autg(X). Soient U € X et H un sous-groupe U-petit de G.

Définition 3.6.1. Soit M un 5(U, H)-module coadmissible. On pose pour tout V € Uy
et pour tout sous-groupe V -petit N de H

M(V,N) := D(V, N)@py.xy M.

Lemme 3.6.2. Soient V € XS et N un sous-groupe V-petit de G. Soit N' < N un

sous-groupe ouvert compact. On a l'isomorphisme de lA)(V, N')-modules
D(V,N') @ K[N] ~ D(V, N).

Démonstration. Notons Ox (V) = A et A un modele formel de A ainsi que £ un A-réseau

de Lie N’-stable. Comme dans la définition 3.3.7, on se donne une suite décroissante
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(Ny)ren de sous-groupes ouverts normaux de N’ tel que

m N, = {1} et Vke N, N, C N,lrkc
keN

On a pour tout k& € N I'isomorphisme de (Dy x N')-modules (ot Dy, = U(n*L) )
(Dk X N/) QKN K[N] ~ D. x N.

Puisque image inverse de (3(Ny,) —1) par cet isomorphisme est (5,(Nz)—1) kN K [N,

par passage au quotient cela donne un isomorphisme
(Dk X N, N’) QKN K[N] ~ Dy X N, N.

Comme les (N )ren sont aussi une suite de sous-groupes de N convenable pour la défini-
tion 3.3.7 pour /ﬁ(V, N), on en conclut par limite projective I'isomorphisme de 5(‘/, N')-

modules

—_ —_

D(V,N") ©@vq K[N] ~ D(V, N). 0

Lemme 3.6.3. Soient V € U et N un sous-groupe V -petit de H. Soit N' un sous-groupe

ouvert compact de N. On a l’isomorphisme de B(V, N')-modules
D(V, N\&p 5 D(U,N) ~ D(V, N).

Démonstration. Grace au lemme précédent on a

v DU, N) = D(V,N)&5, vy (DU, N') @y K[N))

—_

(V, N") @y K[N] ~ D(V, N). 0

D(V,N")®3

Q)

~

Proposition 3.6.4. Soit M un B(U, H)-module coadmissible. Soit V € Uy, N un sous-
groupe V -petit de H et N' un sous-groupe ouvert compact de N. On a lisomorphisme de

D(V, N')-modules
M(V,N') =~ M(V, N).
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Démonstration. Grace au lemme précédent on a

M(V,N')

D(V, N/)/@ﬁ(U’N/)M = (D(Va N,)®3(U,N’)D(U’ N)) ®5(U,N)M
25(V,N)@5 M = M(V,N). -

(U.N)
Lemme 3.6.5. Soient V € X¢ et N un sous-groupe V -petit de G. Soit N' un sous-groupe
ouvert compact de N. Alors ﬁ(V, N) est un E(V, N')-module coadmissible.

Démonstration. Comme l'indice de N’ dans N est fini, alors K[N] est un K[N']-module
libre de présentation fini, et donc 5(1/, N) est un 5(‘/, N')-module de présentation finie
par l'isomorphisme

—_ —_

D(V, N) = D(V, N') @ K[N).

Ainsi par la proposition 2.2.3, B(V, N) est lA?(V, N')-coadmissible. O
Définition 3.6.6. Soit M un ﬁ(U, H)-module coadmissible. On définit pour tout V' € U

Locog(M)(V):= lim  M(V.N).

N<H V-petit

La limite projective ci-dessus a bien un sens. En effet, pour tout N’ < N des sous-groupes
V-petits, on a ’application
D(V,N') = D(V, N)

du lemme 3.5.9, qui donne alors une application lA?(U , N')-balancée

D(V,N') x M = D(V, N)®px.x) M.

)
Par la proposition 2.2.4 et le lemme précédent, 5(‘/', N )@5(U N)M est ZA)(V, N)-coadmissible
donc D (V, N')-coadmissible, et par propriété universelle du produit tensoriel coadmissible

on obtient les applications du systeme projectif

—_

D(V, N'®pnnM = D(V, N)®3y 3 M.

Remarque. On a alors pour tout (V, N) petit dans U avec N < H
Locyu(M)(V) ~ M(V,N).
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Proposition 3.6.7. Soit M un 5(U, H)-module coadmissible. Locy (M) est un faisceau

sur U, ,qu’on étend en un faisceau sur U,,.

Démonstration. Voir [1], théoreme 3.5.11. O

Définition 3.6.8. Soit F un préfaisceau de K -espaces vectoriels sur X. On appelle struc-

ture équivariante K-linéaire sur F un ensemble {g]:}ge(; de morphismes de préfaisceaus
g F =g F
ot g* F(U) = F(gU) pour tout U € X,4y, et tel que pour tout g,h € G, on a
(gh)” = h*(g") o n”.

On dit que F est un préfaisceau G-équivariant s’il est muni d’une telle structure équiva-
riante.

Définition 3.6.9. Soient F et F' des préfaisceaur G-équivariants. Un morphisme de
préfaisceaur de K-module ¢ : F — F' est un morphisme de préfaisceaux G-équivariants
si pour tout g € G on a

(

gt (p)og” =g" 0.

Proposition 3.6.10. Ox est un faisceau de K-algébres G-équivariant sur X .
Démonstration. Par le morphisme de la proposition 3.5.4, on a pour tout ¢ € G un
morphisme de faisceaux g9% : Oy — g#Ox. Alors {g%* }jeq munit Oy d’une structure

équivariante qui en fait un préfaisceau G-équivariant. Comme Oy est un faisceau, c’est

donc un faisceau G-équivariant. O

Proposition 3.6.11. 5)( est un faisceau de K-algebres G-équivariant sur X.

4

Démonstration. Soient U € X¢ et g € G. On considere les applications g% (U) : Ox (U)
Ox(gU) et (g7H)9%(gU) : Ox(gU) — Ox(U), réciproques I'une de I'autre. On consi-
dere également un systeme local de coordonnées {z;}icpny de Ox(U). En posant y; =
g% (U)(x;) pour tout i € [1,n], l'ensemble {; }icp1. est un systéme local de coordonnées

de Ox(gU). On pose alors, en notant O x le faisceau tangent sur X,

¢®x(U): Ox({U) — Ox(gU)
0  — go¥(U)obo (g ")¥(gU)
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qui pour tout i € [1,n] envoie 9,, sur J,,. Par cette structure équivariante, ©x est un
faisceau G-équivariant. Par propriété universelle de 'algebre enveloppante, il existe un

morphisme de K-algebres gﬁ X(U) tel que le diagramme commute

—~~

Jg@xan Lqﬁx ) Jg@xw)

—_

Ox(gU) —— Dx(gU) «+—— Ox(gU).

Par cette structure équivariante, Dx est un faisceau G-équivariant. O]

Définition 3.6.12. Soit F un faisceau de K-algeébres G-équivariant sur X. On dit que
M est un G-F-module, ou un faisceau de F-module G-équivariant, si c¢’est un faisceau
G-équivariant sur X tel que M est un F-module et que pour tout U € X4, pour tout
ge G

g (a.m) = g7 (a).g™(m) pour tout a € F(U) et m € M(U)

Définition 3.6.13. Soit F un faisceau de K -algébres G-équivariant sur X. Un morphisme
de G-F-modules est un morphisme de faisceauxr de F-modules qui est aussi un morphisme
de faisceaur G-équivariants.

Notre exemple principal de tels modules sera les G-D x-modules.

Proposition 3.6.14. Locy g est un foncteur de la catégorie des 5(U, H)-modules coad-

missibles dans la catégorie des H—BU—modules.

Démonstration. Soit M un D(U, H)-module coadmissible, on note M = Locy g (M). Soit
g € G, pour tout (V,N) petit dans U avec N < H les applications gy,y donne des
applications g{‘fN : M(V,N) — M(gV,gNg™') et par limite projective on définit pour
tout V' € X une application

gM(V) s M(V) = M(gV)

qui munit M d’une structure équivariante par construction. O

Définition 3.6.15. Un G-Dy-module M est dit coadmissible si pour tout U € X, il
existe un sous-groupe U-petit H de G tel que M(U) est un E(U, H)-module coadmissible
et

My =~ Locy,u(M(U)).
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On note Cxq la catégorie des ﬁx—modules G-équivariants coadmissibles dont les mor-

phismes sont les morphismes de G-BX-modules continus.
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CHAPITRE 4

FONCTEUR IMAGE INVERSE DE
G-D-MODULES

4.1 TImage inverse de D(A,G)-modules

Hypotheses. Dans cette section, on suppose que l'on a
— Des K-algebres affinoides A et B respectivement de rang n et m et munies de
systéemes locauz de coordonnées.
— Un groupe topologique compact G agissant sur A et B par des morphismes de
groupes continus pa : G — Autg(A) et pp : G — Autg(B).
— Un morphisme lisse de K-algebres affinoides f : A — B qui est G-équivariant,

c’est-a-dire que pour tout a € A et pour tout g € G on a

flg-a)=g- f(a).

— Des systémes locauz de coordonnées (;)icpin] €t (Y;)jep,m] de A et de B tels que
f(z;) = y; pour tout i € [1,n].

— Des modéles formels G-stables A et B tels que f(A) C B.

— Un A-réseau L4 de Oy et un B-réseau Lg de Op, tous deux libres et G-stables,

tels que

Li=AD, e Ls=Bo,.

i=1 j=1

Nous constatons tout d’abord que nous obtenons des résultats similaires a ceux de la

section 1.3 pour les opérateurs d’ordre fini.

Proposition 4.1.1. B®4 (U(©4) X G) est un (U(Op) x G)-module.

Démonstration. L’espace B ®4 U(©4) est muni d’'une structure de U (O g)-module par la
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proposition 1.3.5. On munit naturellement 1'espace B ®4 (U(©4) x G) d’une structure de
U(©p)-module par I'action ay définie pour tout b® s.g € B4 (U(O©4) x G) et pour tout
t € U(Op) par

ay(t)(b® s.g) = (t- (b®s)).g.

Cet espace est aussi muni d’une action ag de G définie pour tout b®s.g € BRA(U(O©4)xG)
et pour tout h € G par

ag(h)(b® s.9) = pp(h)(b) © pa(h)spa(h™).hg.

Les éléments de U(Op) x G agissent donc sur cet espace. Or, pour tout h € G et pour
tout # € ©p, on a pour tout Y (b, ® 0%.9) € B4 (U(O4) X G)

ag(h) o ay(f) o ag(h™) ( Y ba® 8“-9)

a€eNn
= > pe(h)(O)(ba) ®0%g + D D baps(h)(O0(f(2:)) @ pa(h)Ospa(h™)0%g.
aeNn aENn i=1
Or, pa(h) est un isomorphisme de A, donc dp4(h) est un isomorphisme semi-linéaire de
Q4, qui transforme la base (;)icpi,n) de 24 en une base (dpa(h)(x;))icpi,n) de Q4. Ainsi
en notant x; = pa(h)(x;) pour tout i € [1,n], on obtient d,r = pa(h)(0x,) et (7}, Our icp1,n]

est un systéme local de coordonnées de A. Donc

ag(h) o ay(f) o ag(h™) < D ba® 8a-9>

aeN"”

= Y s (OB ® g+ 3 S baps(h)(O)(F(a)) ® 0, g

aeN"™ aeN? =1

= ay(ps(h)(0)) < Y ba® 50‘-9)

aeN"

ou on a utilisé la G-équivariance de f. On obtient ainsi pour tout h € G et pour tout
t e U(@B)
ac(h) o ay(t) o ag(h™") = av(pp(h)(t))

et par la relation h.t.h™' = pp(h)(t) qui définit U(Op) x G, on obtient finalement une
action de U(Op) x G sur B, (U(O4) X G). O

Proposition 4.1.2. Le (U(©p) x G)-module B4 (U(O4) x G) est de présentation finie
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engendré sur (U(O©p) x G) par lélément 1 ® 1 tel que

~ U@B G m
B®A(U(®A)NG)_(( ) )/Z<U(GB)>4G)-8%"

j=n+1

Démonstration. On définit le morphisme de U(©p) x G-modules

p: UBOp)xG — B®4(U(O4) xG)

ng.g — (ng.g)l@l
geG geG

Les éléments de la forme 1 ® 95.g avec a € N" et g € G sont générateurs en tant que
B-module de B®4 (U(©4) x G). Ainsi, puisque pour tout o € N" et pour tout g € G

©(0y.9) = (0,.9)1®1=1®0J;.g,

par B-linéarité de ¢, on obtient que ¢ est surjective. Or le noyau de ce morphisme est

engendré sur (U(©p) x G) par les (9,,)je[nt1,m) de telle sorte que

~ U@B x G m
B (U(64) %)~ 09) )/Z(U(@B)NG).%. -

j=n+1

Comme dans le cas des D-modules étudié par Bode dans [7], on tentera de définir un
/\b —_

bimodule de transfert qu’on voudra de la forme B®,D(A, G). En montrant que I'action

définie dans la proposition 4.1.1 est bornée et en utilisant les propriétés des modules

bornologiques, on pourra conclure par passage au complété bornologique.

Lemme 4.1.3. Le morphisme de B-module ~ : Og — B ®4 O4 se restreint en un mor-
phisme de B-modules
b ﬁB - B XA ﬁA.

Démonstration. On rappelle que © 4 est un A-module libre de base (9,, )ic[1,n] €t ©p est un
B-module libre de base (9,,)je1,m]- Par la proposition 1.3.4, I'application ~ est entierement

déterminée par 'image de la base de ©p comme ceci

1®8xj sijg<n

0 sinon.

Vi€ [l,m], 9, :{
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On remarque ainsi que 'image de la B-base de Lz appartient a B® 4 L 4 et on en conclut

que * (Lg) C B®4 L4, qui permet la restriction voulue. O

Lemme 4.1.4. Soit k € N. On note S, = U(t"L4), Sy, = U(7"L4) et Ty = U(7"Lp) 4.
Alors (B@A(Sk X G))K est un Ty x G-module et on a une application

(T, x G) X (B®4 (S ¥ G)) — (B&A(Sk ¥ Q))k.

Démonstration. Par I'application * : Lg — B®4 L4 du lemme précédent, et par la méme
preuve que dans la proposition 4.1.1, on munit 'espace B® 4 (U (7% £ 4) xG) d’une structure
de U (Wkﬁg) x GG-module. En passant au complété m-adique et en tensorisant avec K, on

obtient que (B&4(Sk % G))x est un T}, x G-module. Enfin, par application
B®4 (S % G) = (BRA(Sk ¥ G))k

on obtient I'application souhaitée. O

Lemme 4.1.5. On pose

S : B®,064 — Op

1<i<n 1<i<n

une section de l'application ~, et par extension on note également S la composition

Oy —>B®,40,4 — Op
> aily, — > f(a;)d,.

1<i<n 1<i<n

Alors pour tout v € ©4 on a fov=S(v)of.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout i € [1,n], on a d,, o f = f o0 0,,. Par

définition, on a 0,, = (dz;)* ody et 0,, = (dy;)* o dp. Or, par le diagramme commutatif



on a
ayiof:foa:ci <:>(dyi)*odBof:fo(dxi)*odA
< (dy;)" odf ods = fo(dr;) ody

Et il suffit de montrer que (dy;)* o df = f o (dz;)*. Pour tout j € [1,n], on a en effet
— (dy)" o df(day) = (dys) (df (7)) = (de)* (dy) = .
— [ol(dr;)"(dr;) = f(di;) = bij-
Et comme les (dz;);cqi,n) forment une base de €24, par linéarité les applications sont

égales. O]

Lemme 4.1.6. En notant JA,k = (Sk X G)(ﬁA(Nk) — 1) et JB,k = (Tk X G)(/BB(N]C) — 1),

l'application du lemme 4.1.4 donne les applications restreintes

(Tk X G) X (B Xa JA,k) — B®gy JA,k
(Jpe X G) X (B®a (SkxG)) = B®a Jag

ot B ®4 Jay désigne Uadhérence de l'image de B ®4 Ja dans (B@A(Sk X G))k.

Démonstration. Pour tout g € G, 0 € ™ L et pour tout b®@ s.(p(h) —h) € B&, Ja, ol
be B,seS,xGethe N ona

9-(b® s.(p(h) — h)) = p(g)(b) @ g.s.(p(h) — h) € B®@a Jap
0.(b®@ s.(p(h) — ) = 0(b) @ 5.(p(h) — k) + bBs.(p(h) — h) € B4 Jay

Ainsi U(Wk,CB) x G C T x G stabilise B ®4 Ja ) et par passage au complété, Tj, x G

stabilise B ®4 Ja et on a bien I'application
(Tk X G) X (B Xa JA,k) — B®gy JA,k

Soit h € Ny C Grrgy, il existe v € p° L4 tel que pa(h) = exp(v). Par le lemme 4.1.5 on
a l'application S tel que fowv = S(v)o f. Soit a € A, par G-équivariance de f on a

po(W)(F(@) = Flpa(h)(a)) = flexp(v)(a) = f (z 1,;!<a>>
=3 @ = 3 T ) = exp(s()(1 )
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Or h € N C Gip,, donc il existe u € pr* L tel que pp(h) = exp(u). Ainsi,

pB(h)fa) = exp(u)|ay = exp(S(v))| ()

Donc par le log, ujra) = S(v)|f(a) et en notant

u=> b;0, , v=>_ a0, etdonc S(v)=> f(a;)0,
=1 i=1 ;

on a

+ > b0,

j=n+1

Ainsi 4 = 1 ® v, et pour tout b ® s.g € B®y4 (S, x G) on a

u.(b®s.g) =u(b) ® s.g +b®@vs.g

W (b®s.g) =) (f) u'(b) @ v s.g

=0
k k k ui b .
exp(u).(b®s.g) = — u (b®sg):ZZ(i> kg') ® 1" s.g
keN keN i=0 : ' '
i+j\ u'(b) , u*(b) v?
2x (V)i g e g
1€N jeEN 1€EN JEN

= exp(u)(b) ® exp(v)s.g

Donc finalement, pour tout h € Ny et pour tout b ® s.g € B®y4 (S, x G) on a

exp(u).b @ 5.9 — pp(h)(b) @ pa(h)(s).hg
exp(u)(b) @ exp(v)s.g — exp(u)(b) @ pa(h)(s).hg
exp(u)(b) @ (pa(h)s.g — pa(h)(s).hg)
exp(u)(b) @ ((pa(h) = h).(s.9))

(p(h) = h).(b®@ 5.9)

€ B®aJak

et on a bien I'application

(JB,k X G) X (B Xa (Sk X G)) — B®gy JA,k

Précisons qu’on peut munir B ®4 (U(©4) x G) d’'une bornologie. En effet, en notant
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Ba la boule unité de U(©4) x G, on peut munir cet espace d’'une suite de semi-normes

correspondant aux jauges des réseaux B ® 4 By k.

Proposition 4.1.7. L’action de U(Op) X G sur B®4 (U(O©4) x G) est bornée.

Démonstration. Soient B, et Bpj les boules unités de Ty, x G et Si, x G. Soient By, et
Bpg k. les boules unités de U(O4) X G et U(Op) x G tel que

BA,k = IB%AJC N U(@A) x G et BB,k = BB,k N U(@B) x G

Soient ¢t € Bpy et b® s € B®a Bag. On veut montrer que t.b ® s € B ®4 Bay afin
de conclure que l'action est bornée, et il suffit pour cela de montrer que cet élément
appartient a B ®4 B4 puisqu’on sait déja qu’il appartient & B ®4 (U(©4) x G). Pour

cela, on décompose t et s en utilisant le lemme 3.4.6

t=to+t, avec qu(to) =0 et ¥ € U(r"Ls) x G
s=s50+5, avec qu(so) =0 et s € U("Ly4) x G

Donc avec les notations du lemme précédent, ty € Jp et so € Jay. Alors par ce méme
lemme
tbRs=tgb®@s +t'.b®@sy+t'.b®s.
—_—— N—
€EBR®aJAr  €EB®aJak
Et B®a Jax C B@ABA&. De plus, par 'action de U(7¥Lg) x G sur Bo4 (U(7*L4) x G)

évoquée au début de la preuve de la proposition 4.1.4, on obtient une action

U(r"Ls) % G ~ BEA(U (" L) % G)

et t'.b®s € B@A(m XG) C B&ABA. Donc t.b®s € BB Ak, et comme BR 4B 4 s
est un réseau ouvert de B @4 (S % G) C (BR.4(Sy X G))k, par [16] remarque 7.4 on a

(B2BAL) N (B®R4 (S ®G)) =BR4Bag.
Donc t.b®@s € (BRagBar) N (B4 (U(O4) ¥ G)) =B Bay. [
Proposition 4.1.8. On définit le (D(B,G), D(A, G))-bimodule
DS, == B®,D(A,G).
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qu’on appellera bimodule de transfert de f : A — B.

Démonstration. Par la proposition précédente, B @4 (U(©4) x G) est un U(Opg) x G-
module bornologique. Par passage au complété bornologique et par le corollaire 3.4.12,
'espace B@Z(U(@A) x @) est un D(B,G)-module bornologique. De plus, par ce méme

corollaire on a
o ~ /\b —~b —
B&,(U(04) x G) = BE,U(0.4) % G ~ B&,D(A,G)
ce qui permet de conclure. O

Proposition 4.1.9. /5§_>B est un ﬁ(B, G)-module coadmissible et on a

= D(B.G) , m
DS .~ ) _
A= 4 3" D(B,G).9,,

Jj=n+1

Démonstration. Le (U(©p) x G)-module B®4 (U(O©4) x G) est de présentation fini par
la proposition 4.1.2; il est donc isomorphe au conoyau d’'un morphisme de (U(Op) x G)-
modules libres de type fini g : (U(Og) x G)™™ — (U(Op) x G). Puisque le foncteur ™

est exact a droite par la proposition 2.3.20, alors
b =~ - b _— b
B4 D(A,G) ~ B@4 (U(OA) % G) =~ Coker(g) =~ Coker(3")

ou g’ : B(B, G)™™" — D(B,G) est un morphisme de D(B,G)-modules libres de type
fini. Donc ﬁg _,p est un E(B , G)-module de présentation finie, et par la proposition 2.2.3
c’est un 5(3 , G)-module coadmissible. O

Proposition 4.1.10. B®y4 (U(©4) x G) est pseudo-nucléaire et
DS, ~ B&\D(A,G).
Démonstration. Par la proposition 3.4.11 on a pour tout k € Net j € N
Bajg+1 C 7TjBA7k; + FjU(WkHEA) x G.

Alors
B ® 4 BA,k+1 c B & BA,]C +B®4 FjU(ﬂ'kJrlﬁA) x G
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et B®a (U(B4) x G) est pseudo-nucléaire. Donc par la proposition 2.4.8

DS .~ B@Zﬁ(A, G). O

4.2 Foncteur image inverse

Nous venons de développer des objets et des propriétés sur les algebres affinoides qui vont
nous servir a bien définir le foncteur image inverse. Soient X et Y des espaces analytiques
rigides lisses respectivement de dimensions n et m, et G un groupe de Lie p-adique agissant
continuement sur X et Y. Soit f : ¥ — X un morphisme lisse G-équivariant d’espaces

rigides.

Pour se rapporter au cas local, nous reprenons la G-topologie Yu{ définie dans le lemme
1.3.2. Nous essayons tout d’abord de retrouver les hypotheses de la section précédente

pour pouvoir utiliser ses résultats.

Notation. Soient U € X¢ et V € Y tel que f(V) C U. Un sous-groupe H de G vérifie
les hypothéses locales pour U et V si Ox(U), Oy(V), H et Ox(U) — Oy (V) respectent
les hypothéses de la section 4.1.

Proposition 4.2.1. Pour tout V € Y,] et pour tout U € X, tel que f(V) C U, il existe
un sous-groupe H de G tel que H vérifie les hypothéses locales pour U et V.

Démonstration. Notons A = Ox(U), B = Oy (V) et abusivement f: A — B.

e Comme Gy N Gy est un sous-groupe ouvert de G, par la proposition 3.5.2 il existe G’
un sous-groupe ouvert compact de Gy N Gy .

e Par la proposition 1.3.3, il existe des systemes locaux de coordonnées (z;)icpin €t
(yj)jen,m) de A et de B tel que f(y;) = x; pour tout i € [1,n].

e Soit A un modele formel G'-stable de A, qui existe par la proposition 3.2.2. Il existe un
ensemble fini S C A tel que A = (S) . Soit (T), un modele formel de B, avec T C B
un ensemble fini. L’ensemble W}z est encore un modele formel de B, et par la
proposition 3.2.2 il existe B un modeéle formel G’-stable de B contenant (f(S),T) . Ainsi,
A et B sont G'-stables avec f(A) C B.

e Par la proposition 1.1.13, on redimensionne les systemes de coordonnées (z;);cqin) €t
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(y5)jeq,mp tel que les A-module et B-module
L= @A.&Ci et Lg= @B.ayj
i=1 j=1
sont des A-réseau et B-réseau de Lie. De plus, par la proposition 3.2.5, il existe un sous-
groupe ouvert compact H de G’ tel que L4 et Lz sont H-stables.

Ainsi, le sous-groupe H permet de vérifier toutes les hypotheses voulues. O

Sous ces conditions, le bimodule de transfert ﬁf _,p est bien défini par la proposition 4.1.8.

Nous noterons lorsque H vérifie les hypotheses locales pour U et V
—_ —_ /\b —_
DYy = DgX(U)—KOy(V) = Oy(V)®o, )P, H).

Remarquons notamment que H est U-petit et V-petit.

Remarque. Sous les notations de la proposition précédente, soit U' € X tel que U' C U,
soit Ve Y tel que V! C V et f(V') C U'. Tout sous-groupe U'-petit et V'-petit de H
vérifie les hypothéses locales pour U' et V.

C’est le cas en particulier si on prend U' = U ou V' = V.

Lemme 4.2.2. Soient U U" € X& avec U' C U et H un sous-groupe U-petit et U'-petit
de G. En considérant le morphisme d’inclusion U — U, H wvérifie les hypothéses locales

pour U’ et U et on a

—_ —~b —_ —_

Dy = Ox (Ul 10y D(U, H) = DU, H),
Démonstration. En notant D(U) = U(O(U)) et D(U') = U(O(U")) alors DI,_,, est par
définition le complété bornologique du (D(U’) x H)-module Ox(U") @0 w) (D(U) x G).
Comme Ox(U') Qo w) D(U) ~ D(U’) on obtient alors

Ox<U,) RPoy (V) (D(U) X G) ~ D(U’) x G.

Donc par complétion bornologique on a I'isomorphisme voulu. O

Proposition 4.2.3. Soient V € Y,/ et U U' € X¢ tel que f(V) C U C U, et un sous-
groupe H de G vérifiant les hypothéses locales pour U et V', et pour U’ et V. Alors il existe
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un isomorphisme de ( (V,H), D(U, H))-bimodules tel que

H ~ NH
DV%U’ - DV%U‘
Démonstration. Par le lemme précédent on a

DYy = Oy (V)@ 1) DU, H)
~ Oy (V) oo, 0 (OX( By DU, H)>
~ oy(V)®o ZD(U', H) ~ D{}’_W. O
Proposition 4.2.4. Soient V,W € Y, tel que W C V, et soit U € XE tel que f(V) C U.

Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypothéses locales pour U et V', et pour U et W.
Alors il existe un isomorphisme de (ﬁ(VV, H), ﬁ(U, H))—module tel que

D<W7 H>®5(VVH)D5—>U = DII/{V—>U'
Démonstration. On a Oy (W) ®o, vy (D(V) x H) ~ D(W) x H donc
(DW) 3 H) @pwyam Oy (V) @oxw) (DU) 3 H) = Oy (W) @ox ) (D(V) > H).

Or Oy (W) ®oywy (D(V) x H) est pseudo-nucléaire par la proposition 4.1.10 et son
complété bornologique est donc isomorphe a son complété séparé par la proposition 2.4.8.

Donc

f —~h
Dif .y~ Oy (W)®@p, (1 (D(V) x H)
—~h —~h
~ (DW) % H)E vyt (O (V)8 (D(U) x H))
—_ /\h —_ —_ — —_
~ D(W, H)®p v, Dy = D(W, H)&@p 1y Dy s u

2

Lemme 4.2.5. Soient U € X et H un sous-groupe U-petit de G. Tout 5(U, H)-module

coadmissible est pseudo-nucléaire.

Démonstration. Soit M un D(U, H)-module coadmissible. Par la proposition 3.3.11, D(U, H)
est Ox (U)-nucléaire. Or par la proposition 2.4.4, M est également Ox (U)-nucléaire. Ainsi

M est pseudo-nucléaire par la proposition 2.4.7. O]
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Proposition 4.2.6. Soit M € Cx/g. On pose le préfaiscean f*M sur Y, défini pour
tout Ve Y, par
* —=b —
FMV) = (O (V)14 T M(V))

et qu’on note f*M := <OY@;710XJC_1M)'

Démonstration. Soient V,W € Y avec V' C W. Puisque M est un faisceau, on a une
application de restriction pif, : M(W) — M(V), et on a également I'application de
restriction pe’{v : Oy (W) — Oy (V). Alors le passage au complété bornologique de I'ap-
plication p{Y, ® pit, donne une application de restriction pyw : f*M(W) = f*M(V),
qui munit f*M d’une structure de préfaisceausur YJ . C’est donc un préfaisceau sur Y,

par la proposition 1.3.2. O

Théoréme 4.2.7. Pour tout M € Cx,q, on dispose du faisceau f*M sur Y., défini par
—~b
FMi= (Ov8 10,/ M)

et f* est un foncteur
7 Cxja — Cyja
M — M

qu’on appelle foncteur image inverse de D-modules G-équivariant par f.

Démonstration. Soit M € Cx/q.

e Soient V € Y/ et U € X tel que f(V) C U. Soit H un sous-groupe de G vérifiant les
hypotheses locales pour U et V. Par la proposition 2.3.21 on écrit

* . =b /
fwvcu’

ou la limite est prise sur les U’ € X¢ tel que f(V) C U'. On restreint les éléments du

systéme inductif précédent aux U’ € US et on a

FMWV) = dim Oy (V)o@ M),

f(Vcu’'cu

Comme M est coadmissible, pour tout U" € U¢ et pour tout H sous-groupe U’-petit
de G, M(U") est un D(U’, H')-module coadmissible et donc M(U’) est pseudo-nucléaire
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par le lemme 4.2.5. Ainsi, l'espace Oy (V) ®oy @y M(U’) est pseudo-nucléaire et par le

théoreme 2.4.8 on a l'isomorphisme

MV~ dim Oy (V)8 @ MU).

f(vycu'cu

Comme M est coadmissible et que (U, H) est petit, alors M|y ~ Locy,g(M(U)) et pour
tout (U, H') petit dans U, on a

/ /T ne Y2 gLl noh

grice a la proposition 2.2.9 pour le deuxiéme isomorphisme. Ainsi, comme H' vérifie
également les hypothéses locales pour U’ et V, et en utilisant la proposition 4.2.3 on
obtient

* . —~h =] —~h
FMV) =~ lim o Oy(V) e,y wn DU, H)Epw,unM(U)
f(vycu'cu .
= hgl D\gAU’(X)ﬁ(U,H/)M(U)
Ff(vycu'cu
—~h

®pw,anMU) ~ Dg;U®f)(U,H/)M(U)-

= li_H} D\IjﬁU
f(vycu'cu
On constate alors que f*M(V') est un lA)(V, H)-module coadmissible pour tout V € Y/,
Soit W € Y. tel que W C V et soit H' un sous-groupe W-petit de H. Alors H' vérifie les
hypotheses locales pour U et W, et en utilisant la proposition 4.2.4 on a
Locy,y(f*M((V))(W) =~ D(W, H,)®B(V,H’)D5;U@B(U,H’)M(U)

/

~ DIy ® b M(U) = M),
Donc pour tout V € Yu{ il existe H un sous-groupe V-petit tel que

f*M\V ~ LOCV,H(.]C*M (V))

e Ainsi, f*M est un préfaisceau de By—module sur Yu{ , puisque pour tout V & Yuf ,
f*M(V) est un 5y(V)—module. C’est en réalité un faisceau de Dy-module puisque pour
tout V € Y, ona f*M ~ Locy.y(f*M(V)) ce qui permet de bons recollements. Comme

Yu{ est une base pour Y,;, par la proposition 1.3.2, on conclut par le théoreme 1.2.9 que
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f*M est un faisceau de Dy-module sur Yyig-

De plus f*M est muni d’une structure équivariante. Soit g € GG, comme M est un G-D X-
* —~b

module il existe g™ : M — g% M et on pose g/ M := ¢ ® 1 (¢™). Pour tout V € Yig

on a

* * . —~b
g MWV) L fMV) — Tim Oy (V)@ (quyM(gU).
f(Vycu

Or par G-équivariance de f on a

) —~b ) —~b .
lim Oy (gV)®0, (quyM(9U) = lim Oy (gV)®0, 1)M(U) = f*M(gV).
fv)cu (gV)cU

Donc g™ : f*M — ¢# f*M et pour tout g,h € G on a

(gh)"™M = (gh) &7 ((gh)™) = (W (g%%) 0 hO¥) &£ (h#(g™) o 1)
= (W)@ (™)) o (RO B 1)
= h#* (g7 M) o hIM,

Donc f*M est muni d’'une structure équivariante et est un faisceau G-équivariant sur
Y;"ig'

Ainsi f*M est un G—b\y—module, donc f*M € Cyq.

e Soient M, N € Cx/¢. Soit ¢ : M — N un morphisme de G—ﬁx—modules. Soient V' € Yuf
et U € X, tel que f(V) C U. Soit H un sous-groupe de G vérifiant les hypotheses locales
pour U et V. Notons A = Ox(U), B = Oy (V) et M = M(U), N = N(U). En notant

I, le morphisme identité sur le faisceau Oy, et par Ox-linéarité de ¢, on a le morphisme
(lo, (V)@ p(U)) : B&a M — B®aN.

Alors le diagramme suivant commute

id x(Ioy (V)@¢(U))

(U(Op) x H) x (B @4 M) (U(Og) x H) x (B®4N)

| |

Io, (V)®e(U)
(B®a M) SAMs (B®4 N)

ouid: U(Op) x H— U(Op) x H est I'identité. Les fleches verticales sont obtenues par
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'action de la proposition 4.1.7 car B @4 M ~ (B ®4 (U(O4) X H)) @uo,)xu M. Par
passage a la complétion bornologique, comme les applications sont bornées, on obtient le

diagramme

id’x(Ioy (V)& e(U) =

D(B, H) x (B&,M) D(B, H) x (B&',N)
| B |
(BB M) o el (BE4N).

Par passage a la limite inductive, on obtient une application
. —~b _ —~b _
(o, (V)@ 1*¢) : (Ov(V)E)-10401)f " MV)) — (O (V810,000 N (V)

qui est b\(U7 H)-linéaire. Le morphisme de faisceau f*p := I@Y@b ' ainsi défini est

5X—linéaire. De plus, pour tout g € G on obtient par G-équivariance de ¢

* * /\b _
g (frp)og"™M=g%"® f (g% o g™
—~b _ * *
=@ f gV o) =g o fro.

Donc f*¢ est G-équivariant et c’est un morphisme de G—ﬁy—modules. On constate de
plus que si ¢ : M — M est I'identité sur M, alors f*p est I'identité sur f*M. De méme
sip: M —=Nety: N — P, alors

o) =Ioy® f (W op) = (Ioy® f W) 0 (Ioy® f'0) = [P o f*e.

Ainsi f* est un foncteur de la catégorie Cx/ dans la catégorie Cy/q. m
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Résume : En géometrie analytique rigide, on
étudie certaines propriétés des D-modules
comme la coadmissibilité ou I'’équivariance.
Lorsque l'on construit un foncteur image in-
verse pour les D-modules, on s’intéresse
aux propriétés que ce foncteur va préserver.
D’autres travaux ont déja permis d’établir dans
un certain cadre un foncteur image inverse
de D-modules préservant la coadmissibilité.

Etant donné un groupe de Lie p-adique G
agissant continuement sur des espaces analy-
tiques rigides lisses, et un morphisme lisse G-
équivariant entre ces espaces, I'objectif de ce
manuscrit est de construire une image inverse
de D-modules G-équivariants, en cohérence
avec les images inverses construites précé-
demment.
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Abstract: In rigid analytic geometry, we study
certain properties of D-modules, such as
coadmissibility or equivariance. When con-
structing an inverse image functor for D-
modules, we are interested in the proper-
ties that this functor will preserve. Other work
has already established a coadmissibility-
preserving inverse image functor for D-

modules in a certain framework. Given a
p-adic Lie group G acting continuously on
smooth rigid analytic spaces, and a smooth G-
equivariant morphism between these spaces,
the aim of this manuscript is to construct an in-
verse image of G-equivariant D-modules, con-
sistent with the inverse images constructed
previously.
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