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Introduction

Commençons par décrire brièvement la théorie classique des D-modules dans le cas
d’une variété algébrique complexe X lisse. Soit OX le faisceau structural de X et DX le
faisceau des opérateurs différentiels sur X. Localement, sur un voisinage ouvert affine U de
chaque point, la variété X admet un système de coordonnées locales {x1, . . . , xn}, où n est
la dimension de X. Notons ∂1, . . . , ∂n les dérivations associées et ∂m := ∂m1

1 . . . ∂mnn pour
tout n-uplet d’entiers naturels m ∈ Nn. Sur l’ouvert U , le faisceau tangent ΘX de X est le
OU -module libre engendré par les dérivations ∂1, . . . , ∂n :

ΘU = OU · ∂1 ⊕ · · · ⊕ OU · ∂n

Nous identifions OX et ΘX à des sous-faisceaux de C-algèbres de EndCX (OX). Par définition,
DX est le sous-faisceau de C-algèbres des endomorphismes EndCX (OX) de OX engendré par
OX et ΘX . Nous avons

DU =
⊕
m∈Nn

OU · ∂m

Notons que les algèbres DX(U) ne sont pas commutatives. En effet,

[∂i, xj ] = ∂ixj − xj∂i = δij

Expliquons rapidement comment les DX -modules sont liés aux systèmes d’équations diffé-
rentielles. Pour simplifier, supposons que la dimension n de X est égale à un. Considérons
un unique opérateur différentiel P de DX(U) d’ordre d ∈ N :

P =
d∑

m=0

am · ∂m, am ∈ OX(U), ad 6= 0

Nous nous intéressons aux solutions u dans OX(U) de l’équation différentielle Pu = 0.
Posons M = DU/DU · P . C’est un DU -module à gauche cohérent. Nous vérifions alors que
nous disposons d’un isomorphisme de C-espaces vectoriels

HomDU (M,OU ) ' {u ∈ OX(U) : Pu = 0}

3



4 INTRODUCTION

En effet, HomDU (M,OU ) ' {f ∈ HomDU (DU ,OU ) : f(P ) = 0} et HomDU (DU ,OU ) ' OU
via f 7→ f(1). Ainsi, HomDU (DU/DU ·P,OU ) est l’espace des solutions dans OU de l’équation
différentielle Pu = 0. Plus généralement, l’espace des solutions d’un système d’équations
différentielles s’obtient en considérant un certain DX -module de présentation finie.

La variété caractéristique d’un DX -module cohérent M est une sous-variété fermée du
fibré cotangent T ∗X de X. C’est un object géométrique encodant de nombreuses infor-
mations sur le module M . La variété caractéristique est définie de manière algébrique en
considérant le gradué du faisceau DX pour la filtration donnée par l’ordre des opérateurs
différentiels. Bien que l’algèbre DX(U) ne soit pas commutative, son gradué gr(DX(U))
l’est puisque le commutateur diminue strictement l’ordre des opérateurs différentiels non
nuls. Ainsi, gr(DX(U)) ' OX(U)[T1, . . . , Tn]. Il en découle que T ∗X ' Spec (gr(DX)) en
tant que schéma sur C. Voila comment nous relions le faisceau des opérateurs différentiels
DX au faisceau cotangent T ∗X de X. Reprenons l’exemple précédent : M = DU/DU · P
où

P =
d∑

m=0

am · ∂m, am ∈ OX(U), ad 6= 0

Alors la variété caractéristique Car(M) de M est simplement l’ensemble des zéros de la
fonction holomorphe ad · ξd sur le fibré cotangent T ∗U .

A l’origine, la variété caractéristique fut introduite à l’aide de l’analyse microdifférentielle
pour les variétés analytiques complexes. Un faisceau d’opérateurs microdifférentiels EX est
défini au niveau du fibré cotangent T ∗X en inversant localement la variable ξ. En notant
π : T ∗X → X la projection canonique, la variété caractéristique d’un DX -module cohérent
M est alors le support du EX -module cohérent EX ⊗π−1(DX) π

−1(M) dans T ∗X.

Il a été démontré par Sato-Kawai-Kashiwara que la variété caractéristique Car(M) de M
est involutive pour la structure simplectique canonique sur le fibré cotangent T ∗X. Plus
précisément, cela signifie que si IM est l’idéal de définition de la variété caractéristique
Car(M), alors le crochet de Poisson {IM , IM} est contenu dans l’idéal IM . La preuve de
ce théorème sur la variété caractéristique repose sur la caractéristique nulle du plan com-
plexe C. Ce dernier a pour conséquence le fait suivant : si le module M est non nul, alors
dim(CarM) ≥ dimX. Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Bernstein.

Un DX -module cohérent M est appelé holonome si sa variété caractéristique est de
dimension minimale, autrement dit si dim(CarM) ≤ dimX. La catégorie des DX -modules
holonomes est abélienne et stable par les six opérations de Grothendieck. De plus, elle
possède de bonnes propriétés de finitude. Par exemple, tout DX -module holonome est de
longueur finie et les dimensions des espaces des solutions holomorphes du moduleM sont de
dimension complexe finie. Par ailleurs, les faisceaux ExtiDXan (Man,DXan) sont des faisceaux
constructibles. Ainsi, la notion de DX -module holonome est une généralisation naturelle de
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la notion d’équation différentielle ordinaire linéaire et de module à connexion intégrable dans
le cas de variétés complexes lisses de dimension quelconque. Disposer d’une telle catégorie
de modules holonomes fournit des outils très efficaces pour étudier la cohomologie de Rham
des variétés complexes. Un résultat fondamental de cette théorie est que l’holonomie se
teste sur les courbes lisses. Autrement dit, un DX -module cohérent M est holonome si et
seulement si pour toute courbe lisse C et pour tout morphisme f : C → X, le module f !M
est holonome.

Par ailleurs, une autre motivation pour l’étude des D-modules est le théorème de localisa-
tion de Beilinson-Bernstein et Brylinski-Kashiwara [5, 9], obtenu dans les années 1980. Ce
resultat fournit une equivalence de categories entre lesD-modules sur la variété de drapeaux
d’un groupe semi-simple G et les représentations de l’algèbre de Lie de G. Ce théorème a
permis de démontrer les conjectures de Kazhdan-Lusztig portant sur les représentations des
algèbres de Lie semi-simples complexes.

Enfin, les modules holonomes réguliers permettent de généraliser à la dimension supérieur
la correspondance de Riemman Hilbert. En quelques mots, la correspondance Riemann-
Hilbert traite le problème suivant. La monodromie d’une équation différentielle linéaire
ordinaire permet d’obtenir une représentation du groupe fondamental de l’espace de base.
Le 21ème problème original de Hilbert s’intéresse à la question réciproque : pour toute
représentation du groupe fondamental de l’espace de base, existe-t-il une équation diffé-
rentielle ordinaire, avec des singularités régulières, dont la représentation monodromique
coïncide avec celle donnée ? Ce problème est aujourd’hui résolu. Les D-modules holonomes
réguliers correspondent, par la correspondance de Riemann-Hilbert, aux faisceaux pervers.
Par ailleurs, cette correspondance a récemment été étendue au cas irrégulier par Kashiwara,
d’Agnolo et Schapira.

Passons maintenant au cadre arithmétique. Un enjeu principal dans ce contexte consiste
à y généraliser la notion de D-modules holonomes. Une catégorie constituée de tels modules
permettra par exemple d’étudier les cohomologies cristalline et rigide. Des catégories de D-
modules arithmétiques holonomes avec Frobenius ont été construites par Berthelot et Caro
de deux manières différentes. Berthelot a défini la variété caractéristique d’un D-module
arithmétique muni d’un Frobenius comme une sous-variété fermée du fibré cotangent de
l’espace de base, ce qui lui a permis de définir la notion d’holonomie comme dans le cas
complexe. Caro a quant à lui construit une catégorie de D-modules surholonomes munis
d’un Frobenius a priori stable par les six opérations et a montré que cette catégorie coïncide
avec la catégorie de Berthelot dans le cas des schémas quasi-projectifs.

Sur un schéma formel lisse, les opérateurs différentiels considérés ne sont plus d’ordre fini.
La méthode classique des variétés complexes pour définir la variété caractéristique ne fonc-
tionne donc plus. Berthelot introduit une variété caractéristique des D-modules arithmé-
tiques en se ramenant à des opérateurs différentiels d’ordre fini sur des corps finis. Dans ce
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cadre, les opérateurs différentiels sont finis et la définition classique complexe des modules
holonomes s’adapte en considérant de bonnes filtrations. Cependant, pour se ramener à ce
cas simple, Berthelot utilise l’existence locale d’un morphisme de Frobenius sur le schéma
formel X. Une autre approche possible consiste à construire un microlocalisé du faisceau
D des opérateurs différentiels, comme pour les variétés complexes. Une telle construction
dans le cas arithmétique a déjà été faite par exemple par Adriano Marmora et Tomoyuki
Abe dans [2], où la microlocalisaton sert ensuite à démontrer la formule du produit.

Dans cette thèse, nous définissons une variété caractéristique pour les D-modules co-
admissibles. Rappelons que les D-modules coadmissibles sont des systèmes projectifs de
modules sur des anneaux s’obtenant comme sous-anneaux des opérateurs différentiels arith-
métiques de Berthelot. Introduisons quelques notations. Soit V un anneau complet de va-
luation discrète de caractéristique mixte (0, p). Notons K = Frac(V) son corps des fractions.
Nous fixons un V-schéma formel lisse X dont l’idéal de définition est engendré par une uni-
formisante ω de V. Soit XK l’espace analytique rigide associé à X. Nous disposons de deux
constructions des D-modules coadmissibles, équivalentes au niveau de la fibre générique XK
du schéma formel lisse X. La première est décrite dans l’article [13] de Christine Huyghe,
Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Cette construction repose sur l’ajout d’un niveau de
congruence k ∈ N aux faisceaux des opérateurs différentiels de Berthelot, et définit une
catégorie de D-modules coadmissibles au niveau de l’espace de Zariski Riemann 〈X〉. La
seconde construction, directement sur l’espace analytique rigide XK , est due à Ardakov-
Wadsley dans l’article [4].

Nous introduisons une variété caractéristique pour les DX,∞-modules coadmissibles de
Huyghe-Schmidt-Strauch dans le cas d’une courbe formelle X. Le cas des courbes est bien
entendu restrictif. Mais, même si nous ne disposons pas encore d’une définition générale de
l’holonomie pour les DX,∞-modules coadmissibles, il est raisonnable de penser que l’holo-
nomie dans ce cadre devrait se tester sur les courbes, comme dans le cas classique. Il est
donc fondamental de comprendre cette notion pour les courbes, et d’étudier les modules
coadmissibles sur les courbes anlytiques lisses, ou les courbes fibres génériques des courbes
formelles lisses.

Par ailleurs, il existe des versions G-équivariantes de ces deux constructions de modules
coadmissibles ; voir par exemple [12, 13]. Elles permettent d’établir un théorème de lo-
calisation analogue au théorème obtenu dans le cas complexe. Nous considérons alors la
catégorie des représentations localement analytiques admissibles du groupe de Lie p-adique
G(K), où K est une extension finie de QP et G est un groupe réductif sur K (par exemple,
G = GLn). La variété caractéristique est aussi un invariant associé aux représentations
localement analytiques. Ainsi, disposer en général d’une variété caractéristique nous per-
mettrait de classifier les D-modules irréductibles équivariants ou non et d’en déduire une
classification de telles représentations.
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Afin d’introduire une variété caractéristique pour une courbe formelle X lisse, nous
construisons un microlocalisé F∞ de l’algèbre DX,∞ des opérateurs différentiels surconver-
geants. Une telle approche a déjà été faite par Tomoyuki Abe dans l’article [1] pour les
opérateurs différentiels arithmétiques de Berthelot. Il démontre que ses microlocalisés per-
mettent de retrouver la variété caractéristique des D-modules lorsque X est une courbe
formelle lisse quasi-compact. Par ailleurs, Tomoyuki Abe a du faire face au même difficul-
tés techniques que dans notre cas pour le faisceau DX,∞ : trouver des microlocalisés pour
chaque rang m admettant des morphismes de transitions compatibles à ceux des faisceaux“D(m)

X,Q. Le travail de cette thèse est très proche de celui de Tomoyuki Abe pour des opé-
rateurs différentiels légèrement différents : nous rajoutons des niveaux de congruences k
au problème. Il nous faut alors trouver des microlocalisés admettant des morphismes de
transition compatibles avec ceux de l’article [13] pour les différents niveaux de congruences
k ∈ N. Nous oublions donc les rangs m pour les remplacer par des niveaux de congruences
k. Par ailleurs, la construction du microlocalisé F∞ est délicate pour une autre raison :
les K-algèbres “D(0)

X,k,Q(U), pour U un ouvert affine muni d’une coordonnée étale, ne sont
pas commutatives et ne vérifient pas les conditions de Ore. Il nous faut donc utiliser un
autre critère de localisation. En pratique, le microlocalisé F∞(U) est la plus petite algèbre
contenant DX,∞(U) dans laquelle un opérateur différentiel est inversible si et seulement si
cet opérateur est fini de coefficient dominant inversible.

Nous démontrons dans le chapitre 5, plus spécifiquement dans la proposition 5.5.3, que la
variété caractéristique d’un DX,∞-module coadmissible M vérifie l’inégalité de Bernstein :
le module M est non nul si et seulement si dim(CarM) ≥ dimX = 1. De plus, notre
catégorie de DX,∞-modules holonomes définit une sous-catégorie abélienne des modules
faiblement holonomes introduits par Ardakov-Bose-Wadsley dans l’article [3] en utilisant la
caractérisation cohomologique des modules holonomes.

Par la suite, nous aimerions faire passer notre construction au éclatements admissibles de
X afin de définir une variété caractéristique au niveau de l’espace de Zariski Riemann 〈X〉.
Enfin, nous espérons généraliser cette construction au cas équivariant puis aux dimensions
supérieures.

Rentrons maintenant, et plus précisément, dans le vif du sujet cette thèse. L’object
principal que nous considérons est le faisceau des opérateur différentiels “D(0)

X,k introduit
dans l’article [13] par Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Il s’agit d’un
faisceau de sous-algèbres du faisceau “D(0)

X des opérateurs différentiels cristallins auquel nous
rajoutons un paramètre k ∈ N appelé niveau de congruence. Soit U un ouvert affine de X
sur lequel nous disposons d’un système de coordonnées étales (x1, . . . , xd). Si ∂1, . . . , ∂d sont
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les dérivations associées, alors“D(0)
X,k(U) =

∑
α∈Nd

aα · ∂α1
1 . . . ∂αdd , aα ∈ OX(U) tels que aα · ω−k|α| −→

|α|→∞
0

 .
avec |α| := α1+· · ·+αd ∈ N. Pour k = 0, nous retrouvons le faisceau de Berthelot “D(0)

X pour
le niveaum = 0. Notons “D(0)

X,k,Q = “D(0)
X,k⊗VK. Pour tous entiers k′ ≥ k, nous disposons d’une

inclusion d’algèbres “D(0)
X,k′,Q(U) ⊂ “D(0)

X,k,Q(U). Ces inclusions locales induisent un morphisme

de transition “D(0)
X,k+1,Q → “D(0)

X,k,Q entre les faisceaux pour les niveaux de congruences k et

k + 1. Notons DX,∞ = lim←−k
“D(0)

X,k,Q le faisceau limite projective des faisceaux “D(0)
X,k,Q.

Rajouter un niveau de congruence k au faisceau “D(0)
X,Q des opérateurs différentiels cristallins

est très intéressant pour plusieurs raisons brièvement décrites ci-dessous. Tout d’abord, les
faisceaux “D(0)

X,k,Q pour les différents niveaux de congruences k interviennent naturellement
pour résoudre certaines questions données par exemple dans l’article [14] de Christine Huy-
ghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Les faisceaux “D(0)

X,k,Q apparaissent dans l’étude
de représentations localement analytiques de groupes de Lie p-adique. Ils s’avèrent aussi
utiles pour regarder des isocristaux surconvergents dans le cas ramifié.

Par ailleurs, d’un point de vue conceptuel, les faisceaux “D(0)
X,k,Q sont pertinents. En ef-

fet, nous pouvons associer aux éléments de “D(0)
X,Q des fonctions analytiques sur le fibré

cotangent T ∗X de X convergents sur une bande horizontale de l’espace analytique rigide
associé, le fibré cotangent rigide T ∗XK . Les opérateurs de “D(0)

X,k,Q définissent des fonctions
sur T ∗XK convergents sur un domaine grossissant avec k. Ces régions recouvrent T ∗XK
lorsque k tend vers l’infini. Plus précisément, soit (x1, . . . , xn, ξd, . . . , ξd) un système de
coordonnées locales sur T ∗U associée aux coordonnées étales de départ sur U . Nous pou-
vons associer à tout opérateur P =

∑
α∈Nd aα(x) · ∂α1

1 . . . ∂αdd de l’algèbre “D(0)
X,Q(U) un

élément P (x, ξ) =
∑
α∈Nd aα(x) · ξα1

1 . . . ξαdd du fibré cotangent rigide T ∗UK . La fonction
P (x, ξ) converge sur la bande horizontale {|ξ1| ≤ 1, . . . , |ξd| ≤ 1} de T ∗UK . Un opéra-
teur différentiel P de “D(0)

X,k,Q(U) définit une fonction analytique P (x, ξ) convergente sur la
bande horizontale {|ξ1| ≤ pk, . . . , |ξd| ≤ pk}. Ainsi, les opérateurs différentiels de l’algèbre
DX,∞(U) = lim←−k

“D(0)
X,k,Q(U) =

⋂
k
“D(0)

X,k,Q(U) induisent des fonctions analytiques entières sur
le fibré cotangent rigide T ∗XK .

Soit M un “D(0)
X,k-module à gauche cohérent. Sa variété caractéristique CarM est définie

en généralisant la construction de Berthelot pour un niveau de congruence k comme suit.
Notons κ le corps résiduel de V et X = X×V Specκ la fibre spéciale de X. Rappelons que
κ est de caractéristique p. La réduction M = M⊗V κ modulo ω de M est un DX,k-module
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cohérent, où DX,k = “D(0)
X,k ⊗V κ est un faisceau d’opérateurs différentiels sur X. Les opéra-

teurs différentiels de DX,k étant finis, on munit DX,k de la filtration croissante exhaustive
donnée par l’ordre des opérateurs différentiels. Classiquement, la variété caractéristique de
M est construite comme une sous-variété fermée du fibré cotangent T ∗X de X. La variété
caractéristique de M est par définition celle deM . Un “D(0)

X,k-module cohérent dont la variété
caractéristique est de dimension au plus la dimension de X est appelé module holonome.
Cependant, les méthodes utilisées dans le monde des variétés complexes ne s’appliquent
plus puisque la caractéristique de κ est strictement positive (la fibre spéciale X de X est un
κ-schéma). Le fait que les “D(0)

X,k-modules holonomes soient de longueur finie n’est pas connu
en général.

Introduisons ensuite le faisceau limite projective DX,∞ = lim←−k
“D(0)

X,k,Q. Localement, si U un
ouvert affine de X sur lequel on dispose d’un système de coordonnées étales, alors DX,∞(U)
est la K-algèbre de Fréchet-Stein donnée par

DX,∞(U) =


∞∑

α∈Nd
aα · ∂α1

1 . . . ∂αdd : aα ∈ OX,Q(U) tq ∀η > 0, lim
|α|→∞

aα · ηn = 0

 .
Nous nous intéressons dans cette thèse tout particulièrement aux DX,∞-modules coadmis-
sibles. Rappelons qu’un DX,∞-module coadmissible M est un DX,∞-module isomorphe à
une limite projective lim←−kMk de “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk tels que les morphismes de

transition “D(0)
X,k+1,Q-linéaire Mk+1 →Mk induisent un isomorphisme “D(0)

X,k,Q-linéaire“D(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 'Mk

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible non nul. Les morphismes de transition
Mk+1 → Mk n’induisent pas de morphismes naturels intéressants entre les différentes va-
riétés caractéristiques Car(Mk). En effet, les morphismes de transition “D(0)

X,k+1 → “D(0)
X,k sont

triviaux après réduction modulo ω. Plus précisément, le morphisme induit de κ-algèbres
DX,k+1(U) → DX,k(U) envoie un opérateur différentiel sur son terme constant. Nous ne
pouvons donc pas obtenir une variété caractéristique du module M à partir des variétés
caractéristiques des “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk. Nous ne disposons pas dans ce cadre
général d’une bonne notion de variété caractéristique des DX,∞-modules coadmissibles.

Afin de construire une variété caractéristique pour les DX,∞-modules coadmissibles lorsque
X est une courbe formelle, nous introduisons un microlocalisé du faisceau DX,∞. La variété
caractéristique Car(M) d’un DX,∞-module coadmissible M est alors une partie fermée du fi-
bré cotangeant T ∗X de X qui contient les variétés caractéristiques Car(Mk) pour les niveaux
de congruences k suffisamment grands. Le module M est dit holonome si dim(Car(M)) ≤ 1.
Nous démontrons dans le chapitre 6 que tout module holonome est un module à connexion
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intégrable sur un certain ouvert de X. Par ailleurs, nous montrons dans le même chapitre
que tout module holonome est faiblement holonome au sens de [3] et que son dual reste un
module holonome.

Restreignons nous maintenant au cas d’une courbe formelle lisse X. Avec nos hypothèses sur
X, les modules coadmissibles forment une catégorie abélienne équivalente à la catégorie des
modules coadmissibles sur l’espace de Zariski-Riemann associé à X d’après la proposition
3.2.5 de [13]. Ainsi, ce travail permettra plus tard de définir une notion d’holonomie dans
le cas des courbes analytiques rigides et donc pour la catégorie des modules coadmissibles
introduite dans l’article [4] de K. Ardakov et S. Wadsley.

Expliquons désormais plus en détails les idées de notre construction. Nous commençons
par étudier le cas des “D(0)

X,k,Q-modules cohérents pour un niveau de congruence k fixé dans
les chapitres 1 et 2. Pour ce faire, nous nous inspirons des résultats de Laurent Garnier,
qui a démontré dans l’article [10] que les “D(0)

X,Q-modules holonomes sont de longueur finie
lorsque X est une courbe formelle. Nous généralisons ce résultat à un niveau de congruence
k ∈ N quelconque toujours pour une courbe formelle X. Nous adaptons dans ces deux
premiers chapitres les constructions et les preuves de Laurent Garnier pour les “D(0)

X,k,Q-
modules cohérents.

Le chapitre 1 contient des résultats généraux sur le faisceau d’algèbres “D(0)
X,k,Q et sur les

bases de division d’un idéal cohérent de ce dernier. Ensuite, nous consacrons le chapitre 2
aux résultats et aux propriétés des “D(0)

X,k,Q-modules holonomes. Sous l’hypothèse dimX = 1,

l’inégalité de Bernstein est vérifiée dans la proposition 2.3.2 pour tout “D(0)
X,k,Q-module cohé-

rent M : le module M est non nul si seulement si dim(Car(M)) ≥ 1. Détenir une catégorie
de “D(0)

X,k,Q-modules holonomes est un excellent début dans le but de définir une bonne caté-
gorie de DX,∞-modules coadmissibles holonomes. Nous déduisons de l’inégalité de Bernstein
les caractérisations équivalentes suivantes des “D(0)

X,k,Q-modules holonomes détaillées dans le
chapitre 2.

Proposition. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le module M est holonome.

2. Il existe un idéal non nul I de “D(0)
X,k,Q tel que M ' “D(0)

X,k,Q/I.

3. Le module M est de longueur finie.

4. Le module M est de torsion : pour tout ouvert affine U de X et pour toute section
m ∈ E(U), il existe un opérateur P de “D(0)

X,k,Q(U) non nul tel que P ·m = 0.

5. Il existe un ouvert non vide U de X tel que M|U soit un OX,Q|U -module libre de rang
fini. Autrement dit, M|U est un module à connexion intégrable.

6. Pour tout entier d 6= 1, Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0.
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Revenons maintenant aux DX,∞-modules coadmissibles. Dans le chapitre 3, nous commen-
çons par rappeler brièvement la définition et les principales propriétés du faisceau DX,∞.
Nous introduisons ensuite les modules faiblement holonomes pour une courbe formelle
comme Ardakov-Bose-Wadsley l’ont fait dans l’article [3] pour un espace analytique rigide.
Les “D(0)

X,k,Q-modules cohérents à droite Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) forment un DX,∞-module co-

admissible à droite. Nous pouvons définir le DX,∞-module coadmissible à droite

ExtdDX,∞
(M,DX,∞) := lim←−

k

Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

Le DX,∞-module coadmissible M est alors appelé faiblement holonome si les modules
ExtdDX,∞

(M,DX,∞) sont nuls pour tout entier d différent de 1. Nous démontrons qu’un
DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk est faiblement holonome si et seulement si il
existe un niveau de congruence à partir duquel les modules Mk sont tous holonomes. Un
module faiblement holonome n’est pas nécessairement de longueur finie. Par exemple, tout
DX,∞-module coadmissible de la forme DX,∞/P avec P un opérateur différentiel infini est
faiblement holonome tout en étant de longueur infinie.

Nous construisons finalement dans la dernière et troisième section du chapitre 3 une sous-
catégorie abélienne des modules faiblement holonomes formée de DX,∞-modules coadmis-
sibles de longueur finie. Elle est constituée des modules coadmissiblesM ' lim←−kMk vérifiant
les deux points suivants :

1. Il existe un rang k0 tel que pour tout k ≥ k0, Mk est un “D(0)
X,k,Q-module holonome.

2. La limite supérieure pour k ≥ k0 des multiplicités des modules Mk est finie.

Cette catégorie n’est pas triviale puisqu’elle contient les DX,∞-modules coadmissibles de la
forme DX,∞/P dès que P est un opérateur différentiel fini de DX,∞. Nous montrons de plus
que les modules coadmissibles à connexion intégrable appartiennent à cette catégorie. Ils
sont donc de longueur finie.

L’étape suivante de cette thèse consiste à introduire une bonne catégorie de modules ho-
lonomes pour les DX,∞-modules coadmissibles M = lim←−kMk dans les chapitres 4, 5 et 6.
Cependant, nous ne pouvons pas le faire directement à partir des variétés caractéristiques
Car(Mk) des “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk. En effet, comme il a déjà été dit plus tôt dans
l’introduction, les morphismes de transition Mk+1 → Mk n’induisent pas de morphismes
intéressants non triviaux entre les différentes variétés caractéristiques Car(Mk).

Nous cherchons donc à définir une variété caractéristique pour tout DX,∞-module coadmis-
sible M = lim←−kMk comme une partie fermée du fibré cotangent T ∗X de X sans utiliser les
variétés caractéristiques Car(Mk) et sans réduire les modules Mk modulo ω. L’objectif est
d’introduire une catégorie de DX,∞-modules holonomes qui soient de longueur finie. Les
DX,∞-modules holonomes devront ainsi vérifier la condition suivante. Soit P un opérateur
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différentiel de l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U). Nous aimerions que le module le “D(0)

X,k,Q-module cohé-

rent “D(0)
X,k,Q/P soit holonome seulement si P est un opérateur différentiel fini. En effet, si

P n’est pas un opérateur fini, alors “D(0)
X,k,Q/P est un module de longueur finie augmentant

avec k. De plus, “D(0)
X,k,Q/P est localement un OX,Q-module libre de dimension de plus en

plus grande. Nous ne pouvons donc pas espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour
le module coadmissible DX,∞/P = lim←−k

“D(0)
X,k,Q/P . Cependant, lorsque P =

∑d
n=0 an · ∂n

est un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(U), ces problèmes disparaissent ! Détaillons ce qu’il
advient pour un tel opérateur P . Soit (t, ξ) un système de coordonnées locales sur T ∗U
associée à la coordonnée étale de U . Nous vérifions alors pour k suffisamment grand que

Car
(“D(0)

X,k,Q/P
)
∩ T ∗U = {(t, ξ) ∈ T ∗U : σ(P̄ )(t, ξ) = ad(t) · ξd = 0}.

Ces variétés caractéristiques ne dépendent donc plus de k à partir d’un certain niveau de
congruence. Notons x1, . . . , xs les zéros du coefficient dominant ad de P dans l’ouvert U .

La figure suivante trace l’allure de la variété caractéristique des “D(0)
X,k,Q-modules cohé-

rents Mk. La section nulle est une composante irréductible des variétés caractéristiques
Car(“D(0)

X,k,Q/P ) si et seulement si l’ordre d de P est supérieur ou égale à un.

t

ξ

0x1 x2 xi xs

Figure 1 : Car(“D(0)
X,k,Q/P ) ∩ T ∗U

T ∗U

Afin de définir une variété caractéristique pour les DX,∞-modules coadmissibles, nous
construisons dans le chapitre 4 un microlocalisé F∞ de l’algèbre DX,∞ vérifiant la condi-
tion d’inversibilité suivante. Un opérateur différentiel P de DX,∞(U) est inversible dans le
microlocalisé F∞(U) si et seulement si

1. P =
∑d
n=0 an · ∂n est un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(U),

2. le coefficient dominant ad de P est inversible dans OX,Q(U).



INTRODUCTION 13

Ce critère d’inversibilté pour l’algèbre F∞(U) est l’analogue souhaité du lemme 2.6.3 énoncé
pour le faisceau DX,k = “D(0)

X,k ⊗V κ sur la fibre spéciale X de X. En effet, soit P un
opérateur différentiel de DX,∞(U). Nous souhaitons que le module coadmissible DX,∞/P
soit holonome si et seulement si P est un opérateur différentiel fini. Le support du module
M = F∞/P permet de distinguer les opérateurs infinis des opérateurs finis. Si P est un
opérateur infini, alors (SuppM) ∩ U = U puisque P n’est pas inversible dans l’algèbre
F∞(V ) quel que soit l’ouvert V ⊂ U (voir la preuve de la proposition 2.6.4). Dans ce cas,
dim(SuppM) = 1. Soit maintenant P un opérateur fini de coefficient dominant ad dans
OX,Q(U). D’après la proposition 2.6.4 et le critère d’inversibilité des éléments de l’algèbre
DX,∞(U) dans le microlocalisé F∞(U), le support (SuppM) ∩ U est l’union finie des zéros
x1, . . . , xs de la fonction ad dans l’ouvert U . Ainsi, dim SuppM = 0. Les points x1, . . . , xs
du support (SuppM) ∩ U sont les abscisses des composantes irréductibles verticales des
variétés caractéristiques des modules “D(0)

X,k,Q/P données dans la figure 1 pour k suffisamment
grand. La variété caractéristique Car(M) du module coadmissible M introduite dans le
chapitre 5 va coïncider avec les variétés caractéristiques de la figure 1 lorsqueM = “D(0)

X,k,Q/P
avec P un opérateur différentiel fini. En général, nous disposerons seulement de l’inclusion
Car(Mk) ⊂ Car(M).

Expliquons maintenant en quelques mots la construction du microlocalisé F∞ faite dans le
chapitre 4. Le faisceau DX,k = “D(0)

X,k ⊗V κ est une OX -algèbre, où X est la fibre spéciale du
schéma formel X. Pour tout niveau de congruence k ≥ 1, les algèbres DX,k(U) ' OX(U)[X]
sont commutatives, isomorphes à un anneau de polynômes en une variable. Nous expliquons
dans la partie 2.6 comment retrouver la variété caractéristique d’un “D(0)

X,k,Q-module cohérent
Mk en dehors de la section nulle à partir d’un microlocalisé du faisceau DX,k. Ce cas est
élémentaire puisque pour tout niveau de congruence k ≥ 1, les algèbres DX,k(U) sont
commutatives. Nous pouvons donc inverser la dérivation ∂k de DX,k(U) pour construire le
microlocalisé. Cet exemple motive l’introduction du microlocalisé F∞ du faisceau DX,∞.

La construction du faisceau d’algèbres F∞ fait intervenir des microlocalisés Fk,r des fais-
ceaux “D(0)

X,k,Q pour tous les entiers k ≥ r ≥ 1. Plus précisément, si U est toujours un ouvert

affine de X muni d’une coordonnée étale, alors Fk,r(U) est un localisé de l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U)

obtenu en inversant la dérivation ∂. La K-algèbre “D(0)
X,k,Q(U) est non commutative et ne

vérifie pas les conditions de Ore. Pour inverser la dérivation, nous utilisons une localisation
non commutative décrite dans l’annexe par Peter Schneider de l’article [20] de Gergely Zá-
brádi où les conditions de Ore sont remplacées par la condition d’être quasi-abélien. On
vérifie dans notre cas que la K-algèbre (“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne dès que k ≥ 1,
ie il existe une constante γ ∈]0, 1[ telle que

∀P,Q ∈ “D(0)
X,k,Q(U), |PQ−QP |k = |[P,Q]|k ≤ γ · |P |k · |Q|k

Remarquons aussi que la localisation de l’article [20] ne s’applique pas directement à
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DX,∞(U) puisque ce n’est pas une algèbre de Banach. Cette localisation nous permet de
construire dans le chapitre 4 des K-algèbres Fk,r(U), pour tous entiers k ≥ r ≥ 1, de l’al-
gèbre “D(0)

X,k,Q(U) en inversant la dérivation ∂. Puisque les ouverts affines U de X admettant
une coordonnée étale forment une base de voisinage ouvert de X, ces algèbres vont définir
un faisceau Fk,r sur la courbe formelle X. Sur un tel ouvert affine, nous avons

Fk,r(U) =

{ ∞∑
n=0

an · (ωk∂)n +
∞∑
n=1

a−n · (ωr∂)−n, an −→
n→±∞

0

}
.

De plus, les microlocalisés Fk,r admettent des morphismes de transition Fk+1,r → Fk,r

commutant avec les morphismes de transition “D(0)
X,k+1,Q → “D(0)

X,k,Q induits par les inclusions
locales. En passant à la limite projective sur k ≥ r et pour r fixé, nous obtenons un
microlocalisé F∞,r du faisceau DX,∞, construit dans la partie 4.2, dans lequel la dérivation
est localement inversible. Nous démontrons que F∞,r(U) est une K-algèbre de Fréchet-
Stein pour tout entier naturel r ∈ N∗ et qu’il existe des morphismes naturels injectifs de
K-algèbres F∞,r+1(U) ↪→ F∞,r(U). L’algèbre F∞(U) de la section 4.3 est simplement la
limite inductive des algèbres F∞,r(U) pour r ≥ 1.

Dans le chapitre 5, nous utilisons les microlocalisés F∞,r pour définir une variété caracté-
ristique des DX,∞-modules coadmissibles . Pour cela, nous introduisons à partir des micro-
localisés F∞,r des faisceaux F∗∞,r sur le fibré cotangeant T ∗X de X. Nous associons à tout
module coadmissible M = lim←−kMk des F∗∞,r-modules coadmissibles M∗r sur T ∗X. Notons
SuppM∗r le support du module M∗r en tant que faisceaux sur le fibré cotangeant T ∗X. Nous
démontrons que la suite des supports {SuppM∗r}r∈N∗ est décroissante, ce qui nous permet
de définir la variété caractéristique

Car(M) :=
⋂
r∈N∗

SuppM∗r ⊂ T ∗X.

Nous nous restreignons toujours au cas d’une courbe formelle X afin de démontrer l’inégalité
de Bernstein pour les DX,∞-modules coadmissible : un DX,∞-module coadmissible M est
non nul si et seulement si dim(Car(M)) ≥ 1. La preuve ne fonctionne qu’en dimension un.
Cependant, la construction des microlocalisés s’adapte à la dimension supérieure. Le seul
point plus délicat consistera à déterminer les éléments inversibles du microlocalisé F∞(U).

Enfin, dans le chapitre 6, nous définissons les DX,∞-modules holonomes. Un DX,∞-module
coadmissible M est appelé holonome si sa variété caractéristique Car(M) est de dimension
inférieure ou égale à un. La catégorie des DX,∞-modules holonomes est abélienne et non
triviale. Elle contient les DX,∞-modules coadmissibles de la forme DX,∞/P dès que P est
un opérateur différentiel fini. Par ailleurs, les DX,∞-modules de type à connexion intégrable
appartiennent à cette catégorie. Plus précisément, un DX,∞-module coadmissible M est
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un module à connexion intégrable si et seulement si Car(M) ⊂ X (en identifiant X avec la
section nulle du fibré cotangeant T ∗X). Nous démontrons ensuite que tout module holonome
est un module à connexion sur un certain ouvert de X. Une telle caractérisation ne peut
être vraie qu’en dimension un. Par ailleurs, nous montrons que tout module holonome est
faiblement holonome au sens de [3] et que son dual reste un module holonome. Autrement
dit, le module coadmissible

Md := lim←−
k

Ç
Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

å
est un module holonome dès que M est holonome. Nous conjecturons finalement que tout
DX,∞-module holonome est de longueur finie. Nous donnons à la fin du chapitre 6 quelques
arguments heuristiques en faveur de ce résultat.

Cependant, notre catégorie de DX,∞-modules coadmissibles holonomes ne vérifie pas toutes
les six opérations de Grotenthieck. L’image directe d’un module coadmissible n’étant pas
nécessairement coadmissible, nous disposons d’exemple explicite d’image directe de modules
holonomes qui ne sont même pas coadmissibles. De tels exemples dans le cas d’une courbe
analytique rigide sont l’objects de l’article [8] de Bode-Bitoun. Détaillons le rapidement
dans le paragraphe suivant.

Soit XK = Sp (V〈x〉) et UK = XK\{0} = Sp (V〈x, x−1〉) un ouvert épointé de XK . On note
∂ la dérivation associée à x. On pose P = ∂ − xλ avec λ ∈ V et M = ÙDUK/P . C’est unÙDUK -module coadmissible. Soit j : UK ↪→ XK l’injection canonique. Le théorème 5.2 de [8]
nous dit que le module j∗M est coadmissible si et seulement si λ est de type positif. Il existe
des scalaires λ qui ne sont pas de type positif. Puisque P est un opérateur différentiel fini,
le module coadmissible DU,∞/P est holonome. Cependant, le module j∗(DU,∞/P ) n’est a
priori pas même coadmissible lorsque λ est de type zéro !
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Notations

• V est un anneau complet de valuation discrète de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel κ supposé parfait. On note | · | la valeur absolue
normalisée de V, ω une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

• X est une courbe sur κ lisse connexe quasi-compacte et x ∈ X est un point donné.

• X est un V-schéma formel lisse relevant X d’idéal de définition engendré par l’uni-
formisante ω.

• XK est l’espace analytique rigide associé à X.

• t est un relèvement local sur OX d’une uniformisante en x (OX,x est un anneau de
valuation discrète puisque X est une courbe). Alors dt est une base de Ω1

X,x. On note
∂ la dérivation associée.

• U est un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée étale
associée à x.

• Soit f ∈ Γ(U,OX,Q)\{0} et r tel que f1 := ωrf ∈ Γ(U,OX)\Γ(U,m · OX). On note
U{f} ⊂ U l’ouvert sur lequel f1 est inversible. On remarquera que U{f} ∪ {x} =
U\{V (f̄1)− {x}} (où f̄1 est la réduction de f1 modulo m) est un ouvert puisque f̄1
n’a qu’un nombre fini de zéros.

• Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés sont tous à gauche.



Chapitre 1

Propriétés du faisceau ‘
D
(0)
X,k,Q

On résume et on adapte dans ce chapitre les quatres premières parties de l’article [10] de
Laurent Garnier pour un niveau de congruence k ≥ 0 quelconque. On munit la K-algèbre“D(0)

X,k,Q(U) d’une norme complète multiplicative | · |k. On démontre ensuite la simplicité de“D(0)
X,k,Q(U). On termine enfin ce chapitre par énoncer quelques rappels et quelques propriétés

sur les bases de division d’un idéal cohérent de “D(0)
X,k,Q.

1.1 Rappels sur la norme spectrale de OX,Q(U)

On commence par redonner la définition d’une algèbre affinoïde et de la norme spectrale
associée. On rappelle ensuite quelques résultats utiles de la première partie de l’article [10]
de Garnier. On pourra s’y référer pour les preuves des lemmes énoncés.

Soit Tn(K) = K〈T1, . . . , Tn〉 l’algèbre de Tate à n-variables à coefficients dans K. En notant
Tα = Tα1

1 . . . Tαnn et |α| = α1 + · · ·+ αn, elle est définie par

Tn(K) =

{
f(T ) =

∑
α∈Nn

cα · Tα : cα ∈ K, |cα| −→
|α|→∞

0

}
.

On munit l’algèbre Tn(K) de la norme de Gauss donnée par |f | = max{|cα|}. C’est une
valuation et Tn(K) est le complété de l’algèbre de polynômes K[T1, . . . , Tn] pour cette
valuation. En particulier, Tn(K) est une K-algèbre de Banach pour la topologie ω-adique.
Elle est de plus noetherienne et tout idéal I est complet. Le quotient Tn(K)/I de Tn(K)
est donc une K-algèbre de Banach pour la topologie ω-adique.

17
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L’algèbre de Tate Tn(K) coincide avec l’ensemble des séries entières en la variable T à
coefficients dans K qui convergent sur la boule unité fermée de Kn. On peut donc aussi
munir Tn(K) de la norme supérieure. Cette dernière coïncide avec la norme de Gauss. Cela
découle du principe du maximum vérifié par l’algèbre Tn(K) : il existe un élément y de Kn

tel que |f | = |f(y)|.

Une K-algèbre affinoïde A est par définition une K-algèbre de Banach isomorphe (en tant
qu’algèbre topologique) à un quotient Tn(K)/I de Tn(K) par un idéal I. Toutes les normes
sur A induites par une présentation de A comme quotient d’une algèbre de Tate sont
équivalentes.

Si z est un idéal maximal de A, alors A/z est une extension finie de K. La valeur absolue de
K s’étend uniquement en une valeur absolue sur A/z notée encore | · |. On définit la norme
spectrale d’un élément f ∈ A de la manière suivante. On note f(z) l’image de f dans A/z
et |f(z)| sa valeur absolue. Alors

‖f‖sp = max
z∈SpmA

|f(z)|

En général, ‖ · ‖sp est seulement une semi-norme inférieure à toute norme de Gauss in-
duite. Cependant, lorsque l’algèbre A est intègre, c’est une valeur absolue ultramétrique
équivalente aux normes de Gauss. C’est le cas par exemple pour A = Tn(K).

Tout ouvert affine U de X est le spectre formel d’une V-algèbre A, ie U = Spf A, telle que
AK = A ⊗V K soit une K-algèbre affinoïde. On a alors UK = SpmAK . Puisque X est
connexe et lisse, U est intègre. La norme spectrale ‖ · ‖sp est donc une valuation complète
sur l’algèbre affinoïde AK définissant UK .

On suppose pour la fin de cette partie que x est un point κ-rationnel de X. Pour tout
0 ≤ λ < 1, on note Vλ = {y ∈ UK : |t(y)| ≥ λ}. C’est un ouvert de XK contenu dans UK .
Puisque U est affine, Vλ est affinoide et ne dépend pas du choix de t pour tout λ vérifiant
λ > |ω| = 1

p . Comme X est lisse en x, on dispose d’un isomorphisme permettant d’identifier
le tube ]x[ à un disque ouvert :

]x[
∼−→ D(0, 1−) := {y ∈ “A1,an

K : 0 ≤ |t(y)| < 1}

Soit λ0 > 1
p et f ∈ Γ(UK∩Vλ0 ,OXK ) une section non nulle. Alors f|]x[∩Vλ0 s’écrit uniquement

sous la forme d’une série
∑
i∈N αi · ti, où les αi sont des éléments de K. Cette fonction

converge sur la couronne C([λ0, 1[) = {y ∈ “A1,an
K : λ0 ≤ |t(y)| < 1}. Pour tout λ0 ≤ λ < 1,

on note

N(f|]x[∩Vλ , λ) = max

®
i ∈ N : |αi| · λi = sup

j∈N
|αj | · λj

´
∈ N ∪ {+∞}
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On pose
N(f) = lim

λ→1−
N(f|]x[∩Vλ , λ) ∈ N ∪ {+∞}

Lemme 1.1.1. Pour toute section f ∈ Γ(UK ∩ Vλ0 ,OXK ) non nulle, N(f) est un entier
positif ne dépendant pas du choix de t. De plus, si f|]x[∩Vλ0 =

∑
i∈N αi · ti, alors N(f) est le

plus petit indice tel que ‖f‖sp = |αN(f)| = maxj≥0 |αj |. En particulier, ‖f‖sp est dans |K|.

Remarque 1.1.2.

1. Si N(f) = 0, alors f n’a pas de zéro sur ]x[ et x ∈ U{f}.
2. On a N(0, λ) = N(0) = +∞.

On rappelle que OX,x est un anneau de valuation discrète, de corps résiduel κ lorsque x est
un point κ-rationnel. Par définition, t en est une uniformisante. On considère la valuation
v de OX,x donnée par v(t) = 1.

Lemme 1.1.3. Soit f ∈ Γ(UK ∩ Vλ,OXK ) une section telle que ‖f‖sp = 1. Alors N(f) est
la valuation de (f mod ω) dans OX,x.

Toujours sous l’hypothèse ‖f‖sp = 1, f s’écrit f|]x[∩Vλ0 =
∑
i∈N αi · ti avec αi dans V. Alors

(f|]x[∩Vλ0 mod ω) =
∑

0≤i<∞ ᾱi · ti et N(f) est le plus petit entier n tel que ᾱn 6= 0.

Lorsque U est un ouvert affine de X, on note la norme spectrale de OX(U) simplement par
| · |. On rappelle qu’elle est équivalente à toute norme de Gauss induite sur OX(U). La norme
spectrale est de plus une valuation.

1.2 Quelques propriétés de l’algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U)

Le faisceau “D(0)
X,k,Q

On commence par rappeler brièvement la définition du faisceau “D(0)
X,k,Q des opérateurs dif-

férentiels sur lequel on travaille. Le lecteur peut feuilleter la seconde partie de l’article [13]
de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch pour plus de détails. On désigne
toujours par U un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée
étale.

Le faisceau D
(0)
X,k est défini comme un sous-faisceau de D

(0)
X dépendant d’un paramètre

k ∈ N appelé niveau de congruence. Le cas k = 0 donne D
(0)
X . Localement, D(0)

X,k(U) est la
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V-algèbre engendrée par OX(U) et par la dérivation ωk∂. Plus précisément,

D
(0)
X,k(U) =

 ∑
0≤n<∞

an · (ωk∂)n, an ∈ OX(U)


En tant que OU -module, D(0)

U,k est le OU -module libre de base les puissances de ωk∂ :

D
(0)
U,k =

⊕
n∈N

OU · (ωk∂)n

Ce module est munit du produit vérifiant la relation (ωk∂)n · (ωk∂)m = (ωk∂)n+m et le
crochet

∀a ∈ OX(U), [ωk∂, a] = ωk∂(a)

On note DX,k la réduction modulo ω de D
(0)
X,k. C’est le faisceau de κ-algèbres sur la fibre

spéciale X = X ×V Specκ de X engendré localement sur U par OX |U et par la dérivation
∂k image de ωk∂ après réduction modulo ω. On rappelle que X et X ont même espace
topologique. On identifie alors U à un ouvert affine de X.

Soit “D(0)
X,k = lim←−i

(
D

(0)
X,k/ω

i+1D
(0)
X,k

)
le complété ω-adique de D(0)

X,k. On dispose de la descrip-
tion locale suivante :“D(0)

X,k(U) =

{ ∞∑
n=0

an · (ωk∂)n, an ∈ OX(U), |an| −→
n→∞

0

}

On note OX,Q = OX ⊗V K et “D(0)
X,k,Q = “D(0)

X,k ⊗V K. Les éléments de “D(0)
X,k,Q(U) sont les

opérateurs différentiels convergents à coefficients dans la K-algèbre affinoïde OX,Q(U).

Il est démontré dans l’article [13] que toutes ces algèbres sont noetheriennes et que les fais-
ceaux associés sont cohérents. Pour tous entiers k′ > k, il est clair que “D(0)

X,k′(U) ⊂ “D(0)
X,k(U).

En particulier, “D(0)
X,k,Q(U) est une sous-algèbre de l’algèbre des opérateurs différentiels

cristallins “D(0)
X (U) = “D(0)

X,0(U). On considère dans la suite les morphismes de transitions“D(0)
X,k′,Q → “D(0)

X,k,Q induit par les inclusions locales “D(0)
X,k′,Q(U) ↪→ “D(0)

X,k,Q(U) pour les ouverts
affines U munis d’une coordonnée étale.

Structure de K-algèbre de Banach sur “D(0)
X,k,Q(U)

On munit maintenant l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) d’une norme multiplicative complète | · |k. Dans

un premier temps, on suppose encore que x est un point κ-rationnel de X.
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Définition 1.2.1. Soit P =
∑∞
n=0 an · (ωk∂)n un élément de “D(0)

X,k,Q(U). On pose

1. |P |k = maxn≥0{|an|} ;

2. Nk(P ) = max{n ∈ N : |an| = |P |k} ;

3. Nk(P ) = N(aNk(P )).

Les coefficients an sont des éléments de la K-algèbre affinoïde OX,Q(U) ; |an| est la norme
spectrale de an. On rappelle que si

∑
i≥0 αi · ti est l’écriture comme série de aNk(P ) sur

]x[∩UK , alors |P |k = |αNk(P )|.

Soit P =
∑
n≥0 an · (ωk∂)n un opérateur non nul de “D(0)

X,k,Q(U). On fixe un scalaire α ∈ K
tel que |α| = (maxn≥0 |an|)−1. Il s’agit bien d’un élément de |K|× d’après le lemme 1.1.1.
Alors αP est de norme 1 et l’opérateur αP appartient à “D(0)

X,k(U). L’entier Nk(P ) est le
plus grand indice n tel que |α · an| = |αP |k = 1. Ainsi, le nombre Nk(P ) est l’ordre de
l’opérateur (αP mod ω) dans la κ-algèbre DX,k(U). Cet entier ne dépend pas du choix de
α. De plus, Nk(P ) = Nk(αP ) est la valuation de α · aNk(P ) modulo ω dans OX,x d’après le
lemme 1.1.3. Ce nombre ne dépend pas non plus de α.

Les entiers Nk(P ) et Nk(P ) coïncident donc respectivement avec l’ordre et la valuation de
(αP mod ω) dans DX,k(U) pour tout scalaire α ∈ K vérifiant |αP |k = 1. Par ailleurs, ces
définitions sont indépendantes du choix des coordonnées locales sur U .

Lemme 1.2.2. La norme | · |k et les fonctions Nk et Nk ne dépendent pas du choix du
système de coordonnées locales.

Démonstration. Soit (t′, ∂′) un autre système de coordonnée locale sur l’ouvert U . Puisque
∂′ est un générateur du faisceau tangent OU · ∂, il existe α ∈ OX(U)× tel que ∂′ = α · ∂. On
a |α| = 1 (puisque |α| ≤ 1 et α est inversible). Soit P =

∑
n≥0 an · (ωk∂′)n un élément de“D(0)

X,k,Q(U). Sa norme |P |k pour le système de coordonnées locales (t′, ∂′) est le maximum
des normes spectrales des fonctions an.

Par ailleurs, P =
∑
n≥0 an · (αωk∂)n. On a (α∂)2 = α2∂2 + α∂(α)∂. Or |∂n(α)| ≤ |α| = 1,

donc le coefficient de ∂ a une norme spectrale inférieure à un. Une récurrence montre que

(α∂)n = αn∂n +
n−1∑
m=0

bm∂
m
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avec |bm| ≤ 1 pour tout m. Il vient

P =
∑
n≥0

an

[
αn(ωk∂)n + ωkn

n−1∑
m=0

bm

]

=
∑
n≥0

anα
n(ωk∂)n +

∑
n≥1

anω
k
n−1∑
m=0

ωk(n−m+1)bm(ωk∂)m

︸ ︷︷ ︸∑
n≥0

βn(ωk∂)n

avec |βn| ≤ |ω|k · |P |k et |anαn| = |an|. Lorsque k > 0, |βn| < |P |k et il est clair que la
norme de P pour le système de coordonnée locale (t, ∂) est aussi donnée par le maximum
maxn∈N |an|. Pour k = 0, le résultat reste vrai. En effet, dans la seconde somme, le coefficient
de (ωk∂)n est une combinaison des ak pour k > n et des bm.

On rappelle que la norme |P |k et les entiers Nk(P ) et Nk(P ) dépendent du point x initial.
Ce sont des notions locales en x.
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Proposition 1.2.3.

1. Les K-algèbres “D(0)
X,k(U) et “D(0)

X,k,Q(U) sont complètes pour la norme | · |k.

2. La norme induite sur tout “D(0)
X,k,Q-module cohérent est complète.

3. Pour tous opérateurs P et Q de Γ(U, “D(0)
X,k,Q), on a

|PQ|k = |P |k · |Q|k,

Nk(PQ) = Nk(P ) +Nk(Q),

Nk(PQ) = Nk(P ) +Nk(Q).

Démonstration. Le premier point découle du fait que l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) est complète pour

la topologie ω-adique et que la norme spectrale est équivalente à la topologique ω-adique
sur OX,Q(U). On munit tout “D(0)

X,k,Q(U)-module cohérent E(U) de la norme induite par des
présentations locales de E. Elle est complète et ne dépend pas des présentations choisies
puisque la norme | · |k de “D(0)

X,k,Q est multiplicative par 3 (en fait sous-multiplicative suffit).
Cela montre le second point.

Soit maintenantH =
∑
n≥0 an ·(ωk∂)n et Q =

∑
n≥0 bn ·(ωk∂)n deux éléments de “D(0)

X,k,Q(U).
On a

HQ =
∑
i≥0

ai · (ωk∂)i

Ñ∑
j≥0

bj · (ωk∂)j

é
=
∑
i,j≥0

(
i∑

`=0

Ç
i

`

å
ωk` · ∂`(bj) · ωk(i+j−`) · ∂i+j−`

)

=
∑
u≥0

∑
`≥0

0≤j≤u

ÇÇ
u+ `− j

`

å
· au+`−j · ωk` · ∂`(bj)

å
︸ ︷︷ ︸

αu∈OX,Q(U)

(ωk∂)u

On remarque déjà que∣∣∣∣∣
Ç
u+ `− j

`

å
· au+`−j · ωk` · ∂`(bj)

∣∣∣∣∣ ≤ |au+`−j | · |∂`(bj)| ≤ |au+`−j | · |bj | ≤ |H|k · |Q|k
Ainsi |HQ|k ≤ |H|k · |Q|k. Pour u = Nk(H) + Nk(Q), ` = 0 et j = Nk(Q), le coefficient
associé dans la somme définissant αu est aNk(H) · bNk(Q). En particulier, ce terme est de
norme |H|k · |Q|k. Si j ≥ Nk(Q), alors |bj | < |Q|k. Si j < Nk(Q) ou si j ≤ Nk(Q) et ` ≥ 1,
alors u + ` − j > Nk(P ). Donc |au+`−j | < |P |k. Dans tous ces cas, la norme du terme
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associé dans αu est strictement inférieure à |H|k · |Q|k. Ceci prouve que |αu| = |H|k · |Q|k.
Autrement dit, |HQ|k = |H|k · |Q|k.
Si u > Nk(H) + Nk(Q), on montre de manière analogue que |αu| < |H|k · |Q|k. Ainsi,
Nk(HQ) = Nk(H)+Nk(Q). On peut supposer les opérateurs H et Q de norme un. Dans ce
cas, Nk(H) = v(aNk(H) mod ω) = et Nk(Q) = v(bNk(Q) mod ω), où v est la valuation de
OX,x. Puisque αNk(H)+Nk(Q) = aNk(H)×bNk(Q)+ (un terme de norme spectrale strictement
inférieure), on a bien

Nk(HQ) = v(aNk(H) · bNk(Q) mod ω) = v(aNk(H) mod ω) + v(bNk(Q) mod ω)

= Nk(H) +Nk(Q)

Applications

On énonce maintenant quelques propriétés de l’algèbre de Banach (“D(0)
X,k,Q(U), | · |k). Les

preuves sont adaptées de celles de Laurent Garnier pour un niveau de congruence k ∈ N.
La proposition suivante caractérise l’inversibilité des éléments du faisceau “D(0)

X,k,Q à l’aide
des fonctions Nk et Nk.

Proposition 1.2.4. On suppose que x est un point κ-rationnel. Soit P un opérateur diffé-
rentiel de “D(0)

X,k,Q(U). Il existe un ouvert V de U contenant x sur lequel P est inversible si

et seulement si Nk(P ) = Nk(P ) = 0. Si de plus |P |k = 1, alors P−1 ∈ “D(0)
X,k(V ).

Démonstration. Si P est inversible d’inverse P−1 , alors Nk(P ) + Nk(P
−1) = Nk(1) = 0.

Donc Nk(P ) = 0 puisque Nk(P ) est un entier positif. De même, Nk(P ) = 0. Réciproque-
ment, on suppose que Nk(P ) = Nk(P ) = 0. On écrit P =

∑
n≥0 an · (ωk∂)n. Ces deux

conditions signifient que |a0| > |an| pour tout n > 0 et que a0 n’a pas de zéro sur ]x[.
Autrement dit, a0 est inversible sur l’ouvert V = U{a0}∪{x} de U . Sur cet ouvert, l’inverse
de P est donné par la série classique

P−1 =
∑
i≥0

Ñ
−
∑
j≥1

aj
a0

(ωk∂)j

éi

a−10

Cet opérateur converge puisque∣∣∣∣∣∣∑j≥1
aj
a0

(ω∂)j

∣∣∣∣∣∣
k

= max
j≥1

ß∣∣∣∣aja0 ∣∣∣∣™ < 1

Ainsi P−1 définit bien un élément de “D(0)
X,k,Q(V ). Si maintenant P est de norme un, alors les

coefficients an et a−10 sont des éléments de OX(V ). Il en découle que P−1 ∈ “D(0)
X,k(V ).
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On fixe une clôture algébrique K de K. A partir de maintenant, et pour le reste de ce
document, x n’est plus supposé κ-rationnel. C’est un point κ′-rationnel pour une certaine
extension finie κ′ de κ. On note K ′ l’extension finie de K dans K dont le corps résiduel est
κ′. Quitte à étendre K par K ′, on peut définir les fonctions Nk et Nk des opérateurs de“D(0)

X,k,Q(U) en x.

Puisque l’extension K ′/K est finie, l’algèbre K〈T1, . . . , Tn〉 ⊗K K ′ est complète. Ainsi,
la K ′-algèbre de Tate Tn(K ′) coïncide avec Tn(K) ⊗K K ′. On munit K ′ de l’extension
non normalisée de la valeur absolue de K, notée encore | · |. Le morphisme canonique
Tn(K) → Tn(K ′) est une isométrie de K-algèbres pour les normes de Gauss, égales aux
normes spectrales. Plus généralement, si A est une K-algèbre affinoïde, alors A′ = A⊗KK ′
est une K ′-algèbre affinoïde. Le morphisme canonique A → A′ est une isométrie de K-
algèbres affinoïdes. Lorsque A est intègre, la norme spectrale est une norme sur A et le
morphisme précédent est une isométrie pour les normes spectrales.

On munit “D(0)
X,k,Q(U) ⊗K K ′ de la norme de K ′-algèbre |P ⊗ λ|′k = |λ| · |P |k. Comme

le morphisme canonique OX,Q(U) → OX,Q(U) ⊗K K ′ est une K-isométrie, le morphisme“D(0)
X,k,Q(U) → “D(0)

X,k,Q(U) ⊗K K ′ est une isométrie de K-algèbres. Soit P ∈ “D(0)
X,k,Q(U). La

fonction Nk(P ) ne dépend donc pas de l’extension finie K ′ de K mais seulement de P : cet
entier est le même aussi bien dans (“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) que dans (“D(0)
X,k,Q(U)⊗K K ′, | · |′k).

Corollaire 1.2.5. Un opérateur différentiel P ∈ “D(0)
X,k,Q(U) est inversible au voisinage de

x si et seulement si Nk(P ) = Nk(P ) = 0.

Démonstration. La proposition 1.2.4 montre que P est inversible au voisinage de x après
extension des scalaires de K à K ′. Soit V ⊂ U un ouvert contenant x sur lequel P est
inversible. On écrit P =

∑∞
n=0 an · (ωk∂)n ∈ “D(0)

X,k,Q(V ). Puisque a0 est inversible dans
OX,Q(V ) ⊗K K ′ et puisque a0 appartient à OX,Q(V ), a0 est inversible dans OX,Q(V ). L’in-
verse P−1 =

∑
i≥0
Ä
−∑j≥1

aj
a0

(ωk∂)j
äi
a−10 de P dans “D(0)

X,k,Q(V )⊗K K ′ appartient donc à

l’algèbre “D(0)
X,k,Q(V ).

Ce critère d’inversibilité permet de démontrer que l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) est simple.

Proposition 1.2.6. Pour tout ouvert affine V de X, “D(0)
X,k,Q(V ) est une algèbre simple.

Démonstration. Soit I un idéal bilatère non nul de “D(0)
X,k,Q(V ) et x ∈ V un point fermé. On

va montrer qu’il existe un voisinage ouvert affine W de x dans V tel que I|W contienne un
élément inversible dans “D(0)

X,k,Q(W ). Les points fermés étant denses dans V , ceci implique que



26 CHAPITRE 1. PROPRIÉTÉS DU FAISCEAU “D(0)
X,k,Q

I = “D(0)
X,k,Q(V ). D’après le corollaire 1.2.5, il suffit de montrer que quitte à réduire l’ouvert

V , l’idéal I contient un élément P vérifiant Nk(P ) = Nk(P ) = 0. On peut remplacer K
par une extension finie afin que x soit rationnel et supposer que V est affine.

On part d’un opérateur différentiel non nul H =
∑
i≥0 ai · (ωk∂)i appartenant à I. Comme

I est un idéal bilatère, les crochets [H, t] = Ht − tH et [H, t]n+1 := [[H, t]n, t] pour tout
entier n ∈ N restent des éléments de l’idéal I. On a [H, t] = ωk ·∑i≥1 iai · (ωk∂)i−1 et

[H, t]Nk(H) = (ωkNk(H) ·Nk(H)!)
∑

i≥Nk(H)

Ç
i

Nk(H)

å
· ai · (ωk∂)i−Nk(H)

Pour tout i > Nk(H), on a ∣∣∣∣∣
Ç

i

Nk(H)

å
· ai

∣∣∣∣∣ ≤ |ai| < |aNk(H)|

Autrement dit, Nk([H, t]
Nk(H)) = 0. Ainsi, quitte à remplacer H par [H, t]Nk(H), on peut

supposer que Nk(H) = 0. Par ailleurs,

ωk · ∂ · ai · (ωk∂)i = ωk · ∂(ai) · (ωk∂)i + ai · (ωk · ∂)i+1

Donc

[H,ωk∂] = Hωk∂ − ωk∂H =
∑
i≥0

Ä
ai · (ωk∂)i+1 − ωk∂ · ai · (ωk∂)i

ä
= −ωk

∑
i≥0

∂(ai) · (ωk∂)i

Ainsi, [H,ωk∂]Nk(H) = (−ωk)Nk(H)∑
i≥0 ∂

Nk(H)(ai) · (ωk∂)i. Puisque Nk(H) = 0, on a :

∀i ≥ 1, |∂Nk(H)(ai)| ≤ |Nk(H)!| · |ai| < |Nk(H)!| · |H|k

Sur ]x[∩UK , on peut écrire a0 =
∑
i≥0 αi · ti, αi ∈ K. On a

∂Nk(H)(a0) = Nk(H)!
∑

i≥Nk(H)

Ç
i

Nk(H)

å
· αi · ti−Nk(H)

Comme Nk(H) = N(a0), on a

∀i > Nk(H),

∣∣∣∣∣
Ç

i

Nk(H)

å
αi

∣∣∣∣∣ ≤ |αi| < |αNk(H)| = |αN(a0)| = |H|k

Ainsi, |∂Nk(H)(a0)| = |Nk(H)!| · |α0| = |Nk(H)!| · |H|k et Nk(∂
Nk(H)(a0)) = 0. Ceci montre

que [H,ωk∂]Nk(H) est un élément de l’idéal I de fonctions Nk et Nk nulles. Quitte à réduire
l’ouvert V contenant x, l’opérateur H est inversible dans “D(0)

X,k,Q(V ).
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1.3 Théorèmes de division

Dans cette section, les divisions sont toutes écrites à gauche. Elles restent vraies à droites
pour des énoncés analogues. On commence par démontrer des résultats de division dans
DX,k,x. Ils sont plus simples à démontrer puisqu’on manie des opérateurs différentiels finis.
Les preuves pour DX,k,x sont analogues à celles de l’article [16]. Les divisions dans “D(0)

X,k,Q
peuvent se déduire de ces dernières.

1.3.1 Divisions dans DX,k,x

Soit U un ouvert affine de X contenant x admettant une coordonnée locale associée à x. La
κ-algèbre DX,k(U)⊗OX(U)OX,x est isomorphe à l’algèbre

⊕
n∈N OX,x · ∂nk , où ∂k est l’image

de ωk∂ après réduction modulo ω. Il s’agit de l’algèbre des opérateurs différentiels en ∂k à
coefficients dans l’anneau de valuation discrète OX,x. On rappelle que t est une uniformisante
de OX,x. On note toujours v la valuation de OX,x. L’algèbre DX,k(U)⊗OX(U)OX,x ne dépend
pas du choix de l’ouvert affine U contenant x. On a alors DX,k,x = DX,k(U)⊗OX(U) OX,x.

Soit P = αd ·∂dk + · · ·+α1 ·∂k +α0 un opérateur non nul d’ordre d = deg(P ) de DX,k,x. On
appelle valuation de P celle de son coefficient dominant : v(P ) = v(αd). L’exposant Exp(P )
de P est le couple (v(P ),deg(P )) de N2. Soit Q est un autre opérateur de DX,k,x. On vérifie
que Exp(PQ) = Exp(P ) + Exp(Q). On dispose dans DX,k,x de la division suivante.

Lemme 1.3.1. Soit H et P deux éléments de DX,k,x avec P non nul. On note (v, d)
l’exposant de P . Alors H s’écrit uniquement sous la forme H = QP +R + S avec Q,R et
S dans DX,k,x vérifiant :

1. R est d’ordre < d ;

2. S =
∑
d≤i≤d(H) µi · ∂ik, où µi ∈ OX,x est de valuation strictement inférieure à v.

Soit I un idéal à gauche non nul de DX,k,x. On note deg(I) le minimum des ordres des
éléments non nuls de I et v(I) le minimum des valuations des éléments non nuls de I.

Définition 1.3.2. On définit l’exposant d’un idéal I de DX,k,x par

Exp(I) = {(v(P ), deg(P )), P ∈ I\{0}} ⊂ N2

On vérifie pour tous entiers naturels i et j que

Exp(ti · P ) = (i, 0) + Exp(P ) et Exp(∂jk · P ) = (0, j) + Exp(P )

On en déduit que Exp(I) = Exp(I) + N2. Ainsi, l’exposant de I est une partie de N2

délimitée inférieurement par un escalier fini.
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Soit P1 un élément de I d’ordre minimal d et de valuation minimale parmi les éléments de
I d’ordre d. On choisit récursivement un élément Pi+1 de I d’ordre deg(Pi+1) = deg(Pi)+1
et de valuation minimale parmi les éléments de même ordre jusqu’à obtenir un élément Pr
de valuation minimale dans I.

On obtient ainsi une famille d’opérateurs (P1, . . . , Pr) échelonnée pour l’ordre telle que Pi
soit de valuation minimale parmi les éléments de même ordre, telle que deg(I) = d(P1) soit
l’ordre minimal des éléments de I et telle que v(I) = v(Pr) soit la valuation minimale des
éléments de I. Une telle famille est appelée base de division de I.

Soit I un idéal de DX,k et x ∈ X. Alors Ix est un idéal de DX,k,x = DX,k ⊗V OX,x. On
appelle base de division de I relativement au point x une base de division (P1, . . . , Pr) de
l’idéal Ix. Les opérateurs P1, . . . , Pr sont des éléments de I(U) pour un certain ouvert affine
U contenant x. La figure ci-dessous illustre graphiquement le positionnement d’une base de
division vis-à-vis de l’exposant de I en x.

valuation

degré

0

•
P1

•
P2

•P3

•
P4

•P5

•
Pr

•
v(I) = v(Pr)

•
v(P1)

•d(I)

•d(I) + 1

•d(I) + 2

•d(I) + r − 1 Exp(I)

Escalier et base de division de I en x

Soit I un idéal cohérent non nul de DX,k,x. On déduit du lemme 1.3.1 la division suivante
selon une base de division de l’idéal I.
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Proposition 1.3.3. Soit (P1, . . . , Pr) une base de division de I. Alors tout élément H de
DX,k,x se décompose uniquement sous la forme H =

∑r
i=1QiPi +R+ S avec

1. Q1, . . . , Qr−1 ∈ OX,x et Qr, R, S ∈ DX,k,x ;
2. deg(R) < deg(I) = deg(P1) ;
3. S s’écrit

S =
∑

deg(I)≤`≤deg(H)

µ` · ∂`k

où µ` ∈ OX,x vérifie v(µ`) < v(P`) si d(P1) ≤ ` ≤ d(Pr) et v(µ`) < v(Pr) si
d(Pr) ≤ ` ≤ d(H).

Démonstration. On effectue la division de H par Pr (lemme 1.3.1). On effectue ensuite la
division du reste par Pi−1. Enfin on réitère les divisions jusqu’à arriver à P1.

Cette proposition implique clairement le corollaire suivant. En effet, pour des raisons d’ordre
et de valuation, l’opérateur H appartient à I si et seulement si R+ S = 0.

Corollaire 1.3.4. Toute base de division de I engendre l’idéal I.

On fixe une base de division (P1, . . . , Pr) de I. On note Exp(Pi) = (αi, di), où d = d1
est l’ordre minimum des éléments de I et di+1 = di + 1. On suppose les Pi normalisés.
Autrement dit, le terme dominant de Pi est de la forme tαi · ∂dik . Puisque l’exposant de
tαi−1−αi ·Pi est au dessus de l’escalier engendré par P1, . . . , Pi−1, la division de tαi−1−αi ·Pi
par I s’écrit :

tαi−1−αi · Pi = (∂k + µi,i−1) · Pi−1 + µi,i−2 · Pi−2 + · · ·+ µi,1 · P1, µi,j ∈ OX,x

On appelle Ri cette relation. On note R ∈ Mr−1,r(DX,k,x) la matrice transposée de

∂k + µ2,1 µ3,1 . . . . . . µr,1
−tα1−α2 ∂k + µ3,2 µ4,2 . . . µr,2

−tα2−α3 ∂k + µ4,3 . . . µr,3

−tα3−α4 . . .
...

0
. . .

...
−tα3−α4 ∂k + µr,r−1

−tαr−1−αr


On obtient alors le complexe suivant :

0 // (DX,k,x)r−1
·R // (DX,k,x)r

ϕ // I // 0 (1.1)

où ϕ(Q1, . . . , Qr) = Q1 · P1 + · · ·+Qr · Pr.
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Proposition 1.3.5. La suite 1.1 est exacte. Il s’agit donc d’une résolution de I en tant
que DX,k,x-module à gauche.

Démonstration. Il suffit de montrer que si A1P1 + · · · + ArPr = 0 est une relation nulle,
alors les Ai sont engendrés par les relations Ri. Soit ` ∈ {1, . . . , r + 1} et j ≥ 0. On note
Rj,` l’ensemble des relations nulles (A1, . . . , Ar) vérifiant{

∀ ` ≤ i ≤ r , d(Ai) ≤ j
∀ 1 ≤ i < ` , d(Ai) < j

Puisque les Pi sont de degrés deux à deux distincts, on a

R0,1 = {(A1, . . . , Ar} : ∀ 1 ≤ i ≤ r, d(Ai) = 0} = 0

De plus, Rj−1,1 = Rj,r+1 = Rj,r. La première égalité est claire et la seconde s’obtient par
une considération des degrés. En effet, soit (A1, . . . , Ar) ∈ Rj,r. Par définition, d(Ar) ≤ j
et d(Ai) < j− 1 pour tout entier 1 ≤ i ≤ r− 1. Si d(Ar) = j , alors A1P1 + . . . Ar−1Pr−1 =
−ArPr est de degré j + dr, mais chacun des termes de la somme a un degré inférieur à
(j − 1) + dr−1 < j + dr. Ainsi, d(Ar) < j et (A1, . . . , Ar) ∈ Rj,r+1.

Il faut prouver que tous les éléments des Rj,` sont engendrés par les Ri. L’égalité que l’on
vient de montrer permet de passer de l’indice j à l’indice j+1. Une récurrence décroissante
sur ` montre que si Rj,`+1 est engendré par les relations Ri, alors Rj,` l’est aussi. Soit
(A1, . . . , Ar) dans Rj,`. On peut écrire A` = µ∂`k +A′` avec µ ∈ OX,x et A′` de degré < `. En
particulier, (A1, . . . , A

′
`, . . . , Ar) ∈ Rj,`+1 et l’hypothèse de récurrence sur Rj,`+1 implique

que (A1, . . . , Ar) − µ∂`−1k R`+1 ∈ Rj,`+1. Il en découle que Rj,` est aussi engendré par les
relations Ri.

Lemme 1.3.6. Soit I et J deux idéaux non nuls de DX,k,x tels que DX,k,x/I ' DX,k,x/J .
Alors Exp(I) = Exp(J). Plus généralement, si DX,k,x/I est un sous-module de DX,k,x/J ,
alors Exp(J) ⊂ Exp(I).

Démonstration. On munit DX,k,x de la graduation donnée par le degré en la dérivation
∂k. On considère pour les idéaux de DX,k,x la filtration induite par l’intersection avec la
filtration de DX,k,x. On vérifie que si DX,k,x/I ' DX,k,x/J , alors

gr(DX,k,x)/ gr(I) ' gr(DX,k,x)/ gr(J)

en tant que gr(DX,k,x)-modules à gauche. On se ramène ainsi au cas commutatif. Les
éléments inversibles des algèbres DX,k,x et gr(DX,k,x) sont exactement les éléments d’ex-
posant nul d’après la proposition 1.2.5. On en déduit que (gr(DX,k,x))× = κ× et que
gr(DX,k,x)/ gr(I) ' gr(DX,k,x)/ gr(J) via la multiplication par un élément α de κ×. Il en dé-
coule que gr(I) est isomorphe à gr(J) via la multiplication par α et donc que Exp(gr(I)) =
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Exp(gr(J)). Enfin, il est clair que Exp(I) = Exp(gr(I)) et que Exp(J) = Exp(gr(J)), d’où
le résultat. Le second point du lemme s’obtient en observant que gr(J) est isomorphe à un
sous-module de gr(I) via la multiplication par un élément de κ×.

Remarque 1.3.7. Lorsque k ≥ 1, DX,k,x est un anneau de polynômes en la variable ∂k. Il
n’est pas nécessaire de prendre le gradué dans la preuve du lemme précédent pour conclure.

1.3.2 Théorèmes de division dans “D(0)
X,k,Q

Les résultats de cette partie sont une adaptation des théorèmes de division énoncés par
Laurent Garnier dans [10] pour “D(0)

X,Q au cas des “D(0)
X,k,Q-modules cohérents. Les preuves se

généralisent immédiatement pour un niveau de congruence k.

Définition 1.3.8. Soit P un opérateur différentiel de “D(0)
X,k,Q(U).

1. On appelle coefficient dominant de P son coefficient d’indice Nk(P ). Si |P |k = 1, il
s’agit du coefficient dominant de P̄ = (P mod ω) après réduction modulo ω.

2. On dit que P est dominant (où Nk-dominant) si P est un opérateur fini d’ordre
Nk(P ). Cette condition signifie que le coefficient de plus haut degré de P est de
norme maximale, ou de manière équivalente que P et P̄ ont le même ordre lorsque
|P |k = 1.

Proposition 1.3.9. Soit P un opérateur non nul de “D(0)
X,k,Q(U). On note b son coefficient

dominant et V l’ouvert U{b}∪{x} de U . Alors tout élément H de “D(0)
X,k,Q(U) s’écrit unique-

ment sous la forme H = QP +R+ S avec :

1. Q,R, S ∈ “D(0)
X,k,Q(V ) ;

2. R est d’ordre fini < Nk(P ) ;

3. S =
∑
i≥Nk(P ) µi · (ω

k∂)i, µi ∈ K[t] de degré < Nk(P ) ;

4. |H|k = max{|Q|k · |P |k, |R|k, |S|k}.

Si H ∈ “D(0)
X,k(U), alors R et S appartiennent à “D(0)

X,k(V ). Si de plus |P |k = 1, alors Q

appartient à “D(0)
X,k(V ).

Si Nk(P ) = 0, alors S = 0 puisque ses coefficients sont des polynômes de degrés strictement
inférieurs à Nk(P ). En se restreignant à l’ouvert V = U{b}, on peut factoriser P par b et
supposer que Nk(P ) = 0. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.10. Soit P un opérateur non nul de “D(0)
X,k,Q(U) de coefficient dominant b. Si

V = U{b}, alors tout élément H de “D(0)
X,k,Q(U) s’écrit uniquement sous la forme H = QP+R

avec :
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1. Q,R ∈ “D(0)
X,k,Q(V ) ;

2. R est d’ordre fini < Nk(P ) ;
3. |H|k = max{|Q|k · |P |k, |R|k}.

Ces théorèmes de divisions permettent de démontrer deux versions du lemme de Hensel
pour tout opérateur différentiel de “D(0)

X,k,Q(U).

Proposition 1.3.11 (Lemme de Hensel). Soit H un opérateur non nul de “D(0)
X,k,Q(U) de

coefficient dominant b. On note encore V = U{b} ∪ {x}. Alors H se décompose uniquement
sous la forme H = QP + S avec

1. Q,P, S ∈ “D(0)
X,k,Q(V ) ;

2. P est Nk-dominant de coefficient dominant b ;
3. S =

∑
i≥Nk(H) µi · (ω

k∂)i avec µi ∈ K[t] de degré < Nk(P ) ;

4. |Q|k = 1 et il existe un ouvert W ⊂ U tel que Q soit inversible dans “D(0)
X,k,Q(W ) ;

5. |S|k < |H|k.

En ne cherchant plus à énoncer une division sur un ouvert contenant x, on obtient la version
suivante du lemme d’Hensel.

Proposition 1.3.12 (Lemme de Hensel). Soit H ∈ “D(0)
X,k,Q(U)\{0} de coefficient dominant

b. Alors H se décompose uniquement sous la forme H = QP avec

1. Q,P ∈ “D(0)
X,k,Q(U{b}) ;

2. P est Nk-dominant de coefficient dominant b ;

3. |Q|k = 1 et Q est inversible dans “D(0)
X,k,Q(U{b}).

Les deux corollaires suivant se déduisent immédiatement de la division selon un opérateur
de “D(0)

X,k,Q.

Corollaire 1.3.13. Soit M = “D(0)
X,k,Q/P un “D(0)

X,k,Q-module cohérent à gauche donné par un

opérateur différentiel P de “D(0)
X,k,Q(U). Alors il existe un ouvert V de U (obtenu en retirant

les zéros du coefficients dominant de P ) sur lequel M|V ' “D(0)
X,k,Q/P̃ avec P̃ un opérateur

Nk-dominant de même coefficient dominant que P . De plus, M|V est un OX,Q-module libre
de rang Nk(P ).

Démonstration. On applique le lemme d’Hensel à P avec V l’ouvert sur lequel le coefficient
dominant de P est inversible. On peut écrire P = QP̃ avec P̃ vérifiant les conditions de
l’énoncé et Q un opérateur inversible dans “D(0)

X,k,Q(V ). On en déduit que M|V ' “D(0)
X,k,Q/P̃ .
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La seconde partie de l’énoncé découle du théorème de division dans “D(0)
X,k,Q(V ) puisque

le coefficient dominant de P̃ est inversible sur V : tout élément H de “D(0)
X,k,Q(V ) s’écrit

uniquement sous la forme H = QP̃ + R avec R ∈ “D(0)
X,k,Q(V ) un opérateur différentiel fini

d’ordre < Nk(P ).

Ce corollaire implique le résultat suivant.

Corollaire 1.3.14. Soient P,Q ∈ “D(0)
X,k,Q(U) tels que “D(0)

X,k,Q/P ' “D(0)
X,k,Q/Q en tant que“D(0)

X,k,Q-modules à gauche. Alors Nk(P ) = Nk(Q).

Démonstration. Soit V un ouvert contenu dans U sur lequel “D(0)
V,k,Q/P ' “D(0)

V,k,Q/P̃ et“D(0)
V,k,Q/Q ' “D(0)

V,k,Q/Q̃ avec P̃ et Q̃ des opérateurs finis d’ordre Nk(P ) et Nk(Q) res-
pectivement. Ces deux modules sont des OV,Q-modules libres de rang Nk(P ) et Nk(Q)

respectivement. Puisqu’ils sont isomorphes en tant que “D(0)
V,k,Q-modules, ils sont isomorphes

en tant que OV,Q-modules. On en déduit que Nk(P ) = Nk(Q).

La proposition suivante provient de l’existence d’une division « euclidienne » sur “D(0)
X,k,Q

(corollaire 1.3.10) et du lemme d’Hensel (proposition 1.3.12). La preuve est analogue à celle
de la proposition 5.1.2 de l’article [10] de Laurent Garnier.

Proposition 1.3.15. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et U un ouvert affine de X conte-

nant x. Alors il existe un ouvert affine non vide V contenu dans U , un opérateur fini
dominant P de “D(0)

X,k,Q(V ) et un entier n tels que

M|V ' (“D(0)
V,k,Q/P )⊕ (“D(0)

V,k,Q)n

Remarque 1.3.16. L’ouvert V donné dans la proposition ne contient pas nécessairement
le point x. Pour avoir une division euclidienne, il faut pouvoir réduire l’ouvert en retirant
les zéros du coefficient dominant de l’opérateur. On ne donc pas espérer avoir une telle
description locale de M au voisinage de chaque point de X.

1.3.3 Base de division d’un idéal de “D(0)
X,k,Q

On termine cette section par rappeler ce qu’est une base de division d’un idéal cohérent
non nul I de “D(0)

X,k,Q. Une telle base permettra de calculer la variété caractéristique du“D(0)
X,k,Q-module cohérent “D(0)

X,k,Q/I. On donne ensuite un résultat de division selon une base
de division d’un tel idéal. On explicite aussi une résolution libre finie de l’idéal I en tant
que “D(0)

X,k,Q-module à gauche. On en déduit une résolution libre finie explicite de longueur
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deux du module cohérent “D(0)
X,k,Q/I. Les “D(0)

X,k,Q-modules holonomes étant exactement les

quotients de “D(0)
X,k,Q par un idéal non nul, on obtient ainsi une résolution libre finie de

longueur trois pour n’importe quel module holonome.

On commence par définir la notion de base de division en x au niveau de la fibre spéciale
X de X. Soit U un ouvert affine contenant x admettant une coordonnée locale associée à x.
On rappelle que DX,k,x = DX,k(U)⊗κ OX,x est la κ-algèbre des opérateurs différentiels en
∂k à coefficients dans OX,x et que OX,x est un anneau de valuation discrète d’uniformisante
t. Les notions de base de division en x coïncident entre un idéal cohérent de “D(0)

X,k et sa
réduction modulo ω dans DX,k,x.

Soit I un idéal de DX,k = “D(0)
X,k ⊗V κ et x ∈ X. Alors Ix est un idéal de DX,k,x. On appelle

base de division de I relativement au point x une base de division (P1, . . . , Pr) de l’idéal
Ix. Les opérateurs P1, . . . , Pr sont des éléments de I(U) pour un certain ouvert affine U
contenant x.

Soient maintenant I un idéal à gauche cohérent non nul de “D(0)
X,k,Q et Q ∈ Ix ; Q est un

opérateur de “D(0)
X,k,Q(U) pour un certain ouvert affine U contenant x. On lui associe le couple

(Nk(Q), Nk(Q)) ne dépendant que de x appelé exposant de Q en x. Si Q est de norme un,
on rappelle que Nk(Q) et Nk(Q) sont respectivement la valuation et l’ordre de (Q mod ω)
dans DX,k,x. L’exposant de I en x est

Exp(Ix) = {(Nk(Q), Nk(Q)), Q ∈ Ix\{0}} ⊂ N2

On définit comme pour un idéal de DX,k,x une base de division de I relativement au point
x. C’est une famille d’éléments (P1, . . . , Pr) de Ix échelonnée pour la fonction Nk telle
que Pi soit de fonction Nk minimale parmi les éléments de même fonction Nk, telle que
Nk(I) = Nk(Pr) soit minimale parmi les éléments de I et telle que Nk(I) = Nk(P1) soit
minimale parmi les éléments de I. On demande de plus que les Pi soient normalisés : pour
tout i ∈ {1, . . . , r}, |Pi|k = 1.

Cette dernière condition permet d’assurer la compatibilité des bases de division dans “D(0)
X,k

et dans DX,k,x après réduction modulo ω. En effet, soit I un idéal cohérent non nul de “D(0)
X,k

admettant une base de division en x. On note I la réduction modulo ω de I ; c’est un idéal
cohérent de DX,k et Ix est un idéal de DX,k,x. Alors (P1, . . . , Pr) est une base de division de
I relativement à x si et seulement si (P1 mod ω, . . . , Pr mod ω) est une base de division
de l’idéal Ix. En particulier, les escaliers et les exposants des idéaux I et I coïncident en x.

Les résultats suivants sont démontrés pour k = 0 par Laurent Garnier toujours dans l’article
[10], partie 4. Ils résultent de l’existence d’une division de tout élément de “D(0)

X,k,Q(U) par
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une base de division de l’idéal I en x. Ses preuves s’adaptent immédiatement à un indice
de congruence quelconque.

Lemme 1.3.17. Toute base de division de I en x engendre l’idéal Ix.

Une base de division existe toujours pour les idéaux de “D(0)
X,k,Q. Cependant, ce n’est plus

vrai pour les idéaux de “D(0)
X,k. Si I est un idéal non nul de “D(0)

X,k, alors il n’est pas toujours
possible de normaliser les opérateurs Pi. En effet, de la ω-torsion peut poser problème. Le
lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que l’idéal I admette une
base de division en x.

Lemme 1.3.18. Un idéal cohérent I non nul de “D(0)
X,k admet une base de division relative-

ment à x si et seulement si “D(0)
X,k/I est sans ω-torsion au voisinage de x.

On a vu précédemment que tout idéal à gauche I de DX,k,x admet une résolution en tant
que DX,k,x-module à gauche de la forme

0 // (DX,k,x)r−1 // (DX,k,x)r // I // 0

Une telle résolution existe au voisinage de x pour un idéal cohérent I de “D(0)
X,k admettant

une base de division relativement au point x. Cela provient du fait qu’une base de division
de I en x coincide avec une base de division de en x de (I mod ω) dans DX,k,x. La propriété
suivante, à condition d’avoir une base de division, fournit une présentation finie d’un idéal
cohérent à gauche de “D(0)

X,k en tant que “D(0)
X,k-module à gauche. Il s’agit de la proposition

4.3.1 de [10].

Proposition 1.3.19. On suppose que x est un point κ-rationnel. Soit I un idéal cohérent
non nul de “D(0)

X,k admettant une base de division (P1, . . . , Pr) relativement à x. Alors il existe

un ouvert affine U de X contenant x et une matrice de relation R ∈ Mr−1,r(“D(0)
X,k) obtenue

à partir des Pi pour lesquels le complexe suivant de “D(0)
X,k,Q-modules est exacte ;

0 // (“D(0)
U,k)

r−1 ·R // (“D(0)
U,k)

r // I|U // 0

Démonstration. Soit bi le coefficient d’indice Nk(Pi) de Pi et λ < 1 tel que D(0, λ+)
contienne toutes les racines des fonctions bi|]x[. D’après le lemme d’Hensel, bi|D(0,λ+) est le
produit d’un polynôme de V[t] de degré N(bi, λ) = N(bi) = Nk(Pi) à racines dans D(0, λ+)
et d’une série µi inversible dans D(0, λ+) de norme 1. Comme |bi| = limλ→1− ‖bi‖λ = 1, on
peut écrire

bi =

Ñ
tNk(Pi) +

Nk(Pi)−1∑
j=0

αj · tj
é
· µi
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ou µi est inversible sur ]x[ de norme spectrale 1. En particulier, µi se prolonge sur un ouvert
UK , ou U est un ouvert affine de X contenant x. Ainsi, µi ∈ O×X (U) et quitte à modifier
Pi, on peut supposer que bi = tNk(Pi) +

∑Nk(Pi)−1
j=0 αj · tj . Puisque Nk(Pi+1) = Nk(Pi) + 1,

(tNk(Pi)−Nk(Pi+1)Pi+1 − ωk∂Pi mod ω) est d’ordre strictement inférieur à Nk(Pi+1) dans
DX,k,x. Dans la division de cet opérateur par la base de division (Pj mod ω)1≤j≤r, seuls
les opérateurs P1, . . . , Pi interviennent (son exposant est dans l’escalier engendré par P1

mod ω, . . . , Pi mod ω) :

tNk(Pi)−Nk(Pi+1)Pi+1 = ωk∂Pi +
r∑
j=1

µi,jPj +
r∑
j=1

Qi,jPj

avec µi,j ∈ OX(U) et Qi,j ∈ m · “D(0)
X,k(U). Comme pour DX,k,x, on en déduit un complexe

0 // (“D(0)
X,k)

r−1 ·R // (“D(0)
X,k)

r // I // 0

où la matrice R est donnée par les relations obtenues si dessus. Modulo m, on trouve la
matrice de relation de la suite 4.2. Il reste à prouver l’exactitude. Les termes étant complets
pour la topologie m-adique, il suffit de le montrer modulo mn+1 pour tout entier n et de
manière équivalente pour la suite des gradués. Or la réduction modulo m de la suite est
exacte (proposition 1.3.5 sur DX,k,x) puisque la réduction modulo ω de la base de division
(P1, . . . , Pr) est encore une base de division en x. Ainsi, la suite

0 // grV⊗k (DX,k,x)r−1 // grV⊗k (DX,k,x)r // grV⊗k (I/mI) // 0

est aussi exacte puisque grV ' κ[X] est plat. Comme “D(0)
X,k est sans m-torsion, la suite des

gradués est isomorphe à la suite précédente, ce qui donne le résultat.

Soit I◦ un idéal cohérent non nul de “D(0)
X,k tel que “D(0)

X,k/I
◦ soit sans ω-torsion au voisinage de

x. Si “D(0)
X,k/J

◦ est un autre “D(0)
X,k-module cohérent sans torsion tel que “D(0)

X,k/I
◦ ' “D(0)

X,k/J
◦,

alors Exp(I◦x) = Exp(J◦x). Cela résulte du lemme 1.3.6 en réduisant ces “D(0)
X,k-modules mo-

dulo ω. En effet, soit I = (I◦ ⊗V κ)x et J = (J◦ ⊗V κ)x. Alors DX,k,x/I ' DX,k,x/J ,
Exp(I◦x) = Exp(I) et Exp(J◦x) = Exp(J). Le lemme 1.3.6 implique que Exp(I) = Exp(J).
Soit maintenant E◦ un “D(0)

X,k-module cohérent sans ω-torsion tel que E◦x ' “D(0)
X,k/I

◦. On
définit son exposant comme étant celui de l’idéal I◦ : Exp(E◦x) = Exp(I◦x).

On démontre maintenant un résultat plus fort que le corollaire 1.3.14 : si “D(0)
X,k,Q/I '“D(0)

X,k,Q/J en tant que “D(0)
X,k,Q-modules à gauche, alors I et J ont le même exposant en x. En

particulier, ces deux idéaux ont le même escalier.
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Lemme 1.3.20. Soit I et J deux idéaux cohérents non nuls de “D(0)
X,k,Q tels que “D(0)

X,k,Q/I '“D(0)
X,k,Q/J. Alors pour tout point x de X, Exp(Ix) = Exp(Jx).

Démonstration. Soit P1, . . . , Pr une base de division de I relativement au point x. Les
opérateurs P1, . . . , Pr sont définis sur un certain ouvert affine U de X. La question étant
locale en x, on peut supposer que X = U . Soit I◦ l’idéal de “D(0)

X,k engendré par les opérateurs

P1, . . . , Pr. Le “D(0)
X,k-module “D(0)

X,k/I
◦ est sans ω-torsion d’après le lemme 1.3.18 puisque les

opérateurs P1, . . . , Pr forment une base de division de I◦. Alors E◦1 = “D(0)
X,k/I

◦ est un modèle

entier de “D(0)
X,k,Q/I. Par construction de I◦, on a Exp(I◦x) = Exp(Ix).

Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que si E◦2 = “D(0)
X,k/J

◦ est un autre modèle

entier de “D(0)
X,k,Q/I, alors Exp(J◦x) = Exp(I◦x). Puisque E◦1 et E◦2 sont deux modèles entiers de“D(0)

X,k,Q/I, il existe deux entiers relatifs a et b tels que ωaE◦1 ⊂ E◦2 ⊂ ωbE◦1. Comme E◦1 est sans

ω-torsion, E◦1 ' ωaE◦1 en tant que “D(0)
X,k-modules via la multiplication par ωa. On en déduit

que Exp((ωaE◦1)x) = Exp((E◦1)x). On se ramène donc à montrer que E◦1 ⊂ E◦2 implique
Exp((E◦2)x) ⊂ Exp((E◦1)x). Cette inclusion découle alors du lemme 1.3.6 en réduisant ces
modules modulo ω.
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Chapitre 2

‘
D
(0)
X,k,Q-modules holonomes

On adapte dans ce chapitre la dernière partie de l’article [10] de Laurent Garnier. On définit
les “D(0)

X,k,Q-modules holonomes comme étant les “D(0)
X,k,Q-modules cohérents dont la variété

caractéristique est de dimension au plus un. On démontre dans la partie 2.4 que les modules
holonomes sont de longueur finie. Ce résultat découle de l’inégalité de Bernstein établie dans
la partie 2.3 : un “D(0)

X,k,Q-module cohérent est non nul si et seulement si les composantes
irréductibles de sa variété caractéristique sont toutes de dimension au moins un. Elle gé-
néralise pour un niveau de congruence k l’inégalité démontrée par Laurent Garnier. On en
déduit que les multiplicités des variétés caractéristiques vont s’additionner dans la catégorie
des “D(0)

X,k,Q-modules holonomes et qu’un “D(0)
X,k,Q-module cohérent est nul si et seulement ses

multiplicités sont toutes nulles. On désigne toujours par U un ouvert affine de X contenant
x sur lequel on dispose d’une coordonnée locale.

2.1 Rappels sur la variété caractéristique

On rappelle brièvement dans cette partie la construction de la variété caractéristique
des “D(0)

X,k,Q-modules cohérents. Elle est adaptée de celle de Berthelot pour un indice de
congruence k. Cette variété caractéristique est définie comme étant la variété caractéris-
tique « classique » de la réduction modulo ω d’un “D(0)

X,k-module cohérent, donc d’un DX,k-
module cohérent. On peut consulter les notes de Berthelot (par exemple la partie 5.2 de
[7]) ou l’annexe A pour plus de détails sur la variété caractéristique.

On rappelle que DX,k = “D(0)
X,k ⊗V κ est la réduction modulo ω de “D(0)

X,k. C’est un faisceau
d’algèbres sur la fibre spéciale X = X×V Specκ de X. Comme X et X ont le même espace
topologique, on identifie U à un ouvert affine de X. On note ∂k l’image de ωk∂ dans DX,k.

39
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On a
DU,k =

⊕
n∈N

OU · ∂nk

On munit DX,k de la filtration croissante donnée localement par l’ordre des opérateurs
différentiels :

∀m ∈ N, Film(DU,k) =
⊕

0≤n≤m
OU · ∂nk

On note grDX,k =
⊕
m∈N grmDX,k le gradué associé et ξk l’image de ∂k dans gr1(DU,k).

Localement, gr(DU,k) ' OU [ξk] est un anneau de polynômes en une variable sur OU . En
particulier, le fibré cotangent T ∗X de X est isomorphe à Spec gr(DX,k) en tant que κ-
schéma. On identifie ces deux schémas dans la suite. On note π : T ∗X → X la projection
canonique.

Soit P =
∑d
n=0 an · ∂nk un opérateur de DX,k(U) d’ordre d. On lui associe un élément du

gradué grDX,k(U) appelé symbole principal de P par

σ(P ) = ad · ξdk ∈ grdDX,k(U)

Remarque 2.1.1. On rappelle que [ωk∂, x] = ωk · id dans “D(0)
X,k(U). Pour k ≥ 1, on a donc

[∂k, x] = 0 dans DX,k(U). Ainsi, DX,k(U) est une algèbre commutative, donc une algèbre
de polynômes en une variable : DX,k(U) = OX(U)[∂k].

Une filtration (Fil`E)`∈N d’un DX,k-module quasi-cohérent à gauche E est une suite crois-
sante (Fil`E)` de sous OX -modules quasi-cohérents de E telle que

1. E =
⋃
`≥0 Fil`E ;

2. ∀n, ` ∈ N, (FilnDX,k) · (Fil`E) ⊂ Fil`+nE.
Le gradué grE pour une telle filtration est un grDX,k-module. La filtration est appelée
bonne filtration si grE est un grDX,k-module cohérent. Puisque X est quasi-compacte,
tout DX,k-module cohérent admet une bonne filtration globale.

On se donne maintenant un DX,k-module cohérent E muni d’une bonne filtration globale.
On associe à E le OT ∗X -module cohérent suivant

Ẽ = OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1(grE)

Définition 2.1.2. La variété caractéristique de E est le support de Ẽ : CarE = Supp Ẽ.

C’est une sous-variété fermée de T ∗X puisque le module Ẽ est cohérent. La variété carac-
téristique est indépendante du choix de la bonne filtration choisie.

On appelle multiplicités de E les multiplicités des composantes irréductibles de CarE.
Soit C une composante irréductible de CarE et η son point générique. Par définition, la
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multiplicitémC de C est la longueur du (OT ∗X)η-module artinien Ẽη. C’est un entier positif
non nul dès que E est non nul. Lorsque C est un fermé irréductible non vide de T ∗X non
contenu dans CarE, on pose mC = 0.

On note I(CarE) l’ensemble des composantes irréductibles de la variété caractéristique de
E. On définit le cycle caractéristique de E par la somme formelle

CC(E) =
∑

C∈I(CarE)

mC · C

On rappelle le résultat classique suivant qu’on utilisera plus tard.

Proposition 2.1.3. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,k-
modules cohérents. Alors CarN = CarM ∪ CarL. De plus si C est une composante ir-
réductible de CarN , alors mC(N) = mC(M) +mC(L) (avec mC(M) = 0 ou mC(L) = 0 si
C n’est pas dans CarM ou CarL).

Soit maintenant E un “D(0)
X,k,Q-module cohérent à gauche. Un modèle entier de E est un“D(0)

X,k-module cohérent E◦ sans ω-torsion tel que E ' E◦ ⊗V K. Puisque E est cohérent, il
existe toujours un modèle entier E◦ de E. La réduction E◦ ⊗V κ modulo ω de E◦ est un
DX,k-module cohérent.

Définition 2.1.4. La variété caractéristique de E est la variété caractéristique du DX,k-
module cohérent E◦ ⊗V κ : Car(E) = Car(E◦ ⊗V κ).

C’est un sous-schéma fermé du fibré cotangent T ∗X de X indépendant du choix du modèle
entier. On appelle multiplicités de E les multiplicités de sa variété caractéristique.

On termine cette partie par des exemples explicites de variétés caractéristiques. Ils per-
mettent en pratique de calculer toutes les variétés caractéristiques.

Exemple 2.1.5. On suppose que X est une courbe affine munie d’une coordonnée locale.
On note toujours ξk = σ(∂k) l’image de ∂k dans le gradué gr1(DX,k).

1. Puisque le support de DX,k est X tout entier, on a Car “D(0)
X,k,Q = T ∗X.

2. Si E = 0, alors sa variété caractéristique est vide.

3. Soit E = “D(0)
X,k,Q/P avec P ∈ “D(0)

X,k,Q(X) un opérateur différentiel non nul. Quitte à
multiplier P par une bonne puissance de ω, on peut supposer que |P |k = 1. Alors
E◦ = “D(0)

X,k/P est un modèle entier de E. On note d = Nk(P ) et b le coefficient d’indice
d de P . La réduction P̄ de P modulo ω est un opérateur de DX,k(X) d’ordre d. Son
coefficient dominant est b̄ = (b mod ω) ∈ OX(X).
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On munit E◦ ⊗V κ ' DX,k/P̄ de la filtration quotient. Alors

gr(E◦ ⊗V κ) = grDX,k/(σ(P̄ ))

où σ(P̄ ) = b̄ · ξdk est le symbole principal de P̄ . L’annulateur du module gr(E◦ ⊗V κ)
est l’idéal engendré par σ(P̄ ). La variété caractéristique de E est donc donnée par
l’équation

Car(E) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P̄ )(t, ξ) = b̄(t) · ξd = 0}

4. Plus généralement, soit E = “D(0)
X,k,Q/I pour un idéal cohérent non nul I de “D(0)

X,k,Q.

On se donne un modèle entier E◦ = “D(0)
X,k,Q/J de E, avec J un idéal cohérent de “D(0)

X,k

tel que J⊗V K = I. On note I la réduction modulo ω de J. C’est un idéal de DX,k.
Alors

Car(E) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I}

2.2 Réduction au cas des DX,k,x-modules cohérents

Soit x ∈ X et E un DOX,x,k-module cohérent. On associe, de la même manière que dans
la partie précédente, au module E une variété caractéristique CarE définie comme un
sous-schéma fermé de Spec

Ä
gr(DOX,x,k)

ä
. On note s : X → T ∗X la section nulle du fi-

bré cotangent. Le lemme suivant montre que les notions de variétés caractéristiques et de
multiplicités coïncident entre “D(0)

X,k,Q et DX,k,x.

Lemme 2.2.1. Soit E un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et E◦ un modèle entier. On dispose d’un

isomorphisme
Car(E◦ ⊗ κ)×X Spec (OX,x) ' Car(E◦x ⊗ κ)

De plus, les multiplicités de Car(E◦x⊗κ) sont les multiplicités des composantes irréductibles
de Car(E◦ ⊗ κ) contenant s(x).

Démonstration. On note E = E◦ ⊗V κ. C’est un DX,k-module cohérent. L’isomorphisme
de OX,x-modules E◦x ⊗V κ ' (E◦ ⊗V κ)x est en fait un isomorphisme de DX,k,x-modules
car 2.1 est un isomorphisme de κ-algèbres. Le problème se ramène donc à démontrer que
gr(E) ⊗ OX,x ' gr(Ex) en tant que gr(DX,k,x)-modules. La question étant locale en x, on
peut supposer X affine.

Comme E est DX,k-cohérent, E est un OX -module quasi-cohérent. Il est donc suffisant
d’étudier le module des sections globales E(X). Puisque OX,x est le localisé de OX(X)
en x, E(X) ⊗OX(X) OX,x est isomorphe à Ex en tant que OX,x-module. En particulier, le
morphisme DX,k(X) ⊗OX(X) OX,x → DX,k,x =

⊕
n∈N OX,x · ∂nk est un isomorphisme de
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OX,x-modules car DX,k =
⊕
n∈N OX · ∂nk . Il s’agit d’un isomorphisme de κ-algèbres pour le

produit sur DX,k(X)⊗OX(X) OX,x induit par le produit tensoriel :

DX,k(X)⊗OX(X) OX,x ' DX,k,x (2.1)

On en déduit que E(X)⊗OX(X) OX,x ' Ex est un DX,k,x-isomorphisme.

On munit E(X)⊗OX(X) OX,x de la filtration Filn(E(X))⊗OX(X) OX,x et Ex de la filtration
image. Alors gr(E(X))⊗OX(X) OX,x ' gr(Ex) en tant que gr(DX,k,x(X))-modules. Il reste
à vérifier que leurs supports coïncident. Soit y ∈ Spec (OX,x). On a

(gr(E(X))⊗OX OX,x)y = (grE(X))ϕ−1(y) ⊗OX,ϕ−1(y)
(OX,x)y

où ϕ est le morphisme canonique OX(X) → OX,x. Comme OX(X) est intègre, ce module
est non nul si et seulement si (grE(X))ϕ−1(y) est non nul.

Remarque 2.2.2. On a demontré que DX,k ⊗OX OX,x ' DX,k,x en tant que κ-algèbres.
On identifie par la suite ces deux algèbres.

On désigne maintenant le DX,k-module E◦ ⊗V κ simplement par E⊗ κ et le DX,k,x-module
E◦x ⊗V κ par Ex ⊗ κ. Ces notations sous-entendent le choix d’un modèle entier. Puisque la
variété caractéristique ne dépend pas du modèle entier, les variétés Car(E⊗κ) et Car(Ex⊗κ)
sont définis sans ambiguïté.

Lorsque x est un point κ′-rationnel pour une extension finie κ′ de κ, il sera parfois né-
cessaire d’étendre les scalaires à κ′. Cependant, si E est un DX,k,x-module cohérent, les
variétés caractéristiques de E et de E ⊗κ κ′ auront la même dimension puisque l’extension
d’algèbres κ′/κ est finie. Il est donc suffisant de tout démontrer au niveau de κ pour les
points rationnels.

Définition 2.2.3. On appelle multiplicités de E en x les multiplicités de la variété carac-
téristique Car(Ex ⊗ κ).

D’après le lemme 2.2.1, il s’agit des multiplicités des composantes irréductibles de la variété
caractéristique de E contenant s(x).

L’étude de la variété caractéristique d’un “D(0)
X,k,Q-module cohérent se ramène donc à étudier

les variétés caractéristiques des DX,k,x-modules cohérents. On explicite dans ce paragraphe
la variété caractéristique d’un DX,k,x-module cohérent non nul E. On peut tout d’abord
se ramener au cas où E = DX,k,x/I pour un idéal à gauche I de DX,k,x. En effet, puisque
E est cohérent, E est engendré par des sections globales e1, . . . , er. Si Ii = AnnDX,k,x(ei),
alors DX,k,x · ei ' DX,k,x/Ii. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est l’union des supports des termes de la somme, on a

Car(E) =
r⋃
i=1

Car(DX,k,x/Ii)
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Ainsi on peut supposer que E = DX,k,x/I. Si I = 0, alors CarE = Spec
Ä
gr(DOX,x,k)

ä
car

le support de DX,k,x est l’espace tout entier. On se place maintenant dans le cas où I est un
idéal non nul. Soit P1 . . . , Pr une base de division de I comme définie dans la partie 1.3.1.
Les symboles principaux σ(P1), . . . , σ(Pr) engendrent le gradué gr(I) comme gr(DX,k,x)-
module. On note d = d(I) et α = v(I). Par définition, le couple (α, d) est l’exposant de
l’idéal I. On écrit Exp(P1) = (d, α1), Exp(P2) = (d+ 1, α2), . . . , Exp(Pr) = (d+ r− 1, α)
où α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ α. Quitte à normaliser les Pi, on a σ(Pi) = tαi · ξd+i−1k . La variété
caractéristique de E est alors

Car(E) =
¶

(t, ξk) ∈ Spec (gr(DX,k,x)) : tα1 · ξdk = tα2 · ξd+1
k = · · · = tα · ξd+r−1k = 0

©
Dans DX,k,x, la condition I non nul n’est pas équivalente à avoir α 6= 0 ou d 6= 0. En
effet, il est possible que I soit nul tout en ayant α = d = 0. C’est le cas par exemple pour
I = (tpn, ∂`k) avec n, ` ∈ N. Les équations de la variété caractéristique de E = DX,k,x/I se
réduisent aux équations suivantes :

Car(DX,k,x/I) =


t · ξk = 0 si d(I) 6= 0 et v(I) 6= 0

ξk = 0 si v(I) = 0

t = 0 si d(I) = 0

t = 0 et ξk = 0 si d(I) = 0 et v(I) = 0

(2.2)

Lorsque dim(CarE) = 1, la variété caractéristique de E admet une ou deux compo-
santes irréductibles données par les équations t = 0 et ξk = 0. Lorsque dim(CarE) = 0,
CarE = (0, 0). Mais E n’est pas nécessairement nul, par exemple E = DX,k,x/(t

p, ∂k). En
particulier, l’inégalité de Bernstein est fausse pour les DX,k-modules cohérents. Cependant,
si E provient d’un “D(0)

X,k,Q-module cohérent, on montrera que le dernier cas de 2.2 n’est pas
possible. La variété caractéristique de E sera donc donnée par l’une des trois premières
équations.

Exemple 2.2.4.
1. Si E = DX,k,x/(t

α · ∂dk) avec α, d ≥ 1, alors CarE a deux composantes irréductibles
d’équations t = 0 et ξk = 0.

2. Si E = DX,k,x/(t
pn, ∂`k), alors CarE = (0, 0).

3. Soit E = “D(0)
X,k,Q/x un DX,k-module supporté en x. La variété caractéristique de

E en x est la droite d’équation t = 0. Soit U un ouvert affine de X contenant
x sur lequel on dispose d’un système de coordonnées locales (t, ∂). Le module E
étant nul en dehors de U , on peut supposer que X = U . Alors T ∗X est affine
et l’on note (t, ξ) le système de cordonnées locales de T ∗X associé à (t, ∂k). On a
Car(E) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : t = x}. La variété caractéristique de E est la droite
verticale de T ∗X passant par x :
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t

ξ

0

CarE

x

T ∗X

Un tel module est appelé un Dirac.

Un DX,k,x-module de la forme “D(0)
X,k,Q/I distinct de DX,k,x a deux multiplicités correspon-

dant aux composantes t = 0 et ξk = 0, avec multiplicité nulle si la composante est un point
ou si la composante est vide. Lorsque x est κ-rationnel, ces multiplicités correspondent aux
nombres d(I) et v(I). Cela a été prouvé par P.Maisonobe dans [16], partie III, paragraphe
2.1.

Soit maintenant E = “D(0)
X,k/I avec I un idéal non nul. D’après ce que l’on vient de dire, E

a deux multiplicités en x (potentiellement nulles) correspondant aux composantes irréduc-
tibles t = 0 et ξk = 0 de la variété caractéristique Car(Ex⊗κ). Ces multiplicités en un point
rationnel sont les fonctions Nk(I) et Nk(I) :

Proposition 2.2.5. Soit x un point κ-rationnel et I un idéal cohérent non nul de “D(0)
X,k tel

que E = “D(0)
X,k/I soit sans ω-torsion. Alors Nk(I) et Nk(I) sont les multiplicités de E en x

des composantes (ξk = 0) et (t = 0) de la variété caractéristique Car(Ex ⊗ κ).

Démonstration. Puisque E = “D(0)
X,k/I est sans ω-torsion, I admet une base de division dans“D(0)

X,k d’après le lemme 1.3.17. L’énoncé étant local en x, on peut supposer X = U affine. La
proposition 1.3.19 permet d’obtenir la suite exacte suivante :

0 // Tor1V(E⊗V κ) // I⊗V κ // “D(0)
X,k ⊗V κ // E⊗V κ // 0

Par hypothèse, E = “D(0)
X,k/I est sans ω-torsion. Donc Tor1V(E⊗V κ) = 0. On obtient donc

Ex ⊗V κ ' DX,k,x/(I⊗V κ)x

Ainsi, le module Ex ⊗V κ est donné par l’idéal I = I ⊗V κ. On rappelle que I et I ont le
même escalier en x et que les fonctions Nk(I) et Nk(I) coïncident avec v(I) et d(I). Comme
les multiplicités de DX,k,x/I sont respectivement l’ordre et la valuation de l’idéal I en x,
on obtient le résultat.
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Soit enfin E = “D(0)
X,k,Q/I pour un idéal I non nul. Si E ' “D(0)

X,k,Q/I
′ pour un autre idéal I′, alors

le lemme 1.3.20 implique que I et I′ ont les mêmes fonctions Nk et Nk. Les entiers Nk(I)
et Nk(I) ne dépendent donc pas du choix de l’idéal I définissant E comme un quotient de“D(0)

X,k,Q. Lorsque I = “D(0)
X,k,Q ·P avec P 6= 0, ces nombres sont simplement Nk(P ) et Nk(P ).

On rappelle qu’un modèle entier d’un “D(0)
X,k,Q-module cohérent E est un “D(0)

X,k-module cohé-
rent E◦ sans ω-torsion tel que E ' E◦ ⊗V K. On peut choisir, localement au voisinage de
x, un modèle entier de E = “D(0)

X,k,Q/I de la forme “D(0)
X,k/I

◦. On a Exp(I) = Exp(I◦). Cela a
été montré par exemple dans la preuve du lemme 1.3.20. En particulier, Nk(I) = Nk(I

◦)
et Nk(I) = Nk(I

◦). On déduit alors le résultat suivant de la proposition 2.2.5.

Corollaire 2.2.6. Soit x un point κ-rationnel et E ' “D(0)
X,k,Q/I non nul. Alors Nk(I) et

Nk(I) sont les multiplicités de E en x des composantes irréductibles (ξk = 0) et (t = 0) de
la variété caractéristique Car(Ex ⊗ κ).

2.3 Inégalité de Bernstein

Cette partie est consacrée à la démonstration de l’inégalité de Bernstein : un “D(0)
X,k,Q-module

cohérent est non nul si et seulement si sa variété caractéristique est de dimension au moins
un, ou de manière équivalente si ses multiplicités ne sont pas toutes zéros.

Comme on a pu le voir dans la partie précédente, l’inégalité de Bernstein est fausse pour
les DX,k,x-modules cohérents. Par exemple, la variété caractéristique du module cohérent
E = DX,k,x/(t

p, ∂k) est réduite à un point. L’inégalité de Bernstein étant vraie pour un“D(0)
X,k,Q-module cohérent, cela signifie que E ne provient pas d’un “D(0)

X,k,Q-module cohérent.
On peut cependant remarquer que E est un κ-espace vectoriel de dimension finie (égale à
p). Ce résultat est vrai plus généralement pour les DX,k,x-modules cohérents dont la variété
caractéristique est un point.

Lemme 2.3.1. Soit x ∈ X et E un DX,k,x-module de type fini tel que CarE soit un point.
Alors E est un κ-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. On traite tout d’abord le cas où x est un point κ-rationnel. On se donne
une bonne filtration (FiliE)i∈N du module E. La filtration est bonne si et seulement si
Fili(DX,k,x) · Filj(E) = Fili+j(E) à partir d’un rang j et si les Fili(E) sont des OX,x-
modules de type fini. Quitte à décaler la filtration, on peut supposer que

∀i, j ∈ N, Fili(DX,k,x) · Filj(E) = Fili+j(E)

En particulier, Fili(E) = Fili(DX,k,x)·Fil0(E). Ainsi, tout système de générateurs (e1, . . . , er)
de Fil0(E) en tant que OX,x-module engendre E en tant que DX,k,x-module. On note grE
le gradué associé.
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On suppose que la variété caractéristique CarE est réduite à un point. L’idéal définissant
CarE est un idéal maximal de OX,x[ξk] homogène en ξk : le point Car(E) correspond
nécessairement à l’idéal (t, ξk). Il existe donc deux entiers d et v tels que tv et ξdk annulent
le gradué grE. En particulier, ξdk · gri(E) est nul dans grd+i(E). Sur la filtration, cela se
traduit par

∂dk · FiliE ⊂ Fili+d−1(E) = Fild−1(DX,k,x) · Fili(E)

Pour i = 0 on obtient
∂dk · Fil0(E) ⊂ Fild−1(DX,k,x) · Fil0(E)

Autrement dit, pour tout entier i,

Fili(E) = Fili(DX,k,x) · Fil0(E) ⊂ Fild−1(DX,k,x) · Fil0(E)

La filtration de E est donc stationnaire et Filn(E) = E pour tout entier n ≥ d− 1. Ainsi,
E est engendré sur OX,x par les ∂jk · ei pour j ∈ {0, . . . , d− 1} et i ∈ {1, . . . , r} : E est donc
un OX,x-module de type fini.

On rappelle que Fil0(E) est annulé par tv. Lorsque k ≥ 1, la κ-algèbre DX,k,x est commu-
tative. Puisque Fil0(E) engendre E en tant que DX,k,x-module, E est annulé par tv. Sinon
le fait que tv annule grE implique que tv(`+1) annule Fil`(E). En particulier, tvd annule
E = Fild−1(E). Dans tous les cas, E est annulé par une puissance de t que l’on note encore
tv.

Ainsi, E = E/tvE est un OX,x/t
vOX,x-module de type fini. Pour conclure, il suffit de

prouver que OX,x/t
vOX,x est un κ-espace vectoriel de dimension finie. On le montre par

récurrence sur v. On dispose de la suite exacte d’anneaux

0 // tv−1OX,x/t
vOX,x // OX,x/t

vOX,x // OX,x/t
v−1OX,x // 0

avec tv−1OX,x/tvOX,x ' κ = OX,x/tOX,x (via la multiplication par tv−1). La première
flèche κ→ OX,x/t

vOX,x munit OX,x/tvOX,x d’une structure de κ-espace vectoriel. La suite
reste exacte en considérant les quotients comme des κ-espaces vectoriels. Par hypothèse de
récurrence, OX,x/tv−1OX,x est un κ-espace vectoriel de dimension finie. Ainsi, OX,x/tvOX,x
est aussi de dimension finie sur κ.

Si maintenant x est un point quelconque, alors x est κ′-rationnel pour une extension finie
κ′ de κ. Le même raisonnement montre que E est un κ′-espace vectoriel de dimension finie.
Puisque κ′ est de dimension finie sur κ, E sera un κ-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 2.3.2 (inégalité de Bernstein). Soit E un “D(0)
X,k,Q-module cohérent non nul.

Alors toute composante irréductible de la variété caractéristique CarE est de dimension au
moins un. En particulier, dim(CarE) ≥ 1. De plus, les multiplicités de E sont non nulles.
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Démonstration. On note E = E ⊗ κ la réduction modulo ω d’un modèle entier E◦ de E.
On rappelle que par définition, CarE = CarE. Si E est non nul, alors E est aussi non nul.
Dans ce cas, CarE 6= ∅.
On suppose qu’une composante irréductible de la variété caractéristique CarE est un point
z = (x, ξ). Alors CarEx = CarEx est contenue dans un point. Si cette variété caractéristique
est vide, alors Ex = 0 et Ex = 0. Sinon le lemme 2.3.1 montre que Ex est un κ-espace
vectoriel de dimension finie.

On en déduit que E est un K-espace vectoriel de dimension finie au voisinage de x. En effet,
soit ē1, . . . , ēr une base de Ex comme κ-espace vectoriel. On note e1, . . . , er des relèvements
de ces éléments dans E◦x et F = V·e1+· · ·+V·er. C’est un sous-V-module fermé de E◦x pour la
topologie ω-adique. Soit y ∈ E◦x. On montre que y ∈ F. Puisque ȳ ∈ E = κ · ē1+ · · ·+κ · ēr, il
existe y1 ∈ F et z1 ∈ ω ·E◦x tels que y = y1+z1. De même, ω−1z1 s’écrit sous la forme y2+ z̃2
avec y2 ∈ F et z̃2 ∈ ω·E◦x. On obtient y = (y1+ωy2)+z2 avec y1, y2 ∈ F et z2 = ωz̃2 ∈ ω2 ·E◦x.
Une récurrence montre que pour tout entier n ≥ 1, il existe y1, . . . , yn ∈ F et zn ∈ ωn · E◦x
tels que

y = y1 + ωy2 + · · ·+ ωn−1yn + zn

Puisque F est complet pour la topologie ω-adique, le terme y1+ωy2+ · · ·+ωn−1yn converge
vers un élément y∞ ∈ F. Par ailleurs, comme E◦ est sans ω-torson, E◦ est séparé pour la
topologie ω-adique. Ainsi la suite (zn)n converge vers zéro. Le passage à la limite n → ∞
donne y = y∞ ∈ F. Autrement dit, E◦x = F = V · e1 + · · · + V · er. On obtient donc que
Ex ' E◦x ⊗V K = K · e1 + · · ·+K · er est un K-espace vectoriel de dimension finie.

On rappelle que [ωk∂, t] = ωk · id. Comme Ex est un K-espace vectoriel de dimension finie,
on a

Tr([ωk∂, t]) = 0 = Tr(ωk · id) = ωk · Tr(id) = (ωk dimK Ex) · id
Puisque K est de caractéristique nulle, dimK Ex = 0. Donc Ex = 0 et E est nul au voisinage
de x.

Dans tous les cas Ex = 0 et E est nul au voisinage de x. Ainsi, le support de E est un sous-
schéma fermé propre de X : sa dimension est strictement inférieure à dimX = 1 puisque
X est irréductible. Le support de E consiste donc en un nombre fini de points. Autrement
dit, E est une somme directe de Dirac (ie de DX,k-modules supportés en un point). Mais
la variété caractéristique d’un Dirac est de dimension un (exemple 2.2.4). Alors d’après la
proposition 2.1.3, la variété caractéristique de E en x est une union finie de droites. Cela
contredit l’hypothèse qu’une composante irréductible est un point. Ainsi, soit E est nul, soit
les composantes irréductibles de CarE sont de dimension au moins un.

On rappelle que CarE = Supp Ẽ où Ẽ = OT ∗X⊗π−1(grDX,k)π
−1(grE) est un OT ∗X -module

cohérent. Soit η le point générique d’une composante irréductible C de CarE. La multiplicité
mC de C est la longueur du (OT ∗X)η-module artinien Ẽη. Si E est non nul, alors Ẽη est
aussi non nul. Sa longueur mC est donc au moins un. Autrement dit, les multiplicités des
composantes irréductibles de CarE sont toutes non nulles.
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Corollaire 2.3.3. Un “D(0)
X,k,Q-module cohérent E est nul si et seulement dim(CarE) = 0,

ou de manière équivalente si toutes ses multiplicités sont nulles.

Démonstration. Le premier point découle de la proposition 2.3.2. On sait que E 6= 0 implique
CarE 6= ∅. En particulier, CarE = ∅ implique E = 0. Dans ce cas, les multiplicités de E en
les fermés irréductibles non vides de T ∗X sont nulles par définition. Ainsi, le module E est
nul si et seulement si ses multiplicités sont toutes nulles.

2.4 Modules holonomes

On énoncedans cette partie plusieurs caractérisations équivalentes des “D(0)
X,k,Q-modules holo-

nomes. On démontre en particulier que les modules holonomes sont exactement les “D(0)
X,k,Q-

modules cohérents de longueur finie.

Définition 2.4.1. Un “D(0)
X,k,Q-module cohérent E est appelé module holonome si E = 0 ou

si dim Car(E) = dimX = 1.

Par l’inégalité de Bernstein, un module E est holonome si et seulement si dim CarE ≤ 1.
La catégorie des “D(0)

X,k,Q-modules holonomes est une sous-catégorie abélienne des “D(0)
X,k,Q-

modules cohérents d’après la proposition 2.1.3. On réécrit ci-dessous son énoncé pour les“D(0)
X,k,Q-modules cohérents.

Proposition 2.4.2. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de “D(0)
X,k,Q-

modules cohérents. Alors CarN = CarM ∪ CarL. En particulier, N est holonome si et
seulement si L et M le sont.

Voici un exemple de modules holonomes : tout “D(0)
X,k,Q-module cohérent de la forme “D(0)

X,k,Q/I
est holonome dès que I est un idéal non nul.

On regarde tout d’abord le cas très explicite où X = U est affine et E = “D(0)
X,k,Q/P pour un

opérateur différentiel P ∈ “D(0)
X,k,Q(X) non nul. On normalise P afin d’avoir |P |k = 1. Soit P̄

l’image de P dans DX,k(X) et x ∈ X. On écrit P̄ =
∑d
n=0 an ·∂nk avec d = Nk(P ). On note

α = Nk(P ) la valuation de ad dans OX,x. Quitte à multiplier P̄ par un élément inversible de
OX,x, on peut supposer que le coefficient dominant de P̄ est de la forme tα. Par définition,
(d, α) est l’exposant de P et de P̄ . On note E = DX,k,x/P̄ . Lorsque x est κ-rationnel, les
multiplicités de E sont d et α. L’idéal annulateur de E est le radical de l’idéal engendré
par le symbole principal σ(P̄ ) = tα · ξdk . On suppose P non inversible au voisinage de x,
ce qui est équivalent à avoir α 6= 0 ou d 6= 0 d’après le corollaire 1.2.5. Dans ce cas, E est
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un DX,k,x-module non nul. La variété caractéristique de E en x est alors donnée par les
équations

CarE =


t · ξk = 0 si α 6= 0 et d 6= 0

ξk = 0 si α = 0

t = 0 si d = 0

Ces composantes irréductibles sont toutes de dimension 1 et dim Car(Ex ⊗ κ) = 1. La
variété caractéristique de E est donc de dimension 1 et E est holonome. Si P est inversible
au voisinage de x, alors E = 0 et la variété caractéristique de E en x est vide. Cette condition
est équivalente à α = d = 0. On retrouve ainsi l’inégalité de Bernstein.

On passe au cas où E = “D(0)
X,k,Q/I pour un idéal I non nul. Soit E◦ = “D(0)

X,k/I
◦ un modèle

entier de E sur un voisinage affine U de x. La réduction modulo ω de I◦ est un idéal de
DX,k que l’on note I. L’exposant de Ix est le couple (Nk(I), Nk(I)). Le DX,k,x-module
E = DX,k,x/Ix est isomorphe à Ex⊗κ. Si E 6= 0, alors Ex⊗κ 6= 0 pour au moins un élément
x de X. D’après les formules 2.2 et l’inégalité de Bernstein, on a

Car(Ex ⊗ κ) =


t · ξk = 0 si Nk(I) 6= 0 et Nk(I) 6= 0

ξk = 0 si Nk(I) = 0

t = 0 si Nk(I) = 0

La variété caractéristique de Ex ⊗ κ est donc de dimension 1. Si E 6= 0, on en déduit que
dim Car(E) = 1 et E est holonome. Réciproquement, on démontre à la fin de cette partie
que tout “D(0)

X,k,Q-module holonome est de cette forme.

Proposition 2.4.3. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de “D(0)
X,k,Q-

modules holonomes. Alors CC(N) = CC(M)+CC(L). Autrement dit, les multiplicités s’ad-
ditionnent.

Démonstration. La proposition 2.1.3 nous assure que CarN = CarM ∪ CarL. Elle nous
dit aussi que si C ∈ I(CarN) (ensemble des composantes irréductibles de CarN), alors
C ∈ I(CarM) ou C ∈ I(CarL) et que mC(N) = mC(M) + mC(L). On suppose M, L
et N non nuls. Autrement dit, dim CarN = dim CarM = dim CarL = 1 et toutes les
composantes irréductibles sont de dimension un d’après l’inégalité de Bernstein.

Soit I une composante irréductible de CarM (ou de CarL). Alors I est un fermé irréductible
de Car(N) de dimension maximale 1 = dim CarN : C est donc une composante irréduc-
tible de CarN. Ainsi, I(CarN) = I(CarM) ∪ I(CarL). L’égalité des cycles en découle
puisqu’alors les multiplicités s’additionnent d’après la proposition 2.1.3.

Remarque 2.4.4. En général, si la dimension des variétés caractéristiques n’est plus un,
une composante irréductible de CarL ou de CarM n’est pas toujours une composante irré-
ductible de CarN. Les multiplicités ne s’additionnent donc pas dans la catégorie des “D(0)

X,k,Q-
modules cohérents.
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On rappelle que X est une courbe quasi-compacte. Dans ce cas, le fibré cotangent T ∗X
de X est aussi quasi-compact. Il est de plus noethérien. La variété caractéristique de tout“D(0)

X,k,Q-module cohérent a donc un nombre fini de composantes irréductibles et un nombre
fini de multiplicités non nulles. Puisque les multiplicités sont additives et puisqu’un module
dont les multiplicités sont nulles est nul, tout module holonome va être de longueur finie.

Proposition 2.4.5. Tout “D(0)
X,k,Q-module holonome est de longueur finie, inférieure ou égale

à la somme de toutes ses multiplicités.

Démonstration. Soit E un “D(0)
X,k,Q-module holonome. Sa variété caractéristique a un nombre

fini de composantes irréductibles et E n’a qu’un nombre fini de multiplicités non nulles.
Puisque le faisceau “D(0)

X,k,Q est noetherien, il suffit de montrer que toute suite décroissante

(En)n∈N de sous-“D(0)
X,k,Q-modules de E est stationnaire. On suppose que E0 = E. Comme En

est inclus dans E, En est holonome. On considère la suite exacte

0 // En+1
// En // En/En+1

// 0

de modules holonomes. Les multiplicités de En sont la somme de celles de En+1 et de
En/En+1. En particulier, les suites des multiplicités sont décroissantes. Elles sont donc
stationnaires à partir d’un certain rang commun n0 puisqu’il n’y a qu’un nombre fini fixé
de multiplicités non nulles, donné par le nombre de multiplicités non nulles de E = E0. Alors
pour tout entier n ≥ n0, les multiplicités de En/En+1 sont nulles par additivité. Autrement
dit, En/En+1 = 0 par l’inégalité de Bernstein. Donc En = En+1 pour tout n ≥ n0. Ainsi, E
est de longueur finie inférieure à la somme de ses multiplicités.

Le théorème suivant de Stafford, énoncé initialement pour les algèbres de Weyl, implique que
tout “D(0)

X,k,Q-module holonome est monogène. La preuve étant élémentaire, on en redonne
une démontrée dans l’article [15], partie 4.

Théoreme 2.4.6 (Stafford). Soit R un anneau simple de longueur infinie en tant que
R-module à gauche. Alors tout R-module à gauche de longueur finie est monogène.

Démonstration. Soit M un R-module de longueur finie. On commence par démontrer que
M est engendré par deux éléments α et β par récurrence sur la longueur ` de M . Si ` = 1,
alors M est simple et donc engendré par un élément. Soit α ∈ M\{0}. Si M 6= R · α,
alors M/Rα 6= 0. Puisque `(M/Rα) < `, l’hypothèse de récurrence implique que M/Rα
est engendré par un élément β̄ pour un certain β ∈M . Alors M est engendré par α et β en
tant que R-module : M = Rα + Rβ. On suppose dans la suite que Rα 6= Rβ. Pour toute
paire d’éléments (x, y) de M , on note

`(x, y) = (`(R/y), `((Rx+Ry)/Rx)) ∈ N2
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On dit que (x′, y′) < (x, y) si `(x′, y′) < `(x, y) pour l’ordre lexicographique. On suppose
que pour tout (α′, β′) < (α, β), il existe γ′ ∈M tel que Rα′ +Rβ′ = Rγ′.

Puisque `(R) = +∞, L(α) = AnnR(α) 6= 0 (l’application R → Rα, a 7→ aα n’est pas
injective car `(Rα) <∞). On fixe un élément f ∈ L(α)\{0}. Comme R est simple, on peut
trouver des éléments s1, . . . , sm, r1, . . . , rm ∈ R tels que 1 =

∑m
i=1 si · f · ri.

S’il existe x ∈ L(α) et y ∈ L(β) tels que 1 = xr + y pour un certain r = ri, alors M est
engendré par un élément. En effet, β = (xr + y)β = xrβ = x(α + rβ) car yβ = xα = 0 et
α = (α+ rβ)− rβ. Ainsi, α, β ∈ R · (α+ rβ) et M = Rα+Rβ = R · (α+ rβ). On considère
maintenant le cas où R 6= L(α) + L(β) · ri pour tout entier i ∈ {1, . . . ,m}.

Puisque
∑m
i=1 si ·f ·ri = 1, on a

∑m
i=1R ·f ·ri = R et

∑m
i=1R ·friβ = Rβ. Comme Rα 6= Rβ,

il existe un r = ri tel que R · frβ 6⊂ Rα.
L’inclusion stricte L(β) +R · fr ⊂ L(β) + L(α) · r  R implique

R · frβ ' (L(β) +R · fr)/L(β)  R/L(β) ' Rβ

Autrement dit, (α, frβ) < (α, β). Par hypothèse, il existe γ′ ∈M tel que Rγ′ = R·frβ+Rα.
Puisque R · frβ 6⊂ Rα, Rα  Rγ′. On en déduit que

`((Rγ′ +Rβ)/Rγ′) = `((Rα+Rβ)/Rγ′) < `((Rα+Rβ)/Rα)

Ainsi, (γ′, β) < (α, β). A nouveau par hypothèse, il existe γ ∈M tel que

Rγ = Rγ′ +Rβ = Rα+Rβ = M

Cet élément γ engendre M en tant que R-module.

Corollaire 2.4.7. Tout “D(0)
X,k,Q-module holonome est monogène.

Démonstration. Soit (Ui) un recouvrement affine de X et E un “D(0)
X,k,Q-module holonome.

Les algèbres “D(0)
X,k,Q(Ui) sont simples par la proposition 1.2.6. Elles sont aussi de longueurs

infinies (à gauche et à droite). En effet, soit (t, ∂) un système de coordonnée locale sur Ui. La
suite

(“D(0)
X,k,Q(Ui) · (ωk∂)n

)
n∈N

est strictement décroissante puisque les algèbres “D(0)
X,k,Q(Ui)

sont intègres (la norme | · |k est multiplicative).

D’après la proposition 2.4.5, les modules E(Ui) sont de longueurs finies car E est holonome.
Le théorème 2.4.6 assure alors l’existence d’éléments ui ∈ E(Ui) tels que E|Ui = “D(0)

Ui,k,Q ·ui.
On a E|Ui∩Uj = “D(0)

Ui∩Uj ,k,Q · ui = “D(0)
Ui∩Uj ,k,Q · uj . On en déduit que ui et uj diffèrent d’un

élément inversible de “D(0)
X,k,Q(Ui ∩ Uj). Les ui se recollent donc en une section globale u de

E vérifiant E ' “D(0)
X,k,Q · u.
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Soit E un “D(0)
X,k,Q-module holonome. Il est monogène donc engendré par un élément u. On

pose I = Ann
D̂

(0)
X,k,Q

(u). C’est un idéal cohérent non nul de “D(0)
X,k,Q. Autrement l’application“D(0)

X,k,Q-linéaire “D(0)
X,k,Q → E, P 7→ P · u serait injective et E serait aussi de longueur infinie.

Ainsi, E ' “D(0)
X,k,Q/I pour un idéal I non nul. Réciproquement, on a vu que tout “D(0)

X,k,Q-

module cohérent de la forme E = “D(0)
X,k,Q/I, où I est un idéal non nul, est holonome. On

peut maintenant énoncer plusieurs caractérisations des “D(0)
X,k,Q-modules holonomes.

Proposition 2.4.8. Soit E un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. Les points suivants sont équiva-

lents :
1. E est holonome.
2. E ' “D(0)

X,k,Q/I pour un idéal non nul I de “D(0)
X,k,Q.

3. E est de longueur finie.
4. E est de torsion : pour tout ouvert affine U de X et pour toute section m ∈ E(U), il

existe P ∈ “D(0)
X,k,Q(U) non nul tel que P ·m = 0.

Démonstration. Les deux premiers points sont équivalents. D’après le théorème de Stafford
et le corollaire 2.4.7, le point 3 est équivalent aux premiers.

On suppose maintenant E de longueur finie. Soit U un ouvert affine de X et (P mod I(U))

un opérateur non nul de “D(0)
X,k,Q(U)/I(U). Puisque E(U) est de longueur finie et “D(0)

X,k,Q(U)

est de longueur infinie, l’application “D(0)
X,k,Q(U)→ E(U), Q 7→ Q · (P mod I(U)) n’est pas

injective. Ainsi, (P mod I(U)) est annulé par un élément non nul de “D(0)
X,k,Q(U) et E est de

torsion.

Réciproquement, on suppose E de torsion. On se ramène au cas où X est affine en considérant
un recouvrement affine fini de X. Comme E est cohérent, E est engendré par des sections
globales m1, . . . ,mr. On démontre par récurrence sur r que E est holonome. Si r = 1, alors
E ' “D(0)

X,k,Q/I où I est l’idéal annulateur de m1. Il est non nul car m1 est de torsion et donc

E est holonome. Sinon, par hypothèse de récurrence, E′ = “D(0)
X,k,Q ·m2 + · · ·+“D(0)

X,k,Q ·mr est

de longueur finie. Puisque E/E′ = “D(0)
X,k,Q ·m1 est aussi de longueur finie, E est forcément de

longueur finie. En effet, E est sous-module du module de longueur finie E′ ⊕ E/E′. Comme
tout sous-module d’un module de longueur finie est de longueur finie, E est de longueur
finie.

On relie maintenant les modules holonomes aux modules à connexion intégrable. On identifie
X avec la section nulle s : X → T ∗X du fibré cotangent T ∗X de X. Le lemme suivant
caractérise les modules à connexion intégrale. Par définition, un tel module est un “D(0)

X,k,Q-
module cohérent vérifiant l’un des énoncés équivalents de ce lemme.
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Lemme 2.4.9. Soit E un “D(0)
X,k,Q-module holonome. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le “D(0)
X,k,Q-module E est un OX,Q-module libre de rang fini.

2. La variété caractéristique Car(E) de E est incluse dans X.

3. Le module E est localement de la forme “D(0)
X,k,Q/P avec P un opérateur différentiel

fini unitaire d’ordre égale au rang de E sur OX,Q.

Démonstration. On peut supposer que le schéma X est affine muni d’une coordonnée locale.
Dans ce cas, gr(DX,k) ' OX [ξ]. On suppose de plus que le module E est non nul. Puisque E
est holonome, E est de la forme “D(0)

X,k,Q/I pour un idéal cohérent non nul I de “D(0)
X,k,Q. Alors

E = gr(E⊗V κ) est un gr(DX,k)-module cohérent de la forme OX [ξ]/I pour un certain idéal
I non nul. Par définition de la variété caractéristique, Car(E) = Car(E).

On suppose tout d’abord que E est un OX,Q-module libre de rang fini d. Il en découle que
E est un OX -module libre de rang d. Il existe des sections e1, . . . , ed de E(X) telles que
E = OX · e1 ⊕ · · · ⊕ OX · ed. La famille {ξn · ei}n∈Z est liée sur OX . On peut donc trouver
un entier m ≥ 1 et des fonctions aj ∈ OX(X) telles que (ξm + am−1ξ

m−1 + . . . a0) · ei = 0.
Autrement dit, la section ei est annulée par un polynôme unitaire Pi de OX [ξ]. Le polynôme
unitaire P = P1 . . . Pn de OX [ξ] annule tous les éléments e1, . . . , en. Donc P annule le module
E = OX · e1⊕· · ·⊕OX · ed. On en déduit que P ∈ I et que E = OX [ξ]/I est un sous-OX [ξ]-
module de OX [ξ]/P . Il en découle que Car(E) = Car(E) ⊂ Car(OX [ξ]/P ). Puisque P est
unitaire, on a Car(OX [ξ]/P ) = X. Ainsi, Car(E) ⊂ X.

On suppose maintenant que la variété caractéristique de E est contenue dans X. Soit x
un point de X. Quitte à étendre les scalaires κ par une extension finie, on peut supposer
que x est κ-rationnel. L’hypothèse Car(E) ⊂ X et la proposition 2.2.5 impliquent que
Nk(I) = Nk(I) = vOX,x(I) = 0. Toute base de division de I en x est donc réduite à
un unique opérateur différentiel P vérifiant Nk(P ) = 0. La condition Nk(P ) = 0 signifie
que le coefficient d’ordre Nk(P ) de P est inversible dans OX,Q au voisinage de x. Un tel
opérateur P est défini sur un ouvert affine de X contenant x. Quitte à réduire X, on peut
supposer que P ∈ “D(0)

X,k,Q(X) et que le coefficient d’ordre Nk(P ) de P est inversible dans
OX,Q(X). Puisque P est une base de division de I, on sait que P engendre l’idéal I. Ainsi,
E ' “D(0)

X,k,Q/P . Le corollaire 1.3.13 assure l’existence d’un opérateur différentiel Q unitaire

d’ordre Nk(P ) tels que E ' “D(0)
X,k,Q/Q. On obtient le troisième point de la proposition.

Enfin, le corollaire 1.3.13 implique que E est, localement au voisinage de x, un OX,Q-module
libre de rang Nk(Q). Le schéma formel X étant irréductible, le nombre Nk(Q) ne dépend ni
de Q ni de x d’après le corollaire 1.3.14. On note d cet entier. Pour résumer, E est localement
un OX,Q-module libre de rang d. On en déduit que E est globalement un OX,Q-module libre
de rang d.
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On en déduit une caractérisation des “D(0)
X,k,Q-modules holonomes via les modules à connexion

intégrable. Elle n’est vraie qu’en dimension un. En effet, lorsque dim(X) = 1, il n’y a pas
de variété intermédiaire entre la variété caractéristique d’un “D(0)

X,k,Q-module cohérent non
nul et T ∗X tout entier pour des raisons de dimension. Ce qui bien sur est faux dès que X
est de dimension supérieure ou égale à deux.

Corollaire 2.4.10. Soit E un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. Alors E est holonome si et seulement

si il existe un ouvert non vide U de X tel que E|U soit un module à connexion intégrale.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que E est holonome. La variété carac-
téristique de E a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U l’ouvert
de X obtenu en ôtant à X les abscisses des composantes verticales de Car(E). Par définition
de U , on a Car(E|U ) ⊂ U . On en déduit que E|U est un module à connexion intégrale d’après
le lemme 2.4.9.

Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X pour lequel E|U est un module à connexion
intégrale. Dans ce cas, Car(E|U ) ⊂ U , toujours d’après le lemme 2.4.9. Si E n’est pas
holonome, alors Car(E) = T ∗X. En effet, T ∗X est irréductible puisque X l’est et Car(E)
est une sous-variété fermée de T ∗X de dimension maximale deux. En particulier, on aurait
Car(E|U ) = T ∗U . Cela contredit l’hypothèse Car(E|U ) ⊂ U . Ainsi, E est holonome.

2.5 Caractérisation cohomologique des modules holonomes

On rappelle tout d’abord plusieurs résultats démontrés par Anne Virrion dans l’article [19]
pour les “D(0)

X,Q-modules cohérents. Les preuves s’adaptent immédiatement pour un niveau

de congruence k quelconque. On démontre ensuite qu’un “D(0)
X,k,Q-module cohérent M est

holonome si et seulement si

∀i 6= 1, Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0

Enfin, on définit un foncteur dualité de la catégorie des “D(0)
X,k,Q-modules holonomes dans

elle même vérifiant un isomorphisme de bidualité.

La proposition suivante correspond au théorème 4.3 de [19] dans le cas où X est une courbe
formelle lisse.

Proposition 2.5.1. La dimension cohomologique de “D(0)
X,k est égale à trois et la dimension

cohomologique de “D(0)
X,k,Q est inférieure ou égale à trois.
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Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. On pose

dimM = dim(Car(M)) ∈ {0, 1, 2},

codimM = 2 dimX − dimM = 2− dimM

L’inégalité de Bernstein se traduit de la manière suivante : M 6= 0 si et seulement si
codimM ≤ 1. Par ailleurs, M est un module holonome si et seulement si codimM = 1. On
note

ωX,Q =
Ä
∧1i=0Ω

1
X

ä
⊗V K

C’est un OX,Q-module libre de rang un. La proposition 2.1.1 de [19] implique le résultat
suivant.

Proposition 2.5.2. Le foncteur • ⊗OX,Q ω
−1
X,Q induit une équivalence de catégorie entre la

catégorie des “D(0)
X,k,Q-modules à droites et la catégorie des “D(0)

X,k,Q-modules à gauche.

On note Db
c(
“D(0)

X,k,Q) la catégorie dérivée formée des complexes bornés de “D(0)
X,k,Q-modules

cohérents. On identifie la catégorie des “D(0)
X,k,Q-modules cohérents avec les complexes concen-

trés en degré zéro. Pour tout complexe M de Db
c(
“D(0)

X,k,Q), on définit son dual D(M) par

D(M) := RHom(Mk, “D(0)
X,k,Q[1])⊗OX,Q ω

−1
X,Q

Les résultats de la partie trois de l’article [19] de Virrion impliquent que D est un foncteur
de la catégorie Db

c(
“D(0)

X,k,Q) dans elle même et que pour tout complexe M de Db
c(
“D(0)

X,k,Q), il
existe un isomorphisme canonique M ' D ◦ D(M).

On rassemble dans la proposition suivante le corollaire 2.3 et la proposition 3.5 de [19].

Proposition 2.5.3. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent non nul. Alors

1. ∀i ≥ 0, codim(Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q)) ≥ i ;

2. codimM = inf

®
i ∈ N : Exti

D̂
(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) 6= 0

´
.

On peut maintenant démontrer la caractérisation cohomologique suivante des “D(0)
X,k,Q-modules

holonomes.

Proposition 2.5.4. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. Alors M est holonome si et seule-

ment si
∀i 6= 1, Exti

D̂
(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0

De plus, si M est holonome, alors Md := Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) ⊗OX,Q ω

−1
X,Q est aussi un

module holonome.
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Démonstration. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module cohérent que l’on peut supposer non nul. Par

construction, Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) ⊗OX,Q ω

−1
X,Q est un “D(0)

X,k,Q-module à gauche cohérent. Il

vérifie donc l’inégalité de Bernstein. Autrement dit, codim(Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q)) ≤ 1 ou

Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0. Par ailleurs, on sait que codim(Exti

D̂
(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q)) ≥ i d’après

la proposition 2.5.3. Ainsi, Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) 6= 0 implique i ≤ 1. On a donc toujours

Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0 dès que i ≥ 2.

On suppose maintenant que M est un “D(0)
X,k,Q-module holonome non nul. Alors dimM =

codimM = 1. Le second point de la proposition 2.5.3 implique que Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0

pour tout entier i 6= 1 = codimM. Réciproquement, on suppose que Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) =

0 dès que i 6= 1. Le second point de la même proposition implique que codim(M) = 1.
Autrement dit, M est un “D(0)

X,k,Q-module holonome.

Il reste à montrer que le module Md = Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) ⊗OX,Q ω

−1
X,Q est holonome

dès que M est holonome. On sait d’après la proposition 2.5.3 que codimMd ≥ 1. Si
codimMd = 2, alors Md = 0 d’après l’inégalité de Bernstein. Cela contredit l’hypothèse
Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) 6= 0 ! Donc codimMd = 1 et le module Md est holonome.

Corollaire 2.5.5. Le foncteur dualité préserve la catégorie des modules holonomes. De
plus, pour tout “D(0)

X,k,Q-module holonome M, on a

D(M) 'Md = Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

On dispose donc d’un isomorphisme naturel (Md)d 'M.

Démonstration. Soit M un “D(0)
X,k,Q-module holonome. On note Md le “D(0)

X,k,Q-module holo-

nome Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) ⊗OX,Q ω

−1
X,Q. On sait d’après la proposition 2.5.4 que pour tout

entier i 6= 0, Exti
D̂

(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q) = 0. On a donc Hi(D(M)) = 0 pour tout entier i 6= 0. On

en déduit que D(M) ' H0(D(M)) ' Md est un “D(0)
X,k,Q-module holonome. L’isomorphisme

de bidualité M ' (Md)d provient du théorème 3.6 de [19].

Un “D(0)
X,k,Q-module à connexion intégrale est un module holonome. Son dual est donc un

module holonome. En fait, son dual est aussi un module à connexion intégrale de même
rang, comme on peut le voir dans le lemme suivant.
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Lemme 2.5.6. Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module à connexion intégrale de rang n. Alors son dual

Md
k est aussi un module à connexion intégrale de rang n.

Démonstration. D’après le lemme 2.4.9, on peut se ramener au cas où X est affine tel que
Mk ' “D(0)

X,k,Q/P avec P un opérateur différentiel fini unitaire. Il suffit de vérifier que Md
k

est aussi de la forme “D(0)
X,k,Q/P

t avec P t fini unitaire. On considère la suite exacte courte de“D(0)
X,k,Q-modules cohérents

0 // “D(0)
X,k,Q

×P // “D(0)
X,k,Q

//Mk
// 0

Puisque Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(“D(0)
X,k,Q,

“D(0)
X,k,Q) = 0, on obtient la suite exacte courte suivante de “D(0)

X,k,Q-

modules à droites en prenant le foncteur Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(•, “D(0)
X,k,Q) :

0 // Hom(Mk, “D(0)
X,k,Q) // Hom(“D(0)

X,k,Q,
“D(0)

X,k,Q) // Hom(“D(0)
X,k,Q,

“D(0)
X,k,Q)

��

Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) // 0

Comme les algèbres “D(0)
X,k,Q(U) sont intègres et comme Mk ' “D(0)

X,k,Q/P avec P non nul, on

a Hom(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0. Par ailleurs, Hom(“D(0)

X,k,Q,
“D(0)

X,k,Q) ' “D(0)
X,k,Q en tant que “D(0)

X,k,Q-

module à droite. Le morphisme Hom(“D(0)
X,k,Q,

“D(0)
X,k,Q) → Hom(“D(0)

X,k,Q,
“D(0)

X,k,Q) ci dessus

correspond via cette correspondance au morphisme “D(0)
X,k,Q

P×−→ “D(0)
X,k,Q multiplication à

gauche par P . La suite exacte précédente s’écrit donc

0 // “D(0)
X,k,Q

P× // “D(0)
X,k,Q

// Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) // 0

On en déduit que Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) ' “D(0)

X,k,Q/P · “D(0)
X,k,Q en tant que “D(0)

X,k,Q-module à

droite. On écrit P =
∑n
`=0 a` · (ωk∂)` ∈ “D(0)

X,k,Q(X). On définit son adjoint formel P t par
P t =

∑n
`=0(−1)` · (ωk∂) · a`. On vérifie alors que

Md
k = Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(M, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q ' “D(0)

X,k,Q/P
t

Comme P est unitaire d’ordre n, P t est aussi unitaire d’ordre n. Ainsi, Md
k est un module

à connexion intégrale de rang n.
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2.6 Microlocalisation de DX,k pour k ≥ 1

Cette partie est indépendante des autres. Elle permet de comprendre l’intérêt du microlo-
calisé et de voir son lien avec la variété caractéristique. On construit ici un microlocalisé du
faisceau DX,k = D

(0)
X,k⊗Vκ pour tout niveau de congruence k ≥ 1 permettant de retrouver la

variété caractéristique des “D(0)
X,k,Q-modules cohérents en dehors de la section nulle. Il s’agit

du cas le plus simple dans lequel on peut construire un microlocalisé. En effet, pour un
niveau de congruence k ≥ 1, l’algèbre DX,k(U) est commutative : on peut appliquer les
constructions classiques d’algèbre commutative pour localiser la κ-algèbre DX,k(U).

Soit π : T ∗X → X la projection canonique. L’application π est ouverte : pour tout ouvert
U de X, V = π−1(U) est un ouvert de T ∗X. En effet, T ∗X = Spec (Sym ΘX)→ X, où ΘX

est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, ΘX est un module localement libre de
rang fini. En particulier le morphisme T ∗X → X est plat de présentation finie. Il est donc
ouvert d’après [18, Tag 00I1]. On note s : X → T ∗X la section nulle du fibré cotangeant et
T ∗0X = T ∗X\s(X).

Pour un niveau de congruence k ≥ 1 fixé, on construit un microlocalisé de DX,k redonnant
la variété caractéristique d’un DX,k-module cohérent en dehors de la section nulle. Le mi-
crolocalisé est un OT ∗X -module plat Lk défini sur T ∗0 (X) vérifiant pour tout DX,k-module
cohérent M l’égalité

Car(M) ∩ T ∗0 (X) = Supp(Lk ⊗π−1(DX,k) π
−1(M))

Soit U un ouvert affine de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. On rappelle
que la κ-algèbre DU,k = OU [∂k] est commutative. Si ∂′k est une dérivation donnée par une
autre coordonnée locale sur U , alors ∂′k = α · ∂k pour un élément inversible α de OU (U).
Soit P =

∑d
n=0 an · ∂′k

n =
∑d
n=0 an · (α∂k)

n ∈ OU [∂′k]. Puisque l’algèbre DX,k(U) est
commutative, P =

∑d
n=0(anα

n) ·∂nk . Ainsi, la description de l’algèbre DU,k comme l’anneau
de polynômes OU [∂k] ne dépend pas du choix du système de coordonnée locale.

On considère le système de coordonnées locales (t, ξ) sur V = π−1(U) ⊂ T ∗(X) associé
à la coordonnée de départ sur U . Soit P =

∑d
n=0 an · ∂nk un opérateur différentiel de

DX,k(U). On lui associe une fonction de l’algèbre OT ∗X(V ) en envoyant P sur l’élément
P (t, ξ) =

∑d
n=0 an(t) · ξn. On note Dk(V ) l’ensemble des éléments de OT ∗X(V ) provenant

d’un opérateur différentiel de DX,k(U). Puisque DX,k(U) est commutatif, le produit de
DX,k(U) induit un produit sur Dk(V ) coincidant avec le produit de OT ∗X(V ). Autrement
dit, Dk(V ) est une sous-algèbre de OT ∗X(V ). L’algèbre Dk(V ) ne dépend pas non plus du
choix du système de coordonnées locales (t, ξ). Les ouverts V de T ∗X provenant d’ouverts
affines U de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale forment une base d’ouverts de
T ∗X. Ainsi, les algèbres Dk(V ) se recollent en un faisceau Dk sur le fibré cotangent T ∗X.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/00I1
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On a Dk(V ) = O(U)[ξ]. Autrement dit, Dk ' OT ∗X en tant que κ-faisceaux. On identifie
par la suite ces deux faisceaux. Comme pour DX,k, on munit Dk de la filtration donnée
localement par l’ordre des éléments en ξ. On a

Fil`(Dk(V )) =
⊕̀
n=0

O(U) · ξn

Cette filtration est compatible avec la filtration de DX,k via l’isomorphisme défini précé-
demment DX,k(U) ' Dk(V ) = OT ∗X(V ). Le gradué est encore un anneau de polynôme sur
OU : grDk(V ) ' O(U)[ζ], où ζ est l’image de ξ dans gr1Dk(U). L’application de Dk dans
son gradué grDk est donnée par le symbole principal σ. Si P (t, ξ) =

∑d
n=0 an · ξn est un

opérateur d’ordre d de Dk, alors σ(P ) = ad · ζd.

On se restreint maintenant à T ∗0X = T ∗X\s(X) où la variable ξ n’est jamais nulle. Soit
donc V un ouvert affine contenu dans T ∗0X. On pose U = π(V ). On suppose que U est
affine, quitte à réduire V .

Définition 2.6.1. On note Ek(V ) le localisé de Dk(V ) = OT ∗X(V ) pour la partie multi-
plicative {ξn}n∈N. On a Ek(V ) ' OX(U)[ξ, ξ−1].

Les algèbres Ek(V ) ne dépendent pas non plus du choix des coordonnées locales. Elles se
recollent pour former un faisceau Ek sur T ∗0X admettant OT ∗X comme sous-faisceau. Locale-
ment, Ek(V ) ' O(U)[ξ, ξ−1]. On note encore degré d’un élément P (t, ξ) =

∑
−∞<n<∞ an(t)·

ξn de Ek(V ) le plus petit entier n tel que an 6= 0 et am = 0 pour tout m > n. On munit
Ek(V ) de la filtration donnée par le degré. Dans ce cas, gr(Ek(V )) ' O(U)[ζ, ζ−1]. On
rappelle que gr(Dk(V )) ' O(U)[ζ].

On considère sur Ek(V ) la valuation vξ donnée par moins le degré en ξ :

vξ(P (t, ξ)) = −degξ P (t, ξ)

Définition 2.6.2. On note Lk(V ) le complété de Ek(V ) pour cette valuation. Autrement
dit, Lk(V ) ' OX(U)[[ξ−1]][ξ].

Un élément Q de Lk(V ) s’écrit uniquement sous la forme

Q(t, ξ) =
∑

−∞≤n<+∞
an(t) · ξn, an(t) ∈ OX(U)

On définit son degré comme l’opposé de sa valuation ξ-adique : degQ = −vξ(Q). C’est le
plus grand entier n pour lequel le coefficient an est non nul. On munit à nouveau Lk(V ) de
la filtration donnée par le degré des éléments en ξ. On a

gr(Lk(V )) ' OX(U)[ζ, ζ−1] ' gr(Ek(V ))
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L’application de Ek(V ) dans grLk(V ) est encore donnée par le symbole principal :

σ(Q) = adegQ(t) · ζdeg(Q)

On note toujours σ le symbole principal sur Lk(V ) puisqu’il est compatible avec les inclu-
sions Dk(V ) ⊂ Ek(V ) ⊂ Lk(V ).

Les algèbres Lk(V ) se recollent en un faisceau d’algèbres Lk sur T ∗0X. Puisque OX est
localement noetherien, il est clair que Lk est plat sur Dk. Le faisceau Lk est le microlocalisé
recherché.

Le lemme suivant est le résultat clé permettant de faire le lien entre Lk et la variété carac-
téristique. Le localisé est justement construit comme le plus petit faisceau d’algèbres sur
T ∗0X contenant Dk et vérifiant cette propriété.

Lemme 2.6.3. Soit V un ouvert affine de T ∗0X muni de coordonnées locales (t, ξ) ∈ T ∗0X
et P (t, ξ) =

∑d
n=0 an(t) · ξn un élément d’ordre d de l’algèbre Dk(V ). Il existe un voisinage

ouvert W de (t, ξ) dans T ∗0X pour lequel P est inversible dans Lk(W ) si et seulement si
σ(P )(t, ξ) = ad(t) · ξd 6= 0.

Démonstration. Si P est inversible dans Lk(W ) pour un certain voisinage ouvert W de
(t, ξ), alors l’image de P dans le gradué est inversible au voisinage de (t, ξ). Cette image est
σ(P ) = ad(t) · ξd par définition. Il suffit qu’elle soit non nulle en (t, ξ) pour être inversible
localement.

Réciproquement, on suppose que σ(P )(t, ξ) = ad(t) · ξd 6= 0. Puisque le terme ad(t) · ξd
est non nul évalué en (t, ξ), il est inversible sur un voisinage W ⊂ V de (t, ξ) (en retirant
les zéros potentiels de an dans V ). On se restreint maintenant à cet ouvert W . Alors
P · (anξn)−1 s’écrit sous la forme 1 + R avec R un élément de Ek(W ) de degré < 0. On
note Sm = 1 + R + · · · + Rm pour m ∈ N∗. C’est un élément de Ek(W ) de degré ≤ −m.
En particulier, la suite (Sm)m converge dans Lk(W ) vers un élément que l’on note S. Par
ailleurs on observe que deg(Sm · P · (anξn)−1 − 1) ≤ −m + 1. Ainsi, le passage à la limite
m→ +∞ donne S · P · (anξn)−1 = 1 dans Lk(W ). Autrement dit, P est inversible dans le
microlocalisé Lk(W ).

Soit maintenant M un DX,k-module cohérent. On définit un Lk-module cohérent par

M̃L := Lk ⊗OT∗X π
−1(M)

Le support de ce module coïncide avec la variété caractéristique de M en dehors de la
section nulle. Pour montrer ce résultat, on va se ramener au cas où M = DX,k/I pour un
idéal à gauche I de DX,k. On identifie I avec un idéal de Dk = OT ∗X . On pose Ĩ = Lk · I
l’idéal de Lk engendré par I. On munit I et L̃ des filtrations obtenues par intersections de
celles de Dk et Lk respectivement. On peut montrer alors que gr(Ĩ) est engendré par σ(I) :
gr(Ĩ) = gr(Lk) · σ(I).



62 CHAPITRE 2. “D(0)
X,k,Q-MODULES HOLONOMES

Proposition 2.6.4. On a Car(M) ∩ T ∗0 (X) = Supp(M̃L).

Démonstration. On note Car∗(M) = Car(M) ∩ T ∗0 (X). On peut se ramener au cas où X
est affine et M = DX,k/I pour un idéal à gauche I de DX,k. En effet, puisque M est
cohérent, M est engendré par des sections globales e1, . . . , er. Si Ii = AnnDX,k,x(ei), alors
DX,k,x · ei ' DX,k,x/Ii. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est l’union des supports des termes de la somme, on a

Car(M) =
r⋃
i=1

Car(DX,k,x/Ii)

On suppose donc que M = DX,k/I. On note encore I l’image de I dans le faisceau Dk.
Alors M̃L ' Lk/Ĩ en tant que Dk-module, où Ĩ = Lk · I est l’idéal de Lk engendré par
I. Soit (t, ξ) /∈ Supp M̃L. Cela signifie que sur un voisinage affine V de (t, ξ), Lk|V = Ĩ|V .
Dans ce cas, σ(ĨV ) = gr(Ek|V ) · σ(I|V ) = gr(Ek|V ). En particulier, I|V contient un élément
P tel que σ(P )(t, ξ) 6= 0. On rappelle que

CarM ∩ T ∗V = {(t, ξ) ∈ T ∗V : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I(V )}

On en déduit que (t, ξ) /∈ Car∗(M).

Réciproquement, on suppose que (t, ξ) /∈ Car∗(M). Cela signifie que I contient un élément
P défini sur un voisinage affine V de (t, ξ) tel que σ(P )(t, ξ) 6= 0. Alors d’après le lemme
2.6.3 et quitte à réduire l’ouvert V , l’élément P ∈ Ĩ(V ) est inversible dans le microlocalisé
Lk(V ). Ainsi, Ĩ = Lk au voisinage de (t, ξ) et M̃L ' Lk/Ĩ est nul en (t, ξ). Autrement dit,
(t, ξ) /∈ Supp(M̃L).

On rappelle que si M est un DX,k-module cohérent, alors CarM = Car(M◦ ⊗V κ) où M◦

est un modèle entier de M et M◦ ⊗V κ est un DX,k-module cohérent. On a alors

Car(M) ∩ T ∗0 (X) = Supp
Ä
Lk ⊗OT∗X π

−1(M◦ ⊗V κ)
ä



Chapitre 3

DX,∞-modules coadmissibles

On rappelle dans ce chapitre quelques propriétés du faisceau DX,∞ = lim←−k
“D(0)

X,k,Q et la
définition des modules coadmissibles. On introduit ensuite la notion de module faiblement
holonome pour la courbe formelle X en reprenant la définition de Konstantin Ardakov, An-
dreas Bode, et Simon Wadsley donnée dans l’article [3]. On donne enfin une sous-catégorie
abélienne de la catégorie des modules faiblement holonomes constituée de modules de lon-
gueur finie.

3.1 Définitions et propriétés

Pour plus de détails sur le faisceau DX,∞ et sur les propriétés des DX,∞-modules coad-
missibles, le lecteur peut consulter l’article [13] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch.

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un système de coor-
donnée locale associé à x. Pour tout entier naturel k, on rappelle que l’algèbre “D(0)

X,k+1,Q(U)

est une sous-algèbre de “D(0)
X,k,Q(U). On considère dans la suite les morphismes de transition“D(0)

X,k+1,Q → “D(0)
X,k,Q induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau DX,∞ comme la

limite projective des faisceaux “D(0)
X,k,Q.

Définition 3.1.1. On note DX,∞ = lim←−k
“D(0)

X,k,Q.

Le faisceau DX,∞ est un faisceau de K-algèbres sur le schéma formel X. Il vérifie les trois
points suivants :

63
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1. DX,∞(U) est uneK-algèbre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les normes
| · |k des algèbres de Banach “D(0)

X,k,Q(U) ;

2. DX,∞(U) = lim←−k
“D(0)

X,k,Q(U) =
⋂
k≥0
“D(0)

X,k,Q(U) ;

3. DX,∞(U) =

{ ∞∑
n=0

an · ∂n : an ∈ OX,Q(U) tq ∀η > 0, lim
n→∞

an · ηn = 0

}
.

Le lemme suivant caractérise les opérateurs différentiels finis de DX,∞(U) à l’aide des fonc-
tionsNk pour tout niveau de congruence k. On en déduit les éléments inversibles de l’algèbre
DX,∞(U).

Lemme 3.1.2. Soit P un opérateur différentiel de DX,∞(U). La suite (Nk(P ))k≥0 est
croissante. De plus, P est un opérateur fini de degré d ∈ N si et seulement si la suite
(Nk(P ))k est stationnaire de valeur limite d.

Démonstration. On écrit P =
∑∞
n=0 an ·∂n, avec an ∈ OX,Q(U). On commence par montrer

que la suite (Nk(P ))k est croissante. Les coefficients de P dans la base (ωk∂)n de “D(0)
X,k,Q

sont les fonctions ω−kn · an. Donc

Nk(P ) = max{n ∈ N : |ω|−kn · |an| = |P |k}

Soit n0 = Nk+1(P ). Puisque |P |k+1 = |ω−(k+1)n0 · an0 | > |ω−(k+1)n · an| par définition de
n0, on a

∀n > n0, |ω−kn · an| = |ω|n · |ω−(k+1)n · an| < |ω|n0 · |ω−(k+1)n0 · an0 | = |ω−kn0 · an0 |

On en déduit que Nk(P ) ≤ n0 = Nk+1(P ).

On suppose maintenant que Nk(P ) = d à partir d’un certain niveau de congruence k0. Cela
signifie que pour tout entier k ≥ k0 et pour tout entier n > d,

|an| · |ω|−kn < |ad| · |ω|−kd

Autrement dit, |an| < |ad| · |ω|k(n−d). Mais |ω|k(n−d) → 0 lorsque k → ∞. Le passage à la
limite k →∞ implique que |an| = 0. Ainsi, P est un opérateur fini d’ordre d.

Corollaire 3.1.3. Les éléments inversibles de la K-algèbre DX,∞(U) sont exactement les
fonctions inversibles :

DX,∞(U)× = OX,Q(U)×

Démonstration. Soit P ∈ DX,∞(U) un opérateur différentiel inversible. Alors P est inver-
sible dans l’algèbre “D(0)

X,k,Q(U) pour tout niveau de congruence k ∈ N. De manière équiva-
lente, Nk(P ) = 0 pour tout entier k et le coefficient constant de P est inversible d’après le
corollaire 1.2.5. Le lemme 3.1.2 implique que P est un opérateur fini d’ordre 0. Autrement
dit, P est un élément inversible de OX,Q(U).
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On termine cette partie en rappelant la définition des DX,∞-modules coadmissibles et en
détaillant un exemple de module coadmissible.

Définition 3.1.4. Un module coadmissible est un DX,∞-module M isomorphe à une limite
projective lim←−kMk de “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk tels que les applications de transitions

Mk+1 → Mk soient “D(0)
X,k+1,Q-linéaires et tels que pour chaque niveau de congruence k, on

dispose d’un “D(0)
X,k,Q-isomorphisme induit par l’application de transition :“D(0)

X,k,Q ⊗D̂
(0)
X,k+1,Q

Mk+1 'Mk

La catégorie des DX,∞-modules coadmissibles est abélienne. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-

module coadmissible. Il est démontré dans [13] et [17] que Mk ' “D(0)
X,k,Q ⊗DX,∞ M et que

M ' lim←−k
(“D(0)

X,k,Q ⊗DX,∞ M
)
en tant que DX,∞-module coadmissible. On peut donc choisir

pour Mk le “D(0)
X,k,Q-module “D(0)

X,k,Q ⊗DX,∞ M.

On explicite dans l’exemple ci-dessous un opérateur infini P de DX,∞(U) vérifiant Nk(P ) =
k pour tout niveau de congruence k. Plus précisément, on montre que DX,∞/P est un DX,∞-
module coadmissible isomorphe à une limite projective de la forme lim←−k

“D(0)
X,k,Q/Pk avec Pk

un opérateur différentiel fini d’ordre k de “D(0)
X,k,Q(U).

Exemple 3.1.5.

1. Tout DX,∞-module cohérent est coadmissible.

2. Soit P =
∏
n≥1(1 − ωn∂) ∈ DX,∞(U). Alors Nk(P ) = k. En effet, le coefficient de

∂n est à un signe près

ω1+2+···+n · (1 + ω + ω2 + . . . ) = ω
n(n+1)

2 · an

avec an un élément de V de valeur absolue 1. Dans “D(0)
X,k,Q(U), le coefficient d’ordre

n de P est ±ωn(
n+1
2
−k) · an. Par définition, Nk(P ) est le plus grand entier n maxi-

misant la norme |ω|n(
n+1
2
−k). On cherche donc l’entier n minimisant la puissance

n
Ä
n+1
2 − k

ä
.

La fonction x 7→ x
Ä
x+1
2 − k

ä
est minimale en x = k − 1

2 , de valeur −k2 − k + 3
4 .

L’entier le plus proche est −k2 − k + 1. Donc l’entier n
Ä
n+1
2 − k

ä
est minimal pour

n = k. Ceci prouve que Nk(P ) = k. On a de plus

|Pk|k = |ω|k(
k+1
2
−k) = |ω|−k2/2+k/2
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Dans “D(0)
X,k,Q(U), P s’écrit P = Pk · Qk avec Pk =

∏
1≤n≤k(1 − ωn∂) un opérateur

fini d’ordre Nk(Pk) = k et Qk =
∏
n>k(1 − ωn∂) inversible dans “D(0)

X,k,Q(U). En
effet, Nk(Qk) = 0 et le coefficient constant de Qk est inversible. On en déduit
que “D(0)

X,k,Q/P ' “D(0)
X,k,Q/Pk. Par ailleurs, Pk+1 = (1 − ωk+1∂) · Pk avec 1 − ωk+1∂

inversible dans “D(0)
X,k,Q(U). On a donc “D(0)

X,k,Q/Pk+1 ' “D(0)
X,k,Q/Pk. Autrement dit,

DX,∞/P ' lim←−k
“D(0)

X,k,Q/Pk en tant que DX,∞-module coadmissible.
On peut retrouver P à partir des opérateurs Pk puisque la suite (Pk)k converge vers
P dans l’algèbre de Banach DX,∞(U). En effet, il suffit de le montrer pour toutes les
normes | · |m. On a P −Pk = (Qk−1) ·Pk. Pour k ≥ m, on observe que N̄m(Pk) = m

et que |Pk|m = |ω|−
1
2
(m2−m). Le coefficient constant de Qk−1 est nul et le coefficient

de ∂n est de la forme ωk+(k+1)+···+(k+n−1) · an, où an ∈ V est de valeur absolue 1.
Dans “D(0)

X,m,Q(U), le coefficient de (ωk∂)n est ωn(k+
n−1
2
−m) · an. Les coefficients de

Qk − 1 sont presque ceux de Pk : il suffit de remplacer k par m+ 1− k. La fonction
x(k + x−1

2 −m) est donc minimale pour x = m+ 1− k − 1/2. Pour k suffisamment
grand, par exemple k ≥ m + 1, ce terme est négatif. La norme de 1 − Qk est donc
donnée par le coefficient d’indice un : Nk(Qk − 1) = 1 et |Qk − 1|m = |ω|k−m. Il
vient

|P − Pk|m = |1−Qk|m · |Pk|m = |ω|k−
m2

2
−m

2 →
k→∞

0

3.2 Modules faiblement holonomes

On définit dans cette partie les DX,∞-modules coadmissibles faiblement holonomes au sens
de Konstantin Ardakov, Andreas Bode, et Simon Wadsley dans l’article [3]. Un module
coadmissible M = lim←−kMk sur la courbe formelle X est appelé faiblement holonome si

Ext0DX,∞
(M,DX,∞) := lim←−

k

Ext0
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0

De manière équivalente, M est faiblement holonome si et seulement si les modules Mk sont
tous holonomes à partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand.

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. Puisque Mk est un “D(0)
X,k,Q-module cohé-

rent à gauche, on peut munir le groupe abélien Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) d’une structure de“D(0)

X,k,Q-module cohérent à droite. En effet, la question étant locale, on peut supposer que X
est un ouvert affine suffisamment petit pour que le module Mk soit de présentation finie :

(“D(0)
X,k,Q)m → (“D(0)

X,k,Q)n →Mk → 0
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En appliquant le foncteur Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(•, “D(0)
X,k,Q), on en déduit que Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

est un sous-module de type fini du “D(0)
X,k,Q-module cohérent à droite

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

((“D(0)
X,k,Q)n, “D(0)

X,k,Q) ' (“D(0)
X,k,Q)n

Il en découle que le “D(0)
X,k,Q-module à droite Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) est cohérent.

Lemme 3.2.1. Pour tout niveau de congruence k ∈ N, on dispose d’un isomorphisme de“D(0)
X,k,Q-modules à droites :

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q ' Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

Démonstration. Soit ϕ ∈ Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q). On lui associe une application“D(0)

X,k,Q(X)-linéaire

ϕ̃ : Mk ' “D(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 −→ “D(0)
X,k,Q, P ⊗m 7→ P · ϕ(m)

On en déduit une application entre les “D(0)
X,k,Q(X)-modules à droite

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q(X)→ Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

ϕ⊗Q 7→ ϕ̃ ·Q

On dispose d’une telle application sur chaque ouvert U de X. On obtient ainsi un morphisme
entre “D(0)

X,k,Q-modules cohérents à droite

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q → Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

On montre maintenant que ce morphisme est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier loca-
lement. On suppose que X est affine afin que Mk+1 soit de présentation finie :

(“D(0)
X,k+1,Q)m → (“D(0)

X,k+1,Q)n →Mk+1 → 0

En tensorisant par “D(0)
X,k,Q, on obtient une présentation (“D(0)

X,k,Q)m → (“D(0)
X,k,Q)n →Mk → 0

de Mk. En appliquant les foncteurs Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(•, “D(0)
X,k+1,Q) et Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(•, “D(0)
X,k,Q), on
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obtient le diagramme commutatif suivant entre “D(0)
X,k,Q-modules à droites.

0

��

0

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
Mk+1, “D(0)

X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
//

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
Mk, “D(0)

X,k,Q

)

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
(“D(0)

X,k+1,Q)n, “D(0)
X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' //

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)n, “D(0)
X,k,Q

)

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
(“D(0)

X,k+1,Q)m, “D(0)
X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' // Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)m, “D(0)
X,k,Q

)
On déduit du fait que les deux dernières flèches horizontales soient des isomorphismes que
la première flèche en est aussi un.

On définit un DX,∞-module coadmissible à droite HomDX,∞(M,DX,∞) par

HomDX,∞(M,DX,∞) := lim←−
k

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

Plus généralement, le groupe abélien Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) admet une structure de “D(0)

X,k,Q-

module à droite. On démontre maintenant que pour tout entier naturel d, les modules®
Extd

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

´
k∈N

forment un DX,∞-module coadmissible à droite.

Pour tout entier d ≥ 2 et pour tout niveau de congruence k, il a été vu dans la preuve de
la proposition 2.5.4 que Extd

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0. Ainsi, pour d ≥ 2, on peut définir le

module ExtdDX,∞
(M,DX,∞) simplement par

ExtdDX,∞
(M,DX,∞) := lim←−

k

Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0

pour les morphismes de transition triviaux. Le cas d = 0 correspond au lemme 3.2.1. Il
reste donc à traiter le cas d = 1.

Proposition 3.2.2. Pour tout niveau de congruence k ∈ N, le morphisme de “D(0)
X,k,Q-

modules à droites

Ext1
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q → Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)
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induit par le morphisme “D(0)
X,k+1,Q-linéaire

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)→ Hom

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

du lemme 3.2.1 est un isomorphisme. De plus, le “D(0)
X,k,Q-module à droite Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

est cohérent.

Démonstration. On vérifie localement que le morphisme

Ext1
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q → Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

est un isomorphisme. Soit x ∈ X et U un ouvert affine de X contenant x sur lequel Mk+1

est de présentation finie. On va montrer que le “D(0)
X,k+1,Q-module Mk+1 admet localement,

sur un certain voisinage ouvert V de x, une résolution projective de la forme

0 // P // L2 // L1 // L0 // (Mk+1)|V // 0

avec P un “D(0)
V,k+1,Q-module projectif et L2, L1, L0 des “D(0)

V,k+1,Q-modules libres de rang fini.

On sait d’après la proposition 2.5.1 que “D(0)
X,k+1,Q est de longueur cohomologique inférieure

ou égale à trois. Ainsi Extd
(D̂

(0)
X,k,Q)x

((Mk+1)x,Nx) = 0 pour tout entier d > 3 et pour tout“D(0)
W,k+1,Q-module N défini sur un certain voisinage ouvert W de x. Comme Mk+1 est de

présentation finie sur l’ouvert U , il existe un “D(0)
U,k+1,Q-module libre de rang fini L0 et un“D(0)

U,k+1,Q-module cohérent K tels que l’on ait une suite exacte courte

0 // K // L0 // (Mk+1)|U // 0

Comme L0 est un module libre de rang fini, on a Extd
(D̂

(0)
X,k,Q)x

(L0
x,Nx) = 0 pour tout entier

d ≥ 1 et pour tout “D(0)
W,k+1,Q-module N défini sur un voisinage ouvert W de x. En prenant

la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte précédente, on obtient

∀d ∈ N, ∀N, Extd
(D̂

(0)
X,k,Q)x

(Kx,Nx) ' Extd+1

(D̂
(0)
X,k,Q)x

((Mk+1)x,Nx)

En particulier, Extd
(D̂

(0)
X,k,Q)x

(Kx,Nx) = 0 pour tout d > 2 et pour tout “D(0)
W,k+1,Q-module N

défini sur un voisinage ouvert W de x. Par une récurrence finie, et quitte à réduire l’ouvert
U contenant x, on obtient une résolution locale de Mk+1 de la forme

0 // P // L2 // L1 // L0 // (Mk+1)|U // 0
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avec L2, L1, L0 des “D(0)
U,k+1,Q-modules libres de rangs finis et Extd

(D̂
(0)
X,k,Q)x

(Px,Nx) = 0 pour

tout entier d > 0 et pour tout “D(0)
W,k+1,Q-module N défini sur un voisinage ouvert W de x.

Autrement dit, P est un module projectif au voisinage de x.

On écrit Li ' (“D(0)
U,k+1,Q)ni avec ni ∈ N. Comme “D(0)

U,k,Q est plat sur “D(0)
U,k+1,Q, on obtient

la suite exacte suivante en tensorisant par “D(0)
U,k,Q :

0 // “D(0)
U,k,Q ⊗D̂

(0)
U,k+1,Q

P // (“D(0)
U,k,Q)n2 // (“D(0)

U,k,Q)n1 // (“D(0)
U,k,Q)n0 // (Mk)|U // 0

Soit 0 // P 3 // P 2 // P 1 // P 0 // 0 une résolution projective finie du “D(0)
U,k,Q-

module cohérent “D(0)
U,k,Q ⊗D̂

(0)
U,k+1,Q

P sur ouvert contenant x que l’on note encore U . On en

déduit la résolution projective suivante du module (Mk)|U :

(“D(0)
U,k,Q)n2 // (“D(0)

U,k,Q)n1 // (“D(0)
U,k,Q)n0 // (Mk)|U // 0

P 0

OO

P 1oo P 2oo P 3oo 0oo

On suppose maintenant que X = U est affine pour simplifier. On obtient finalement le
diagramme commutatif suivant.

0

��

0

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
Mk+1, “D(0)

X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' //

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
Mk, “D(0)

X,k,Q

)

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
(“D(0)

X,k+1,Q)n0 , “D(0)
X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' //

ϕ

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)n0 , “D(0)
X,k,Q

)

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
(“D(0)

X,k+1,Q)n1 , “D(0)
X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' //

ψ

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)n1 , “D(0)
X,k,Q

)

��

Hom
D̂

(0)
X,k+1,Q

(
(“D(0)

X,k+1,Q)n2 , “D(0)
X,k+1,Q

)
⊗ “D(0)

X,k,Q
' //

��

Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)n2 , “D(0)
X,k,Q

)
��

...
...
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Le groupe Ext1
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q) est donné par les morphisme ϕ et ψ. Le groupe

Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) est quant à lui donné par les morphismes ϕ⊗ id

D̂
(0)
X,k,Q

et ψ⊗ id
D̂

(0)
X,k,Q

.

On en déduit que

Ext1
D̂

(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q ' Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

Enfin les “D(0)
X,k,Q-modules à droite Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) sont cohérents car ce sont locale-

ment des quotients du module Hom
D̂

(0)
X,k,Q

(
(“D(0)

X,k,Q)n, “D(0)
X,k,Q

)
' (“D(0)

X,k,Q)n.

Pour tout DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk et pour tout entier naturel d, on note
ExtdDX,∞

(M,DX,∞) le DX,∞-module coadmissible à droite limite projective des modules

Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) :

ExtdDX,∞
(M,DX,∞) := lim←−

k

Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)

Pour tout entier d ≥ 2, on rappelle que ExtdDX,∞
(M,DX,∞) = 0.

Définition 3.2.3. Un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk est appelé faiblement holo-
nome si Ext0DX,∞

(M,DX,∞) = 0.

De manière équivalente, un DX,∞-module coadmissible M est faiblement holonome si et
seulement si ExtdDX,∞

(M,DX,∞) = 0 pour tout entier d 6= 1. Dans l’article [3], Konstantin
Ardakov, Andreas Bode, et Simon Wadsley définissent les modules faiblement holonomes de
la manière suivante. SoitXK un espace analytique rigide lisse de dimension n. Un ÙD-module
coadmissible M sur XK est faiblement holonome si les groupes de cohomologie ExtdÛD(M, ÙD)

sont nuls pour tout entier d 6= n. La définition 3.2.3 correspond aux modules faiblement
holonomes en considérant une courbe formelle à la place d’un espace analytique rigide.

Proposition 3.2.4. Un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk est faiblement holonome
si et seulement si il existe un niveau de congruence k0 à partir duquel les modules Mk sont
tous holonomes.

Démonstration. Si les modules Mk sont holonomes, alors Ext0
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0 d’après

la proposition 2.5.4. Il en découle que Ext0DX,∞
(M,DX,∞) = lim←−k Ext

0

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0.

Réciproquement, on suppose que Ext0DX,∞
(M,DX,∞) = 0. Comme ce module est coadmis-

sible, on a Ext0
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = Ext0DX,∞

(M,DX,∞)⊗DX,∞
“D(0)

X,k,Q = 0. On en déduit que

Mk est holonome toujours la proposition 2.5.4.
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On en déduit immédiatement que la catégorie des modules faiblement holonomes est abé-
lienne. Elle est de plus non triviale. Elle contient par exemple les DX,∞-modules cohérents
de la forme DX,∞/I avec I un idéal cohérent non nul de DX,∞.

Corollaire 3.2.5. La catégorie des modules faiblement holonomes est abélienne.

Démonstration. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules
coadmissibles. On écrit M = lim←−kMk, N = lim←−kNk et L = lim←−k Lk. Alors pour tout niveau
de congruence k, on dispose d’une suite exacte de “D(0)

X,k,Q-modules cohérents

0 //Mk
// Nk

// Lk // 0

D’après la proposition 2.4.2, Nk est holonome si et seulement si Mk et Lk le sont. On en
déduit que les modules Nk sont holonomes à partir d’un certain niveau de congruence k si
et seulement les modules Mk et Lk le sont aussi. La proposition 3.2.4 implique enfin que N
est faiblement holonome si et seulement M et L sont faiblement holonomes.

Remarque 3.2.6. Lorsque M = lim←−kMk est faiblement holonome, on dispose localement
d’une résolution libre finie des modules Mk donnée par la proposition 1.3.19. En effet, le
module Mk est holonome pour k suffisamment grand. Il existe donc un idéal cohérent non
nul Ik de “D(0)

X,k,Q tel que Mk ' “D(0)
X,k,Q/Ik. Soit x ∈ X. Une base de division relativement au

point x fournit une présentation explicite de Ik sur un voisinage U de x :

0 // (“D(0)
U,k,Q)r−1

·R // (“D(0)
U,k,Q)r // Ik|U // 0

La matrice R s’exprime entièrement en fonction de la base de division. Combinée avec la
suite exacte courte 0 → I → “D(0)

X,k,Q → Mk → 0, on obtient la présentation suivante du
module Mk sur l’ouvert U :

0 // (“D(0)
U,k,Q)r−1

·R // (“D(0)
U,k,Q)r // “D(0)

U,k,Q
//Mk|U // 0

On retrouve bien que Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) = 0 pour tout entier d ≥ 2. Par ailleurs, cette

résolution permet de calculer explicitement le groupe Ext1
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) au voisinage de

x en fonction d’une base de division relativement au point x.

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible et d un entier naturel. Les “D(0)
X,k,Q-modules

cohérents à gauche Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q forment un DX,∞-module coadmissible
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à gauche. En effet, cela résulte du lemme 2.2 de l’article [19] de Anne Virrion :“D(0)
X,k,Q⊗

Ç
Extd

D̂
(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

å
' Extd

D̂
(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

(“D(0)
X,k,Q ⊗OX,Q ω

−1
X,Q

)
'
Ç
Extd

D̂
(0)
X,k+1,Q

(Mk+1, “D(0)
X,k+1,Q)⊗

D̂
(0)
X,k+1,Q

“D(0)
X,k,Q

å
⊗OX,Q ω

−1
X,Q

' Extd
D̂

(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

On note Md
k le dual du “D(0)

X,k,Q-module cohérent Mk :

Md
k := Extd

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

Il a été vu dans la partie 2.5 que si le module Mk est holonome, alors son dual Md
k est aussi

holonome. Par ailleurs, on dispose d’un isomorphisme naturel de bidualité (Md
k)
d 'Mk.

Définition 3.2.7. Le dual d’un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk est le module
coadmissible

Md := lim←−
k

Ç
Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

å
On démontre maintenant que si M est faiblement holonome, alors son dual Md l’est aussi.

Proposition 3.2.8. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible faiblement holonome.
Alors son dual Md est aussi un module faiblement holonome. De plus, on dispose d’un
isomorphisme de bidualité : (Md)d 'M.

Démonstration. SoitM = lim←−kMk unDX,∞-module coadmissible faiblement holonome. Par

définition, il existe un niveau de congruence k0 tel que Mk soit un “D(0)
X,k,Q-module holonome

pour tout entier k ≥ k0. Alors Md
k = Extd

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q) ⊗OX,Q ω

−1
X,Q est un module

holonome d’après la proposition 2.5.4. La proposition 3.2.4 implique ensuite que le DX,∞-
module coadmissible Md = lim←−kM

d
k est faiblement holonome. Enfin, les isomorphismes de

bidualité (Md
k)
d 'Mk pour chaque niveau de congruence k ≥ k0 induise un isormorphisme

(Md)d 'M en prenant la limite projective.
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3.3 Une catégorie de DX,∞-modules coadmissibles de
longueur finie

On introduit maintenant une sous-catégorie abélienne pleine des modules faiblement holo-
nomes dont les objects sont tous de longueur finie en tant que DX,∞-modules. Cette der-
nière est non triviale. En effet, elle contient les DX,∞-modules coadmissibles à connexion
intégrable et les DX,∞-modules coadmissibles localement de la forme DU,∞/P avec P un
opérateur différentiel fini de DX,∞(U).

Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module holonome. On note m(Mk) la longueur du cycle caractéristique

de Mk. Si I(Car(Mk)) est l’ensemble des composantes irréductibles de la variété caracté-
ristique de Mk, alors

m(Mk) =
∑

C∈I(Car(Mk))

mC(Mk) ∈ N

Cette longueur est un entier naturel puisque les multiplicités mC(Mk) le sont. Le corollaire
2.3.3 implique que Mk = 0 si et seulement si m(Mk) = 0.

Soit maintenant M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. On suppose qu’il existe un

niveau de congruence k0 ∈ N tel que Mk soit un “D(0)
X,k,Q-module holonome pour tout entier

k ≥ k0. Autrement dit, Mk est un DX,∞-module faiblement holonome comme défini dans
la partie précédente. On note kM le plus petit entier naturel pour lequel Mk est holonome
dès que k ≥ kM. On associe à un tel module coadmissible M une multiplicité m(M) définie
par

m(M) = lim sup
k≥kM

{m(Mk)} = inf
k≥kM

®
sup
k′≥k

m(Mk′)

´
∈ N ∪ {∞}

Définition 3.3.1. On note H la catégorie constituée des DX,∞-modules coadmissibles M =
lim←−kMk vérifiant les deux points suivants.

1. Le module M est faiblement holonome : il existe un niveau de congruence à partir
duquel les “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk sont tous holonomes.

2. La multiplicité m(M) de M est finie, autrement dit m(M) ∈ N.

C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des DX,∞-modules coadmissibles
faiblement holonomes. On démontre dans ce qui suit que la catégorie H est abélienne et
que tout object M de H est de longueur finie inférieure ou égale à m(M).

Soit M = lim←−kMk un object de H. Par définition, m(M) < ∞. Autrement dit, il existe
un entier k0 ≥ kM pour lequel supk≥k0{m(Mk)} < ∞. La suite (supk′≥k{m(Mk′)})k≥k0
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est décroissante formée d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire. Sa valeur limite est
exactement m(M). On en déduit qu’il existe un niveau de congruence k1 ≥ kM pour lequel

∀k ≥ k1, m(M) = sup
k′≥k
{m(Mk′)}

Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules coadmissibles.
On écrit M = lim←−kMk, N = lim←−kNk et L = lim←−k Lk. Pour tout entier naturel k, cette suite

induit une suite exacte de “D(0)
X,k,Q-modules cohérents :

0 //Mk
// Nk

// Lk // 0

On note k0 = max{kM, kN, kL} ∈ N. Pour tout entier k ≥ k0, les modules Nk, Mk et Lk
sont holonomes par définition de H. Pour k ≥ k0, on sait d’après la proposition 2.4.3 que
CC(Nk) = CC(Mk) + CC(Lk). Il en découle que pour tout k ≥ k0,

m(Nk) = m(Mk) +m(Lk)

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-
modules coadmissibles faiblement holonomes. Alors

1. m(M) ≤ m(N) et m(L) ≤ m(N) ;

2. m(N) ≤ m(M) +m(L).

En particulier, N ∈ H si et seulement si M ∈ H et L ∈ H.

Démonstration. On note M = lim←−kMk, N = lim←−kNk et L = lim←−k Lk. Il existe un niveau
de congruence k1 ≥ max{kM, kN, kL} pour lequel m(M) = supk′≥k{m(Mk′)}, m(N) =
supk′≥k{m(Nk′)} et m(L) = supk′≥k{m(Lk′)} dès que k ≥ k1.

Pour tout entier naturel k ≥ k1, on a m(Nk) = m(Mk) + m(Lk) d’après la proposition
2.4.3. Les inégalités m(Nk) ≥ m(Mk) pour k ≥ k1 donnent m(N) ≥ m(M) en passant à la
borne supérieure sur k ≥ k1. De même, m(Nk) ≥ m(Lk). Enfin les inégalités

m(Nk) = m(Mk) +m(Lk) ≤ sup
k≥k1
{m(Mk)}+ sup

k≥k1
{m(Mk)} = m(M) +m(L)

pour tout entier k ≥ k1 impliquent que m(N) = supk≥k1{m(Nk)} ≤ m(M) +m(L).

Remarque 3.3.3. Bien que m(Nk) = m(Mk) + m(Lk) pour un niveau de congruence k
fixé, la multiplicité m n’est a priori pas additive pour les modules coadmissibles. En effet,
ces égalités deviennent seulement des inégalités en passant à la borne supérieure.



76 CHAPITRE 3. DX,∞-MODULES COADMISSIBLES

Cette proposition montre que la catégorie H est abélienne. L’exemple suivant assure qu’elle
n’est pas triviale : elle contient les DX,∞-modules coadmissibles de la forme DX,∞/P pour
P un opérateur différentiel fini de DX,∞.

Exemple 3.3.4. On suppose que X = U est affine. Soit P ∈ DX,∞(X). On considère le
DX,∞-module coadmissible M = DX,∞/P = lim←−kMk avec Mk = “D(0)

X,k,Q/P . Les “D(0)
X,k,Q-

modules cohérents Mk sont tous holonomes d’après la proposition 2.4.8.
1. On regarde tout d’abord ce qu’il se passe lorsque P est un opérateur infini. La suite

(Nk(P ))k est croissante et diverge vers +∞ d’après le lemme 3.1.2. La proposition
2.2.5 implique que m(Mk) ≥ Nk(P ). On en déduit que m(M) = +∞. Donc M n’est
pas un object de la catégorie H.

2. On suppose maintenant que P =
∑d
n=0 an · ∂n est un opérateur fini d’ordre d. Alors

Nk(P ) = d pour k assez grand d’après le lemme 3.1.2. On ne considère maintenant
que ces indices k. On sait d’après la proposition 2.2.5 que les multiplicités de Car(Mk)
en x sont les nombres Nk(P ) = d et Nk(P, x) = N(ad, x) = valuation de (ad mod ω)
dans OX,x. En particulier, x est l’abscisse d’une composante irréductible verticale de
CarMk si et seulement si Nk(P, x) > 0. La multiplicité de cette composante est alors
Nk(P, x). Si x1, . . . , xs sont les zéros de ad, alors pour k suffisamment grand,

m(Mk) = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs)

Ces multiplicités ne dépendent plus de k. On en déduit que

m(M) = lim sup
k≥0

{m(Mk)} = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs) <∞

Autrement dit, le module M = DX,∞/P appartient à la catégorie H.

Le lemme suivant montre que la multiplicité m caractérise les DX,∞-modules holonomes
nuls. Cela provient du fait qu’un “D(0)

X,k,Q-module holonome Mk est nul si et seulement si
m(Mk) = 0.

Lemme 3.3.5. Un élément M de H est nul si et seulement si m(M) = 0.

Démonstration. On écrit M = lim←−kMk. Si M = 0, alors Mk = 0. Les multiplicités de Mk

sont toutes nulles par définition et m(Mk) = 0. Alors m(M) = 0.

On suppose maintenant que m(M) = 0. Par définition de m(M), il existe un rang k à partir
duquel m(Mk) = 0. Autrement dit, les multiplicités de Mk sont toutes nulles et Mk = 0
d’après le corollaire 2.3.3. Ainsi, Mk = 0 pour k suffisamment grand et donc M = 0.

Bien que la multiplicité m ne soit pas additive sur les suites exactes, on peut démontrer
que les éléments de H sont de longueur finie en utilisant la proposition 3.3.2 et le lemme
3.3.5.
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Proposition 3.3.6. Soit M un élément de H. Alors M est de longueur finie inférieure ou
égale à m(M).

Démonstration. Soit M = lim←−kMk un élément de H. On démontre que toute suite dé-
croissante (Mn)n∈N de sous-DX,∞-modules coadmissibles de M est stationnaire. On peut
supposer que M0 = M. Comme Mn est un sous-module de M, on sait que m(Mn) ≤ m(M)
d’après la proposition 3.3.2. La suite (m(Mn))n est une suite décroissante d’entiers natu-
rels. Elle est donc stationnaire. Il existe un entier naturel n0 tel que pour tout n ≥ n0,
m(Mn+1) = m(Mn). On suppose dans la suite que n ≥ n0. On écrit Mn = lim←−kM

n
k . Il

existe un rang kn ≥ max{kMn , kMn+1} pour lequel

∀k ≥ kn, m(Mn) = sup
k′≥k
{m(Mn

k′)} = m(Mn+1) = sup
k′≥k
{m(Mn+1

k′ )} (3.1)

Pour tout k ≥ kn, on considère la suite exacte de “D(0)
X,k,Q-modules cohérents

0 //Mn+1
k

//Mn
k

//Mn
k/M

n+1
k

// 0

On sait d’après la proposition 2.4.3 que

m(Mn
k) = m(Mn+1

k ) +m(Mn
k/M

n+1
k )

En particulier, si m(Mn+1) = m(Mn+1
k ) pour un certain niveau de congruence k ≥ kn, alors

m(Mn) = m(Mn
k) d’après 3.1 puisque m(Mn

k) ≥ m(Mn+1
k ). On en déduit que m(Mn+1

k ) =
m(Mn

k) et que m(Mn
k/M

n+1
k ) = 0. Le corollaire 2.3.3 implique alors que Mn

k/M
n+1
k = 0.

Autrement dit, Mn
k ' Mn+1

k . Puisque l’égalité 3.1 est vérifiée pour tout entier k ≥ kn, il
existe une infinité d’entiers k ≥ kn pour lesquels Mn

k 'Mn+1
k .

Alors Mn ' Mn+1 en tant que DX,∞-modules coadmissibles. En effet, soit (k`)`≥0 une
suite strictement croissante d’entiers naturels telle que pour tout ` ∈ N, Mn

k`
= Mn+1

k`
. La

propriété universelle de la limite projective permet d’obtenir des isomorphismes de DX,∞-
modules Mn ' lim←−`M

n
k`

et Mn+1 ' lim←−`M
n+1
k`

. Puisque Mn+1 est un sous-module de Mn,
les morphismes de transitions des modules Mn+1

k sont induits par ceux des Mn
k . On en

déduit que les morphismes de transitions Mn
k`+1

= Mn+1
k`+1
→Mn

k`
= Mn+1

k`
des modules Mn

k`

sont aussi les morphismes de transitions des Mn+1
k`

. Il en découle, en passant à la limite
projective sur `, que Mn 'Mn+1.

On a démontré que pour tout n ≥ n0, Mn ' Mn+1. La suite (Mn)n est donc stationnaire.
On a aussi démontré que m(Mn+1) = m(Mn) implique Mn+1 ' Mn lorsque Mn+1 est un
sous-module deMn. Comme la suite (m(Mn))n est décroissante de terme initialm(M) <∞,
la longueur d’une suite strictement décroissante de sous-modules de M est de longueur au
plus m(M). De même, toute suite strictement croissante de sous-modules de M est de
longueur au plus m(M). Ainsi, M est un DX,∞-module de longueur finie inférieure ou égale
à m(M).
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Exemple 3.3.7. On continue l’exemple 3.3.4. On suppose toujours que X = U est affine
muni d’une coordonnée locale. Soit P =

∑d
n=0 an·∂n un opérateur fini d’ordre d deDX,∞(X).

On note x1, . . . , xs les zéros de ad. On rappelle que N(ad, x) est la valuation de (ad mod ω)
dans l’anneau de valuation discrète OX,x. Alors le DX,∞-module coadmissible DX,∞/P est
de longueur finie inférieure ou égale à m(M) = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs).

On termine cette partie en démontrant que tout DX,∞-module à connexion intégrable est
de longueur finie.

Lemme 3.3.8. Soit M = lim←−kMk un module coadmissible tel que les Mk soient des OX,Q-
modules libres de rang n pour k suffisamment grand. Alors M est un OX,Q-module libre de
rang n.

Démonstration. Par hypothèse, il existe un niveau de congruence k0 ∈ N tel que Mk soit un
OX,Q-module libre de rang n pour tout entier k ≥ k0. On ne considère maintenant que les
indices k supérieurs ou égaux à k0. On note λk : Mk+1 → Mk le morphisme de transition
pour le rang k. Ce dernier est “D(0)

X,k+1,Q-linéaire donc OX,Q-linéaire. Par hypothèse, l’appli-

cation “D(0)
X,k,Q⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 →Mk, P ⊗e 7→ P ·λk(e) est un isomorphisme “D(0)
X,k,Q-linéaire.

Cela implique que l’image λk(Mk+1) de λk est dense dans Mk pour la topologie ω-adique.
Comme Mk est un OX,Q-module libre de rang fini, λk(Mk+1) est un sous-OX,Q-module
fermé de Mk. Puisqu’il est dense, λ(Mk) 'Mk en tant que OX,Q-modules. Autrement dit,
l’application λk : Mk+1 → Mk est surjective. Comme Mk et Mk+1 sont des OX,Q-modules
libre de même rang fini n, λk est un isomorphisme de OX,Q-modules. On en déduit que
M ' lim←−k≥k0 Mk ' Mk0 en tant que OX,Q-module. Ainsi, M est un OX,Q-module libre de
rang fini n.

La réciproque de ce lemme est vraie : si M = lim←−kMk est un DX,∞-module coadmissible et
un OX,Q-module libre de rang n, alors il existe un niveau de congruence k à partir duquel
Mk est un OX,Q-module libre de rang n. Ce résultat est démontré plus tard dans le chapitre
6.

Définition 3.3.9. Un module coadmissible M = lim←−kMk est appelé module à connexion
intégrable de rang n ∈ N s’il existe un niveau de congruence k à partir duquel chaque“D(0)

X,k,Q-module cohérent Mk est un OX,Q-module libre de rang fini n.

Avec cette définition, on vérifie que les modules à connexion intégrable sont de longueur
finie.

Proposition 3.3.10. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module à connexion intégrable. Alors M
est un DX,∞-module de longueur finie inférieure ou égale au rang rgOX,Q(M).
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Démonstration. Soit M = lim←−kMk un module à connexion intégrable de rang n. D’après le
lemme 2.4.9 et le corollaire 2.2.6, les modules Mk ont une unique multiplicité égale à n. On
déduit alors de la proposition 3.3.6 que tout module à connexion est de longueur finie.
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Chapitre 4

Microlocalisation de DX,∞

Pour définir une variété caractéristique des DX,∞-modules coadmissibles par microlocalisa-
tion, il faut inverser les opérateurs différentiels qu’on désire être holonomes. On souhaite
que les modules de la forme DX,∞/P soient holonomes si et seulement si P est un opéra-
teur fini. Comme on a pu le voir dans le chapitre précédent, DX,∞(U) n’admet que très peu
d’éléments inversibles : DX,∞(U)× = OX,Q(U)×. On construit dans ce chapitre un faisceau
microlocalisé F∞ de DX,∞ vérifiant la condition suivante : un élément P de DX,∞(U) est
inversible dans le microlocalisé F∞(U) si et seulement si P est un opérateur différentiel fini
dont le coefficient dominant est inversible dans l’anneau de fonctions OX,Q(U).

Pour cela, on commence par microlocaliser les faisceaux “D(0)
X,k,Q. Afin d’avoir des morphismes

de transition commutant avec les morphismes “D(0)
X,k+1,Q → “D(0)

X,k,Q, on introduit un nouveau

paramètre r ∈ N∗. On définit des faisceaux microlocalisés Fk,r de “D(0)
X,k,Q pour tout entier

k ≥ r admettant des morphismes de transition Fk+1,r → Fk,r. Les faisceaux F∞,r :=
lim←−k≥r Fk,r vont être des microlocalisés de DX,∞. On montre qu’il existe des morphismes
naturels de faisceaux F∞,r+1 → F∞,r. Alors F∞ := lim−→r≥1 F∞,r.

4.1 Microlocalisations de D̂
(0)
X,k,Q

On introduit dans cette section des microlocalisés du faisceau “D(0)
X,k,Q pour un niveau de

congruence k supérieur ou égale à un. Pour cela, on utilise une localisation non commutative
décrite dans l’annexe écrite par Peter Schneider de l’article [20] de Gergely Zábrádi. On
commence par rappeler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour
construire un tel microlocalisé est d’être une algèbre quasi-abélienne. Comme déjà dit en
introduction, les K-algèbres de Banach (“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) sont quasi-abéliennes dès que

81
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k ≥ 1. On inverse en pratique la partie multiplicative S = {∂n, n ∈ N} des puissances de
la dérivation ∂. Une difficulté est de construire des microlocalisés des algèbres “D(0)

X,k,Q(U)
pour la partie multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec
les morphismes injectifs “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ “D(0)
X,k,Q(U).

Soient k ≥ r ≥ 1. On peut définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de S dans
l’algèbres “D(0)

X,k,Q(U) pour toutes les normes quasi-abéliennes | · |r, . . . , | · |k de “D(0)
X,k,Q(U). On

obtient ainsi une K-algèbre de Banach noétherienne Fk,r(U) dont la norme est seulement
sous-multiplicative. Les faisceaux Fk,r, pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes
de transition Fk+1,r → Fk,r commutant avec les morphismes “D(0)

X,k+1,Q → “D(0)
X,k,Q. En passant

à la limite projective sur k ≥ r, on construit un faisceau F∞,r = lim←−k≥r Fk,r. Localement,
F∞,r(U) est une K-algèbre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette section les faisceaux
Fk,r. On démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau F∞,r plus
tard dans la section 4.2.

4.1.1 Microlocalisation d’une algèbre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette partie quelques résultats vérifiés par le microlocalisé d’une
algèbre de Banach quasi-abélienne construit dans l’annexe de l’article [20]. On démontre
ensuite que l’algèbre (“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne dès que U est un ouvert affine
sur lequel on dispose d’une coordonnée étale.

Soit K un corps valué complet non archimédien et A une K-algèbre de Banach munie d’une
norme multiplicative | · | non archimédienne.

Définition 4.1.1. On dit que A est quasi-abélienne pour la norme | · | s’il existe un réel
γ ∈ [0, 1[ tel que pour tout couple (a, b) ∈ A2,

|ab− ba| = |[a, b]| ≤ γ · |ab| = γ · |a||b|

On fixe maintenantm normes |·|1, . . . , |·|m quasi-abéliennes sur A. Une partie multiplicative
de A est un sous ensemble S de A vérifiant

1. 0 /∈ S et 1 ∈ S ;

2. S est stable par multiplication : ∀s, t ∈ S, s · t ∈ S.
Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algèbre de Banach
B = A〈| · |1, . . . , | · |m, S〉 munie d’une norme sous-multiplicative ‖ · ‖ non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algèbres

φ : (A,max{| · |1, . . . , | · |m})→ (B, ‖ · ‖)
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telle que φ(S) ⊂ B× et telle que les éléments de B de la forme s−1a pour (s, a) ∈ S × A
soient denses dans B. On identifie A à une sous-algèbre de B via φ : on note encore a
l’image d’un élément a de A et s−1 l’inverse de s ∈ S dans B. Par ailleurs, le morphisme
φ : A→ B vérifie la propriété universelle suivante.

Proposition 4.1.2. Soit (D, ‖ · ‖D) une K-algèbre de Banach munie d’un morphisme de
K-algèbres f : A→ D tel que f(S) ⊂ D×. On suppose qu’il existe une constante c > 0 pour
laquelle

∀(s, a) ∈ S ×A, ‖f(s)−1 · f(a)‖D ≤ c · max
1≤i≤m

¶
|s|−1i · |a|i

©
Alors il existe un unique morphisme continu de K-algèbres f̃ : B → D tel que le diagramme

A
φ //

f   

B

f̃
��
D

commute. De plus, si c = 1 et si la norme ‖ · ‖D de D est sous-multiplicative, alors f̃ est
1-lipschitzienne :

∀b ∈ B, ‖f̃(b)‖D ≤ ‖b‖

Remarque 4.1.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par
uniforme continuité sur B. En effet, puisque s(s−1a) = a dans B et puisque f̃ est multi-
plicative, on a nécessairement f̃(s−1a) = f(s)−1f(a). La condition sur f (impliquant au
passage la continuité de f) signifie que l’application S × A → D , (s, a) 7→ f(s)−1f(a) est
uniformément continue. Ainsi, puisque les éléments de la forme s−1a sont denses dans B,
elle se prolonge uniquement en une application continue f̃ : B → D.

On se donne une constante γ ∈ [0, 1[ telle que

∀a, b ∈ A, ∀1 ≤ i ≤ m, |ab− ba|i ≤ γ · |ab|i

Proposition 4.1.4. Pour tout (e1, . . . , en) ∈ Bn et pour toute permutation σ ∈ Sn, on a

‖e1 . . . en − eσ(1) . . . eσ(n)‖ ≤ γ‖e1 . . . en‖

En particulier, B est quasi-abélienne de constante γ et ‖ab‖ = ‖ba‖. Par ailleurs, dans le
cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s−1a avec les normes | · |i
de s et de a.

Lemme 4.1.5. Pour a, b ∈ A et s, t ∈ S, on a
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1. ‖s−1a− s−1b‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1i · |a− b|i} ;

2. ‖s−1a‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1i · |a|i} ;

3. ‖s−1a− t−1b‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1i · |t|
−1
i · |a− b|i}.

Exemple 4.1.6. Ce microlocalisé coïncide avec la notion classique de localisation lorsque
A est une K-algèbre commutative munie d’une norme multiplicative | · | (en particulier,
A est intègre). Soit S ⊂ A une partie multiplicative et S−1A le localisé classique de A.
On le munit de la norme multiplicative |s−1a| = |s−1| · |a|. Cette dernière est bien définie
puisque A est intègre. On note ÷S−1A le complété de S−1A pour cette norme. Alors ÷S−1A
et B = A〈| · |, S〉 sont isométriques.

En effet, soit f le morphisme composé A→ S−1A→÷S−1A. On a |f(s)−1f(a)| = |s|−1|a| en
notant encore | · | la norme de ÷S−1A. Ainsi f vérifie la condition de la propriété universelle
de B. Il existe donc un unique morphisme ε : B →÷S−1A tel que le diagramme suivant
commute

A
φ //

f
##

B

ε

��÷S−1A
On a ε(s−1a) = f(s)−1f(a) = s−1a et |ε(s−1a)| = |f(s)|−1 · |f(a)| = |s|−1 · |a|. Autrement
dit, ε est une isométrie sur les éléments de la forme s−1a. Ces derniers étant denses dans
B, on en déduit que ε est une isométrie. Ainsi l’image de B par ε est un fermé dans ÷S−1A
contenant les s−1a. Puisqu’ils sont denses, ε est un isomorphisme isométrique.

On démontre maintenant que la K-algèbre (“D(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne dès que le

niveau de congruence k est supérieur ou égale à un. On désigne toujours par U un ouvert
affine contenant x sur lequel on dispose d’un système d’une coordonnée locale. On rappelle
que les sections du faisceau “D(0)

X,k,Q sur l’ouvert U sont données par“D(0)
X,k,Q(U) =

{
P =

∞∑
n=0

an · (ωk∂)n, an ∈ OX,Q(U) tq |an| −→
n→∞

0

}

On munit la K-algèbre “D(0)
X,k,Q(U) toujours de la norme multiplicative complète | · |k définie

par |P |k = maxn∈N{|an|}. On note encore Nk(P ) = max{n ∈ N : |an| = |P |k}. Par
définition, le coefficient dominant de P est son coefficient d’indice Nk(P ).

On rappelle que la norme | · |k et la fonctions Nk ne dépendent pas du choix du système de
coordonnées locales. L’algèbre (“D(0)

X,k,Q(U), |·|k) est une K-algèbre de Banach et sa topologie
est équivalente à la topologie ω-adique.
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Proposition 4.1.7. Pour tout entier k ≥ 1, l’algèbre de Banach (“D(0)
X,k,Q(U), | · |k) est

quasi-abélienne de constante optimale |ω|k = p−k.

Démonstration. Soit P =
∑
n≥0 an · (ωk∂)n et Q =

∑
n≥0 bn · (ωk∂)n deux éléments de“D(0)

X,k,Q(U). On a

PQ =
∑
i≥0

ai · (ωk∂)i ·

Ñ∑
j≥0

bj · (ωk∂)j

é
=
∑
i,j≥0

ai ·
(

i∑
`=0

Ç
i

`

å
· ωk` · ∂`(bj) · ωk(i+j−`) · ∂i+j−`

)

=
∑
u≥0

á
∑
`≥0

0≤j≤u

Ç
u+ `− j

`

å
· au+`−j · ωk` · ∂`(bj)

ë
· (ωk∂)u

On en déduit que le coefficient d’indice u de PQ−QP est

αu =
∑
`≥0

0≤j≤u

ωk`
Ç
u+ `− j

`

å
·
Ä
au+`−j · ∂`(bj)− bu+`−j · ∂`(aj)

ä
Pour ` = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

αu = ωk
∑
`≥1

0≤j≤u

ωk(`−1)
Ç
u+ `− j

`

å
·
Ä
au+`−j · ∂`(bj)− bu+`−j · ∂`(aj)

ä
Quitte à normaliser P et Q, on peut supposer que |P |k = |Q|k = 1. Chaque terme de la
somme a une norme inférieure à 1. La somme est donc aussi de norme inférieure à 1. Ainsi,
|αu| ≤ |ωk| = p−k et |PQ−QP |k = maxu∈N{|αu|} ≤ p−k.

Remarque 4.1.8. L’algèbre “D(0)
X,Q(U) = “D(0)

X,0,Q(U) n’est pas quasi-abélienne puisque par
exemple [∂, x] = 1. Pour k > 0, on a [ωk∂, x] = ωk avec |ωk∂|k = 1 = |x| et |ωk| < 1.

4.1.2 Un premier microlocalisé Ek

On suppose à partir de maintenant, et dans la suite de ce chapitre, que le niveau de
congruence k est supérieur ou égale à un. Ainsi la K-algèbre (“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) est quasi-
abélienne. On peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multiplicative. On choisit
concrètement pour partie multiplicative de “D(0)

X,k,Q(U) les puissance de ∂ : S = {∂n, n ∈ N}.
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Définition et premières propriétés

On localise dans cette partie l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) pour la seule norme | · |k. Le microlo-

calisé Ek(U) obtenu possède de très bonnes et plaisantes propriétés en tant qu’algèbre
de Banach. En particulier, on peut déterminer facilement ses éléments inversibles. Cepen-
dant, il n’existe pas de morphismes de transition naturels Ek+1(U) → Ek(U) commutant
avec les morphismes de transition “D(0)

X,k+1(U) ↪→ “D(0)
X,k(U). On ne peut donc pas obte-

nir à partir des algèbres Ek(U) un microlocalisé au niveau de l’algèbre limite projective
DX,∞(U) = lim←−k

“D(0)
X,k,Q(U) =

⋂
k
“D(0)

X,k,Q(U).

On introduit dans la partie suivante un autre mircolocalisé Fk,r(U) admettant quant à lui
des morphismes de transition injectifs Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U). Néanmoins, ce microlocalisé
est plus compliqué : sa norme n’est plus multiplicative, mais seulement sous-multiplicative.
Cependant, on obtient facilement une injection naturelle Fk,r(U) ↪→ Ek(U) continue. Ainsi,
bien connaitre l’algèbre Ek(U) permet d’en déduire de nombreuses propriétés pour l’algèbre
Fk,r(U). On commence donc par étudier le microlocalisé Ek(U).

Définition 4.1.9. On définit l’algèbre Ek(U) = “D(0)
X,k,Q(U)〈| · |k, S〉 comme le microlocalisé

de l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) donné par la partie multiplicative S et la norme | · |k. On note

φk : “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) le morphisme de K-algèbres associé.

Le microlocalisé Ek(U) est une K-algèbre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport à
la seule norme | · |k de “D(0)

X,k,Q(U), la norme de Ek(U) est encore multiplicative. De plus

le morphisme φk : “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) est une isométrie. Autrement dit, la norme d’un

opérateur différentiel de “D(0)
X,k,Q(U) est la même aussi bien dans Ek(U) que dans “D(0)

X,k,Q(U).

On identifie “D(0)
X,k,Q(U) à une sous-algèbre de Ek(U) via le morphisme φk. On peut noter

encore | · |k la norme de Ek(U) sans ambiguïté.

Remarque 4.1.10. Il revient au même de prendre comme partie multiplicative les puis-
sances de ωk∂ puisque l’uniformisante ω est inversible dans “D(0)

X,k,Q(U).

On a |∂|k = |ω|−k = p−k. Le lemme 4.1.5 nous dit que |∂−1|k = |ω|k = pk. De manière
équivalente, |ωk∂|k = |(ωk∂)−1|k = 1.

Proposition 4.1.11. Tout élément S de Ek(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une
série S =

∑
n∈Z an · (ωk∂)n avec an ∈ OX,Q(U) tels que an → 0 lorsque n→ ±∞. De plus,

|S|k = maxn∈Z{|an|}.

Démonstration. On commence par démontrer que Ek(U) contient les sommes de cette
forme. Soit (an)n∈Z une suite d’éléments de OX,Q(U) vérifiant an → 0 lorsque n→ ±∞. On
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pose Sm =
∑
n≥−m an · (ωk∂)n pour tout entier m ∈ N. Puisque Ek(U) contient “D(0)

X,k,Q(U)

et les puissances de ∂−1, les séries Sm appartiennent à Ek(U). Pour tout ` ≥ 0, on a
Sm+` − Sm =

∑
−(m+`)≤n<−m an · (ωk∂)n et

|Sm+` − Sm|k ≤ max
−(m+`)≤n<−m

¶
|an · (ωk∂)n|k

©
= max
−(m+`)≤n<−m

{|an|}

Puisque la suite an converge vers 0 pour n → −∞, la suite (Sm)m est de Cauchy dans
l’algèbre complète Ek(U). Elle converge donc vers un élément de Ek(U) que l’on note
S =

∑
n∈Z an · (ωk∂)n. Par ailleurs, on a |Sm|k = maxn≥−m |an|. En effet, Sm · (ωk∂)m =∑∞

n=0 an−m(ωk∂)n. Puisque la norme |·|k est multiplicative et comme |ωk∂|k = 1, on obtient

|Sm|k = |Sm · (ωk∂)m|k = max
n∈N
|an−m| = max

n≥−m
|an|

On en déduit en passant à la limite m→∞ que |S|k = maxn∈Z |an|. En particulier, S = 0
si et seulement si tous ses coefficients an sont nuls. Ainsi, une telle écriture est unique.

On démontre maintenant que Ek(U) coïncide avec l’ensemble de ces séries. On note F le
sous-ensemble de Ek(U) constitué des éléments de la forme S =

∑
n∈Z an · (ωk∂)n avec

an → 0 pour n→ ±∞. On va vérifier que F contient les éléments (ωk∂)n ·P pour n ∈ Z et
P ∈ “D(0)

X,k,Q(U) et que F est fermé. Puisque l’ensemble des (ωk∂)n ·P est dense dans Ek(U),
on aura bien Ek(U) = F .

Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de OX,Q(U), alors ∂−1f ∈
F . On a [∂, f ] = ∂f − f∂ = ∂(f), soit ∂f = ∂(f) + f∂. Il vient

∂−1∂f = f = ∂−1∂(f) + ∂−1f∂

Ainsi, ∂−1f = f∂−1−∂−1∂(f)∂−1. En réitérant ce calcule pour ∂−1∂(f) et en modifiant ce
terme dans l’expression de ∂−1f , on obtient ∂−1∂n(f) = ∂n(f)∂−1 − ∂−1∂n+1(f)∂−1. Une
récurrence montre alors que pour tout n ∈ N∗,

∂−1f =
n−1∑
j=0

(−1)j∂j(f)∂−(j+1) + (−1)n∂−1∂n(f)∂−n

On a
|∂j(f)∂−(j+1)|k = |∂j(f)| · |∂−(j+1)|k ≤ |f | · p−k(j+1) −→

j→∞
0

|∂−1∂n(f)∂−n|k = |∂−1|k · |∂n(f)| · |∂−n|k ≤ |f | · p−k(n+1) −→
n→∞

0

La somme partielle définissant ∂−1f converge donc lorsque n→∞. On en déduit que

∂−1f =
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(f) · ∂−(n+1) ∈ F
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Enfin puisque la norme d’un élément S =
∑
n∈Z an · (ωk∂)n de F est |S|k = maxn∈Z |an|,

toute suite de Cauchy d’éléments Sm =
∑
n∈Z an,m · (ωk∂)n de F converge aussi vers un

élément de F . En effet, le fait que la suite (Sm) soit de Cauchy implique que pour tout entier
n ∈ Z, la suite (an,m)m est de Cauchy. Elle converge donc vers un élément αn ∈ OX,Q(U).
La suite (Sm)m converge alors vers S =

∑
n∈Z αn · (ωk∂)n. Cela prouve que F est fermé. Il

en résulte que Ek(U) = F .

Remarque 4.1.12. On a démontré dans cette preuve que pour toute fonction f ∈ OX,Q(U),

∂−1f =
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(f) · ∂−(n+1) ∈ Ek(U)

En particulier, ∂−1 commute avec les scalaires : pour tout λ ∈ K, ∂−1 · λ = λ · ∂−1.

On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de Ek(U) induite par la norme
| · |k.

Proposition 4.1.13. La K-algèbre Ek(U) est noetherienne à gauche et à droite. De plus,
le morphisme d’algèbres φk : “D(0)

X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) est plat à gauche et à droite.

Démonstration. Soit x un point donné de X. C’est un point κ′ rationnel pour une extension
finie κ′ de κ de degré s ∈ N∗. On rappelle que la norme spectrale de OX,Q(U) relative au
point x est à valeur dans p

1
s
·Z (corollaire 1.5.4 de l’article [10] de Laurent Garnier). Les

valeurs prises par la norme spectrale étant indexées par Z, on peut supposer que x est un
point κ-rationnel et que |OX,Q(U)| = pZ. On munit OX,Q(U) de la filtration indexée par Z
fournie par la norme spectrale :

OX,Q(U)(m) = {f ∈ OX,Q(U) : |f | ≤ pm} pour m ∈ Z

Elle est croissante exhaustive. Soit gr(OX,Q(U)) le gradué associé. Si |f | = pm, on définit
γ(f) comme étant l’image de f dans le gradué grm OX,Q(U) = OX,Q(U)(m)/OX,Q(U)(m−1).
On note γ : OX,Q(U)→ gr(OX,Q(U)) l’application associée, et γ : K → grK la restriction à
K. Cette application permet de doter OX,Q(U) d’un produit et donc d’une structure de grK-
algèbre. Le gradué gr(OX,Q(U)) est noetherien puisque l’algèbre OX,Q(U) est noetherienne.

Soit P =
∑
n∈Z an · (ωk∂)n un élément non nul de Ek(U). Par construction, sa norme

|P |k = maxn∈Z{|an|} appartient à pZ. On munit aussi Ek(U) de la filtration donnée par la
norme :

Ek(U)(m) = {P ∈ Ek(U) : |P |k ≤ pm} pour m ∈ Z

C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant

∀m,m′ ∈ Z, Ek(U)(m) · Ek(U)(m′) ⊂ Ek(U)(m+m′)
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On note grm Ek(U) = Ek(U)(m)/Ek(U)(m − 1) et grEk(U) =
⊕
m∈Z grm Ek(U) la gradué

associé. Soit ζk l’image de ωk∂ dans gr0 Ek(U). Pour tout λ ∈ Z, Ek(U)(m) est isomorphe à
Ek(U)(m+λ) via la multiplication par ωλ. On en déduit que grmEk(U) ' grm+λ Ek(U) via
la multiplication par γ(ωλ). On peut donc identifier γ(ωλ) · ζk avec l’image de ωλ · (ωk∂)
dans le gradué grλ Ek(U).

On suppose que |P |k = pm pour un certain entier m ∈ Z. L’image de P dans le gradué
grm Ek(U) est l’élément

γ(P ) =
∑

nk(P )≤n≤Nk(P )

γ(an) · ζnk

où nk(P ) le plus petit entier naturel ` pour lequel |P |k = |a`|. On définit ainsi une appli-
cation γ : Ek(U) → grEk(U) dont l’image engendre le gradué en tant que grK-algèbre.
Puisque Ek(U) est une algèbre quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en déduit que

grEk(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ]

en tant que grK-algèbre. En particulier, grEk(U) est une grK-algèbre noetherienne. La
proposition 1.1 de l’article [17] implique alors que l’algèbre Ek(U) est noetherienne à gauche
et à droite.

De même, on munit l’algèbre “D(0)
X,k,Q(U) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion“D(0)

X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) induit une inclusion entre les gradués gr “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ grEk(U). On a

gr “D(0)
X,k,Q(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk] en tant que grK-algèbre. Le morphisme de grK-algèbres

gr “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ grEk(U) est donc plat. D’après la propositions 1.2 de l’article [17], on en

déduit que le morphisme “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) est plat à gauche et à droite.

Elements inversibles de Ek(U)

On rappelle que “D(0)
X,k(U) est l’ensemble des éléments de “D(0)

X,k,Q(U) de norme | · |k inférieure

ou égale à un. On note DX,k = κ⊗V D
(0)
X,k la réduction modulo ω de D

(0)
X,k. C’est le faisceau

de κ-algèbres sur la fibre spéciale X = X ×V Specκ de X engendré localement sur U par
OX |U et par la dérivation ∂k image de ωk∂ après réduction modulo ω. Les schémas X et X
ont même espace topologique ; on identifie U à un ouvert affine de X. On a

DX,k(U) =
⊕
n∈N

OX(U) · ∂k

C’est une κ-algèbre commutative puisque [ωk∂, t] = ωk dans “D(0)
X,k(U) et puisque k ≥ 1.

Ainsi, DX,k(U) = OX(U)[∂k] est un anneau de polynôme en la variable ∂k. On en déduit
que DX,k(U)× = OX(U)×.
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Soit E◦k(U) l’ensemble des éléments de Ek(U) de norme | · |k inférieure on égale à un. C’est
une V-algèbre de Banach contenant “D(0)

X,k(U). On note Ek(U) = E◦k(U) ⊗V κ la réduction
modulo ω de E◦k(U). C’est une κ-algèbre contenant DX,k(U) dans laquelle la dérivation ∂k
est inversible. Puisque l’algèbre (Ek(U), | · |k) est quasi-abélienne, Ek(U) est une κ-algèbre
commutative. Il en découle que Ek(U) = OX(U)[∂k, ∂

−1
k ]. Après réduction modulo ω, Ek(U)

est donc le localisé classique commutatif de l’algèbre de polynômes OX(U)[∂k] pour la partie
multiplicative constituée des puissances de la dérivation ∂k. On en déduit l’égalité

Ek(U)× =
¶
a · ∂nk , a ∈ OX(U)× et n ∈ Z

©
Définition 4.1.14. Pour tout élément P =

∑
n∈Z an · (ωk∂)n ∈ Ek(U), on pose

Nk(P ) = max{n ∈ Z : |an| = |P |k}

nk(P ) = min{n ∈ Z : |an| = |P |k}

La fonction Nk généralise celle de “D(0)
X,k,Q(U). La proposition suivante caractérise l’inversi-

bilité des éléments de Ek(U) en fonctions de Nk et de nk.

Proposition 4.1.15. Un élément P de Ek(U) est inversible dans Ek(U) si et seulement si
Nk(P ) = nk(P ) et si son coefficient d’indice Nk(P ) est inversible dans OX,Q(U).

Démonstration. Quitte à normaliser P , on peut supposer que |P |k = 1. Alors P ∈ E◦k(U).
On note P̄ = (P mod ω) l’image de P dans Ek(U) = E◦k(U) ⊗V κ. On commence par
démontrer que P est inversible dans Ek(U) si et seulement si P̄ est inversible dans Ek(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P̄ est inversible dans Ek(U) : il existe Q ∈ E◦k(U)
tel que P̄ Q̄ = 1. Ainsi PQ est de la forme 1 + ωR pour un certain élément R ∈ E◦k(U).
Puisque |ωR|k ≤ |ω| < 1, l’élément 1 + ωR est inversible dans Ek(U). En effet, son inverse
est donné par la série « classique »

(1 + ωR)−1 =
∑
i≥0

(−ωR)i

Cette somme est bien convergente dans l’algèbre de Banach Ek(U) puisque |ωR|k < 1. On
en déduit que P · Q(1 + ωR)−1 = 1 dans Ek(U). Autrement dit, P est inversible à droite
dans Ek(U). De même, P est inversible à gauche puisque Q̄P̄ = 1. Ainsi P est inversible
dans Ek(U).

On rappelle que Ek(U)× = {a · ∂nk , a ∈ OX(U)× et n ∈ Z}. L’élément P est inversible
dans Ek(U) si et seulement si P̄ est de la forme ā·∂nk avec ā ∈ OX(U)×. La réduction modulo
ω de P est un monôme si et seulement si Nk(P ) = nk(P ). Le terme ā est inversible dans
OX(U) si et seulement si a est inversible dans OX(U). Il s’agit exactement des conditions
données dans l’énoncé de la proposition.
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Remarque 4.1.16.
1. Ce critère est analogue à la condition d’inversibilité des séries de Laurent conver-

gentes K〈T 〉 à coefficients dans un corps ultramétrique complet K.

2. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo ω les faisceaux “D(0)
X,k(U) et E◦k(U).

En effet, on peut raisonner de manière analogue en utilisant le gradué de Ek(U) pour
la filtration induite par la norme | · |k. On rappelle que

grEk(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ]

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme α · ζk
avec α inversible dans gr(OX,Q(U)). Il est clair qu’un élément inversible de Ek(U)
est inversible dans le gradué grEk(U). La preuve est alors similaire à celle de la
proposition 4.1.15.

Soit P =
∑
n∈Z an · (ωk∂)n un élément inversible de Ek(U). Son inverse s’exprime expli-

citement en fonction des coefficients an. On note d = Nk(P ) l’ordre de P . Puisque P est
inversible, on sait que Nk(P ) = nk(P ) et que le coefficient ad de P est inversible d’après la
proposition 4.1.15. On a

P = ad ·
(∑
n∈Z

an+d
ad
· (ωk∂)n

)
︸ ︷︷ ︸

Q

·(ωk∂)d

Le coefficient constant de Q est égale à 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement
inférieures à 1. Son inverse est comme précédemment donné par Q−1 =

∑
i≥0(−(Q − 1))i.

On obtient

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑
i∈N

Ñ
−

∑
n∈Z\{0}

an+d
ad
· (ωk∂)n

éi

· a−1d

Le lemme suivant servira dans la démonstration de l’inégalité de Bernstein pour les DX,∞-
modules coadmisibles.

Lemme 4.1.17. Soit I un idéal cohérent de “D(0)
X,k,Q(U). On note Ek(U) · I l’idéal à gauche

de Ek(U) engendré par I. Si Ek(U) · I = Ek(U), alors I ∩ Ek(U)× 6= ∅.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition 4.1.13 vis à vis des gradués. Pour
tout m ∈ Z, on pose I(m) = “D(0)

X,k,Q(U)(m) ∩ I. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive sur I. Le gradué associé gr I est un idéal de gr “D(0)
X,k,Q(U). On note γ : I → gr I

la restriction à I de l’application γ : “D(0)
X,k,Q(U) → gr “D(0)

X,k,Q(U). On observe alors que

gr I = gr(“D(0)
X,k,Q(U)) · γ(I). De même, gr(Ek(U)) · I) = gr(Ek(U)) · γ(I) pour la filtration
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(Ek(U)) · I)(m) = Ek(U)(m)∩ (Ek(U)) · I). On rappelle que gr “D(0)
X,k,Q(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk]

et que grEk(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ].

L’hypothèse Ek(U) · I = Ek(U) implique gr(Ek(U) · I) = gr(Ek(U)) · γ(I) = grEk(U).
Autrement dit, il existe des opérateurs P1, . . . , Ps ∈ I et Q1, . . . , Qs ∈ grEk(U) tels que

Q1 · γ(P1) + · · ·+Qs · γ(Ps) = 1

Puisque grEk(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ], on peut trouver un entier naturel n pour lequel

ζnk ·Q1, . . . , ζ
n
k ·Qs ∈ gr “D(0)

X,k,Q(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk]. On note Ri = ζnk ·Qi ∈ gr “D(0)
X,k,Q(U).

Alors
ζnk = R1 · γ(P1) + · · ·+Rs · γ(Ps) ∈ gr I = gr(“D(0)

X,k,Q(U)) · γ(I)

Puisque ζnk est un monôme de norme un, ζnk ∈ gr0 I = I(0)/I(−1). En particulier, ζnk se
relève en un élément P de I vérifiant γ(P ) = ζnk . Cela signifie que Nk(P ) = nk(P ) = n
et que le coefficient d’indice n de P est inversible. D’après la proposition 4.1.15, P est
inversible dans Ek(U).

Pas de morphismes de transition Ek+1(U)→ Ek(U)

On ne dispose pas de morphismes naturels de transition Ek+1(U)→ Ek(U) prolongeant les
inclusions “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ “D(0)
X,k(U). La propriété universelle du microlocalisé ne fournit pas

de tel morphisme. En effet, le morphisme

fk := φ
k|D̂(0)

X,k+1,Q(U)
: “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ Ek(U)

ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle 4.1.2 appliquée
à l’algèbre Ek+1(U). Cette condition s’écrit

∃c > 0 tq ∀n ∈ N, ∀P ∈ “D(0)
X,k+1,Q(U), |∂−n · P |k ≤ c · |∂|−nk+1 · |P |k+1

On a |∂−1|k = |ω|k = p−k et |∂−1|k+1 = p−k+1. Ainsi pour P = 1, il n’est pas possible de
trouver une telle constante c. Le morphisme fk ne se factorise donc pas naturellement en un
morphisme de Ek+1(U) dans Ek(U) étendant l’inclusion de “D(0)

X,k+1,Q(U) dans “D(0)
X,k,Q(U).

Pour tout P ∈ “D(0)
X,k+1,Q(U), on a |P |k ≤ |P |k+1 avec égalité stricte dés que Nk(P ) > 0. En

effet, si P =
∑
n≥0 an · ∂n, alors

|P |k = max
n∈N

¶
|an| · pkn

©
≤ |P |k+1 = max

n∈N

¶
|an| · p(k+1)n

©
Puisque la norme de Ek(U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dès que l’on inverse
∂. L’inclusion de “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ “D(0)
X,k(U) est inversée dès que l’on considère des opérateurs
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dont les puissances de ∂ sont toutes négatives. Par exemple, P =
∑
n∈Z<0

ω−n · (ωk+1∂)n

est un élément de Ek+1(U)\Ek(U). Il n’existe donc pas de morphisme injectif continu de
Ek+1(U) dans Ek(U) prolongeant l’inclusion “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ “D(0)
X,k,Q(U).

Le faisceau de K-algèbres Ek

Dans ce qui précède, on a défini le microlocalisé Ek(U) sur un ouvert affine U de X sur lequel
on dispose d’un système de coordonnée locale. On rappelle que laK-algèbre (“D(0)

X,k,Q(U), |·|k)
ne dépend pas du système de coordonnée locale. Puisque l’algèbre Ek(U) est définie par
une propriété universelle au dessus de “D(0)

X,k,Q(U), le microlocalisé Ek(U) est indépendant
du système de coordonnée locale.

On note U l’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une coordonnée
locale. C’est une base de voisinages ouverts de X.

Proposition 4.1.18. Il existe un unique faisceau Ek de K-algèbres sur X tel que pour tout
ouvert U de U, Ek(U) = “D(0)

X,k,Q(U) 〈| · |k, {∂n}n∈N〉.

Démonstration. Soit V ⊂ U deux ouverts de U. Puisque Ek(V ) ne dépend pas du choix
du système de coordonnée locale, le morphisme composé “D(0)

X,k,Q(U)→ “D(0)
X,k,Q(V )→ Ek(V )

vérifie les hypothèses de la propriété universelle 4.1.2 appliquée à Ek(V ). Il existe donc un
unique morphisme Ek(U) → Ek(V ) induit par le morphisme “D(0)

X,k,Q(U) → “D(0)
X,k,Q(V ). On

en déduit que Ek est un préfaisceau sur l’ensemble des ouverts de U.

Puisque U est une base de voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau Ek sur
X coïncidant avec les Ek(U) sur les ouverts U de U.

L’unicité de l’écriture des éléments de Ek(U) comme séries en les puissances de (ωk∂)
implique que Ek est un faisceau sur les ouverts U de U. On en déduit que Ek est un faisceau
de K-algèbres sur X.

On a donc construit un faisceau de K-algèbres Ek sur X admettant “D(0)
X,k,Q comme sous-

faisceau et pour lequel la dérivation ∂ est localement inversible. Cependant, on ne dispose
pas de morphismes de transition naturels Ek+1 → Ek induits par les morphismes de départ“D(0)

X,k+1,Q → “D(0)
X,k,Q.

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un système de coor-
donnée locale associé à x. La proposition 4.1.15 se traduit de la manière suivante :

Proposition 4.1.19. Un élément P ∈ Ek(U) est inversible dans Ek(V ) pour un voisinage
V ⊂ U de x si et seulement si Nk(P ) = nk(P ) et si le coefficient d’indice Nk(P ) de P est
inversible dans OX,Q(V ).
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Soit P =
∑
n≥0 an · (ωk∂)n un opérateur de “D(0)

X,k,Q(U). On note d = Nk(P ). On rappelle
que si P est inversible dans Ek(V ), alors son inverse est donné par

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑
i∈N

Ñ
−
∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

éi

· a−1d

L’opérateur P−1 appartient à “D(0)
X,k,Q(V ) si et seulement si d = 0. On retrouve ainsi les

éléments localement inversibles du faisceau “D(0)
X,k,Q, déjà donnés dans le corollaire 1.2.5.

Corollaire 4.1.20. Soit P =
∑∞
n=0 an · (ωk∂)n un opérateur différentiel de “D(0)

X,k,Q(U). Il

existe un ouvert V de U contenant x tel que P ∈ “D(0)
X,k,Q(V )× si et seulement si Nk(P ) = 0

et si a0 ∈ OX,Q(V )×. Si de plus |P |k = 1, alors P−1 ∈ “D(0)
X,k(V ).

4.1.3 Des microlocalisés Fk,r avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord l’ouvert affine U sur lequel on dispose d’une cordonnée locale. Soit r un
entier naturel supérieur ou égale à un. On ne considère plus que les niveaux de congruences
k plus grands que r. En ne prenant plus la seule norme | · |k pour définir le microlocalisé
de “D(0)

X,k,Q(U), mais un certain nombre des normes précédentes | · |r, . . . , | · |k, la condition
d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition devient évidente.

Dans cette partie, l’entier r ≥ 1 est fixé. On ne le fera varier que dans la partie 4.3. Le
niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou égale à r lorsqu’on considère
l’algèbre Fk,r(U). La partie multiplicative S est toujours constituée des puissances positives
de la dérivation ∂.

Définition et propriétés

Définition 4.1.21. Pour tout entier k ≥ r, on pose Fk,r(U) = “D(0)
X,k,Q(U)〈| · |r, . . . , | · |k;S〉.

On note ϕk,r : “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Fk,r(U) le morphisme de K-algèbres associé.

Soit ‖ · ‖k,r la norme de Fk,r(U) ; (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r) est une K-algèbre de Banach. Par
construction, ϕk,r est une isométrie de (“D(0)

X,k,Q(U),max{|·|r, . . . , |·|k}) dans (Fk,r(U), ‖·‖k,r).
Pour tout opérateur différentiel P de “D(0)

X,k,Q(U), on vérifie que |P |r ≤ · · · ≤ |P |k. On
en déduit l’égalité max{|P |r, . . . , |P |k} = |P |k. Autrement dit, ϕk,r est une isométrie de
(“D(0)

X,k,Q(U), | · |k) dans (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r). On identifie toujours “D(0)
X,k,Q(U) à une sous-algèbre

de Fk,r(U) via le morphisme ϕk,r. Cette identification est encore compatible avec les normes.
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La norme de Fk,r(U) n’est cette fois ci plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’après le lemme 4.1.5 que

‖∂−1‖k,r = max
r≤i≤k

{|∂|−1i } = max
r≤i≤k

{|ω|i} = |ω|r = p−r

Cependant, on a toujours ‖∂‖k,r = |∂|k = |ω|−k = pk.

Remarque 4.1.22. Pour k = r, on a Fk,k(U) = Ek(U). En effet, on localise l’algèbre“D(0)
X,k,Q(U) seulement pour la norme | · |k. En particulier, la norme de Fk,k(U) est multipli-

cative.

Le morphisme fk = φ
k|D̂(0)

X,k+1,Q(U)
: “D(0)

X,k+1,Q(U) ↪→ Fk,r(U) vérifie de manière évidente la

condition d’uniforme continuité pour Fk+1,r, avec pour constante c = 1. En effet, pour tout
entier n ∈ N et pour tout opérateur P ∈ “D(0)

X,k+1,Q(U), on a

max
r≤i≤k

{|∂−n · P |i} ≤ max
r≤i≤k+1

{|∂−n · P |i} ≤ max
r≤i≤k+1

{|∂|−ni · |P |i}

Par propriété universelle du localisé Fk+1,r(U), le morphisme fk se factorise uniquement
par un morphisme continu de K-algèbres

εk,r : Fk+1,r(U)→ Fk,r(U)

De plus, ce morphisme εk,r est 1-lipschitzien, tout comme l’est l’inclusion de “D(0)
X,k+1,Q(U)

dans “D(0)
X,k,Q(U). Ainsi, ‖εk,r(S)‖k,r ≤ ‖S‖k+1,r pour tout élément S de Fk+1,r(U).

Proposition 4.1.23. Tout élément S de Fk,r(U) s’écrit uniquement sous la forme

S =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n +

∑
−∞≤n<0

an · (ωr∂)n

avec an → 0 lorsque n→ ±∞. De plus, ‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}.

Démonstration. On vérifie toujours que pour toute fonction f ∈ OX,Q(U),

∂−1f =
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(f) · ∂−(n+1) ∈ Fk,r(U)

Cette série converge bien dans Fk,r(U) puisque

‖∂−(n+1)‖k,r ≤ ‖∂−1‖n+1
k,r ≤

Å
1

pr

ãn+1

−→
n→∞

0
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On montre comme dans la preuve de la proposition 4.1.11 que la suite

Sm =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n +

∑
−m≤n<0

an · (ωr∂)n

est de Cauchy dans (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r). La norme ‖ · ‖k,r n’est maintenant plus que sous-
multiplicative. Il n’est pas clair que ‖Sm‖k,r = max−m≤n≤+∞{|an|}. Cette égalité nécessite
plus de travail que pour Ek(U). L’élément

S′m := Sm · (ωr∂)m =
∞∑
n=0

an · ωrmωkn · ∂n+m +
m−1∑
n=0

an−m · (ωr∂)n

appartient à “D(0)
X,k,Q(U). D’après la proposition 4.1.4 et le lemme 4.1.5, on sait que

‖Sm‖k,r = ‖S′m · (ωr∂)−m‖k,r = ‖(ωr∂)−m · S′m‖k,r = max
r≤`≤k

¶
|ωr∂|−m` · |S′m|`

©
Pour r ≤ ` ≤ k, on a

S′m =
∞∑
n=0

an · ωrm+kn−`(n+m) · (ω`∂)n+m +
m−1∑
n=0

an−m · ω(r−`)n · (ω`∂)n

Comme |ωr∂|−m` = |ω|(`−r)m, on obtient

|ωr∂|−m` · |S′m|` = max

ß
max
n∈N
|an| · |ω|rm+kn−`(n+m)+(`−r)m , max

0≤n≤m−1
|an−m| · |ω|(r−`)n+(l−r)m

™
= max

ß
max
n∈N
|an| · |ω|(k−`)n , max

0≤n≤m−1
|an−m| · |ω|((`−r)(m−n)

™
Le terme maxn∈N{|an| · |ω|(k−`)n} est maximum pour ` = k. En effet, lorsque ` ∈ {1, . . . , k},
la puissance (k − l)n de ω est positive et |ω|(k−`)n ≤ 1. De manière analogue, le terme
max0≤n≤m−1{|an−m| · |ω|((`−r)(m−n)} est maximum pour ` = r, auquel cas on obtient
max0≤n≤m−1 |an−m| = max−m≤n<0 |an|. On en déduit finalement que

‖Sm‖k,r = max

ß
max
n∈N
|an|, max

−m≤n<0
|an|
™

= max

ß
max

−m≤n≤∞
|an|
™

Il en découle immédiatement que la suite (Sm)m∈N est de Cauchy. Elle converge donc dans
Fk,r(U) vers un élément que l’on note S. Enfin, le passage à la limite m → ∞ donne
‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}. Le reste de la preuve est analogue à celle de la proposition 4.1.11.
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Soit S un élément de Fk,r(U). D’après cette proposition, il s’écrit uniquement sous la forme

S =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n

︸ ︷︷ ︸
P∈D̂(0)

X,k,Q(U)

+
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q

avec an → 0 lorsque n→ ±∞. L’opérateur P est dans “D(0)
X,k,Q(U). On a

‖S‖k,r = max
n∈Z
{|an|} = max{|P |k, ‖Q‖k,r}

Soient Q et Q′ deux éléments de Fk,r(U) formés seulement de puissances strictement né-
gatives de la dérivation ωr∂. On observe sans difficulté que ‖Q · Q′‖k,r = ‖Q‖k,r · ‖Q′‖k,r.
Autrement dit, la norme ‖·‖k,r de Fk,r(U) est multiplicative pour le produit de ces éléments,
comme elle l’est pour le produit d’éléments de “D(0)

X,k,Q(U). On peut noter |Q|r pour ‖Q‖k,r
et ‖S‖k,r = max{|P |k, |Q|r}. Par ailleurs, l’action de la dérivation ∂−1 sur une fonction f
de OX,Q(U) est encore donnée par

∂−1f =
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(f) · ∂−(n+1) ∈ Fk,r(U)

On rappelle que le morphisme de transition εk,r : Fk+1,r(U)→ Fk,r(U) est une factorisation
de l’inclusion de “D(0)

X,k+1,Q(U) dans Fk,r(U). Comme le morphisme εk,r envoie la dérivation
∂ sur elle-même, εk,r(∂n) = ∂n pour tout entier relatif n ∈ Z. Puisque par construction ce
morphisme est continu, on en déduit que εk,r(S) = S pour tout élément S de Fk+1,r(U).
Ainsi, εk,r injecte l’algèbre Fk+1,r(U) dans Fk,r(U). Pour récapituler, on dispose du dia-
gramme commutatif “D(0)

X,k+1,Q(U) �
� ik //

� _

ϕk+1,r

��

“D(0)
X,k,Q(U)
� _

ϕk,r

��
Fk+1,r(U) �

�

εk,r
// Fk,r(U)

où ik et εk,r sont des inclusions 1-lipschitziennes et ϕk,r et ϕk+1,r des isométries.

La proposition suivante relie les K-algèbres Fk,r(U) et Ek(U) : Fk,r(U) est une sous-algèbre
de Ek(U).
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Proposition 4.1.24. Le morphisme φk : “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) se relève en un mor-

phisme injectif de K-algèbres γk,r : Fk,r(U) ↪→ Ek(U). De plus, l’application γk,r est 1-
lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme φk : “D(0)
X,k,Q(U) ↪→ Ek(U) vérifie clairement la condition

d’uniforme continuité dans la propriété universelle de Fk,r(U). Il induit donc un unique
morphisme de K-algèbres 1-lipschitzien γk,r : Fk,r(U) → Ek(U). Ce morphisme envoie les
éléments de “D(0)

X,k,Q(U) sur eux mêmes et ∂−1 sur ∂−1. Par continuité, il envoie tout élément
S de Fk,r(U) sur l’élément S de Ek(U) (il s’agit bien d’une série convergente dans Ek(U)).
Ainsi, le morphisme γk,r est injectif.

Comme pour Ek(U), on peut munir l’algèbre Fk,r(U) de la filtration croissante donnée par
la norme sous-multiplicative ‖ · ‖k,r. Pour k = r, on rappelle que Fk,k(U) = Ek(U). On
suppose que k > r. La norme de Fk,r(U) étant sous-abélienne, le gradué grFk,r(U) est une
grK-algèbre commutative. On note ζk et ζr les images respectives des dérivations ωk∂ et
de (ωr∂)−1 dans le gradué gr0 Fk,r(U). Puisque (ωk∂) · (ωr∂)−1 = ωk−r,

‖(ωk∂) · (ωr∂)−1‖k,r = pr−k < ‖ωk∂‖k,r · ‖(ω∂)−1‖k,r = 1

On a donc ζk · ζr = 0 dans le gradué grFk,r(U). On en déduit un isomorphisme

grFk,r(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr)

de grK-algèbres. La première partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 4.1.25. La K-algèbre Fk,r(U) est noetherienne à gauche et à droite. De plus,
le morphisme de faisceaux εk,r : Fk+1,r → Fk,r est plat à gauche et à droite.

Démonstration. Puisque le gradué grFk,r(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr) est noetherien,
l’algèbre Fk,r(U) l’est aussi toujours d’après la proposition 1.1 de l’article [17].

Pour démontrer que le morphisme εk,r : Fk+1,r → Fk,r est plat à gauche et à droite, on
adapte la preuve de la proposition 2.2.16 de l’article [13] aux cas des faisceaux Fk,r pour
r donné. On fixe un ouvert affine U de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. Il
suffit de montrer que le morphisme de K-algèbres Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U) est plat à gauche
et à droite.

On note A = OX(U) et F◦k,r(U) l’ensemble des éléments de Fk,r(U) de norme ‖·‖k,r inférieure
ou égale à un. Autrement dit, F◦k,r(U) est l’ensemble des éléments de Fk,r(U) dont tous les
coefficients sont dans A :

F◦k,r(U) =


∞∑
n=0

an · (ωk∂)n +
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n ∈ Fk,r(U), an ∈ A


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C’est une A-algèbre vérifiant Fk,r(U) = F◦k,r(U)⊗V K. On définit un A-module H par

H = F◦k+1,r(U) + D
(0)
X,k(U)

Le terme (ωk∂) n’appartient pas à l’algèbre F◦k+1,r(U). Cependant, (ωk∂) ∈ Fk+1,r(U) =
F◦k+1,r(U) ⊗V K. On vérifie tout d’abord que H est une A-algèbre. Soit Q ∈ F◦k+1,r(U) et

P ∈ D
(0)
X,k(U). Comme k ≥ r, on observe facilement que P ·Q appartient au A-module H.

En effet, on introduit pour cela le A-module suivant :

Fk,r(U) =

 ∑
0≤n<∞

an · (ωk∂)n +
∑

−∞<n<0

an · (ωr∂)n, an ∈ A


Il est clair que l’on dispose d’inclusions Fk+1,r(U) ⊂ Fk,r(U) ⊂ H. On peut décomposer Q
sous la forme Q = Q1 + ω ·Q2 avec Q1 ∈ Fk+1,r(U) et Q2 ∈ F◦k+1,r(U). On a (ωk∂) ·Q1 ∈
Fk,r(U) ⊂ H. Par ailleurs, (ωk∂) · (ωQ2) = (ωk+1∂) · Q2 ∈ F◦k+1,r(U). Autrement dit,
(ωk∂) ·Q ∈ H. On en déduit que P ·Q ∈ H.

Pour montrer que H est une algèbre, il suffit maintenant d’observer que Q · P ∈ H. On
rappelle que pour toute fonction a de A, on a

(ωr∂)−1 · a =
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(a)ωrn · (ωr∂)−(n+1) ∈ F◦k+1,r(U)

avec (−1)n∂n(a)ωrn −→
n→∞

0. En particulier, comme k ≥ r,

(ωr∂)−1 · a(ωk∂) = ωk−r ·
+∞∑
n=0

(−1)n∂n(a) · ∂−n ∈ F◦k+1,r(U)

On en déduit que pour tout entier ` ∈ N,

(ωr∂)−` · P ∈ H = F◦k+1,r(U) + D
(0)
X,k(U)

Ainsi, pour tout élément fini Q̃ de F◦k+1,r(U), il en découle que Q̃ · P ∈ H. Soit d le degré
de l’opérateur différentiel fini P . L’élément Q s’écrit uniquement sous la forme

Q =
∞∑
n=0

an · (ωk+1∂)n︸ ︷︷ ︸
Q1

+
∑

−d≤n≤−1
an · (ωr∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q2

+
∑

−∞≤n<−d
an · (ωr∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q3

Puisque Q1 ∈ “D(0)
X,k+1(U), il est clair que Q1 · P ∈ “D(0)

X,k+1(U) + D
(0)
X,k(U) ⊂ H. D’après ce

que l’on vient d’établir ci-dessus, Q2 · P ∈ H. Soit m > d et Q(m)
3 la troncation à l’ordre

−m de Q3 :
Q3 :=

∑
−m≤n<−d

an · (ωr∂)n
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Comme (ωr∂)−1 diminue strictement le degré et comme d est le degré de l’opérateur P ,
on vérifie que Q(m)

3 · P ∈ F◦k+1,r(U). De plus, on vérifie aussi que la suite (Q
(m)
3 · P )m>d

est de Cauchy dans l’algèbre (F◦k+1,r(U), ‖ · ‖k,r). Enfin, puisque la V-algèbre F◦k+1,r(U)
est complète, on en déduit que Q3 · P ∈ F◦k+1,r(U). Pour conclure, on a bien montré que
Q · P ∈ H. On a ainsi démontré que H est une A-algèbre.

Comme D(0)
X,k+1,Q(U) = D

(0)
X,k,Q(U), on a HQ := H⊗VK = Fk+1,r(U). Par ailleurs, il est clair

que “H = F◦k,r(U). Puisque F◦k+1,r(U) ⊂ F◦k,r(U) et D(0)
X,k(U) ⊂ F◦k,r(U), on a H ⊂ F◦k,r(H).

De plus, H contient Fk,r(U) et F◦k,r(U) est le complété ω-adique de Fk,r(U). Le complété
ω-adique “H de H est donc égale à F◦k,r(U). Pour montrer le résultat de platitude, il suffit
donc de prouver que l’algèbre H est noetherienne. En effet, dans ce cas “H est plat sur H
et donc “HQ = Fk,r(U) est plat sur HQ = Fk+1,r(U).

L’algèbre F◦k+1,r(U) est noetherienne d’après la proposition 1.1 de l’article [17]. En effet,
son gradué est isomorphe à l’algèbre noetherienne gr(A)[ζk, ζr]/(ζk · ζr) et F◦k+1,r(U) est
complet pour la topologie ω-adique.

L’algèbre H est engendrée sur A par F◦k+1,r(U) et par la dérivation (ωk∂). Pour toute
fonction a de A, on a

[ωk∂, a] = ωk∂(a) ∈ A ⊂ F◦k+1,r(U)

Comme [ωk∂, ωk+1∂] = [ωk∂, (ωr∂)−1] = 0, [ωk∂, P ] ∈ F◦k+1,r(U) pour tout opérateur
différentiel fini P de F◦k+1,r(U). Enfin, puisque la V-algèbre F◦k+1,r(U) est complète pour la
topologie ω-adique, on en déduit que

∀P ∈ F◦k+1,r(U), [ωk∂, P ] ∈ F◦k+1,r(U)

Une récurrence sur ` ∈ N∗ implique alors que

∀P ∈ F◦k+1,r(U), [(ωk∂)`, P ] ∈
`−1∑
i=0

F◦k+1,r(U) · (ωk∂)i (4.1)

Le même argument que celui de la fin de la preuve de la proposition 2.2.16 de l’article [13]
montre ensuite que H est noetherien. On le rappelle brièvement ci-dessous.

Soit I un idéal à gauche de H. On note J l’ensemble des éléments R de F◦k+1,r(U) pour
lesquels il existe ` ∈ N, P ∈ I et R0, . . . , R`−1 ∈ F◦k+1,r(U) tels que

P = R · (ωk∂)` +
`−1∑
i=0

Ri · (ωk∂)i

Soit R′ un autre élément de J , où P ′ = R′ · (ωk∂)` +
∑`−1
i=0 R

′
i · (ωk∂)i ∈ I. On suppose par

exemple que ` ≥ `′. La relation 4.1 implique que

P + (ωk∂)`−`
′ · P ′ = (R+R′) · (ωk∂)` +

`−1∑
i=0

Ri” · (ωk∂)i
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pour certains Ri” ∈ F◦k+1,r(U). Autrement dit, R + R′ ∈ J et J est un idéal à gauche de
F◦k+1,r(U). Ainsi, J est engendré sur F◦k+1,r(U) par des éléments R1, . . . , Rs. Par ailleurs,
I ∩ F◦k+1,r(U) est un idéal à gauche de F◦k+1,r(U). Il est donc engendré par des éléments
P1, . . . , Pt. Enfin, on observe que I est engendré en tant qu’idéal à gauche de H par les
éléments R1, . . . , Rs, P1, . . . , Pt. Ceci prouve que H est noetherien à gauche. De même, on
démontre que H est noetherien à droite.

Le morphisme de faisceaux d’algèbres φk : “D(0)
X,k,Q → Fk,r est probablement plat à gauche

et à droite. Cependant, je n’ai pas réussi à le démontrer. Le morphisme entre les gradués
gr “D(0)

X,k,Q → grFk,r n’est pas plat puisque les algèbres graduées grFk,r(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk·
ζr) admettent de la torsion. On ne peut donc déduire la platitude de la filtration induite
par la norme.

Par ailleurs, soit toujours F◦k,r l’ensemble des éléments de Fk,r de norme ‖ · ‖k,r inférieure

ou égale à un. Alors F◦(i)k,r = Fk,r/(ω
i · Fk,r) est un faisceau sur le (V/ωi)-schéma classique

Xi = Xi ×V Spec (V/ωi) et F◦k,r est la limite projective sur i des F◦(i)k,r :

F◦k,r = lim←−
i

F
◦(i)
k,r

Cependant, le morphisme de faisceauxD
(0)
X,k/ω

i → F
◦(i)
k,r n’est pas plat. En effet, les faisceaux

d’algèbres F◦(i)k,r admettent de la ω-torsion. On ne pas peut donc pas démontrer ainsi, en pas-

sant à la limite projective sur i, que le morphisme initiale “D(0)
X,k → F◦k,r est plat. Néanmoins,

la torsion des algèbres F◦(i)k,r est à priori indépendante de l’entier i pour i > k−r. En contrô-

lant bien cette ω-torsion, j’ai espoir de pouvoir montrer que le morphisme “D(0)
X,k → F◦k,r est

plat après tensorisation par K.

On rappelle que U est l’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une
coordonnée locale. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre comme pour le
faisceau Ek le résultat suivant.

Proposition 4.1.26. Il existe un unique faisceau Fk,r de K-algèbres sur X tel que pour
tout ouvert U de U, Fk,r(U) = “D(0)

X,k,Q(U) 〈| · |r, . . . , | · |k, {∂n}n∈N〉.

Les inclusions locales Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U) pour tout ouvert U de U induisent des mor-
phismes de faisceaux Fk+1,r → Fk,r commutant avec les morphismes de transition “D(0)

X,k+1,Q →
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X,k,Q. On dispose ainsi du diagramme commutatif suivant :“D(0)

X,k+1,Q
//

��

“D(0)
X,k,Q

��
Fk+1,r

// Fk,r

Eléments de “D(0)
X,k,Q inversibles dans le localisé Fk,r

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un système de coor-
donnée locale associé à x.

Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles de l’algèbre Fk,r(U) que de Ek(U)
lorsque k > r. En effet, soit S un élément de Fk,r(U). Il s’écrit uniquement comme une série

S =
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n +
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n

On note ∂k et (∂r)
−1 les réductions modulo ω respectivement de ωk∂ et (ωr∂)−1. La réduc-

tion modulo ω de S est de la forme

S̄ =
∑

−∞<n<0

ān · ∂nr +
∑

0≤n<∞
ān · ∂nk

Pour k > r, on a ∂k · ∂−1r = ∂−1r · ∂k = 0 puisque (ωk∂) · (ωr∂)−1 = ωk−r. Autrement dit,
la dérivation ∂k n’est plus inversible dans F◦k,r(U)/ω. On ne peut donc pas déterminer les
éléments inversibles de l’algèbre Fk,r(U) après réduction modulo ω. Le même phénomène
apparait en considérant le gradué grFk,r(U). Bien que la dérivation ∂ soit inversible dans
Fk,r(U), l’image de ∂ dans le gradué n’est plus inversible.

Cependant, on dispose d’un morphisme injectif d’algèbres εk,r : Fk,r(U) ↪→ Ek(U). Puisque
les éléments inversibles de l’algèbre Ek(U) sont connus, on en déduit facilement les opéra-
teurs différentiels de “D(0)

X,k,Q(U) inversibles dans le microlocalisé Fk,r(U). Ce cas est suffisant
pour définir la variété caractéristique à partir du microlocalisé. En effet, comme il a été vu
dans la partie 2.6, savoir déterminer les éléments de “D(0)

X,k,Q(U) inversibles dans le microlo-
calisé Fk,r(U) permet de retrouver la variété caractéristique.

Soit P =
∑
n≥0 an · (ωk∂)n un opérateur différentiel de “D(0)

X,k,Q(U). Les normes de P dans

Ek(U) et dans Fk,r(U) coïncident avec la norme usuelle |P |k de P dans “D(0)
X,k,Q(U). Si P est
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inversible dans Fk,r(U), alors P est inversible dans Ek(U). Cet opérateur doit donc vérifier
l’égalité Nk(P ) = nk(P ). On rappelle que

Nk(P ) = max{n ∈ N : |an| = |P |k} et nk(P ) = min{n ∈ N : |an| = |P |k}

On note d = Nk(P ) = nk(P ) cet entier. Pour que P soit inversible dans Ek(U), il faut
de plus que son coefficient dominant ad soit inversible dans OX,Q(U). L’inverse de P dans
Ek(U) est alors

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑
i∈N

Ñ
−
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d −

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

éi

· a−1d

L’opérateur P−1 appartient à l’algèbre Fk,r(U) si et seulement si la somme sur i converge
pour la norme ‖ · ‖k,r de Fk,r(U). Une condition suffisante est d’avoir∥∥∥∥∥∥

d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d +

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

< 1

On rappelle l’égalité démontrée dans la proposition 4.1.23 :∥∥∥∥∥∥
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d +

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

= max


∥∥∥∥∥∥
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d

∥∥∥∥∥∥
k,r

,

∣∣∣∣∣∣∑n≥1
an+d
ad
· (ωk∂)n

∣∣∣∣∣∣
k


On a toujours ∥∥∥∥∥∥∑n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

=

∣∣∣∣∣∣∑n≥1
an+d
ad
· (ωk∂)n

∣∣∣∣∣∣
k

< 1

En effet, l’opérateur
∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n appartient à l’algèbre “D(0)

X,k,Q(U) et par définition
de d, |an+d| < |ad| dès que n ≥ 1. Par ailleurs,

d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d =

d−1∑
n=0

an
ad
· ω(k−r)(n−d) · (ωr∂)n−d

On obtient ∥∥∥∥∥∥
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d

∥∥∥∥∥∥
k,r

= max
0≤n<d

Ç
|an|
|ad|
· |ω|(k−r)(n−d)

å
On en déduit que P est inversible dans le microlocalisé Fk,r(U) dès que

∀ 0 ≤ n ≤ d− 1, |an| · p(k−r)(d−n) < |ad|

La réciproque est vraie. Cependant, elle n’est pas immédiate puisque la norme ‖ · ‖k,r de la
K-algèbre Fk,r(U) est seulement sous-multiplicative. La proposition suivante résume tout
ce qui vient d’être dit.
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Proposition 4.1.27. Soit P =
∑∞
n=0 an · (ωk∂)n un opérateur différentiel de “D(0)

X,k,Q(U). Il
existe un ouvert V ⊂ U contenant x tel que P soit inversible dans le microlocalisé Fk,r(V )
si et seulement si

1. Nk(P ) = nk(P ) = d,
2. ad est inversible dans OX,Q(V ),
3. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| · p(k−r)(d−n) < |ad|.

Démonstration. Si P vérifie les trois conditions de la proposition, alors P est inversible dans
le microlocalisé Fk,r(V ). Réciproquement, si P est inversible dans Fk,r(U), alors P vérifie
les deux premières conditions de la proposition. En effet, P est à fortiori inversible dans
Ek(U). Il reste à établir que P vérifie le point 3. On rappelle que l’inverse P−1 de P s’écrit

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑
i∈N

Ñ
−
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d −

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

éi

· a−1d

Il a été vu que ∥∥∥∥∥∥∑n≥1
an+d
ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

=

∣∣∣∣∣∣∑n≥1
an+d
ad
· (ωk∂)n

∣∣∣∣∣∣
k

< 1

On pose R =
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d. On a

∥∥∥∥∥∥
d−1∑
n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d +

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

= max

‖R‖k,r,
∣∣∣∣∣∣∑n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n

∣∣∣∣∣∣
k


On doit donc démontrer que ‖R‖k,r < 1. Comme R ne contient que des puissances stricte-
ment négatives de ∂, la norme ‖ · ‖k,r est multiplicative pour les puissances de R :

‖Ri‖k,r = |Ri|r = |R|ir
On suppose tout d’abord que ‖R‖k,r = 1. On montre alors que la somme définissant P−1

ne converge pas dans Fk,r(U). Comme ‖R‖k,r = 1, on a ‖Ri‖k,r = 1. Puisque la norme
‖ · ‖k,r de Fk,r(U) est sous-multiplicative et puisque la norme de

∑
n≥1

an+d
ad
· (ωk∂)n est

strictement inférieure à un, le produit d’une puissance de cette somme avec une puissance
de R converge dans Fk,r(U). Il suffit donc de prouver que la somme des puissances de R
diverge pour arriver à une contradiction.

Or la suite
{∑n

i=0R
i
}
n∈N n’est pas de Cauchy dans l’algèbre Fk,r(U) lorsque ‖R‖k,r = 1.

En effet, la différence de deux termes consécutifs est de norme égale à un :∥∥∥∥∥∥
n+1∑
i=0

Ri −
n∑
i=0

Ri

∥∥∥∥∥∥
k,r

= ‖Rn+1‖k,r = 1
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Ainsi la somme des puissances de R diverge dans l’algèbre Fk,r(U).

Lorsque ‖R‖k,r > 1, on vérifie facilement que la somme définissant P−1 diverge dans l’al-
gèbre de Banach (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r) par des arguments similaires au cas ‖R‖k,r = 1.

On en déduit finalement que ‖R‖k,r < 1. L’implication directe de la proposition est donc
démontrée.

4.2 Les microlocalisés F∞,r

On introduit dans cette section le faisceau F∞,r limite projective sur k ≥ r des faisceaux
Fk,r pour r ≥ 1 fixé. On détermine ensuite les opérateurs différentiels de DX,∞(U) inver-
sibles dans le microlocalisé F∞(U). Contrairement à ce qu’il se passe pour les K-algèbres
Fk,r(U), les éléments de DX,∞(U)∩ (F∞(U))× seront des opérateurs finis. Leurs coefficients
dominants devront toujours être inversibles. Il faudra de plus demander certaines inégalités
entre les normes des coefficients des opérateurs inversibles.

Définition et structure

Pour l’instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale à un et k désigne toujours un
entier plus grand que r. On rappelle que tout élément S de Fk,r(U) s’écrit uniquement sous
la forme

S =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n +

∑
−∞≤n<0

an · (ωr∂)n avec an −→
n→±∞

0

Les morphismes de transition εk,r : Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U) sont injectifs et vérifient ‖εk,r(S)‖k,r ≤
‖S‖k+1,r. On note Fk+1,r → Fk,r le morphisme de faisceaux deK-algèbres induit localement
par les inclusions εk,r : Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U). La limite projective des faisceaux Fk,r définit
un faisceau de K-algèbres sur l’espace topologique sous-jacent à X.

Définition 4.2.1. On pose F∞,r = lim←−
k≥r

Fk,r.

On a
F∞,r(U) = lim←−

k≥r
Fk,r(U) =

⋂
k≥r

Fk,r(U)

C’est une K-algèbre contenant l’algèbre de Fréchet-Stein DX,∞(U). La proposition 4.1.25
montre que F∞,r(U) est aussi une algèbre de Fréchet-Stein. La proposition suivante résume
les principales propriétés du faisceau F∞,r.

Proposition 4.2.2.
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1. F∞,r est un faisceau d’algèbres de Frechet-Stein sur les ouverts U de U dont la
topologie est induite localement par les normes ‖ · ‖k,r des algèbres Fk,r(U) ;

2. F∞,r(U) = lim←−k≥r Fk,r(U) =
⋂
k≥r Fk,r(U) ;

3. F∞,r(U) =

P +
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n : P ∈ DX,∞(U), an ∈ OX,Q(U) tq lim
n→−∞

an = 0

.
L’algèbre F∞,r(U) contient l’algèbre des opérateurs différentiels DX,∞(U). Cette inclusion
correspond au morphisme continu DX,∞(U) ↪→ F∞,r(U) induit par passage à la limite
projective sur k dans les diagrammes commutatifs de K-algèbres topologiques“D(0)

X,k+1,Q(U) �
� //

� _

��

“D(0)
X,k,Q(U)
� _

��
Fk+1,r(U) �

� // Fk,r(U)

Eléments de DX,∞(U) inversibles dans le microlocalisé F∞,r(U)

Soit P =
∑d
n=0 an ·∂n un opérateur différentiel fini d’ordre d de DX,∞(U). Pour k suffisam-

ment grand, Nk(P ) = nk(P ) = d d’après la preuve du lemme 3.1.2. Ainsi, P est inversible
dans Ek(U) si et seulement si son coefficient dominant ad est inversible dans OX,Q(U). On
déduit de la proposition 4.1.27 que P est inversible dans Fk,r(U) si de plus

∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · pr(d−n)

Cette condition ne dépendant pas de k, on peut expliciter les opérateurs différentiels finis
de DX,∞(U) inversibles dans le microlocalisé F∞,r(U) : un opérateur fini P =

∑d
n=0 an · ∂n

d’ordre d de DX,∞(U) appartient à F∞,r(U)× si et seulement si
1. ad ∈ OX,Q(U)×,
2. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · pr(d−n).

Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |an| ≤ |ad| pour
tout entier n ∈ {0, . . . , d}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur différentiel
de DX,∞(U) inversible dans le microlocalisé F∞,r(U) est de cette forme.

Soit maintenant P =
∑∞
n=0 an · ∂n un opérateur infini de DX,∞(U). Il n’est pas vrai en

général qu’à partir d’un certain niveau de congruence k, l’égalité Nk(P ) = nk(P ) soit
vérifiée. Autrement dit, P n’est pas forcément inversible dans Ek(U) pour k suffisamment
grand dès que son coefficient d’ordre Nk(P ) est inversible.
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Exemple 4.2.3.

1. Soit P =
∏
n≥1(1− ωn∂) ∈ DX,∞(U). Alors Nk(P ) = k et nk(P ) = k − 1 pour tout

entier naturel k non nul.
2. Soit P =

∑
n≥0 ω

n2 · ∂n ∈ DX,∞(U). On a Nk(P ) = nk(P ) = k/2 si k est paire.
Sinon, Nk(P ) = k+1

2 et nk(P ) = k−1
2 .

Cependant, on dispose de morphismes de transition injectifs Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U). Si P est
inversible dans le microlocalisé Fk,r(U), alors P est inversible dans F`,r(U) pour tout entier
` ∈ {0, . . . , k}. Ainsi, ou bien P est inversible dans tous les Fk,r(U), ou bien P n’est plus
inversible dans les Fk,r(U) à partir d’un certain niveau de congruence k. Puisque Fk,r(U)
est une sous-algèbre de Ek(U), les deux opérateurs de l’exemple 4.2.3 ne sont pas inversibles
dans Fk,r(U) quelque soit le niveau de congruence k ≥ r.

Soit P =
∑
n∈N an · ∂n un élément de DX,∞(U) inversible dans le microlocalisé F∞,r(U).

Alors P est inversible dans tous les Fk,r(U) et tous les Ek(U). Une condition nécessaire est
donc d’avoir Nk(P ) = nk(P ) pour tout entier naturel k. Par exemple, les deux opérateurs
différentiels de l’exemple 4.2.3 ne sont pas inversibles dans le microlocalisé F∞,r(U). De
plus, on rappelle que l’opérateur P est inversible dans l’algèbre Fk,r(U) si pour tout entier
n ∈ {0, . . . , Nk(P )− 1}, |an| < |aNk(P )| · p

r(Nk(P )−n). On s’intéresse donc aux opérateurs
différentiels P =

∑∞
n=0 an · ∂n de DX,∞(U) vérifiant la condition

dk = Nk(f) = nk(f) et ∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n) (4.2)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour tout entier naturel
k, alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de DX,∞(U) inversibles dans le
microlocalisé F∞,r(U) seront donc des opérateurs finis.

On pose U = Spf A′ et A = A′ ⊗VK. C’est une K-agèbre affinoide. La norme spectrale | · |
sur A est multiplicative puisque X est connexe et lisse, donc intègre. On fixe une clôture
algébrique K de K. Elle est munie d’une valuation, extension de la valuation de K, que l’on
note encore v. Soit P =

∑
n∈N an · ∂n un opérateur différentiel de DX,∞(U). Les coefficients

an sont des éléments de A vérifiant la condition de convergence :

∀µ ∈ R, lim
n→∞

an · ω−µn = 0

Pour tout µ ∈ v(K), on pose
|P |µ = max

`∈N
|a` · ω−µ`|

Nµ(P ) = max
¶
n ∈ N : |an · ω−µn| = |P |µ

©
nµ(P ) = min

¶
n ∈ N : |an · ω−µn| = |P |µ

©
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Lorsque µ = k ∈ N, on retrouve les fonctions définies précédemment. La norme spectrale
| · | est à valeurs dans |K|. Pour toute fonction a de OX,Q(U), on note v(a) l’élément µ de
v(K) pour lequel |a| = |ω|−µ.

Définition 4.2.4. Soit P =
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U). On définit son polygone de Newton

comme étant l’enveloppe convexe des points An = (n, v(an)) de R2. Les pentes des segments
du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure 4.1, page 110, représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur
différentiel P de DX,∞(U). Les pentes sont écrites en bleu.

Si P est un opérateur différentiel fini, alors son polygone de Newton n’a qu’un nombre fini
de pentes. Dans le cas contraire, la suite des pentes (rangée dans l’ordre des indices des
coefficients) est strictement croissante et diverge vers +∞. La proposition suivante montre
que les pentes du polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et n de P .

Proposition 4.2.5. Soit P =
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U) et µ ∈ v(K).

1. Si µ n’est pas une pente du polygone de Newton de P , alors Nµ(P ) = nµ(P ).

2. Si µ est une pente du polygone de Newton de P , alors nµ(P ) < Nµ(P ).

Démonstration. On suppose tout d’abord que µ n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P . La suite (|an| · pµn)n converge vers zéro. La condition Nµ(P ) = nµ(P ) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
j < j tels que

|P |µ = max
n∈N
{|an| · pµn} = |ai| · pµi = |aj | · pµj (4.3)

On note α la valuation commune des éléments ai · ω−µi et aj · ω−µj . Les points Ai et Aj
appartiennent à la même droite d’équation Y = µ · X + α. L’égalité 4.3 signifie que α
minimalise la valuation des termes an · ω−µn. La minimalité de α implique que [Ai, Aj ] est
un côté du polygone de Newton de P . Mais ce segment à pour pente µ ! Cela contredit
l’hypothèse de départ. La suite (|an| · pµn)n a donc un unique élément maximal. Autrement
dit, Nµ(P ) = nµ(P ).

Soit maintenant µ une pente du polygone de Newton de P . Alors le polygone de Newton
admet un segment [Ai, Aj ] de pente µ pour deux indices i et j distincts. Les points Ai
et Aj appartiennent à une même droite d’équation Y = µ · X + β. Cela se traduit par
|ai| · pµi = |aj | · pµj = |P |µ au niveau des normes. En particulier, nµ(P ) < Nµ(P ).

La condition 4.2 pour un niveau de congruence k ≥ r fixé a d’importantes conséquences
sur les valeurs possibles des pentes du polygone de Newton de P . La proposition suivante
les résume.
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Proposition 4.2.6. Soit P =
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U). Si P vérifie la condition 4.2 pour

un certain niveau de congruence k ≥ r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de
pente appartenant au segment [r, k].

Démonstration. Soit µ une pente du polygone de Newton de P appartenant à l’intervalle
[r, k]. On sait d’après la proposition 4.2.5 qu’il existe deux indices distincts n < m tels
que |P |µ = |an| · pµn = |am| · pµm. On suppose m maximal. L’hypothèse 4.2 implique que
Nk(P ) = nk(P ). On note dk cet entier. Le lemme 3.1.2 nous assure que m ≤ dk. Par
maximalité de m, on a |am| · pµm > |adk | · pµdk . On en déduit que

|an| = pµ(m−n) · |am| > pµ(m−n) · pµ(dk−m) · |adk | = pµ(dk−n) · |adk |

On rappelle que n < m ≤ dk. Le fait que µ soit supérieur ou égale à r contredit la seconde
partie de l’hypothèse 4.3 :

∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n)

Ainsi, aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment [r, k].

Lorsque P vérifie l’hypothèse 4.2 pour tout entier naturel k ≥ r, on en déduit que P est un
opérateur différentiel fini.

Corollaire 4.2.7. Soit P =
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U). Si P vérifie la condition 4.2 pour

tout entier k ≥ r, alors P est un opérateur fini.

Démonstration. On suppose que P =
∑∞
n=0 an · ∂n est un opérateur infini. Alors son poly-

gone de Newton admet une infinité de pentes λ` et la suite (λ`)` est strictement croissante
de limite +∞. Mais la proposition 4.2.6 implique que pour tout entier k ≥ r, il n’y aucune
pente dans le segment [r, k]. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de
pente dans l’intervalle [r,+∞[. La suite des pentes (λ`)` est donc finie et P est un opérateur
fini.

Soit P =
∑∞
n=0 an · ∂n un opérateur différenciel de DX,∞(U). Si P est inversible dans

le microlocalisé F∞,r(U), alors P est inversible dans Fk,r(U) pour tout entier k ≥ r. En
particulier, P vérifie la condition 4.2 pour tout entier naturel k. Le corollaire 4.2.7 permet
donc de décrire les éléments de DX,∞(U) inversibles au voisinage de x dans F∞,r.

Théoreme 4.2.8. Soit P ∈ DX,∞(U). Alors P est inversible dans F∞,r(V ) pour un ouvert
V ⊂ U contenant x si et seulement si

1. P =
∑d
n=0 an · ∂n dans DX,∞(U),

2. ad est inversible dans OX,Q(V ),
3. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · pr(d−n).
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Figure 4.1 – Polygone de Newton de P =
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U)
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Le critère du théorème 4.2.8 n’est pas exactement la condition d’inversibilité souhaitée. On
désire que tout opérateur différentiel fini de DX,∞(U) soit inversible dans le microlocalisé
dés que son coefficient dominant est inversible. La condition 3 du theorème 4.2.8 contient
cependant beaucoup d’opérateurs : les coefficients ai peuvent être bien plus grands que ad
pour la norme spectrale. On peut les autoriser à être de plus en plus grands en augmentant
r. En considérant tous les entiers r ≥ 1, la condition 3 donne exactement tous les opérateurs
finis dont le coefficient dominant est inversible.
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4.3 Le microlocalisé F∞

On observe que F∞,r(U) ⊂ F∞,r+1(U). On peut alors considérer l’algèbre F∞(U) limite in-
ductive des algèbres F∞,r(U). Les morphismes de transition sont simplement les inclusions.
Les éléments de DX,∞(U) inversibles dans F∞(U) sont exactement les opérateurs finis dont
le coefficient dominant est inversible, sans aucune autre condition sur les coefficients. Ce
critère d’inversibilité est la propriété désirée du microlocalisé discutée en introduction.

Soit toujours U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée lo-
cale. On introduit dans cette partie le faisceau de K-algèbres F∞ sur le schéma formel X.
Concrètement, F∞(U) est l’union croissante dénombrable des K-algèbres de Fréchet-Stein
F∞,r(U). Il est clair d’après le yheérème 4.2.8 qu’un opérateur différentiel P de DX,∞(U)
est inversible dans le microlocalisé F∞(U) si et seulement si P est un opérateur fini dont le
coefficient dominant est inversible.

On rappelle brièvement la construction des faisceaux F∞,r avant de définir le microlocalisé
F∞. Pour tous les entiers k ≥ r ≥ 1, l’algèbre Fk,r(U) est le localisé de l’algèbre “D(0)

X,k,Q(U)
pour la partie multiplicative des puissances de la dérivation ∂ et pour les normes complètes
quasi-abéliennes | · |r, . . . , | · |k de “D(0)

X,k,Q(U). Le microlocalisé Fk,r(U) est une K-algèbre

de Banach munie d’une norme seulement sous-multiplicative ‖ · ‖k,r admettant “D(0)
X,k,Q(U)

comme sous-algèbre. Tout élément S de Fk,r(U) s’écrit uniquement sous la forme S = P+Q
avec

P =
∞∑
n=0

an · (ωk∂)n ∈ “D(0)
X,k,Q(U) et Q =

∑
−∞≤n<0

an · (ωr∂)n tq an −→
n→−∞

0

De plus, ‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}.

Pour tout entier k ≥ r, on dispose de morphismes de transition Fk+1,r → Fk,r commutant
avec les morphismes “D(0)

X,k+1,Q → “D(0)
X,k,Q. Par définition, F∞,r = lim←−k≥r Fk,r. Les algèbres

F∞,r(U) sont des algèbres de Frechet-Stein. Tout élément de F∞,r(U) s’écrit uniquement
sous la forme S = P + Q avec P ∈ DX,∞(U) et Q =

∑
−∞≤n<0 an · (ωr∂)n vérifiant

an −→
n→−∞

0. En particulier, l’algèbre F∞,r(U) contient DX,∞(U). Les éléments de DX,∞(U)

inversibles dans F∞,r(U) sont donnés par le théorème 4.2.8.

On regarde maintenant les liens entre les algèbres Fk,r(U) pour un niveau de congruence k
fixé et r variable. Soit r < r′ deux entiers strictement positifs et k ≥ r′. On se donne un
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élément S de Fk,r(U),

S =
∞∑
n=0

an · (ωk∂)n︸ ︷︷ ︸
P

+
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q

Alors S appartient à Fk,r′(U). En effet, puisque P ∈ “D(0)
X,k,Q(U) ⊂ Fk,r′(U), il suffit de

vérifier que Q est dans Fk,r′(U). On a

Q =
∑

−∞≤n<0

an · (ωr∂)n =
∑

−∞≤n<0

anω
−(r′−r)n · (ωr′∂)n

Comme |ω|−(r′−r)n −→
n→−∞

0, on a bien Q ∈ Fk,r′(U). Il est clair que

‖P‖k,r = ‖P‖k,r′ = max
n∈N
{|an|}

Par ailleurs, ‖Q‖k,r = maxn<0{|an} et ‖Q‖k,r′ = maxn<0

¶
|an| · p−(r

′−r)n
©
. Ainsi, il en

découle que ‖Q‖k,r′ ≤ ‖Q‖k,r et que ‖S‖k,r′ ≤ ‖S‖k,r. Autrement dit, l’inclusion d’algèbres
Fk,r(U) ↪→ Fk,r′(U) est 1-lipschtizienne. Elle est donc continue.

Cependant, la topologie de Fk,r′(U) induite sur Fk,r(U) toujours pour r′ > r par l’inclusion
d’algèbres Fk,r(U) ↪→ Fk,r′(U) ne coïncide pas avec la topologie de Fk,r(U). En effet, les
normes ‖ · ‖k,r et ‖ · ‖k,r′ ne définissent pas les mêmes séries convergentes pour les éléments
de la forme

∑
−∞≤n<0 an · (ωr∂)n.

En conclusion, Fk,r(U) est une sous-algèbre de Fk,r′(U) dès que k ≥ r′ ≥ r et la topologie
de Fk,r(U) est plus fine que celle de Fk,r′(U).

Ces inclusions Fk,r(U) ↪→ Fk,r′(U) pour k ≥ r′ ≥ r commutent avec les morphismes de
transition Fk+1,r(U) ↪→ Fk,r(U). Le diagramme suivant est commutatif.

Fk+1,r(U) �
� //

� _

��

Fk,r(U)
� _

��
Fk+1,r′(U) �

� // Fk,r′(U)

En passant à la limite projective sur k dans la catégorie des K-algèbres topologiques, on
obtient un morphisme injectif continu de K-algèbres F∞,r(U) ↪→ F∞,r′(U).
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Définition 4.3.1. On pose F∞(U) = lim−→
r≥1

F∞,r(U) =
⋃
r≥1

F∞,r(U).

C’est une K-algèbre contenant toutes les algèbres de Fréchet-Stein F∞,r(U) dès que r ≥ 1.
Si P ∈ F∞(U), alors P ∈ F∞,r(U) pour un certain r ∈ N∗. En particulier, P s’écrit
uniquement sous la forme P =

∑
n∈Z an · ∂n avec |an| · Rn −→

n→∞
0 pour tout réel R > 0

et |an| · pnr −→
n→−∞

0. La première condition correspond à
∑
n∈N an · ∂n ∈ DX,∞(U). Si

|an| · pnr −→
n→−∞

0, alors pour tout R ≥ pr on a |an| ·R−n −→
n→−∞

0. On obtient la description

suivante de F∞(U) :

F∞(U) =

P +
∑

−∞≤n<0

an · ∂n, P ∈ DX,∞(U), ∃R > 0 tq |an| ·Rn −→
n→−∞

0


On munit la K-algèbre F∞(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
F∞,r(U) ↪→ F∞(U) sont continues. Il s’agit de la topologie localement convexe.

Puisque l’algèbre F∞(U) est l’union croissante des algèbres F∞,r(U), on a

F∞(U)× =
⋃
r≥1

F∞,r(U)×

Le résultat suivant se déduit du théorème 4.2.8. En effet, l’union sur r ∈ N∗ des opérateurs
finis de DX,∞(U) vérifiant le point 3 de cette proposition est l’ensemble des opérateurs finis
de DX,∞(U).

Théoreme 4.3.2. Un opérateur différentiel P de DX,∞(U) est inversible dans le microlo-
calisé F∞(U) si et seulement si

1. P =
∑d
n=0 an · ∂n dans DX,∞(U),

2. ad est inversible dans OX,Q(U).

Soir r′ ≥ r ≥ 1. Les morphismes injectifs d’algèbres F∞,r(U) ↪→ F∞,r′(U) induisent des
morphismes de transition F∞,r → F∞,r′ au niveau des faisceaux. On note F∞ la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algèbres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algèbres F∞(U). Puisque X est quasi-compacte et
puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, F∞ est un faisceau sur X
d’après [18, Tag 009F]

Définition 4.3.3. On définit un faisceau F∞ sur X dont les sections sont exactement les
unions croissantes

⋃
r≥1 F∞,r(U) en posant

F∞ = lim−→
r≥1

F∞,r

https://stacks.math.columbia.edu/tag/009F
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Chapitre 5

Variété caractéristique des modules
coadmissibles

On note π : T ∗X→ X le fibré cotangent de X et s : X→ T ∗X la section nulle. Le morphisme
π est ouvert. En, effet la propriété d’être ouvert étant topologique, il suffit de le vérifier sur
la fibre spéciale et de voir que le morphisme T ∗X = Spec (Sym ΘX) → X est ouvert. Ici
ΘX est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, ΘX est un OX -module localement
libre de rang fini. En particulier, le morphisme T ∗X → X est plat de présentation finie. Il
est donc ouvert d’après [18, Tag 00I1].

On associe au faisceau Fk,r défini sur X un faisceau F∗k,r sur le fibré cotangent T ∗X de X
de la manière suivante. Pour tout ouvert V de T ∗X, on pose

F∗k,r(V ) =

{
Fk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅“D(0)

X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

L’image π(V ) de V est bien un ouvert de X puisque le morphisme π : T ∗X → X est
ouvert. D’une manière analogue, on construit un F∗k,r-module cohérent à partir de tout“D(0)

X,k,Q-module cohérent. En effet, soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. On

associe à Mk le F∗k,r-module cohérent

M∗k,r = F∗k,r ⊗π−1(D̂
(0)
X,k,Q)

π−1(Mk)

Si V est un ouvert de T ∗X, on peut observer que

M∗k,r(V ) =

{
M̃k,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
Mk(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅
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où M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk est un Fk,r-module cohérent. On note SuppM∗k,r le support de

M∗k,r en tant que faisceau sur le fibré cotangent T ∗X. On démontre l’inégalité de Bern-

stein pour le support de M∗k,r : un “D(0)
X,k,Q-module Mk est non nul si et seulement si

dim Supp(M∗k,r) ≥ 1.

On considère maintenant un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk. Pour r fixé, les
modules M∗k,r admettent des morphismes de transition M∗k+1,r → M∗k,r, F

∗
k+1,r-linéaires et

induis par les morphismes Mk+1 →Mk. Le faisceau limite projective M∗r des modules M∗k,r
est un F∗∞,r = lim←−k≥r F

∗
∞,r-module coadmissible. Le support du module M∗r coincide avec

la fermeture de l’union croissante des supports des faisceaux M∗k,r :

SuppM∗r =
⋃
k≥r

SuppM∗k,r ⊂ T
∗X

Le F∞,r-module M∗r vérifie lui aussi l’inégalité de Bernstein. La variété caractéristique de
M est alors définie comme l’intersection pour r ≥ 1 des supports des modules coadmissibles
M∗r .

5.1 F∗k,r-module cohérent associé à un D̂
(0)
X,k,Q-module

cohérent

On fixe dans cette section les entiers k ≥ r ≥ 1. On définit le faisceau F∗k,r sur le fibré
cotangent T ∗X de X de la manière suivante.

Définition 5.1.1. Soit V un ouvert de T ∗X. On pose

F∗k,r(V ) =

{
Fk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅“D(0)

X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

C’est une K-algèbre de Banach munie d’une norme seulement sous-multiplicative lorsque
V ∩ s(X) = ∅ et multiplicative dans le cas où V ∩ s(X) 6= ∅. On note la norme de F∗k,r(V )
toujours par ‖ · ‖k,r. Si V ∩ s(X) = ∅, il s’agit de la norme de Fk,r(π(V )). Sinon pour
V ∩ s(X) 6= ∅, ‖ · ‖k est la norme multiplicative | · |k de “D(0)

X,k,Q(π(V )).

On vérifie que F∗k,r est un préfaisceau sur T ∗X. En effet, soient W ⊂ V deux ouverts de
T ∗X. Si V etW n’interceptent pas la section nulle s(X), ou s’ils l’interceptent tous les deux,
alors les morphismes de restrictions sont respectivement ceux du faisceau Fk,r ou ceux de“D(0)

X,k,Q. On suppose maintenant que W ∩ s(X) = ∅ mais que V ∩ s(X) 6= ∅. Par définition,

F∗k,r(W ) = Fk,r(π(W )) et F∗k,r(V ) = “D(0)
X,k,Q(π(V ))
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L’inclusion W ⊂ V implique que π(W ) ⊂ π(V ). Le morphisme de restriction d’algèbres
F∗k,r(V )→ F∗k,r(W ) est simplement le morphisme composé“D(0)

X,k,Q(π(V ))→ “D(0)
X,k,Q(π(W )) ↪→ Fk,r(π(W ))

La condition de recollement est claire puisque “D(0)
X,k,Q est un sous-faisceau de Fk,r. Ainsi,

F∗k,r définit bien un faisceau sur le fibré cotangent T ∗X de X.

Soit π−1(“D(0)
X,k,Q) → F∗k,r le morphisme de K-algèbres induit sur les ouverts V de T ∗X par

les inclusions

π−1(“D(0)
X,k,Q)(V ) = “D(0)

X,k,Q(π(V )) ↪→ F∗k,r(V ) =

{
Fk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅“D(0)

X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Ce morphisme induit une structure de π−1(“D(0)
X,k,Q)-module pour le faisceau F∗k,r. On consi-

dère maintenant un “D(0)
X,k,Q-module cohérent Mk. On rappelle que M̃k,r est le Fk,r-module

cohérent M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk.

Définition 5.1.2. On associe à Mk le F∗k,r-module cohérent

M∗k,r := F∗k,r ⊗π−1(D̂
(0)
X,k,Q)

π−1(Mk)

On vérifie que localement sur les ouverts V de T ∗X, le module M∗k,r est défini par

M∗k,r(V ) =

{
M̃k,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
Mk(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Soient W ⊂ V deux ouverts de T ∗X tels que W ∩ s(X) = ∅ et V ∩ s(X) 6= ∅. Le morphisme
de restriction M∗k,r(W )→M∗k,r(V ) est donné par

Mk(π(V ))→Mk(π(W ))
1⊗id−→ M̃k,r(π(W )) = Fk,r(π(W ))⊗

D̂
(0)
X,k,Q(π(W ))

Mk(π(W ))

Pour V ∩ s(X) = ∅, M∗k,r(V ) = M̃k,r(π(V )) est un F∗k,r(V ) = Fk,r(π(V ))-module cohérent.

Lorsque V ∩ s(X) 6= ∅, M∗k,r(V ) = Mk(π(V )) est un F∗k,r(V ) = “D(0)
X,k,Q(π(V ))-module

cohérent par hypothèse.

Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. On note SuppM∗k,r le support du module M∗k,r en tant

que faisceau sur le fibré cotangeant T ∗X. C’est un fermé de |T ∗X| d’après le lemme suivant
puisque M∗k,r est un F∗k,r-module cohérent.
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Lemme 5.1.3. Le support SuppM∗k,r de M∗k,r est un fermé de |T ∗X|.

Démonstration. On rappelle que T ∗X est quasi-compact et que M∗k,r est un F∗k,r-module
cohérent. Soit V1, . . . , Vn un recouvrement ouvert affine fini de T ∗X tel que M∗k,r |Vi

soit un
F∗k,r |Vi

-module de type fini pour tout entier i ∈ {1, . . . , n}. Il existe des sections e1, . . . , es de
M∗k,r(Vi) telles que M∗k,r |Vi

= F∗k,r |Vi
· e1 + · · ·+F∗k,r |Vi

· es. Par ailleurs, comme SuppFk,r =

Supp “D(0)
X,k,Q = X, le faisceau F∗k,r est supporté par T ∗X tout entier. On en déduit que

Supp(M∗k,r) ∩ Vi =
s⋃
j=1

Supp(ej)

Le support Supp(ej) d’une section ej de M∗k,r est fermé dans |T ∗X| d’après [18, Tag 01AU].
On en déduit que Supp(M∗k,r) ∩ Vi est fermé car union finie de fermés. Puisque les Vi
recouvrent T ∗X, le support SuppM∗k,r est une partie fermée de |T ∗X|.

Inégalité de Bernstein

Soit Mk = “D(0)
X,k,Q/Ik un “D(0)

X,k,Q-module cohérent, où Ik est un idéal à gauche cohérent de“D(0)
X,k,Q. On commence par redéfinir brièvement la variété caractéristique Car(Mk) ⊂ T ∗X

du module Mk. On note I◦k l’ensemble des éléments du faisceau d’idéaux Ik de norme | · |k
inférieure ou égale à un :

I◦k(U) = {P ∈ Ik(U) : |P |k ≤ 1}

C’est un idéal cohérent de “D(0)
X,k. En effet, Ik est localement sur tout ouvert U de X suf-

fisamment petit un idéal de type fini engendré par des opérateurs différentiels P1, . . . , Ps
de “D(0)

X,k,Q(U). Quitte à normaliser les Pi, on peut supposer que P1, . . . , Ps ∈ “D(0)
X,k(U). Il

est clair que I◦k|U est aussi engendré par les sections P1, . . . , Ps. Ainsi, I◦k est localement un

idéal de type fini. Comme le faisceau d’algèbres “D(0)
X,k est cohérent, l’déal I◦k est cohérent.

On identifie U à un ouvert affine de la fibre spéciale X de X. On munit T ∗U ⊂ T ∗X
du système de coordonnées locales (t, ξ) associé à la coordonnée étale de U . Soit P =∑∞
n=0 an · (ωk∂)n un élément de I◦k(U). On associe à P l’élément de T ∗U donné par

σ(P ) = σk(P ) = āNk(P ) · ξ
Nk(P )

où āNk(P ) ∈ OX(U) est la réduction modulo ω de aNk(P ). On a σ(P ) = σ(P̄ ), où σ(P̄ ) est
le symbole principal de P̄ ∈ (I◦k ⊗V κ)(U). On appelle encore σ(P ) le symbole principal de
P ; il dépend du niveau de congruence k. Avec cette notation, on a

Car(Mk) ∩ T ∗U = {(t, ξ) ∈ T ∗U : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I◦k(U)}

https://stacks.math.columbia.edu/tag/01AU
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On peut relier la variété caractéristique de Mk au support de M∗k,r en les considérant comme
des parties fermées de |T ∗X| = |T ∗X|.

Proposition 5.1.4. Pour tout “D(0)
X,k,Q-module cohérent Mk et pour tout entier r ∈ {1, . . . , k},

CarMk ⊂ SuppM∗k,r en tant qu’espaces topologiques.

Démonstration. On peut supposer X affine et se ramener au cas où Mk = “D(0)
X,k,Q/I pour

un idéal cohérent I de “D(0)
X,k,Q comme dans la preuve de la proposition 2.6.4. Dans ce cas,

M̃k,r = Fk,r/Fk,r · I, où Fk,r · I est l’idéal à gauche de Fk,r engendré par I.

On commence par montrer que CarMk et SuppM∗k,r coïncident au niveau de la section
nulle. Soit U un ouvert affine de X. Alors V = π−1(U) intercepte la section nulle. On a
M∗k,r(V ) = Mk(U) et (M∗k,r)(x,ξ) = (Mk)x pour tout point (x, ξ) de V . On se restreint à

l’ouvert V quitte à supposer que X = U . On rappelle que I◦ est l’idéal de “D(0)
X,k constitué

des éléments de I norme | · |k inférieure où égale à un. Soit I = I◦⊗V κ la réduction modulo
ω de I◦. C’est un idéal cohérent de DX,k = “D(0)

X,k⊗V κ. On se donne des éléments P1, . . . , Ps
de I◦(U) tels que σ(P1), . . . , σ(Ps) engendrent le gradué gr I. Alors P1, . . . , Ps engendrent
l’idéal I. De plus,

Car(Mk) = Car(DX,k/I) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I}
= {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P1)(t, ξ) = · · · = σ(Ps)(t, ξ) = 0}

On écrit σ(Pi) = σ(P̄i) = ai ·ξdi ∈ gr I(X). La section nulle est une composante irréductible
de la variété caractéristique CarMk si et seulement si les ordres d1, . . . , ds des opérateurs
P1, . . . , Ps sont supérieurs ou égaux à un. Puisque l’idéal gr I est engendré par les monômes
σ(P1), . . . , σ(Ps), l’idéal gr I ne contient pas de terme d’ordre zéro en ξ. On en déduit que
l’idéal I ne contient pas d’opérateur P vérifiant Nk(P ) = 0. Dans le cas contraire, σ(P )
serait un élément d’ordre Nk(P ) = 0 en ξ de gr I. Les points du support SuppM∗k,r sur

la section nulle sont donnés par le support du module Mk = “D(0)
X,k,Q/I vu en tant faisceau

sur le schéma formel X. Puisque tout élément P de l’idéal I(U) vérifie Nk(P ) ≥ 1, aucun
élément de I n’est inversible dans “D(0)

X,k,Q au voisinage de chaque point de X d’après le

corollaire 2.3.3. Ainsi, (M∗k,r)(x,0) = (“D(0)
X,k,Q/I)x 6= 0 en tout point x de X = U . Autrement

dit, SuppMk = X et le support SuppM∗k,r contient la section nulle.

Réciproquement, le support du module “D(0)
X,k,Q/I n’est pas X = U tout entier si et seulement

si l’idéal I(U) contient un opérateur P vérifiant Nk(P ) = 0. Dans ce cas, le support du
module “D(0)

X,k,Q/I consiste en un nombre fini de points contenus dans l’ensemble des zéros
du coefficient constant a0 de P . Par ailleurs, σ(P ) = ā0 est un élément du gradué gr I(U).
La variété caractéristique Car(DX,k/I) ne contient donc pas la section nulle. On vérifie,
en raisonnant de manière analogue à ce que l’on a fait dans le paragraphe précédent, que
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la variété caractéristique CarMk intercepte la section nulle exactement en les points du
support du module “D(0)

X,k,Q/I, autrement dit parmi les zéros du coefficient constant a0 de P .

On regarde maintenant ce qu’il se passe en dehors de la section nulle. Soit V un ouvert
affine de T ∗X n’interceptant pas la section nulle. On pose U = π(V ) ⊂ X. C’est un ouvert
de X. Quitte à restreindre V , on peut supposer que U est affine et que X = U . Avec ces
notations, M∗k,r(V ) = Fk,r(U)/(Fk,r · I)(U). On reprend les notations de la partie 2.6 du
microlocalisé Lk du faisceau DX,k sur le fibré cotangeant T ∗X de X.

Soit P ∈ I(U) un opérateur de norme un. On rappelle que P̄ = (P mod ω) est inversible
dans le microlocalisé Lk au voisinage d’un point (x, ξ) ∈ T ∗0X = T ∗X\s(X) si et seulement
si σ(P )(x, ξ) 6= 0. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante, pour que P soit
inversible dans le microlocalisé Ek au voisinage du point x. En effet, cette condition implique
seulement que le coefficient d’indice Nk(P ) de P est inversible dans OX au voisinage de x.
D’après la proposition 4.1.19, il faut de plus avoir Nk(P ) = nk(P ) pour que P soit inversible
dans Ek au voisinage de x. Ainsi, si P̄ est non inversible dans Lk(W ) pour tout voisinage
ouvert W du point (x, ξ) dans T ∗0X, alors P est non inversible au voisinage de x dans Ek
et donc à fortiori dans Fk,r.

On se donne un point (x, ξ) dans Car(Mk)∩T ∗0X. On rappelle qu’un point (x, ξ) appartient
à la variété caractéristique Car(Mk) ∩ T ∗0X si et seulement pour tout opérateur P de I(U)
de norme un, σ(P )(x, ξ) = 0. On en déduit qu’aucun élément P de I(U) n’est inversible
dans Ek au voisinage du point x. En effet, le coefficient dominant a de tout opérateur P
de I(U) s’annule en x puisque le point (x, ξ) n’appartient pas à la section nulle du fibré
cotangent : ξ 6= 0 et σ(P ) = ā(x) · ξNk(P ) = 0 implique a(x) = 0. D’après le lemme 4.1.17,
l’idéal Ek · I de Ek engendré par l’idéal I ne contient pas d’élément inversible au voisinage
de x. Autrement dit, Ek(W ) · I(W ) ( Ek(W ) pour tout ouvert affine W de X = U . Il
en découle que l’idéal Fk,r · I de Fk,r ne contient aucun élément inversible au voisinage de
x dans Fk,r. Dans le cas contraire, il existerait un voisinage ouvert W de x pour lequel
Fk,r(W ) · I = Fk,r(W ). Alors

Ek(W ) · Fk,r(W ) · I(W ) = Ek(W ) · I(W ) = Ek(W ) · Fk,r(W ) = Ek(W )

Ainsi Ek(W ) · I(W ) = Ek(W ) et I(W ) contiendrait un élément inversible au voisinage de
x d’après le lemme 4.1.17. Il en découle qu’aucun élément de l’idéal Fk,r · I n’est inversible
au voisinage de x dans le microlocalisé Fk,r. On en déduit que (Fk,r/Fk,r · I)x 6= 0 et que
(x, ξ) ∈ SuppM∗k,r. On a donc montré que CarMk ⊂ SuppM∗k,r en dehors de la section
nulle.

Remarque 5.1.5. Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. On a démontré

que la variété caractéristique Car(Mk) et que le support Supp(M∗k,r) coincident au niveau de
la section nulle. Cependant, l’inclusion Car(Mk) ⊂ Supp(M∗k,r) peut être stricte en dehors
de la section nulle. Cela provient du fait qu’il est plus « difficile » d’être inversible dans le
localisé Fk,r que dans le localisé Lk de DX,k. Soit par exemple P un opérateur différentiel
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infini de DX,∞(U). Les variétés caractéristiques Car(“D(0)
X,k,Q/P ) sont toutes de dimension

un, mais Supp(M∗k,r) = T ∗X pour r et k suffisamment grands d’après l’exemple 5.3.8.

Puisque X est une courbe, on dispose de l’inégalité de Bernstein pour les “D(0)
X,k,Q-modules

cohérents Mk : Mk est un module non nul si et seulement si dim CarMk ≥ 1. On fixe dans
la suite un entier r ∈ {1, . . . , k}. On déduit de la proposition 5.1.4 que dim(SuppM∗k,r) = 1
implique dim(CarMk) = 1. En effet, il suffit de vérifier que Mk 6= 0. Si Mk = 0, alors
M∗k,r = 0 et SuppM∗k,r = ∅. Autrement dit, si dim(SuppM∗k,r) = 1, alors Mk est un“D(0)

X,k,Q-module holonome non nul.

Réciproquement, soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent non nul. Alors dim(CarMk) ≥ 1 et

la proposition 5.1.4 montre que dim(SuppM∗k,r) ≥ 1. On en déduit l’inégalité de Bernstein
pour les F∗k,r-modules cohérents énoncée dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.6. Un “D(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est non nul si et seulement si

dim(SuppM∗k,r) ≥ 1

Puisque X est connexe et lisse, X est intègre. En particulier, X est irréductible. Dans ce cas
T ∗X est aussi irréductible. Comme dim(T ∗X) = 2, si le support de M∗k,r est de dimension
deux, alors SuppM∗k,r = T ∗X. Lorsque dim(SuppM∗k,r) = 1, la proposition suivante montre
que le support de M∗k,r est une partie conique de T ∗X constituée de composantes irréduc-
tibles verticales et potentiellement d’une composante irréductible horizontale d’équation
ξ = 0.

Proposition 5.1.7 (inégalité de Bernstein). Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent non nul.

Si dim(SuppM∗k,r) = 2, alors SuppM∗k,r = T ∗X. Sinon, dim(SuppM∗k,r) = 1 et les compo-
santes irréductibles du support SuppM∗k,r sont toutes de dimension un.

Démonstration. On suppose que dim(SuppM∗k,r) = 1. Comme pour la preuve de la propo-

sition 2.6.4, on peut se ramener au cas où Mk = “D(0)
X,k,Q/Ik avec Ik un idéal cohérent de“D(0)

X,k,Q. On a M̃k,r = Fk,r/Fk,r · Ik, où Fk,r · Ik est l’idéal de Fk,r engendré par Ik. On peut
supposer que X = U est affine.

Il a été vu dans la proposition 5.1.4 que le support SuppM∗k,r et la variété caractéristique
Car(Mk) coincident au niveau de la section nulle et que Car(Mk) ⊂ SuppM∗k,r. Puisque les
composantes irréductibles de Car(Mk) sont toutes de dimension un, SuppM∗k,r n’a pas de
point isolé sur la section nulle. Il reste à regarder ce qu’il se passe en dehors de la section
nulle.

Soit (x, ξ) ∈ T ∗X\s(X). On rappelle que (M∗k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x. En effet, pour tout voisinage
ouvert V suffisamment petit de (x, ξ) dans T ∗X, on a M∗k,r |V = Fk,r |V /Ik |V . On en déduit
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que si (M̃k,r)x 6= 0, alors le support du module M∗k,r contient la droite verticale passant
par x sauf potentiellement pour le point situé sur la section nulle. Il faut donc élucider ce
qu’il se passe au niveau de la section nulle. Si le support du module M∗k,r contient la section
nulle, il n’y a rien à montrer. Dans ce cas, le support SuppM∗k,r consiste en une composante
horizontale d’équation ξ = 0 et en un nombre fini de composantes verticales.

On suppose maintenant que la section nulle n’est pas une composante irréductible du sup-
port SuppM∗k,r. Il faut montrer que si (M∗k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x 6= 0 pour tout ξ 6= 0, alors
(M∗k,r)(x,0) = (Mk)x 6= 0. Autrement dit, il faut prouver qu’aucun élément P de Ik(U),
pour U un voisinage ouvert affine de x dans X, n’est inversible au voisinage de x dans“D(0)

X,k,Q. Si Nk(P ) ≥ 1, alors le corollaire 2.3.3 montre que P n’est jamais inversible au

voisinage de x dans “D(0)
X,k,Q. Néanmoins, il a été vu dans la preuve de la proposition 5.1.4

que l’idéal Ik(U) contient des opérateurs différentiels P vérifiants Nk(P ) = 0 lorsque la
section nulle n’est pas une composante irréductible des variétés caractéristiques. Soit P un
tel élément. L’hypothèse (M∗k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x 6= 0 implique que le coefficient constant a0
de P s’annule en x. Autrement P serait inversible au voisinage de tout point (x, ξ) pour
ξ 6= 0 dans le microlocalisé Fk,r d’après la proposition 4.1.27. En effet, puisque Nk(P ) = 0
implique nk(P ) = 0, a0 serait inversible au voisinage de x ! Ceci impliquerait en particulier
que (M∗k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x = 0. Ainsi, aucun élément P de Ik(U) vérifiant Nk(P ) = 0 n’est
inversible au voisinage de x. On en déduit que (Mk)x 6= 0. Le support du module M∗k,r
contient donc la droite verticale d’abscisse x.

5.2 Bonnes filtrations des F∗k,r-modules cohérents

Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent. On associe maintenant au F∗k,r-module cohérent M∗k,r

des bonnes filtrations locales. Ce module étant localement de présentation finie, on considère
la norme induite par cette présentation et la filtration donnée par cette norme. Le gradué
grM∗k,r correspondant est un grF∗k,r-module cohérent. Dans cette section, on montre que
localement, Supp(M∗k,r) = Supp(grM∗k,r). Enfin, on termine par donner une preuve directe
de l’inégalité de Bernstein sans utiliser l’inclusion Car(Mk) ⊂ SuppM∗k,r et l’inégalité de
Bernstein pour le module Mk démontrée dans la partie 2.4.

La filtration de F∗k,r

Soit U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’une cordonnée locale. On rappelle
que la norme spectrale de OX,Q(U) est dénotée par | · |. C’est une valuation discrète à valeurs
dans pZ. On pose

OX,Q(U)(m) = {f ∈ OX,Q(U) : |f | ≤ pm} pour m ∈ Z

La suite (OX,Q(U)(m))m∈Z est une filtration strictement croissante exhaustive de OX,Q(U) :
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1. OX,Q(U)(m) est un sous-groupe additif de OX,Q(U) ;
2. OX,Q(U) =

⋃
m∈Z OX,Q(U)(m) ;

3. OX,Q(U)(m) · OX,Q(U)(m′) ⊂ OX,Q(U)(m+m′) pour tous m,m′ ∈ Z.
Le gradué associé est défini par

grOX,Q(U) =
⊕
m∈Z

grm OX,Q(U)

où grm OX,Q(U) = OX,Q(U)(m)/OX,Q(U)(m − 1). Soit a ∈ grm OX,Q(U). Autrement dit,
|a| = pm pour un certain entier relatif m. On note γ(a) l’image de a dans le gradué
grm OX,Q(U). On définit ainsi une application γ : OX,Q(U) → grOX,Q(U). On munit
grOX,Q(U) de la structure de grK-algèbre induite par γ.

On considère aussi pour les algèbres “D(0)
X,k,Q(U) et Fk,r(U) les filtrations strictement crois-

santes exhaustives indexées par Z données par les normes | · |k et ‖ · ‖k,r :“D(0)
X,k,Q(U)(m) = {P ∈ “D(0)

X,k,Q(U) : |P |k ≤ pm}

Fk,r(U)(m) = {P ∈ Fk,r(U) : ‖P‖k,r ≤ pm}

On identifie OX,Q(U) aux opérateurs différentiels finis d’ordre zéro de “D(0)
X,k,Q(U). Ces fil-

trations sont compatibles avec les inclusions OX,Q(U) ⊂ “D(0)
X,k,Q(U) ⊂ Fk,r(U).

Soit P =
∑∞
n=0 an · (ωk∂)n ∈ “D(0)

X,k,Q(U) et m ∈ Z tel que |P |k = maxn∈N{|an} = pm.

Alors P appartient à “D(0)
X,k,Q(U)(m)\“D(0)

X,k,Q(U)(m − 1). On note γ(P ) l’image de P dans

grm
“D(0)

X,k,Q(U). On a
γ(P ) =

∑
|an|=pm

γ(an) · ζnk

où ζk = γ(ωk∂) est l’image de ωk∂ dans gr0
“D(0)

X,k,Q(U) ⊂ gr0 Fk,r(U). On obtient ainsi une

application γ : “D(0)
X,k,Q(U)→ gr “D(0)

X,k,Q(U).

On définit de même une application Fk,r(U)→ grFk,r(U) que l’on note aussi γ puisqu’elle
prolonge l’application γ : “D(0)

X,k,Q(U)→ gr “D(0)
X,k,Q(U).

Ces applications γ induisent des structures de grK-algèbres sur les gradués gr(“D(0)
X,k,Q(U))

et gr(Fk,r(U)) compatibles avec l’inclusion gr(“D(0)
X,k,Q(U)) ⊂ gr(Fk,r(U)). Soit ζr l’image de

(ωr∂)−1 dans gr0 Fk,r(U). On dispose des isomorphismes suivants de K-algèbres

gr “D(0)
X,k,Q(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk]

grFk,r(U) ' gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr)
En particulier, ces gradués sont des grK-algèbres commutatives noetheriennes.
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Exemple 5.2.1. Soit X = Spf (V〈t〉). On a OX,Q(X) = K〈t〉 et gr(OX,Q(X)) ' (grK)[t]. Si
a(t) =

∑∞
n=0 αn ·tn ∈ K〈t〉, alors γ(a) =

∑
|αn|=|a| γ(αn)·tn ∈ K[t] avec |a| = maxn∈N{|αn|}

et γ(αn) l’image de αn dans grK. Par exemple lorsque K = Qp, on a

grQp =
⊕
n∈Z
{0, . . . , p− 1} · pn =

{ ∑
−∞<n<∞

λn · pn, λn ∈ {0, . . . , p− 1}
}

Ainsi, gr “D(0)
X,k,Q(X) ' (grK)[t][ζk]. Soit P =

∑∞
n=0 an · (ωk∂)n ∈ “D(0)

X,k,Q(X). Les coefficients
an sont des éléments de l’algèbre de Tate K〈t〉. On a |P |k = maxn∈N{|an|} ∈ pZ et γ(P ) =∑
|an|=|P |k γ(an) · ζnk . On a aussi grFk,r(X) ' (grK)[t][ζk, ζr]/(ζk · ζr). Soit

Q =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n +

∑
−∞≤n<0

an · (ωr∂)n ∈ Fk,r(X)

Alors ‖Q‖k,r = maxn∈Z{|an|} et

γ(Q) =
∑

|an|=‖Q‖k,r
n≥0

γ(an) · ζnk +
∑

|an|=‖Q‖k,r
n<0

γ(an) · ζnr

On définit une filtration croissante exhaustive globale sur le faisceau OX,Q de la manière sui-
vante. Pour tout ouvertW de X, on pose OX,Q(W )(m) = {a ∈ OX,Q(W ) : a|U ∈ OX,Q(U)(m)
pour ouvert affine U de W muni d’une coordonnée étale}. Soient V ⊂ U deux ouverts af-
fines de X et a ∈ OX,Q(U). On vérifie alors que |a|V | ≤ |a|U |, où | · | est la norme spectrale.
Autrement dit, OX,Q(V )(m) ⊂ OX,Q(U)(m) et la filtration se recolle bien sur les ouverts
affines. De même, pour un ouvert W de X, on pose“D(0)

X,k,Q(W )(m) = {P ∈ “D(0)
X,k,Q(W ) : P|U ∈ “D(0)

X,k,Q(U)(m) pour tout ouvert affine U ⊂W}

Cette filtration se recolle bien sur les ouverts puisque la norme | · |k de “D(0)
X,k,Q(U) ne dépend

pas du choix du système de coordonnées locales d’après le lemme 1.2.2. De manière analogue,
on munit le faisceau Fk,r d’une filtration croissante exhaustive. Enfin les filtrations de “D(0)

X,k,Q
et Fk,r induisent une filtration croissante de F∗k,r. Pour tout ouvert V de T ∗X, le gradué
grF∗k,r(V ) correspondant est donné par

grF∗k,r(V ) =

{
grFk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
gr “D(0)

X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

En particulier, lorsque U = π(V ) est un ouvert affine munit d’une coordonnée locale, on a

grF∗k,r(V ) =

{
gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr) si V ∩ s(X) = ∅
gr(OX,Q(U))[ζk] si V ∩ s(X) 6= ∅

On note γ : F∗k,r(V )→ grF∗k,r(V ) l’application induite par γ : Fk,r(U)→ grFk,r(U) et par

γ : “D(0)
X,k,Q(U)→ gr “D(0)

X,k,Q(U).
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Bonnes filtrations des modules M∗k,r

On se donne maintenant un “D(0)
X,k,Q-module cohérent Mk non nul. On fixe un entier r ∈

{1, . . . , k}. On rappelle que M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk est un Fk,r-module cohérent.

On appelle filtration exhaustive du “D(0)
X,k,Q(U)-module cohérent Mk(U) une suite croissante

(Mk(U)(m))m∈Z de sous-groupes additifs de Mk(U) vérifiant
1. Mk(U) =

⋃
m∈ZMk(U)(m) ;

2. “D(0)
X,k,Q(U)(n) ·Mk(U)(m) ⊂Mk(U)(n+m) pour tous n,m ∈ Z.

On munit Mk(U) de la norme induite par une présentation finie de Mk(U) en tant que“D(0)
X,k,Q(U)-module cohérent. Cette dernière est complète d’après la proposition 1.2.3. On

considère la filtration sur Mk(U) donnée par cette norme. On note grMk(U) le gradué
associé. C’est un gr “D(0)

X,k,Q(U)-module cohérent. En effet, soit“D(0)
X,k,Q(U)` → “D(0)

X,k,Q(U)n →Mk(U)→ 0

une présentation finie de Mk(U). On considère sur “D(0)
X,k,Q(U)` et “D(0)

X,k,Q(U)n les filtrations

naturelles données par la norme de “D(0)
X,k,Q(U). On munit le module Mk(U) de la filtration

image de celle de “D(0)
X,k,Q(U)n. La suite exacte ci-dessus est alors compatibles avec les filtra-

tions. Elle passe donc aux gradués et fournit une présentation finie du gr “D(0)
X,k,Q(U)-module

grMk(U).

En partant de la même présentation deMk(U), on obtient une présentation finie de M̃k,r(U)

comme Fk,r(U)-module après tensorisation par Fk,r(U). On munit M̃k,r(U) de la norme
induite par cette présentation. On note cette norme ‖ · ‖k,r. Une telle norme est complète
pour la topologie ω-adique puisque la norme ‖ · ‖k,r de Fk,r(U) est sous-multiplicative. On
considère la filtration sur M̃k,r(U) induite par cette norme. Le gradué associé gr M̃k,r(U)
est un grFk,r(U)-module cohérent, pour des raisons identiques à ce qu’il vient d’être dit
pour grMk(U).

Soit V un ouvert affine de T ∗X. On rappelle que U = π(V ) est un ouvert de T ∗X. Quitte
à réduire V , on peut supposer que Mk est de présentation finie sur U . On obtient une fil-
tration croissante exhaustive du module M∗k,r(V ) correspondant à l’une des deux filtrations
précédentes :

M∗k,r(V )(m) =

{
M̃k,r(U)(m) si V ∩ s(X) = ∅
Mk(U)(m) si V ∩ s(X) 6= ∅

On note encore ‖ · ‖k,r la norme du module M∗k,r(V ) obtenue ainsi. Elle est complète. On
peut donc associer à M∗k,r(V ) un gradué grM∗k,r(V ) donné par la présentation de départ
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du “D(0)
X,k,Q(U)-module Mk(U) cohérent. Ce gradué grM∗k,r(V ) est un grF∗k,r(V )-module

cohérent puisque les gradués gr M̃k,r(U) et grMk(U) sont cohérents.

Définition 5.2.2. Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. Soit V un ouvert

de T ∗X tel que Mk soit de présentation finie sur l’ouvert U = π(V ) de X. On appelle bonne
filtration de M∗k,r |V une filtration induite par une présentation finie de Mk |U .

On a montré ci-dessus que le F∗k,r-module M∗k,r admet localement des bonnes filtrations.
En effet, soit V un ouvert affine de T ∗X tel que le module Mk soit de présentation finie sur
l’ouvert U = π(V ). Alors toute filtration du module M∗k,r |V induite par une présentation
finie de Mk|U est une bonne filtration.

On fixe un ouvert affine V de T ∗X sur lequel M∗k,r |V admet une bonne filtration. On note
U = π(V ). Par définition, Mk |U est de présentation finie. Soit {M∗k,r |V (m)}m∈Z une bonne
filtration deM∗k,r |V . La filtration est strictement croissante car induite par la norme. On note
τ : M∗k,r |V → grM∗k,r |V l’application canonique donnée par la filtration. Par construction,
τ(e) 6= 0 dès que e ∈ M∗k,r(V )\{0}. On pose τ(0) = 0. L’image de τ engendre le gradué
grM∗k,r |V en tant que grF∗k,r |V -module.

Lemme 5.2.3. On suppose que M∗k,r |V admet une bonne filtration. Alors grM∗k,r |V est un
grF∗k,r |V -module cohérent. Soient e1, . . . , es des éléments de M∗k,r(V ) tels que τ(e1), . . . , τ(es)

engendrent le gradué grM∗k,r. Alors les sections e1, . . . , es engendrent le module M∗k,r(V ).
De plus, si τ(ei) ∈ grmi M

∗
k,r(V ) avec mi ∈ Z, alors

∀m ∈ Z, M∗k,r |V (m) =
s∑
i=1

F∗k,r |V (m−mi) · ei

Démonstration. On a déjà vu grM∗k,r |V est un grF∗k,r |V -module cohérent pour toute bonne
filtration. Il existe donc des sections τ(e1), . . . , τ(es) ∈ grM∗k,r(V ) engendrant grM∗k,r |V
puisque l’image de l’application τ : M∗k,r |V → grM∗k,r |V engendre le gradué en tant que
grF∗k,r |V -module. Les éléments τ(ei) sont homogènes : τ(ei) ∈ grmi M

∗
k,r(V ) pour certains

mi ∈ Z. De maniere équivalente, ei ∈M∗k,r |V (mi)\M∗k,r |V (mi − 1).

On démontre maintenant que pour tout entier m ∈ Z,

M∗k,r |V (m) =
s∑
i=1

F∗k,r |V (m−mi) · ei

Soit e ∈M∗k,r(V )(m) tel que ‖e‖k,r = pm. On note τ(e) son image dans le gradué grmM∗k,r(V ).
Il existe a1, . . . , as ∈ grF∗k,r(V ) tels que τ(e) =

∑s
i=1 ai · τ(ei). En écrivant les ai en sommes
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de leurs composantes homogènes, on se ramène au cas où ai est homogène de degré m−mi.
Autrement dit, ai ∈ grm−mi F

∗
k,r(V ). Soit alors αi un relevé de ai dans F∗k,r(V ) : γ(αi) = ai

et αi ∈ F∗k,r(V )(m)\F∗k,r(V )(m− 1). On pose

f1 =
s∑
i=1

αi · ei ∈ F∗k,r(V )(m−m1) · e1 + · · ·+ F∗k,r(V )(m−ms) · es

On peut montrer que e1 est de norme pm et que

τ(f1) = τ(
s∑
i=1

αi · ei) =
s∑
i=1

γ(αi) · τ(ei) =
s∑
i=1

ai · τ(ei) = τ(e)

Si e− f1 est de norme pm, alors τ(e− f1) = τ(e)− τ(f1) = 0. On en déduit que e− f1 = 0
et donc que e = f1 ∈

∑s
i=1 F

∗
k,r(V )(m−mi) · ei.

On suppose ensuite que e 6= f1. Dans ce cas, e − f1 ∈ M∗k,r(V )(m − 1) car e − f1 ne peut
pas être de norme pm. Une récurrence sur m montre qu’alors il existe un élément fn de∑s
i=1 F

∗
k,r |V (m−mi)·ei tel que e−fn ∈M∗k,r(V )(m−n). Autrement dit, ‖e−fn‖k,r ≤ pm−n.

On rappelle que le module (M∗k,r(V ), ‖ · ‖k,r) est complet. Comme pm−n −→
n→∞

0, la suite
fn converge vers e dans le module M∗k,r(V ). Par ailleurs,

∑s
i=1 F

∗
k,r(V ) · ei est un sous-

F∗k,r(V )-module fermé de M∗k,r(V ). On en déduit que e ∈ ∑s
i=1 F

∗
k,r(V ) · ei. Puisque pour

tout entier naturel n, fn ∈
∑s
i=1 F

∗
k,r(V )(m−mi) · ei et les coefficients de e sont aussi dans

les F∗k,r(V )(m−mi). On a ainsi montré que

M∗k,r(V )(m) ⊂
s∑
i=1

F∗k,r(V )(m−mi) · ei

L’autre inclusion s’obtient immédiatement en regardant la norme. On a donc montré que
pour tout entier relatif m,

M∗k,r |V (m) =
s∑
i=1

F∗k,r |V (m−mi) · ei

Enfin, on en déduit que les sections e1, . . . , es engendrent le module M∗k,r |V puisque la
filtration est exhaustive.

On déduit de ce lemme que deux bonnes filtrations de M∗k,r |V diffèrent d’un indice fini.

Proposition 5.2.4. Soient {M∗k,r |V (m)}m∈Z et {M∗k,r |V (m)′}m∈Z deux bonnes filtrations
pour le module M∗k,r |V . Alors il existe un entier a tel que

∀m ∈ Z, M∗k,r(V )(m− a) ⊂M∗k,r(V )(m)′ ⊂M∗k,r(V )(m+ a)
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Démonstration. D’après le lemme 5.2.3, il existe des sections e1, . . . es ∈M∗k,r(V ) telles que

M∗k,r |V (m) =
s∑
i=1

F∗k,r |V (m−mi) · ei

Pour tout i ∈ {1, . . . , s}, on peut trouver un entier ni pour lequel ei ∈M∗k,r(V )(ni)
′. On en

déduit l’inclusion suivante en posant b = max1≤i≤s{ni −mi} :

M∗k,r(V )(m) =
s∑
i=1

F∗k,r(V )(m−mi) · ei

⊂
s∑
i=1

F∗k,r(V )(m−mi) ·M∗k,r(V )(ni)
′

⊂
s∑
i=1

M∗k,r(V )(m+ ni −mi)
′

⊂M∗k,r(V )(m+ b)′

Par symétrie, on obtient l’autre inclusion pour un autre indice de décalage c. Alors a =
max{b, c} satisfait l’énoncé de la proposition.

Proposition 5.2.5. Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. Soit V un ouvert

de T ∗X sur lequel M∗k,r admet une bonne filtration. Alors Supp(M∗k,r)∩V = Supp gr(M∗k,r |V )

pour toute bonne filtration de M∗k,r |V .

Démonstration. On peut supposer que X = U est affine et que Mk est de présentation
finie sur X. On note grM∗k,r le gradué induit par cette présentation. Par construction,
l’application τ : M∗k,r(X)→ grM∗k,r(X) envoie un élément non nul sur un élément non nul.
L’inclusion SuppM∗k,r ⊂ Supp gr(M∗k,r) en découle.

Par ailleurs, le lemme 5.2.3 dit qu’il existe toujours un système de générateurs du gradué
grM∗k,r se relèvant en un système de générateurs du module M∗k,r. On en déduit que si
le gradué grM∗k,r est non nul en un point, alors le module M∗k,r est aussi non nul en ce
point. Autrement dit, Supp gr(M∗k,r) ⊂ SuppM∗k,r. On a ainsi prouvé l’égalité des supports
SuppM∗k,r = Supp gr(M∗k,r).

On explicite dans l’exemple suivant le gradué lorsque Mk = “D(0)
X,k,Q/I pour un idéal cohérent

I de “D(0)
X,k,Q. D’après la preuve de la proposition 2.6.4, on peut toujours se ramener au cas

où Mk = “D(0)
X,k,Q/I pour étudier les supports des “D(0)

X,k,Q-modules cohérents.
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Exemple 5.2.6. On suppose que X = U est affine et que Mk = “D(0)
X,k,Q/I. On décrit dans

cet exemple le gradué grM∗k,r et l’application τ : M∗k,r → grM∗k,r. On a M∗k,r = “D(0)
X,k,Q/Ir,

où Ir est l’idéal de F∗k,r engendré par I. Pour tout ouvert affine V de T ∗X, on a

Ir(V ) =

{
(Fk,r · I)((π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
I(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

On rappelle que Fk,r · I est l’idéal à gauche de Fk,r engendré par I. On munit M∗k,r de la
filtration quotient induite par la norme ‖ · ‖k,r de F∗k,r(X) :

M∗k,r(m) = F∗k,r(m)/(F∗k,r(m) ∩ Ir) ∀m ∈ Z

C’est une bonne filtration de M∗k,r. On note grM∗k,r le gradué associé. On pose Ir(m) =
F∗k,r(m) ∩ Ir. Alors le gradué associé gr(Ir) est un idéal à gauche de grF∗k,r. On vérifie que
grM∗k,r ' grF∗k,r/ gr Ir en tant que grF∗k,r-module. On note γ : Ir → gr Ir la restriction de
l’application γ : F∗k,r → grF∗k,r à Ir. Alors gr Ir est l’idéal à gauche de grF∗k,r engendré par
γ(Ir) : gr Ir = grF∗k,r · γ(Ir).

Soit V un ouvert de T ∗X. On suppose par exemple que V ∩ s(X) = ∅. Dans ce cas,

M∗k,r(m)|V = M̃k,r(m)|π(V ) = (Fk,r(m)/(Fk,r · I)(m))|π(V )

On peut décrire plus explicitement l’application τ : M∗k,r |V → grM∗k,r |V . Soit m ∈ Z et

Q un élément du gradué grmM∗k,r(V ) = M̃k,r(V )(m)\M̃k,r(V )(m − 1). Alors ‖Q‖k,r =
pm. Soit S un élément de l’algèbre F∗k,r(V ) = Fk,r(π(V )) dont l’image dans le quotient
Fk,r(π(V ))/(Fk,r · I)(π(V )) est Q. On écrit

S =
∑

0≤n≤∞
an · (ωk∂)n +

∑
−∞≤n<0

an · (ωr∂)n, an ∈ OX,Q(π(V ))

On a ‖Q‖k,r = ‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|} = pm. Alors

τ(Q) =

Ñ ∑
|an|=pm

γ(an) · ζni

é
mod gr(Fk,r · I)(π(V ))

avec ζi = ζk si n ≥ 0 et ζi = ζr si n < 0. Puisque S n’appartient pas à l’idéal (Fk,r ·I)(π(V )),
la somme

∑
|an|=pm γ(an) · ζni n’est pas un élément de l’idéal gr(F∗k,r · I)(V ). Ainsi, τ(Q) 6=

0. La situation est analogue lorsque V ∩ s(X) 6= ∅, bien qu’un peu plus simple puisque
M∗k,r(m)|V = Mk(m)|π(V ) = (“D(0)

X,k,Q(m)/I(m))|π(V ).
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Lien entre le fibré cotangeant T ∗X et les faisceaux “D(0)
X,k,Q et Fk,r

Soit U un ouvert affine de X = X ⊗V Specκ muni d’une coordonnée locale. On note
π : T ∗X → X la projection canonique. On rappelle que grDX,k|U ' OX|U [ξk] et donc que
Spec (grDX,k) ' T ∗X en tant que κ-shémas. Ainsi, un DX,k-module cohérent M défini
naturellement un OT ∗X -module cohérent

M̃ = OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1(grM)

Par définition, la variété caractéristique de M est donnée par Car(M) = Supp(M̃). On ne
dispose plus d’une telle interprétation pour les modules M∗k,r. Soit Mk un “D(0)

X,k,Q-module
cohérent. On note encore π : T ∗X→ X la projection canonique. Le module M∗k = π−1(Mk)
défini par M∗k(V ) = Mk(π(V )) pour les ouverts V de T ∗X n’est pas naturellement un OT ∗X-
module. Le module M∗k,r est un F∗k,r-module cohérent, mais n’est pas un OT ∗X-module.

Soit maintenant V un ouvert affine de T ∗X muni de coordonnées locales (t, ξ). On suppose
que U = π(V ) est un ouvert affine muni d’une coordonnée locale. On a OT ∗U = OU 〈ξ〉.
En particulier, le gradué gr “D(0)

U,k ' gr(OU )[ξk] n’est plus isomorphe au faisceau structural
OT ∗U du fibré cotangent. Cependant, cela devient vrai en considérant le gradué du faisceau
OT ∗U pour la topologie ω-adique puisque grOT ∗U ' gr(OU )[ξk]. Ainsi, gr(OT ∗U ) ' gr “D(0)

U,k.
La composante de degré zéro gr0(OT ∗U ) du gradué est isomorphe au faisceau structural
OX|U [ξk] en tant que schéma de κ-algèbres. On note (F∗k,r)

◦ le sous-faisceau de F∗k,r constitué
des éléments de norme ‖ · ‖k,r inférieure ou égale à un. On a (F∗k,r)

◦(V ) ' (F◦k,r)(U) si

V ∩ s(U) = ∅ et (F∗k,r)
◦(V ) ' “D(0)

X,k(U) sinon. Ainsi,

gr(F∗k,r)
◦(V ) ' gr(F◦k,r)(U) ' gr(OX(U))[ξk, ξr]/(ξk · ξr)

Autrement dit, gr(F∗k,r)
◦
|π−1(U) est un faisceau quasi-cohérent sur gr(OT ∗U ) et une OX|U [ξk]-

algèbre gradué. Ainsi, le gradué grF∗k,r est une grOT ∗X-algèbre de type fini et une OT ∗X -

algèbre graduée. On peut définir le schéma Spec (gr “D(0)
X,k) au dessus de T ∗X et Spec (grF∗k,r)

au dessus de Spec (gr “D(0)
X,k). On note ε : Spec (gr “D(0)

X,k)→ T ∗X et ε′ : Spec (grF∗k,r)→ T ∗X
les morphismes associés.

Soit toujours Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent et M◦k un modèle entier de Mk. On peut

supposer que le schéma X est affine afin que Mk soit de présentation finie sur X. Alors
le gr(F∗k,r)

◦-module cohérent gr(M∗k,r)
◦ est un grOT ∗X-module quasi-cohérent. Il est plus

naturel d’étudier directement les modules

O
Spec (gr D̂

(0)
X,k

)
⊗
ε−1(gr D̂

(0)
X,k

)
ε−1(gr(M∗k,r))

OSpec (grF∗
k,r

) ⊗ε′−1(grF∗
k,r

) ε
′−1(gr(M∗k,r))
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Le premier est quasi-cohérent et le second cohérent. Cependant, on ne dispose plus dans ce
cadre de morphismes de transition non triviaux induits par les morphismes de transition
des modules coadmissibles. En effet, on rappelle que les inclusions “D(0)

X,k+1(U) ↪→ “D(0)
X,k(U)

deviennent presque triviales en passant aux graduations. Le même comportement apparait
en réduisant modulo ω les faisceaux “D(0)

X,k,Q. Les morphismes induits DX,k+1(U)→ DX,k(U)
envoient un opérateur différentiel sur son coefficient constant.

Une preuve directe de l’inégalité de Bernstein

Soit Mk un “D(0)
X,k,Q-module cohérent non nul et r ∈ {1, . . . , k}. On peut démontrer l’inégalité

de Bernstein pour le support SuppM∗k,r sans utiliser l’inclusion CarMk ⊂ SuppM∗k,r de la

proposition 5.1.4 et l’inégalité de Bernstein pour les “D(0)
X,k,Q-modules cohérents obtenue dans

la proposition 2.3.2. Il faut montrer que les composantes irréductibles du F∗k,r-module M∗k,r
sont toutes de dimension au moins un. D’après les preuves des propositions 5.1.4 et 5.1.7,
il suffit de regarder ce qu’il se passe au niveau la section nulle et de montrer qu’aucune
composante irréductible du support SuppM∗k,r ne consiste en point fermé sur la section
nulle.

Une preuve directe de l’inégalité de Bernstein. On peut supposer que X est affine et que
Mk ' “D(0)

X,k,Q/I avec I un idéal cohérent de “D(0)
X,k,Q. On note Ir = Fk,r · I l’idéal à gauche du

microlocalisé Fk,r engendré par I. On a M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk ' Fk,r/Ir. On suppose que

la section nulle n’est pas une composante irréductible. Dans le cas contraire, la preuve est
identique à celle de la proposition 5.1.7. Cette condition implique l’existence d’un élément
Q ∈ I(X) vérifiant Nk(Q) = 0.

On raisonne par l’absurde : on suppose qu’une composante irréductible du support SuppM∗k,r
est un point (x, 0) appartenant à la section nulle du fibré cotangent T ∗X. Autrement dit,
(“D(0)

X,k,Q/I)x 6= 0 et (Fk,r/Ir)x = 0. Le coefficient constant de Q n’est pas inversible dans

OX,Q au voisinage de x. Autrement Q serait inversible au voisinage de x dans “D(0)
X,k,Q d’après

la proposition 2.3.3 puisque Nk(Q) = 0. Dans ce cas, Ix = (“D(0)
X,k,Q)x. On aurait alors

(“D(0)
X,k,Q/I)x = 0. Par ailleurs, l’hypothèse (Fk,r/Ir)x = 0 implique que (Ir)x = (Fk,r)x et

donc que
(Ek)x · (Ir)x = (Ek)x · Ix = (Ek)x · (Fk,r)x = (Ek)x

Le lemme 4.1.17 assure alors l’existence d’un élément P ∈ Ix inversible dans (Ek)x. D’après
la proposition 4.1.19, on sait que P ∈ (Ek)

×
x si et seulement si Nk(P ) = nk(P ) = d et si le

coefficient d’indice d de P est inversible. On peut supposer que ce coefficient d’indice d est
égale à un.
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On note γ l’application (“D(0)
X,k,Q)x → gr(“D(0)

X,k,Q)x = gr(OX,Q)x[ζk]. On a γ(P ) = ζdk et
γ(Q) = α ∈ gr(OX,Q)x. Ce sont des éléments de γ(Ix) puisque P,Q ∈ Ix. On rappelle que
(OX,Q)x est un anneau de valuation discrète d’uniformisante t. Le gradué gr(OX,Q)x reste
un anneau de valuation discrète. En effet, il s’agit du gradué pour la filtration induite par la
valuation de (OX,Q)x. On note encore t l’uniformisante de gr(OX,Q)x. Puisque le coefficient
constant de Q n’est pas inversible dans (OX,Q)x, α n’est pas non plus inversible. Quitte à
multiplier Q par un élément inversible de (OX,Q)x, on peut écrire α comme une puissance
strictement positive de t, : α = tm avec m ≥ 1. L’idéal gr Ix = gr(“D(0)

X,k,Q)x · γ(Ix) contient
donc un élément de la forme ζdk et un élément de la forme tm pour certains d,m ≥ 1.

On a gr(Mk)x = gr(“D(0)
X,k,Q)x/ gr Ix. Le module gr(Mk)x est annulé par tm et par ζdk . On

va montrer que gr(Mk)x est un grK-espace vectoriel de dimension finie puis que (Mk)x
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit γ(e1), . . . , γ(es) une famille génératrice
de gr(Mk)x avec e1, . . . , es ∈ (Mk)x. On rappelle que gr(“D(0)

X,k,Q)x = gr(OX,Q)x[ζk]. Comme
ζdk · gr(Mk)x = 0, les éléments ζik · γ(ej) pour i ∈ {0, . . . , d− 1} et j ∈ {0, . . . , s} engendrent
(Mk)x en tant que gr(OX,Q)x/t

m-module. On montre ensuite comme dans la preuve du
lemme 2.3.1 que gr(Mk)x est un grK = gr(OX,Q)x/t - espace vectoriel de dimension finie.
Soient f1, . . . , f` une grK-base de gr(M∗k,r)x. En écrivant les fi comme sommes de leurs
composantes homogènes, on peut trouver une famille finie d’éléments {γ(g1), . . . , γ(gm)} de
γ(Mk) engendrant gr(Mk)x en tant que grK - espace vectoriel :

gr(Mk)x = grK · γ(g1) + · · ·+ grK · γ(gm)

On montre ensuite, comme pour le lemme 5.2.3, que g1, . . . , gm engendrent (Mk)x sur grK :

(Mk)x = K · g1 + · · ·+K · gm
Ainsi, (Mk)x est un K-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que [ωk∂, t] = ωk · id.
Comme (Mk)x est un K-espace vectoriel de dimension finie, on a

Tr([ωk∂, t]) = 0 = Tr(ωk · id) = ωk · Tr(id) = (ωk dimK(Mk)x) · id

Puisque K est de caractéristique nulle, dimK(Mk)x = 0. Donc (Mk)x = 0, ce qui contredit
l’hypothèse de départ affirmant que (Mk)x 6= 0.

5.3 F∗∞,r-module coadmissible associé à un DX,∞-module
coadmissible

On va maintenant associer à tout DX,∞-module coadmissible M un F∗∞,r-module coadmis-
sible M∗r , où F∗∞,r est la limite projective sur k des faisceaux d’algèbres F∗k,r. Le module M∗r
est simplement la limite projective sur k des F∗k,r-modules cohérents M∗k,r. L’inégalité de
Bernstein pour le support SuppM∗r découle directement des inégalités de Bernstein pour
les F∗k,r-modules cohérents M∗k,r.
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Le faisceau F∗∞,r

On considère les morphismes de transition F∗k+1,r → F∗k,r induis localement sur les ou-
verts par l’inclusion Fk+1,r(π(V )) ↪→ Fk,r(π(V )) lorsque V ∩ s(X) = ∅ et par l’inclusion“D(0)

X,k+1,Q(π(V ))→ “D(0)
X,k,Q(π(V )) dans le cas où V ∩ s(X) 6= ∅.

Comme pour F∞,r, on définit le faisceau F∗∞,r comme la limite projective sur k ≥ r des
faisceaux F∗k,r. On déduit de la proposition 4.1.25 et du corollaire 2.2.20 de [13] que les
morphismes de transition F∗k+1,r → F∗k,r sont plats à gauche et à droite.

Définition 5.3.1. On pose F∗∞,r = lim←−k≥r F
∗
k,r.

On vérifie que F∗∞,r est un faisceau sur le fibré cotangent T ∗X défini localement par les
algèbres de Fréchet-Stein F∞,r(U) et DX,∞(U) :

F∗∞,r(V ) =

{
F∞,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
DX,∞(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Les F∞,r-modules M̃∞,r

On se donne maintenant un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk. Pour tout k ≥ r, on
rappelle que

M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk

C’est un Fk,r-module cohérent. On note gk le morphisme de transition Mk+1 → Mk et
ik,r : Fk+1,r → Fk,r le morphisme donné localement par l’inclusion de Fk+1,r(U) dans
Fk,r(U). On considère le morphisme de transition gk,r = ik,r ⊗ gk : M̃k+1,r → M̃k,r. Il est
Fk+1,r-linéaire. Pour ces morphismes de transition, on pose

M̃∞,r = lim←−
k≥r

M̃k,r

Proposition 5.3.2. On a M̃k,r ' Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r. Autrement dit, M̃∞,r est un F∞,r-

module coadmissible.

Démonstration. L’algèbres Fk,r(U) est naturellement un “D(0)
X,k+1,Q(U)-module via la com-

position des morphismes d’algèbres “D(0)
X,k+1,Q(U) ↪→ “D(0)

X,k,Q(U) ↪→ Fk,r(U). Ainsi, Fk,r est

un “D(0)
X,k+1,Q-module. On dispose de l’isomorphisme suivant de “D(0)

X,k+1,Q-modules :

Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r = Fk,r ⊗Fk+1,r

Fk+1,r ⊗D̂
(0)
X,k+1,Q

Mk+1

' Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k+1,Q

Mk+1
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La structure de Fk,r-modules prolonge celle de “D(0)
X,k+1,Q-modules. Cet isomorphisme est

donc un isomorphisme de Fk,r-modules. Comme “D(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 'Mk, on obtient

Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k+1,Q

Mk+1 ' Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

“D(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1

' Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk = M̃k,r

en tant que “D(0)
X,k,Q-modules. Puisque la structure de Fk,r-modules étend celle de “D(0)

X,k,Q-
modules, c’est aussi un isomorphisme de Fk,r-modules. On obtient donc l’isomorphisme
souhaité de Fk,r-modules :

Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r ' M̃k,r

On note Supp M̃k,r le support de M̃k,r comme faisceau sur le schéma formel X. Puisque
M̃k,r est un Fk,r-module cohérent, il s’agit d’un fermé de X. Soit y ∈ X, l’isomorphisme
M̃k,r ' Fk,r ⊗Fk+1,r

M̃k+1,r induit un isomorphisme

(M̃k,r)y ' (Fk,r)y ⊗(Fk+1,r)y (M̃k+1,r)y

En particulier, Supp M̃k,r ⊂ Supp M̃k+1,r. On note Supp M̃∞,r le support de M̃∞,r en tant
que faisceau sur le schéma X.

Lemme 5.3.3. Le support de M̃∞,r coïncide avec la fermeture de l’union croissante des
supports des M̃k,r :

Supp M̃∞,r =
⋃
k≥r

Supp M̃k,r

Démonstration. Soit x ∈ X. On montre que (M̃∞,r)x 6= 0 si et seulement si (M̃k,r)x 6= 0
pour k suffisamment grand. L’égalité des supports s’obtient ensuite en prenant la fermeture.
Il est clair que (M̃∞,r)x 6= 0 implique (M∗k,r)x 6= 0 pour k suffisamment grand. Comme M̃∞,r
est un module coadmissible, on a M∗k,r ' Fk+1,r ⊗F∞,r M̃∞,r. Il en découle que

(M∗k,r)x ' (Fk+1,r)x ⊗(F∞,r)x (M̃∞,r)x

On en déduit que (M∗k,r)x = 0 implique (M̃∞,r)x = 0. On a donc démontré l’équivalence
souhaitée.

Exemple 5.3.4. On suppose que la courbe formelle X est affine munie d’une coordonnée
locale. Soit P un opérateur différentiel deDX,∞(X) etM = DX,∞/P . C’est unDX,∞-module
coadmissible. On a M̃k,r = Fk,r/P et M̃∞,r = F∞,r/P .



5.3. F∗∞,r-MODULES COADMISSIBLES 135

1. Si P est un opérateur infini, alors P n’est jamais inversible dans F∞,r(X) d’après
le théorème 4.2.8. Ceci implique que P n’est pas inversible dans Fk,r(X) pour k
suffisamment grand. Ainsi, SuppFk,r/P = X pour k assez grand. On en déduit que
Supp M̃∞,r = X.
Prenons par exemple P =

∏
n≥1(1 − an · ωn · ∂) ∈ DX,∞(X) avec an ∈ OX(X) de

norme un. Alors P s’écrit

P = 1 +
∞∑
n=1

βn · ωn(n+1)/2 · ∂n = 1 +
∞∑
n=1

βn · ωn((n+1)/2−k) · (ωk∂)n

avec βn = εn · a1 . . . an +αn où εn ∈ V× et |αn| < 1. On a donc |βn| = 1. On observe
que Nk(P ) = nk(P ) = k. De plus, pour que P soit inversible dans le microlocalisé
Fk,r(X), on doit avoir (proposition 4.1.27) :

∀n ∈ {0, . . . , k − 1}, |ω|n((n+1)/2−k) · p(k−r)(k−n) < |ω|k((k+1)/2−k)

Cette condition se réécrit

∀n ∈ {0, . . . , k − 1}, k(k + 1)

2
− n(n+ 1)

2
+ r(n− k) < 0

Pour n = 0, on obtient k(k+1)
2 − rk < 0. Ce n’est possible que pour k+1

2 < r. Ainsi,
dès que k est supérieur ou égale à 2r − 1, P n’est jamais inversible dans Fk,r(X) et
SuppFk,r/P = X.

2. On suppose maintenant que P =
∑d
n=0 an · ∂n est un opérateur fini d’ordre d. Pour

k suffisamment grand, disons k ≥ k0, Nk(P ) = d. Pour r assez grand, disons r ≥ r0,
et pour k ≥ k′0 = max{k0, r0}, P vérifie la condition 3 de la proposition 4.1.27 :

∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| · pr(d−n) < |ad|

Ainsi, pour tout entier k ≥ k′0 et pour tout entier r ≥ r0, P est inversible dans le
microlocalisé Fk,r au voisinage de x si et seulement si son coefficient dominant ad est
inversible au voisinage de x (proposition 4.1.27). Dans ce cas, Supp M̃k,r = V (ad).
On en déduit que Supp M̃∞,r = V (ad) pour tout entier r ≥ r0.
Pour les autres valeurs de r, P n’est jamais inversible. Donc Supp M̃k,r = X pour
tout k dès que r < r0 en prenant r0 minimal. Ainsi, Supp M̃∞,r = X pour r < r0.

Le F∗∞,r-module M∗r

On considère toujours un DX,∞-module coadmissible M = lim←−kMk. Pour tous les entiers

k ≥ r ≥ 1, les morphismes de transition “D(0)
X,k+1,Q → “D(0)

X,k,Q, F
∗
k+1,r → F∗k,r et Mk+1 →Mk

induisent des morphismes de transition M∗k+1,r →M∗k,r. En effet, ces morphismes induisent
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des morphismes de transition π−1(Mk+1) → π−1(Mk) et π−1(“D(0)
X,k+1,Q) → π−1(“D(0)

X,k,Q).
On rappelle que

M∗k,r := F∗k,r ⊗π−1(D̂
(0)
X,k,Q)

π−1(Mk)

Le morphisme M∗k+1,r →M∗k,r est alors induit par les trois morphismes de transition expli-
cités ci-dessus.

On définit maintenant un F∗∞,r-module M∗r à partir de M en prenant la limite projective
sur k des F∗k,r-modules cohérents M∗k,r. Ce module va être coadmissible.

Définition 5.3.5. On pose M∗r = lim←−k≥rM
∗
k,r.

Le F∗∞,r-module M∗k,r est caractérisé localement sur les ouverts V de T ∗X par

M∗r(V ) =

{
M̃∞,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
M(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Comme M̃∞,r est un F∞,r-module coadmissible et comme M est un DX,∞-module coad-
missible, M∗r est un F∗∞,r-module coadmissible.

Remarque 5.3.6. Soient M et N deux DX,∞-modules coadmissibles. S’il existe un entier
r ≥ 1 tel que M∗r = N∗r , alors M = N. En effet, pour tout ouvert V de T ∗X interceptant la
section nulle, on a par hypothèse M∗r(π(V )) = M(π(V )) = N∗r(π(V )) = N(π(V )). Puisque
les ouverts π(V ) recouvrent X, on en déduit bien l’égalité M = N. Ainsi M = N si et
seulement M∗r = N∗r .

On a vu que la suite des supports (Supp M̃k,r)k≥r est croissante. On montre de manière
analogue que la suite des supports (SuppMk)k≥1 est elle aussi croissante. On en déduit
que la suite des supports des modules M∗k,r est croissante. Soit SuppM∗r le support de M∗r
en tant que faisceau sur le fibré cotangeant T ∗X. On démontre exactement comme dans le
lemme 5.3.3 le résultat suivant.

Lemme 5.3.7. Le support de M∗r est égal à la fermeture de l’union croissante des supports
des modules M∗k,r :

SuppM∗r =
⋃
k≥r

SuppM∗k,r ⊂ T
∗X

LorsqueM est unDX,∞-module coadmissible non nul, les supports SuppM∗r sont des parties
fermées coniques de T ∗X. On en déduit que SuppM∗r est une aussi une partie fermée conique
de T ∗X.
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Exemple 5.3.8. On suppose que X = U est affine. On rappelle que T ∗X et T ∗X ont
le même espace topologique. On note (t, ξ) les coordonnées locales de T ∗X associées à la
coordonnée étale de X = U . Soit P ∈ DX,∞(U). On considère le DX,∞-module coadmissible
M = DX,∞/P = lim←−kMk avec Mk = “D(0)

X,k,Q/P .

On a M̃k,r = Fk,r/P . Soit V un ouvert de T ∗X. Si V ∩ s(X) = ∅, alors M∗k,r(V ) =

Fk,r(π(V ))/P . Sinon lorsque V ∩ s(X) 6= ∅, M∗k,r(V ) = Mk(π(V )) = “D(0)
X,k,Q(π(V ))/P .

1. On suppose tout d’abord que P =
∑d
n=0 an ·∂n est un opérateur fini d’ordre d. Pour

k assez grand, Nk(P ) = d. A partir de ce rang là et pour r suffisamment grand, le
support SuppM∗k,r de M∗k,r coincide avec la variété caractéristique de “D(0)

X,k,Q/P . En
effet, pour r et k assez grand, le support de M∗k,r est donné par

x

ξ

0x1 x2 xi xs

SuppM∗k,r

T ∗X

Ici x1, . . . , xs sont les zéros du coefficient dominant ad de P . Ce support admet la
section nulle comme composante irréductible si et seulement si d > 0.
Soit (x, ξ) ∈ T ∗X. Si (x, ξ) ∈ s(X), alors (M∗k,r)(x,ξ) = (“D(0)

X,k,Q/P )x. Si d > 0, alors

P n’est jamais inversible dans “D(0)
X,k,Q au voisinage de x. En effet, pour que P soit

inversible dans “D(0)
X,k,Q, une condition nécessaire est d’avoir Nk(P ) = 0 d’après le

corollaire 2.3.3. Mais pour k suffisament grand, Nk(P ) = d > 0. On en déduit que
(M∗k,r)(x,ξ) = (“D(0)

X,k,Q/P )x 6= 0. Autrement dit, le support du module M∗k,r contient

la section nulle. Les variétés caractéristiques Car(“D(0)
X,k,Q/P ) la contiennent aussi. Si

d = 0, alors P = a est une fonction de OX,Q(X). Le support du module “D(0)
X,k,Q/a est

l’ensemble des zéros de a (en dehors de ces zéros, a est inversible dans OX,Q(X)). Dans
ce cas, le support de M∗k,r coupe la section nulle seulement en les zéros x1, . . . , xs
de a. La section nulle n’est donc pas dans le support du module M∗k,r. Lorsque
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d = 0, la section nulle n’est pas non plus une composante irréductible des variétés
caractéristiques Car(“D(0)

X,k,Q/P ) pour k suffisamment grand.
On suppose maintenant que (x, ξ) ∈ T ∗X\s(X). Alors (M∗k,r)(x,ξ) = (Fk,r/P )x. On
a déjà vu dans l’exemple 5.3.4 que pour r et k assez grands, (Fk,r/P )x 6= 0 si et
seulement si x est un zéro du coefficient dominant ad de P . Le support du module
M∗k,r contient ainsi les droites verticales d’équations x = xi, où x1, . . . , xs sont les
zéros de ad, auxquelles on a retiré les points de la section nulle. Mais ces points de
la section nulle sont compris dans le cas traité précédemment.
Les supports SuppM∗k,r ne dépendent donc plus de k pour k suffisamment grand
et SuppM∗k,r = Car(Mk) en tant qu’espace topologique. On en déduit que pour r
suffisamment grand, le support du module M∗r est donné par l’ensemble des points
(x, ξ) ∈ T ∗X vérifiant ad(x) · ξd = 0.

2. On traite maintenant le cas d’un opérateur différentiel infini P . Pour (x, ξ) ∈ s(X),
on a (M∗k,r)(x,ξ) = (“D(0)

X,k,Q/P )x. La suite (Nk(P ))k est croissante et diverge vers
+∞. Pour k suffisamment grand, P n’est donc pas inversible au voisinage de x dans“D(0)

X,k,Q. Autrement dit, (“D(0)
X,k,Q/P )x 6= 0. Ainsi le support du module M∗k,r contient

la section nulle pour k assez grand. Enfin, pour tout point (x, ξ) ∈ T ∗X\s(X) et pour
k suffisamment grand, (M∗k,r)(x,ξ) = (Fk,r/P )x 6= 0 d’après l’exemple 5.3.4. On en
déduit que SuppM∗k,r = T ∗X pour k suffisamment grand. Donc si P est infini, alors
SuppM∗r = T ∗X quelque soit r ∈ N∗.

Inégalité de Bernstein

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible et r un entier supérieur ou égale à
un. Si dim(SuppM∗r) = 1, alors M 6= 0. Dans ce cas Mk 6= 0 pour k assez grand. On
a donc dim(SuppM∗k,r) = 1 pour k suffisamment grand d’après le corollaire 5.1.6 car

dim(SuppM∗k,r) ≤ dim(SuppM∗r) = 1. On en déduit que les “D(0)
X,k,Q-modules Mk sont

holonomes pour k assez grand. En effet, d’après la proposition 5.1.4, CarMk ⊂ SuppM∗k,r
et donc dim(CarMk) ≤ 1.

La réciproque est néanmoins fausse. Les “D(0)
X,k,Q-modules Mk peuvent être tous holonomes

pour tout niveau de congruence k, ie dim(CarMk) ≤ 1, tout en ayant dim(SuppM∗r) =
2. C’est le cas par exemple pour M = DX,∞/P dès que P est un opérateur infini de
DX,∞(U). En effet, on a vu dans l’exemple 5.3.8 que SuppM∗r = T ∗X. Cependant, d’après
la proposition 2.4.8, le “D(0)

X,k,Q-module cohérent “D(0)
X,k,Q/P est holonome pour tout niveau de

congruence k.

On déduit du corollaire 5.1.6 l’inégalité de Bernstein pour le support du F∞,r-module co-
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admissible M∗r . On rappelle que son support vérifie l’égalité suivante

SuppM∗r =
⋃
k≥r

SuppM∗k,r

Proposition 5.3.9 (inégalité de Bernstein). Soit M un DX,∞-module coadmissible. Alors
M est non nul si et seulement si dim(SuppM∗r) ≥ 1.

Le fibré cotangent T ∗X de X est noethérien. Ainsi, les supports des F∗k,r-modules cohérents
M∗k,r n’ont qu’un nombre fini de composantes irréductibles. On déduit le résultat suivant
de la proposition 5.1.7.

Proposition 5.3.10. Soit M un DX,∞-module coadmissible non nul. Si dim(SuppM∗r) =
2, alors SuppM∗r = T ∗X. Sinon dim(SuppM∗r) = 1 et SuppM∗r = SuppM∗k,r pour k
suffisamment grand. En particulier, les composantes irréductibles du support SuppM∗r sont
toutes de dimension un.

Démonstration. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible non nul. Si la dimen-
sion du support SuppM∗r est deux, alors SuppM∗r = T ∗X puisque le fibré cotangent
T ∗X est irréductible. On suppose maintenant que dim(SuppM∗r) = 1. On a alors vu que
dim(SuppM∗k,r) = 1 pour k suffisamment grand. On ne considère maintenant que ces ni-
veaux de congruences k. Le support SuppM∗r n’a qu’un nombre fini de composantes irré-
ductibles. Elles sont toutes de dimension un. En effet, si une composante irréductible de
SuppM∗r est réduite à un point point, alors ce point appartient à l’un des supports SuppM∗k,r
pour k suffisamment grand. Mais les composantes irréductibles des supports SuppM∗k,r sont
toutes de dimension un d’après la proposition 5.1.7. Comme SuppM∗k,r ⊂ SuppM∗r , le sup-
port SuppM∗r contient cette composante de dimension un. Ainsi, ce point ne peut être une
composante irréductible de SuppM∗r .

Les composantes irréductibles des supports SuppM∗k,r et du support SuppM∗r sont donc
toutes de dimension un. Pour une raison de dimension, les composantes irréductibles des
SuppM∗k,r sont des composantes irréductibles de SuppM∗r . On en déduit que SuppM∗r =
SuppM∗k,r à partir d’un certain rniveau de congruence k ≥ r. En effet, puisque le support
SuppM∗r n’a qu’à nombre fini de composantes irréductibles, les supports sont nécessairement
égaux à partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand.

5.4 F∗∞-module associé à un DX,∞-module coadmissible

Les morphismes de transition F∞,r → F∞,r+1 et id : DX,∞ → DX,∞ induisent des mor-
phismes de transition F∗∞,r → F∗∞,r+1. Comme T ∗X est quasi-compacte et comme les
morphismes de transition F∗∞,r → F∗∞,r+1 sont localement injectifs, la limite inductive
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des F∗∞,r définie un faisceau F∗∞ sur le fibré cotangent T ∗X. Soit M un DX,∞-module co-
admissible. Les F∗∞,r-modules coadmissibles M∗r admettent des morphismes de transition
M∗r → M∗r+1 induit par des morphismes de transition M̃∞,r → M̃∞,r+1 et le morphisme
identité id : M→M. On associe alors à M le F∗∞-module M∗∞ = lim−→r≥1M

∗
r .

Définition 5.4.1. On définie un faisceau sur T ∗X par F∗∞ = lim−→
r≥1

F∗∞.

Pour tout ouvert V de T ∗X, on vérifie que

F∗∞(V ) =

{
F∞(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅
DX,∞(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. Pour tout entier k ≥ r, on rappelle que
M̃k,r = Fk,r ⊗D̂

(0)
X,k,Q

Mk et que M̃∞,r = lim←−k≥r M̃k,r est un F∞,r-module coadmissible. Pour

k ≥ r + 1, on note jk,r : Fk,r → Fk,r+1 le morphisme induit localement par les inclusions
Fk,r(U) ⊂ Fk,r+1(U). Les morphimes

jk,r ⊗ id : M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk → M̃k,r+1 = Fk,r+1 ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk

sont Fk,r-linéaires. Ils commutent avec les morphismes de transition. En effet, le diagramme
suivant commute.

M̃k,r

jk,r⊗id //

gk,r

��

M̃k,r+1

gk,r+1

��
M̃k+1,r

jk+1,r⊗id
// M̃k+1,r+1

En passant à la limite projective sur k ≥ r + 1, on obtient un morphisme continu F∞,r-
linéaire jr : M̃∞,r → M̃∞,r+1. On a

Fk,r+1 ⊗Fk,r M̃k,r = Fk,r+1 ⊗Fk,r Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk

' Fk,r+1 ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk

' M̃k,r+1
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en tant que “D(0)
X,k,Q-modules. Puisque la structure de Fk,r+1-modules étend celle de “D(0)

X,k,Q-
modules, on obtient un isomorphisme de Fk,r+1-modules

Fk,r+1 ⊗Fk,r M̃k,r ' M̃k,r+1

On en déduit que Supp M̃k,r+1 ⊂ Supp M̃k,r. Donc

Supp M̃∞,r+1 ⊂ Supp M̃∞,r

On rappelle que F∞ = lim−→r≥1 F∞,r. La limite inductive sur r des modules M̃∞,r pour les

morphismes jr : M̃∞,r → M̃∞,r+1 est un préfaisceau de F∞-modules.

On considère les morphismes de transition M∗r → M∗r+1 induis par les morphismes jr :

M̃∞,r → M̃∞,r+1 et id : M → M. Les inclusions Supp M̃∞,r+1 ⊂ Supp M̃∞,r permettent
d’obtenir des inclusions SuppM∗r ⊂ SuppM∗r+1.

Définition 5.4.2.

1. On associe un F∗∞-module M∗∞ à M en prenant le faisceautisé du préfaisceau de
F∗∞-modules lim−→r≥1M

∗
r.

2. On définit le support de M∗∞ comme l’intersection décroissante des supports des
F∗∞,r-modules coadmissibles M∗r :

SuppM∗∞ :=
⋂
r≥1

SuppM∗r

Exemple 5.4.3. On reprend l’exemple 5.3.8 : X = U est affine et M = DX,∞/P pour un
opérateur P ∈ DX,∞(U). On rappelle que M̃k,r = Fk,r/P et que M̃∞,r = F∞,r/P .

1. Si P est un opérateur infini, alors Supp M̃∞,r = X pour tout r ≥ 1 d’après l’exemple
5.3.8. Ainsi, SuppM∗∞ = T ∗X.

2. Si P =
∑d
n=0 an · ∂n est un opérateur fini d’ordre d, alors il existe un rang r0 tel

que Supp M̃∞,r = V (ad) pour tout r ≥ r0 et Supp M̃∞,r = X pour tout r < r0.
Pour r ≥ r0, ces supports sont l’ensemble des abscisses des composantes irréduc-
tibles des variétés caractéristiques Car

(“D(0)
X,k,Q/P

)
pour k assez grand. L’exemple

5.3.8 montre que pour r suffisamment grand, le support de M∗r coïncide avec la
variété caractéristique de “D(0)

X,k,Q/P pour k suffisamment grand. Ainsi, le support

SuppM∗∞ = ∩r≥1 SuppM∗r redonne les variétés caractéristiques Car
(“D(0)

X,k,Q/P
)

pour k suffisamment grand.
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5.5 Variété caractéristique

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. On rappelle que la suite des supports
(SuppM∗r)r est décroissante. L’object qui nous intéresse est l’intersection de ces supports.
C’est une partie fermé du fibré cotangeant T ∗X de X. On définit la variété caractéristique
Car(M) deM comme cette intersection. L’inégalité de Bernstein est vérifiée par cette variété
caractéristique : M 6= 0 si et seulement si dim Car(M) ≥ 1.

Définition 5.5.1. Pour tout DX,∞-module coadmissible M, on définit la variété caracté-
ristique de M par

Car(M) := SuppM∗∞ =
⋂
r≥1

SuppM∗r ⊂ T ∗X

Exemple 5.5.2. On continue l’exemple 5.4.3. On suppose que X = U est affine, que
P ∈ DX,∞(U) et que M = DX,∞/P = lim←−kMk avec Mk = “D(0)

X,k,Q/P .

1. Si P =
∑d
n=0 an ·∂n est un opérateur fini d’ordre d, alors pour k suffisamment grand,

CarM =
¶

(x, ξ) ∈ T ∗X : ad(x) · ξd = 0
©

= Car(Mk)

2. Si P est un opérateur différentiel infini, alors CarM = T ∗X.

Soit M un DX,∞-module coadmissible non nul. Si dim(SuppM∗r) = 2 pour tout r ≥ 1, alors
SuppM∗r = T ∗X et donc Car(M) = T ∗X. Sinon, dim(SuppM∗r) = 1 à partir d’un rang
r0 et dim Car(M) ≤ 1. On montre dans la proposition suivante que dim Car(M) ≥ 1. Il
s’agit de l’inégalité de Bernstein pour les DX,∞-modules codamissibles : un DX,∞-module
coadmissible M est non nul si et seulement si dim Car(M) ≥ 1.

Proposition 5.5.3. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible non nul. Il existe un
rang r ∈ N∗ à partir duquel Car(M) = SuppM∗r. Si dim(Car(M)) = 2, alors Car(M) =
T ∗X. Sinon, dim(Car(M)) = 1. On rappelle que pour les niveaux de congruence k ≥ r
suffisamment grands (dépendant de r), SuppM∗r = SuppM∗k,r.

Démonstration. On suppose que dim(SuppM∗r) = 1 à partir d’un certain rang r0. On ne
considère maintenant que les rangs r plus grands que r0. Puisque SuppM∗r+1 ⊂ SuppM∗r et
comme les composantes irréductibles des supports SuppM∗r sont toutes de dimension un, les
composantes irréductibles de SuppM∗r+1 sont des composantes irréductibles de SuppM∗r .

On suppose que dim
(⋂

r≥1 SuppM∗r
)

= 0. Soit L une composante irréductible de SuppM∗r0 .
Elle est de dimension un. Si L est une composante irréductible de tous les SuppM∗r , alors
L est aussi une composante irréductible de Car(M) =

⋂
r≥1 SuppM∗r . Cela contredit l’hy-

pothèse dim Car(M) = 0. On en déduit que L n’est plus une composante irréductible des
SuppM∗r pour r assez grand. Enfin, comme le support SuppM∗r0 n’a qu’un nombre fini de
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composantes irréductibles, aucune composante irréductible de SuppM∗r0 n’est une compo-
sante irréductible des supports SuppM∗r pour un rang r suffisamment grand. Il en découle
que dim(SuppM∗r) = 0. Alors M = 0 d’après la proposition 5.3.10. Puisque M 6= 0, on
en déduit que dim(CarM) = 1 et que les composantes irréductibles de CarM sont les
composantes irréductibles communes à tous les supports SuppM∗r .

Les supports des modules M∗r et la variété caractéristique Car(M) n’ont qu’un nombre fini
de composantes irréductibles. On en déduit que Car(M) = SuppM∗r à partir d’un certain
rang r. Enfin, on sait toujours d’après la proposition 5.3.10 que SuppM∗r = SuppM∗k,r pour
un niveau de congruence k suffisamment grand.
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Chapitre 6

DX,∞-modules holonomes

On regroupe dans ce chapitre les propriétés vérifiées par les DX,∞-modules coadmissibles
holonomes. Un DX,∞-module coadmissible M est appelé holonome si sa variété caractéris-
tique est de dimension inférieure ou égale à un. De manière équivalente, M est holonome si
et seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que M|U soit un module à connexion
intégrable. Cette caractérisation n’est vraie qu’en dimension un. Un tel module va être fai-
blement holonome. On démontre enfin que le dual d’un module holonome reste holonome.

6.1 Variété caractéristique

On introduit maintenant la catégorie des DX,∞-modules holonomes. On démontre que cette
catégorie est abélienne. Elle contient les DX,∞-modules coadmissibles de la forme DX,∞/P
pour P un opérateur différentiel fini.

Définition 6.1.1. Un DX,∞-module coadmissible M est dit holonome si dim(Car(M)) ≤ 1.

Soit M un DX,∞-module coadmissible holonome. D’après l’inégalité de Bernstein (proposi-
tion 5.5.3), ou bien M = 0 et Car(M) = ∅, ou bien M 6= 0 et dim Car(M) = 1. Par ailleurs,
si M = lim←−kMk, alors les “D(0)

X,k,Q-modules cohérents Mk sont tous holonomes à partir d’un
certain niveau de congruence k. En effet, CarMk ⊂ SuppM∗k,k ⊂ SuppM∗k = Car(M) pour
k suffisamment grand. Il en découle que dim(CarMk) ≤ 1.

Exemple 6.1.2. D’après l’exemple 5.5.2, le DX,∞-module coadmissible DX,∞/P est holo-
nome si et seulement si P est un opérateur différentiel fini.

On établit dans la suite de cette section que la catégorie des DX,∞-modules holonomes
est abélienne. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules

145
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coadmissibles. La proposition 6.1.5 assure que Car(N) = Car(M) ∪ Car(L). Il en résulte
que le module N est holonome si et seulement les modules M et L le sont.

Cette égalité des supports n’est pas immédiate. En effet, bien que le morphisme de faisceaux“D(0)
X,k,Q → Fk,r soit probablement plat à gauche et à droite, il faut se passer du fait qu’une

suite exacte de “D(0)
X,k,Q-modules cohérents reste exacte après tensorisation par Fk,r.

On note M = lim←−kMk, N = lim←−kNk et L = lim←−k Lk. Par définition, Mk, Nk et Lk sont des“D(0)
X,k,Q-modules cohérents. La suite exacte précédente induit une suite exacte de “D(0)

X,k,Q-
modules pour tout niveau de congruence k :

0 //Mk
// Nk

// Lk // 0

On rappelle que M̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk, Ñk,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Nk et L̃k,r = Fk,r ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Lk.

On dispose alors de la suite exacte suivante de Fk,r-modules cohérents

M̃k,r
// Ñk,r

// L̃k,r // 0

Ainsi, on ne sait pas si la première flèche de la suite exacte de F∗k,r-modules cohérents

M∗k,r
// N∗k,r

// L∗k,r
// 0

est injective. On en déduit seulement que

Supp(N∗k,r) ⊂ Supp(M∗k,r) ∪ Supp(L∗k,r)

Ainsi N est holonome dès que M et L le sont. Il reste à démontrer la réciproque. Pour
cela, on utilise le fait qu’un module coadmissible M est holonome si et seulement si il
existe un ouvert non vide U de X tel que M|U soit un module à connexion intégrable, ie
Car(M|U ) ⊂ X. Cette caractérisation des modules holonomes n’est vraie que lorsque X est
de dimension un.

On identifie dans la suite le schéma X avec la section nulle s : X→ T ∗X du fibré cotangent
T ∗X de X.

Définition 6.1.3. Soit M un DX,∞-module coadmissible. On dit que M est un module à
connexion intégrable si Car(M) ⊂ X.

On démontrera dans la section suivante que tout DX,∞-module à connexion est un OX,Q-
module libre de rang fini. La proposition suivante fait le lien entre les modules à connexion
intégrable et les modules holonomes.
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Proposition 6.1.4. Soit M un DX,∞-module coadmissible. Alors M est holonome si et
seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que M|U soit un module à connexion
intégrable.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que M est holonome. La variété ca-
ractéristique de M a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
l’ouvert de X obtenu en ôtant à X les abscisses des composantes verticales de Car(M). Par
construction de U , on a Car(M|U ) ⊂ U . Autrement dit, M|U est un module à connexion
par définition.

Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X tel que M|U soit un module à connexion.
Par définition, Car(M|U ) ⊂ U . Si M n’est pas holonome, alors Car(M) = T ∗X d’après la
proposition 5.5.3. On aurait alors Car(M|U ) = T ∗U . Cela contredit l’hypothèse Car(M|U ) ⊂
U . On en déduit que le module M est holonome.

Soit M = lim←−kMk un module à connexion intégrable : Car(M) ⊂ |X| = |X|. D’après
l’inégalité de Bernstein, ou bien Car(M) = ∅ et M = 0, ou bien Car(M) = |X|. On
suppose que me module M est non nul. Il existe un rang r ≥ 1 à partir duquel SuppM∗r =
Car(M) = |X|. Ainsi, pour tout entier k ≥ r, Car(Mk) ⊂ Car(M) = |X|. Puisque M est non
nul, les modules Mk sont non nuls pour k suffisamment grand. L’hypothèse Car(M) = X
implique donc que Car(Mk) = X à partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand.
Autrement dit, il existe un niveau de congruence à partir duquel les modules Mk sont tous
des modules à connexion intégrable. On sait alors d’après le lemme 2.4.9 que le module Mk

est localement de la forme “D(0)
X,k,Q/P , pour P un opérateur différentiel fini unitaire. Cette

propriété sert dans la preuve de la proposition 6.1.5.

Proposition 6.1.5. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-
modules coadmissibles. Alors Car(N) = Car(M) ∪ Car(L). En particulier, N est holonome
si et seulement si M et L le sont aussi.

Démonstration. On note M = lim←−kMk, N = lim←−kNk et L = lim←−k Lk. Pour k ≥ r, on
rappelle qu’on dispose d’une suite exacte de F∗k,r-modules cohérents

M∗k,r
// N∗k,r

// L∗k,r
// 0 (6.1)

En prenant les supports de ces modules, on obtient l’inclusion

Supp(N∗k,r) ⊂ Supp(M∗k,r) ∪ Supp(L∗k,r) (6.2)

On suppose dans un premier temps que les modules M et L sont tous deux holonomes.
D’après la proposition 5.5.3, il existe un rang r ≥ 1 pour lequel Car(M) = SuppM∗r ,
Car(N) = SuppN∗r et Car(L) = SuppL∗r . De plus, il existe un niveau de congruence kr ≥ r
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tel que Car(M) = SuppM∗r = SuppM∗k,r et Car(L) = SuppL∗r = SuppL∗k,r pour tout
entier k ≥ kr. La relation 6.2 montre que pour tout k ≥ kr,

SuppN∗k,r ⊂ Supp(M∗k,r) ∪ Supp(L∗k,r) = Car(M) ∪ Car(L)

On en déduit que
SuppN∗r =

⋃
k≥r

SuppN∗k,r ⊂ Car(M) ∪ Car(L)

Il en découle que

Car(N) =
⋂
r≥1

SuppN∗r ⊂ SuppN∗r ⊂ Car(M) ∪ Car(L)

On obtient donc l’inclusion Car(N) ⊂ Car(M) ∪ Car(L). Autrement dit, N est holonome
dès que M et L le sont.

On suppose maintenant que le DX,∞-module coadmissible N est holonome. Si N = 0, alors
M = L = 0 et il n’y a rien à faire. On considère que N 6= 0. On sait d’après la proposition
5.5.3 que dim Car(N) = 1 et que Car(N) = SuppN∗k,r pour k et r suffisamment grands.

Le support SuppL∗k,r est contenu dans la variété caractéristique SuppN∗k,r = Car(N) tou-
jours d’après la suite exacte 6.1. Puisque ces inclusions sont vérifiées pour tous les ni-
veaux de congruence k suffisamment grands, on a Supp(L∗r) ⊂ Car(N). Il en découle que
Car(L) ⊂ Supp(L∗r) ⊂ Car(N). Ainsi, la dimension de la variété caractéristique Car(L)
est inférieure ou égales à la dimension de Car(N). Autrement dit, L est holonome car
dim Car(N) = 1.

On note U l’ouvert de X obtenu en retirant les abscisses des composantes verticales de la
variété caractéristique Car(N). On sait d’après la proposition 6.1.4 que

Car(N|U ) ⊂ U

On note π : T ∗X → X la projection canonique. Soient toujours r ≥ 1 et kr ≥ r tels que
Car(M) = SuppM∗r = SuppM∗k,r, Car(L) = SuppL∗r = SuppL∗k,r et Car(N) = SuppN∗r =
SuppN∗k,r pour tout entier k ≥ kr. En vertu de la proposition 5.1.4, on a

Car(Lk|U ) ⊂ Supp(L∗k,r|π−1(U)) = Car(L|U ) ⊂ Car(N|U ) ⊂ U

Ainsi, pour tout entier k ≥ kr, Lk|U est un module à connexion intégrable. Le lemme 2.4.9
implique que localement, sur un voisinage V ⊂ U de tout point donné de U , le module Lk|V
est de la forme “D(0)

V,k,Q/Pk pour un certain opérateur Pk de “D(0)
X,k,Q(V ). On a

Tor0
D̂

(0)
V,k,Q

(Fk,r|V ,Lk|V ) ' Fk,r|V ⊗D̂
(0)
V,k,Q

Lk|V = L̃k,r|V ' Fk,r|V /Pk
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On rappelle que Fk,r(V ) est une sous-algèbre de Ek(V ) et que la norme de | · |k de Ek(V ) est
multiplicative. Ainsi, l’algèbre Fk,r(V ) est intègre. La multiplication par P dans Fk,r(V )
est donc injective. On en déduit que

Tor1
D̂

(0)
V,k,Q

(Fk,r|V ,Lk|V ) = 0

En effet, une resolution projective de L̃k,r|V en tant que Fk,r|V -module à gauche est donnée
par la suite exacte courte

0 // Fk,r|V
×P // Fk,r|V // L̃k,r|V ' Fk,r|V /Pk // 0

On obtient finalement la suite exacte courte suivante de Fk,r|U -modules cohérents

0 // M̃k,r|U // Ñk,r|U // L̃k,r|U // 0

Il en résulte que la suite de F∗k,r-modules cohérents

0 //M∗k,r|π−1(U)
// N∗k,r|π−1(U)

// L∗k,r|π−1(U)
// 0

est exacte. Autrement dit, Car(N∗k,r|π−1(U)) = Car(M∗k,r|π−1(U)) ∪Car(L∗k,r|π−1(U)). Comme
Car(M|U ) = Supp(M∗k,r|π−1(U)), Car(L|U ) = Supp(L∗k,r|π−1(U)) et Car(N|U ) = Supp(N∗k,r|π−1(U))
pour tout entier k ≥ kr, il en découle que

Car(N|U ) = Car(M|U ) ∪ Car(L|U ) ⊂ U

On en déduit que Car(M|U ) ⊂ U et donc M est holonome d’après la proposition 6.1.4.
De plus, l’égalité des variétés caractéristiques sur U implique que les composantes irréduc-
tibles verticales de Car(M) et de Car(L) sont parmi celles de Car(N). Comme ces variétés
caractéristiques coïncident au niveau de la section nulle, on obtient l’inclusion

Car(M) ∪ Car(L) ⊂ Car(N)

Enfin, puisque M et L sont holonomes, l’inclusion réciproque est vérifiée. Ainsi, dès que N

est holonome ou dès que L et M sont holonomes, on a

Car(N) = Car(M) ∪ Car(L)

On a donc démontré que N est holonome si et seulement si M et L le sont aussi. Si N n’est
pas holonome et si M ou L n’est pas holonome, alors la proposition 5.5.3 implique que

Car(N) = T ∗X = Car(M) ∪ Car(L)

Autrement dit, l’égalité des supports tient dans tous les cas possibles !
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6.2 Propriétés

On rappelle qu’un DX,∞-module coadmissible M est un module à connexion intégrable
si Car(M) ⊂ X. On démontre dans cette section que les modules à connexion sont des
OX,Q-modules libres de rang fini. Enfin, on établit une caractérisation cohomologique des
DX,∞-modules holonomes.

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module à connexion. Il a été vu dans la section précédente que
Car(Mk) ⊂ X pour un niveau de congruence k suffisamment grand. On sait alors, d’après
le lemme 2.4.9, que chaque Mk est un OX,Q-module libre de rang fini. On démontre que les
rangs des OX,Q-modules libres Mk ne dépendent pas de k. On en déduit ensuite que M est
un OX,Q-module libre de rang fini.

Lemme 6.2.1. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module holonome tel que Car(M) = X. Alors
pour k suffisamment grand, les Mk sont des OX,Q-modules libres de même rang fini.

Démonstration. Soit r ∈ N∗ un rang pour lequel SuppM∗r = Car(M) = X. On ne considère
maintenant que les niveaux de congruences k ≥ r pour lesquels Car(Mk) = X. Soit x un
point de X. Quitte à étendre les scalaires par une extension finie de K, on peut supposer que
x est un point κ-rationnel. D’après le lemme 2.4.9, il existe un voisinage ouvert Uk de x dans
X et un opérateur différentiel Pk de “D(0)

X,k,Q(Uk) fini dominant tel que Mk|U ' “D(0)
Uk,k,Q/Pk. Si

dk est l’ordre de Pk, alors Mk est un OX,Q-module libre de rang dk. Il suffit de montrer que
le degré dk ne dépend pas de k. Puisque M = lim←−kMk est un DX,∞-module coadmissible,
on a “D(0)

Uk∩Uk+1,k,Q ⊗D̂
(0)
Uk∩Uk+1,k+1,Q

“D(0)
Uk∩Uk+1,k+1,Q/Pk+1 ' “D(0)

Uk∩Uk+1,k,Q/Pk

Autrement dit, “D(0)
Uk∩Uk+1,k,Q/Pk+1 ' “D(0)

Uk∩Uk+1,k,Q/Pk

Le corollaire 1.3.14 implique que Nk(Pk) = Nk(Pk+1). De plus, on sait par le lemme 3.1.2
que Nk+1(Pk+1) ≥ Nk(Pk+1). On en déduit que la suite (Nk(Pk))k est croissante. Il faut
prouver qu’elle est stationnaire.

On suppose par l’absurde que la suite (Nk(Pk))k diverge vers l’infini. Soit k ≥ r un entier
tel que dk = Nk(Pk) > dk−1 = Nk−1(Pk) = Nk−1(Pk−1). L’hypothèse

Supp
Ä
(M∗k,r)|π−1(Uk)

ä
= Supp

Ä
(F∗k,r)|π−1(Uk)/Pk

ä
⊂ Car

Ä
(M)|Uk

ä
= Uk

implique que Pk est inversible dans Fk,r(Uk). Autrement le support du module (M∗k,r)|π−1(Uk)

contiendrait des composantes irréductibles verticales. On écrit Pk =
∑dk
n=0 an · ∂n, où an ∈

OX,Q(Uk). On rappelle que Pk ∈ (Fk,r(Uk))
× si et seulement si Nk(Pk) = nk(Pk) = dk et

∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n)
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Pour n = dk−1, on obtient
|adk−1

| < |adk | · p
r(dk−dk−1)

La condition dk−1 < dk implique

|adk−1
| > |adk | · p

(k−1)(dk−dk−1)

Comme la suite (Nk(Pk))k n’est pas bornée, on peut choisir k > r+1. Sous cette hypothèse,
les deux inégalités précédentes sont incompatibles ! On en déduit par l’absurde que la suite
(dk)k est stationnaire.

Ce lemme permet d’obtenir l’équivalence suivante : les DX,∞-modules à connexion intégable
sont exactement les DX,∞-modules coadmissibles qui sont des OX,Q-modules libres de rang
fini.

Proposition 6.2.2. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. Alors M est un
module à connexion intégrable si et seulement si M est un OX,Q-module libre de rang fini.

Démonstration. On peut se ramener au cas où X est affine muni d’une coordonnée locale.
On suppose tout d’abord que M est un OX,Q-module libre non nul de rang n ∈ N∗. Il
existe des sections e1, . . . , en de M(X) telles que M ' OX,Q · e1 ⊕ · · · ⊕ OX,Q · en en tant
que OX,Q-module. Les sections e1, . . . , en engendrent aussi M en tant que DX,∞-module :
M ' DX,∞ · e1 + · · · + DX,∞ · en. On en déduit que Car(M) ⊂ ⋃n

i=1 Car(DX,∞ · ei). Il
suffit de montrer que Car(DX,∞ · ei) ⊂ X pour chaque indice i ∈ {1, . . . , n}. On peut
donc se ramener au cas n = 1 : M est un OX,Q-module libre de rang un engendré par une
section e. Puisque M ' OX,Q · e en tant que OX,Q-module, la famille {∂n · e}n∈N est liée sur
OX,Q(X). Il existe donc un opérateur différentiel unitaire P ∈ DX,∞(X) tel que P ·e = 0. En
particulier, P appartient à l’idéal annulateur de e et M est sous-DX,∞-module de DX,∞/P .
On en déduit que Car(M) ⊂ Car(DX,∞/P ). Comme P est un opérateur fini de coefficient
dominant unitaire, on a Car(DX,∞/P ) = X. Donc Car(DX,∞ · e) ⊂ X.

Réciproquement, on suppose que M = lim←−kMk est un module à connexion non nul. D’après
le lemme 6.2.1, il existe un entier n ∈ N∗ et un niveau de congruence k0 ∈ N∗ tels que Mk

soit un OX,Q-module libre de rang n pour tout niveau de congruence k ≥ k0. Alors M est
un OX,Q-module libre de rang fini n d’après le lemme 3.3.8.

Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module à connexion intégrable. On sait par la proposition 6.2.2
que M est un OX,Q-module libre de rang fini r ∈ N. Pour k assez grand, Mk est aussi un
OX,Q-module libre de rang r. D’après le lemme 2.4.9 et le corollaire 2.2.6, les “D(0)

X,k,Q-modules
cohérents Mk n’ont qu’une multiplicité non nulle égale à r. On rappelle le résultat suivant
de la proposition 3.3.10 : tout DX,∞-module à connexion intégrable M est un DX,∞-module
de longueur finie inférieure ou égale au rang rgOX,Q(M).
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Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. Si M est holonome, alors les modules
Mk sont holonomes pour k suffisamment grand. En particulier, M est faiblement holonome
d’après la proposition 3.2.4. Son dual Md est un module faiblement holonome. On montre
maintenant que si M est holonome, alors son dual Md reste holonome.

Proposition 6.2.3. Soit M = lim←−kMk un DX,∞-module coadmissible. Alors M est holo-
nome si et seulement si M est faiblement holonome et si son dual Md est holonome.

Démonstration. Il suffit de montrer que si M est holonome, alors son dual Md l’est aussi.
L’équivalence énoncée provient ensuite de l’isomorphisme de bidualité. On suppose donc
que M est un module holonome. D’après la proposition 6.1.4, il existe un ouvert non vide
U de X tel que M|U soit un module à connexion. On peut donc supposer que X est affine et
que M est un module à connexion de rang n. Toujours d’après la proposition 6.1.4, on peut
se ramener à montrer que Md est aussi un module à connexion. On écrit M = lim←−kMk.
Comme M est un module à connexion, les modules Mk sont des modules à connexion de
rang n pour k suffisamment grand. On sait alors d’après le lemme 2.5.6 que

Md
k = Ext

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

est un module à connexion de rang n. Enfin le lemme 3.3.8 implique que

Md = lim←−
k

Ç
Ext1

D̂
(0)
X,k,Q

(Mk, “D(0)
X,k,Q)⊗OX,Q ω

−1
X,Q

å
est un module à connexion de rang n.

Je conjecture que tout DX,∞-module holonome M = lim←−kMk est de longueur finie. Puisque
Car(Mk) ⊂ Car(M) pour k suffisamment grand, les composantes irréductibles des modules
Mk sont parmi celles de la variété caractéristique Car(M). Les composantes irréductibles des
modules Mk sont donc contenues dans un nombre fini donné de composantes irréductibles.
Pour démontrer que M est de longueur finie, il suffit de montrer que les multiplicités des
variétés caractéristiques Car(Mk) sont bornées pour tous les niveaux de congruence k afin
d’appliquer la proposition 3.3.6.

Les multiplicités des composantes horizontales des variétés caractéristiques Car(Mk) sont
constantes à partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand dès que M est holo-
nome. En effet, d’après les propositions 6.1.4 et 6.2.2, les modules Mk sont, sur un certain
ouvert non vide U de X, des OU,Q-modules libres de rang n ∈ N. Le lemme 2.4.9 et le
corollaire 2.2.6 impliquent que n est la multiplicité de la composante irréductible verticale
des variétés caractéristiques Car(Mk). Cette condition devrait probablement imposer que
les multiplicités des composantes verticales sont bornées.
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Comme le “D(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est holonome pour k suffisamment grand, il existe un

idéal cohérent non nul Ik de “D(0)
X,k,Q tel que Mk ' “D(0)

X,k,Q/Ik. Soit x l’abscisse de l’une com-
posante verticale de la variété caractéristique Car(M). Le lemme 2.2.1 permet de ramener le
problème à montrer que les multiplicités des modules Mk au point x sont bornées. D’après
le corollaire 2.2.6 et ce qu’il vient d’être dit dans le paragraphe précédent, on a Nk(Ik) = n
pour k assez grand. En effet, la multiplicité de la composante irréductible horizontale du
module (Mk)x coïncide avec l’entier Nk(Ik). On ne considère maintenant que les niveaux
de congruences k suffisamment grands tels que Nk(Ik) = n. On note mk la multiplicité de
la composante irréductible verticale de (Mk)x. On sait, toujours d’après le corollaire 2.2.6,
que mk = Nk(Ik). On aimerait donc démontrer que la suite (Nk(Ik))k est bornée.

Cependant, il n’est pas évident de le montrer directement. En effet, il n’y a pas de lien
directe entre les fonctions Nk et Nk+1 d’un opérateur différentiel. Ces dernières dépendent
des degrés Nk et Nk+1 de l’élément. Plus précisément, soit P un opérateur de (Ik+1)x tel
que dk+1 = Nk+1(P ) > dk = Nk(P ). Si P =

∑∞
n=0 an · ∂n, alors Nk+1(P ) = Nk+1(adk+1

)
et Nk(P ) = Nk(adk). On rappelle que si adk+1

= x` et adk = xm, alors Nk+1(adk+1
) = `

et Nk(adk) = m. Toutes les valeurs de ` et m sont potentiellement possibles. Bien que
Nk+1(P ) ≥ Nk(P ), on ne peut néanmoins comparer les entiers Nk(P ) et Nk+1(P ).

Puisque le module M = lim←−kMk est coadmissible, on dispose d’un isomorphisme de “D(0)
X,k,Q-

modules cohérents

Mk ' “D(0)
X,k,Q/Ik ' “D(0)

X,k,Q ⊗D̂
(0)
X,k,Q

Mk+1 ' “D(0)
X,k,Q/

“D(0)
X,k,Q · Ik+1

Le lemme 1.3.20 implique que les idéaux Ik et “D(0)
X,k,Q ·Ik+1 ont le même exposant. Soit Pk un

élément de l’idéal (Ik)x tel que Nk(Pk) = Nk(Ik) = n et de fonction Nk minimale. Puisque
mk = Nk(Ik) ≤ Nk(Pk), il est suffisant de montrer que la suite (Nk(Pk))k est bornée. Par
définition, Nk+1(Pk+1) = n. On vérifie aussi que Nk(Pk+1) = n. En effet,

Nk(Pk+1) ≤ Nk+1(Pk+1) = n

L’égalité Nk(“D(0)
X,k,Q · Ik+1) = Nk(Ik) = n implique que Nk(Pk+1) ≥ n. Par ailleurs, comme

Exp(Ik) = Exp(“D(0)
X,k,Q · Ik+1), on en déduit que Nk(Pk) ≤ Nk+1(Pk+1).

Ainsi la suite (Nk(Pk))k est croissante. Je conjecture qu’elle est stationnaire. Je pense
qu’elle ne peut croitre tout en préservant le degré n fixé de ses éléments. Il est à priori
plus facile de répondre à cette question que de montrer directement que la suite (mk)k
des multiplicités est bornée. En effet, on étudie maintenant une suite croissante. De plus,
le degré de ses éléments ne dépend pas du niveau de congruence k. Pour k′ ≥ k, on a
Nk(Pk′) = Nk′(Pk′) = n.

La figure 6.1 résume tout ce qui vient d’être raconté. La conjecture signifie que le point Pk
ne peut pas se décaler à l’infini vers la droite lorsque k →∞ tout en ayant n pour ordonnée.
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Figure 6.1 – Exposants des idéaux Ik et Ik+1
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Annexe A

Variété caractéristique

Soit X un V-schéma formel lisse de dimension r de type fini dont l’idéal de définition
est engendré par l’uniformisante ω. On note D

(0)
X,k le faisceau des opérateurs différentiels

pour un niveau de congruence k ∈ N. Soit U un ouvert affine sur lequel on dispose d’un
système de coordonnées locales (x1, . . . , xr). On note (∂1, . . . , ∂r) les dérivations associées.
Les puissances ωk|n| · ∂n pour n ∈ Nr, où ∂n = ∂n1

1 . . . ∂nrr et |n| = n1 + · · · + nr, forment
une base du faisceau DU,k en tant que OU -module :

D
(0)
U,k =

⊕
n∈Nr

OU · (ωk|n|∂n)

Les dérivations ωk|n| · ∂n définissent des applications V-linéaires

ωk|n| · ∂n : OU → OU , a 7→ ωk|n| · ∂n(a)

Le faisceauD
(0)
U,k est une sous-algèbre de la V-algèbre (EndV(OU ,OU ),+, ◦). On note [P,Q] =

PQ−QP le commutateur usuel de l’algèbre EndV(OU ,OU ). La loi multiplicative de l’algèbre
D

(0)
U,k est caractérisée par les crochets suivants. Pour tous a, b ∈ OX(U) et n,m ∈ (N∗)r, on

a
[ωk|n|∂n, a] = ωk|n|∂n(a), [ωk|n|∂n, ωk|m|∂m] = 0, [a, b] = 0

On note “D(0)
X,k le complété ω-adique de l’algèbre D

(0)
X,k et “D(0)

X,k,Q = “D(0)
X,k ⊗V K. Localement,“D(0)

X,k(U) =

∑
α∈Nd

aα · ∂α1
1 . . . ∂αdd , aα ∈ OX(U) tels que aα · ω−k|α| −→

|α|→∞
0


On dénote par X = X × Specκ la réduction modulo ω du faisceau “D(0)

X,k. On rappelle que

X et X ont le même espace topologique. On note DX,k la réduction modulo ω de “D(0)
X,k :

DX,k = κ⊗V
“D(0)

X,k = κ⊗V D
(0)
X,k
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C’est une OX -algèbre, non commutative pour k = 0 mais commutative dès que k ≥ 1. On
note ∂nk l’image de ωk|n|∂n dans DX,k(U). Alors DU,k est la κ-algèbre engendrée par OU et
par les dérivations ∂nk :

DU,k =
⊕
n∈Nr

OU · ∂nk

Cette annexe rappelle comment Berthelot définit dans [7] la variété caractéristique d’un“D(0)
X,k,Q-module cohérent.

A.1 Variété caractéristique des DX,k-modules cohérents

On munit le faisceau DU,k de la filtration donnée par l’ordre des opérateurs différentiels :

Fil`(DU,k) =
∑
|n|≤`

OU · ∂nk

C’est une filtration croissante exhaustive indexée par N. On note σ` la projection de Fil`DU,k

dans gr`DU,k = Fil`(DU,k)/Fil`−1(DU,k). Par convention, Fil−1(DU,k) = 0. Ces applications
induisent une structure de κ-algèbre sur grDU,k définie par

σ`(P ) · σq(Q) = σ`+q(PQ)

lorsque P est de degré ` et Q de degré q. On note σ : DU,k → grDU,k l’application induite
par les σ`. Soit ξi,k l’image de ωk∂i modulo OU = Fil0DU,k. Autrement dit, ξi,k est l’image
de ωk∂i dans le gradué gr1DU,k. Le gradué associé grDU,k est isomorphe à l’anneau de
polynomes OU [ξ1,k, . . . , ξr,k] en tant que κ-algèbre. En particulier, le gradué est commutatif.
Cela provient du fait que le degré de tout commutateur [P,Q] est strictement inférieur à
la somme des degrés des opérateurs P et Q lorsque P et Q sont tous deux non nuls. Il en
découle que le commutateur de σ(P ) et de σ(Q) est nul dans le gradué gr(DX,k(U)). De
plus, si P =

∑
n∈Nr an · (ωk∂)n ∈ DX,k(U) est un opérateur différentiel d’ordre `, alors

σ(P ) =
∑
|n|=`

an · ξnk ∈ gr`DU,k avec ξnk = ξn1
1,k . . . ξ

nm
m,k

On appelle σ(P ) le symbol principal de P .

On définit globalement une filtration croissante exhaustive sur DX,k de la manière suivante.
Pour tout ouvert V de X, on pose

(Fil`DX,k)(V ) = {P ∈ DX,k(V ) : P|U ∈ Fil`DU,k pour tout ouvert affine U ⊂ V}

Elle vérifie les trois points suivants :
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1. DX,k =
⋃
`∈N Fil`DX,k ;

2. Fil0DX,k = OX ;
3. ∀`, n ∈ N, (Fil`DX,k)(FilnDX,k) = Fil`+nDX,k.

Soit T ∗X le fibré cotangeant deX et π : T ∗X → X la projection canonique. On rappelle que
si ΘX est le faisceau cotangeant de X, alors T ∗X = Spec (Sym(ΘX)) est le spectre relatif
de l’algèbre symétrique de ΘX . Localement, ΘU =

⊕n
i=1 OU · ∂i en tant que OU -module.

On dispose donc d’un isomorphisme de OU -algèbres

Sym(ΘU ) = OU [T1, . . . , Tn] ' grDU,k

Autrement dit, Sym(ΘX) ' grDX,k en tant que faisceaux de OX -algèbres. Ainsi, on peut
identifier le fibré cotangent T ∗X avec le spectre relatif de grDX,k : T ∗X = Spec (grDX,k).
On a alors π∗OT ∗X ' grDX,k.

Une filtration Fil = (Fil`(E))`∈N d’un DX,k-module quasi-cohérent E est une suite crois-
sante (Fil`(E))` de sous OX -modules quasi-cohérents de E telle que

1. E =
⋃
`≥0 Fil`(E) ;

2. ∀`, n ∈ N, Fil`(DX,k) · Filn(E) ⊂ Fil`+n(E).

Définition A.1.1. Une filtration Fil d’un DX,k-module cohérent E est dite bonne si
1. ∀` ∈ N, Fil`E est cohérent sur OX ;
2. ∃`0 ∈ N tel que ∀` ≥ `0, ∀n ∈ N, Filn(DX,k) · Fil`(E) = Fil`+n(E).

Proposition A.1.2. Soit E un DX,k-module cohérent. Une filtration de E est bonne si et
seulement si le gradué grE est cohérent sur grDX,k. Soit U un ouvert affine de X pour lequel
il existe des sections e1, . . . , eq de E(U) tels que leurs symboles principaux σ(e1), . . . , σ(eq)
engendrent le gradué grE|U sur grDX,k |U . Alors les sections e1, . . . , eq engendrent E|U en
tant que DX,k |U -module.

Démonstration. On se donne une bonne filtration locale de E sur un ouvert affine que l’on
note encore X. On suppose tout d’abord que le gradué grE est cohérent sur grDX,k. Soit
σ(e1), . . . , σ(eq) un système de générateurs du gradué grE, avec e1, . . . , eq des relèvements
dans E(X). Le système σ(e1), . . . , σ(eq) est homogène, de degré d1 ≤ · · · ≤ dq quitte à
permuter les ei. Les ei sont de degré di.

Soit x ∈ Film(E(X)) et σ(x) son image dans grm(E(X)). On a σ(x) =
∑q
i=1 ai · σ(ei)

pour certains ai ∈ gr(DX,k(X)). En écrivant les ai comme somme de leurs composantes
homogènes, on peut se ramener au cas où ai est de degré m − di. Soit αi un relevé de ai
dans DX,k(X). On a

x−
q∑
i=1

αiei ∈ Film−1(E(X))
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Une récurrence sur m montre que x ∈∑r
i=1 q Film−di(DX,k(X)) · ei. Autrement dit,

Film(E) ⊂
q∑
i=1

Film−di(DX,k·)ei

Alors Film(E) est cohérent sur OX puisque les OX -modules Film(DX,k) le sont. De plus, le
gradué grm(E(X)) contient les éléments de la forme

∑q
i=1 ai·σ(ei) pour ai ∈ Film−di(DX,k(X)).

On en déduit pour m ≥ dq que

Film(E) =
q∑
i=1

Film−di(DX,k) · ei

Ainsi pour tout entier m ≥ dq, Filn(DX,k) · Film(E) = Filn+m(E). La filtration du module
E est donc une bonne filtration.

On suppose maintenant que la filtration est bonne. Il existe un entier m0 tel que pour
tout m ≥ m0 et pour tout n ≥ 0, (FilnDX,k) · (FilmE) = Filn+m(E). Soient e1, . . . , eq
des générateurs de Film0(E) sur OX . Si m ≥ m0 et si x ∈ Film(E(X)), alors il existe des
éléments ai ∈ Film−m0(DX,k(X)) tels que x =

∑q
i=1 ai · ei. Quitte à rajouter aux ei des

relèvements des générateurs des gradués grj DX,k pour tout entier j ∈ {0, . . . ,m0 − 1}, il
est clair que les symboles principaux σ(ei) engendrent le gradué grE en tant que grDX,k-
module.

Remarque A.1.3. La réciproque est fausse. Des générateurs du module M n’engendrent
pas nécessairement le gradué grM . Par exemple, l’idéal à gauche I = DX · ∂ de DX est
engendré par les opérateurs ∂2 + ∂ et ∂2 mais σ(∂2 + ∂) = σ(∂2) = ξ2 n’engendre pas le
gradué gr I = OX [ξ] · ξ.

Proposition A.1.4. Tout DX,k-module cohérent E admet localement une bonne filtration.
De plus si Fil1 et Fil2 sont deux bonnes filtrations définies sur un même ouvert V de E,
alors il existe un indice ` ∈ N tel que

∀i ∈ Z, Fili−`1 (E|V ) ⊂ Fili2(E|V ) ⊂ Fili+`1 (E|V )

Démonstration. D’après la proposition A.1.2 appliquée à la filtration Fil1, il existe des
sections e1, . . . eq de E(V ) telles que

∀m ∈ Z, Film1 (E|V ) =
q∑
i=1

Film−di(DX,k |V ) · ei
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Pour tout entier i ∈ {1, . . . , q}, on peut trouver un entier ni pour lequel ei ∈ Filni2 (E(V )).
On en déduit l’inclusion suivante en posant b = max1≤i≤s{ni − di} :

Film1 (E|V ) =
q∑
i=1

Film−di1 (DX,k |V ) · ei

⊂
q∑
i=1

Film−di(DX,k |V ) · Filni2 (E|V )

⊂
q∑
i=1

Film+ni−di
2 (E|V )

⊂ Film+b
2 (E|V )

Par symétrie, on obtient l’autre inclusion pour un autre indice de décalage c. Alors a =
max{b, c} satisfait l’énoncé de la proposition.

Soit E un DX,k-module cohérent et U un ouvert affine de X sur lequel E|U admet une bonne
filtration. On note gr(E|U ) le gradué de E associé. C’est un gr(DU,k)-module cohérent. On
note I(E|U ) l’idéal de gr(DU,k) donné par le radical de l’annihilateur du gradué gr(E|U ) :

I(E|U ) =
»

Anngr(DUk)(gr(E|U ))

On appelle l’idéal I(E|U ) idéal caractéristique du module E|U .

Lemme A.1.5. L’idéal I(E|U ) ne dépend pas du choix de la bonne filtration de E|U .

Démonstration. Par définition de l’idéal I(E|U ), on a Supp(gr(E|U )) = V (I(E|U )). Il suffit
donc de montrer que le support Supp(gr(E|U )) ne dépend pas du choix de la bonne filtration
de E|U . Ce résultat à été démontré dans le lemme D.3.1 de [11].

On peut donc recoller ces idéaux pour obtenir un idéal cohérent I(E) de OT ∗X appelé idéal
caractéristique de E. On rappelle que T ∗X = Spec (grDX,k).

Définition A.1.6. La variété caractéristique CarE de E est le sous-schéma fermé de T ∗X
défini par l’idéal cohérent I(E) de OT ∗X .

Lorsque X est quasi-compact, E est engendré sur DX,k par un OX -module cohérent E0.
En effet, soit (U1, . . . , Un) un recouvrement affine fini de X sur lequel E|Ui est un DUi,k-
module cohérent. Alors E|Ui est engendré par un OUi-module cohérent Li, par exemple le
OUi-module engendré par une famille génératrice de E|Ui . Classiquement, Li s’étend en un
OX -module cohérent que l’on note encore Li tel que Li ⊂ E. On pose ensuite E0 =

∑n
i=1 Li.

C’est un OX -module cohérent engendrant E en tant que DX,k-module.
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On en déduit que E admet une bonne filtration globale définie pour tout ` ∈ N par Fil`(E) =
Fil`(DX,k) · E0. On définit alors un OT ∗X -module cohérent par

Ẽ = OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1(grE)

La variété caractéristique de E coïncide avec le support du module Ẽ dans T ∗X :

Car(E) = Supp(OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1 gr(E))

On appelle multiplicités de E les multiplicités des composantes irréductibles de CarE. On
note I(CarE) l’ensemble des composantes irréductibles de la variété caractéristique de E.
On définit le cycle caractéristique de E par

CC(E) =
∑

C∈I(CarE)

mC · C

où mC est la multiplicité de C. Soit η le point générique de C. Alors (CarE)η est un
(OT ∗X)η-module artinien. Par définition, la multiplicité mC est la longueur de ce module.

Proposition A.1.7. Soit 0 //M // N // L // 0 une suite exacte de DX,k-
modules cohérents. Alors CarN = CarM ∪ CarL. De plus, si C est une composante irré-
ductible de CarN , alors mC(N) = mC(M) + mC(L) (avec mC(M) = 0 ou mC(L) = 0 si
C n’est pas dans CarM ou CarL respectivement).

Démonstration. Soit 0 //M
ϕ // N

ψ // L // 0 une suite exacte de DX,k-modules
cohérents. On peut supposer que X est affine et que N admet une bonne filtration globale
{FilmN}m∈N. On identifie M à un sous-module de N via ϕ. On peut munir M de la
filtration Film = M ∩FilmN . On considère sur L la filtration Film L = ψ(FilmN). La suite
exacte initiale induit alors une suite exacte courte de gr(DX,k)-modules :

0 // gr(M) // gr(N) // gr(L) // 0

Par hypothèse, le module gr(N) est cohérent. On en déduit que les modules gr(M) et gr(L)
sont aussi cohérents. En particulier, les filtrations considérées de M et L sont des bonnes
filtrations. Enfin, comme OT ∗X est plat sur π−1(grDX,k), on obtient la suite exacte suivante
de OT ∗X -modules cohérents

0 // OT ∗X ⊗ π−1 gr(M) // OT ∗X ⊗ π−1 gr(N) // OT ∗X ⊗ π−1 gr(L) // 0

Il en découle que

Supp(OT ∗X ⊗ π−1 gr(N)) = Supp(OT ∗X ⊗ π−1 gr(M)) ∪ Supp(OT ∗X ⊗ π−1 gr(L))
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Or par définition, ces supports sont les variétés caractéristiques respectivement des modules
N , M et L. Ainsi, CarN = CarM ∪ CarL. Soit maintenant η un point générique d’une
composante irréductible C de Car(N). L’égalité CarN = CarM ∪ CarL implique que C
est une composante irréductible de CarM ou de CarL. La suite exacte précédente induit
la suite exacte

0 // (OT ∗X ⊗ π−1 gr(M))η // (OT ∗X ⊗ π−1 gr(N)))η // (OT ∗X ⊗ π−1 gr(L))η // 0

Le module du milieu est de longueur finiemC(N). Les deux autres longueurs sontmC(M) et
mC(L) respectivement (l’une éventuellement égale à zéro). On en déduit finalement l’égalité
mC(N) = mC(M) +mC(L).

A.2 Variété caractéristique des D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents

Soit E un “D(0)
X,k,Q module cohérent. Il admet un modèle entier d’après [6]. Il s’agit d’un“D(0)

X,k-module cohérent E◦ sans ω-torsion tel que E ' E◦ ⊗V K en tant que “D(0)
X,k,Q-modules.

On note Ē = E◦ ⊗V κ la réduction modulo ω de E◦. C’est un DX,k-module cohérent. On
peut donc définir sa variété caractéristique comme dans la partie précédente.

Soit U un ouvert sur lequel Ē admet une bonne filtration. On note I(Ē|U ) l’idéal du gradué
grDU,k donné par le radical de l’idéal AnngrDU,k(gr Ē|U ). Il ne dépend pas du choix de la
bonne filtration de Ē|U . Le recollement I(E) de ces idéaux est l’idéal caractéristique de E.
C’est un idéal cohérent du fibré cotangeant T ∗X = Spec (grDX,k).

Proposition A.2.1. L’idéal I(E) ne dépend pas du choix du modèle entier E◦ de E.

Démonstration. Le problème étant local pour avoir une bonne filtration, on peut supposer
X affine. On se donne deux modèles entiers E1 et E2 de E. Il existe deux entiers a et b tels
que ωaE1 ⊂ E2 ⊂ ωbE1. On va commencer par montrer que E1 et ωbE1 ont même idéal
caractéristique. Comme E1 est sans ω-torsion, on dispose d’un isomorphisme E1 ' ωbE1 de“D(0)

X,k-modules donné par la multiplication par ωb.

Soit Fil une bonne filtration de Ē1. Elle induit une filtration sur ωbE1 donnée par Fil`(ωbE1) =
Im(Fil` Ē1 → ωbE1). Par construction, on a un morphisme surjectif de grDX,k-modules
gr(Ē1) � gr(ωbE1). Puisque gr(Ē1) est cohérent sur grDX,k, gr(ωbE1) l’est aussi. Autre-
ment dit, la filtration induite sur ωbE1 est encore une bonne filtration. De plus, on en déduit
que AnngrDX,k gr(Ē1) ⊂ AnngrDX,k gr(ωbE1). En particulier, l’idéal caractéristique du mo-
dule Ē1 est contenu dans celui du module ωbE1. En partant d’une bonne filtration de ωbE1,
on obtient l’autre inclusion. Donc les modules E1 et ωbE1 ont le même idéal caractéristique.
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Comme DX,k est noetherien (on a supposé X affine), une bonne filtration Fil de ωbE1 induit
une bonne filtration sur Ē2 donnée par Fil` Ē2 = Fil(ωbE1)∩Ē2. On a alors gr(Ē2) ⊂ gr(ωbE1)
et donc √

AnngrDX,k gr(Ē2) ⊂
√

AnngrDX,k gr(ωbE1) =
√

AnngrDX,k gr(E1)

Par symétrie, l’autre inclusion est aussi vérifiée. Ainsi I(E) ne dépend pas du choix du
modèle entier.

Définition A.2.2. La variété caractéristique CarE d’un “D(0)
X,k,Q-module cohérent E est la

variété caractéristique du DX,k-module cohérent Ē pour n’importe quel modèle entier E◦ de
E.

C’est par construction le sous schéma fermé de T ∗X donné par l’idéal I(E) de grDX,k. Elle
ne dépend pas du choix du modèle entier.
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