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Introduction

Commengons par décrire briévement la théorie classique des D-modules dans le cas
d’une variété algébrique complexe X lisse. Soit Ox le faisceau structural de X et Dx le
faisceau des opérateurs différentiels sur X. Localement, sur un voisinage ouvert affine U de
chaque point, la variété X admet un systéme de coordonnées locales {x1,...,2,}, ol n est
la dimension de X. Notons 04,...,0, les dérivations associées et 9™ := 9{"* ...9"" pour
tout n-uplet d’entiers naturels m € N™. Sur 'ouvert U, le faisceau tangent ©x de X est le
Op-module libre engendré par les dérivations 01,...,0, :

Oy=0y-01®---®0y-0,

Nous identifions O x et © x a des sous-faisceaux de C-algébres de Endc, (O x ). Par définition,
Dy est le sous-faisceau de C-algebres des endomorphismes Endc, (Ox) de Ox engendré par
Ox et ©x. Nous avons

Dy = P oy-o"

meN”

Notons que les algébres Dx (U) ne sont pas commutatives. En effet,

[ai,.%'j] = aia:j — mj&i = 5ij

Expliquons rapidement comment les D x-modules sont liés aux systémes d’équations diffé-
rentielles. Pour simplifier, supposons que la dimension n de X est égale & un. Considérons
un unique opérateur différentiel P de Dx(U) d’ordre d € N :

d
P = Zam-am, am € Ox(U), aq#0

m=0

Nous nous intéressons aux solutions u dans Ox(U) de I’équation différentielle Pu = 0.
Posons M = Dy /Dy - P. C’est un Dy-module a gauche cohérent. Nous vérifions alors que
nous disposons d’un isomorphisme de C-espaces vectoriels

Homp, (M,0py) ~ {u e Ox(U): Pu=0}

3



4 INTRODUCTION

En effet, HOmgU (M, OU) o~ {f € HOmDU (‘DU, OU) : f(P) = 0} et HOmgU (DU, OU) ~ Oy
via f +— f(1). Ainsi, Homp,, (Dy/Dy-P, Oy) est espace des solutions dans Or de I'équation
différentielle Pu = 0. Plus généralement, I'espace des solutions d’un systéme d’équations
différentielles s’obtient en considérant un certain D x-module de présentation finie.

La variété caractéristique d'un D x-module cohérent M est une sous-variété fermée du
fibré cotangent T*X de X. C’est un object géométrique encodant de nombreuses infor-
mations sur le module M. La variété caractéristique est définie de maniére algébrique en
considérant le gradué du faisceau Dx pour la filtration donnée par 'ordre des opérateurs
différentiels. Bien que 'algébre Dx(U) ne soit pas commutative, son gradué gr(Dx(U))
I’est puisque le commutateur diminue strictement ’ordre des opérateurs différentiels non
nuls. Ainsi, gr(Dx(U)) ~ Ox(U)[T1,...,T,]. Il en découle que T*X ~ Spec (gr(Dx)) en
tant que schéma sur C. Voila comment nous relions le faisceau des opérateurs différentiels
Dx au faisceau cotangent 7*X de X. Reprenons 'exemple précédent : M = Dy /Dy - P
ol

d
P = Zamﬁm, amEOX(U), ad#o
m=0

Alors la variété caractéristique Car(M) de M est simplement l’ensemble des zéros de la
fonction holomorphe agq - €4 sur le fibré cotangent T*U.

A Torigine, la variété caractéristique fut introduite & I’aide de I'analyse microdifférentielle
pour les variétés analytiques complexes. Un faisceau d’opérateurs microdifférentiels € x est
défini au niveau du fibré cotangent 7*X en inversant localement la variable £&. En notant
m:T*X — X la projection canonique, la variété caractéristique d’un D x-module cohérent
M est alors le support du € x-module cohérent €x ®-1(p ) 71 (M) dans T*X.

Il a été démontré par Sato-Kawai-Kashiwara que la variété caractéristique Car(M) de M
est involutive pour la structure simplectique canonique sur le fibré cotangent 7% X. Plus
précisément, cela signifie que si Jp; est I'idéal de définition de la variété caractéristique
Car(M), alors le crochet de Poisson {Jps,Ipr} est contenu dans l'idéal Jps. La preuve de
ce théoréme sur la variété caractéristique repose sur la caractéristique nulle du plan com-
plexe C. Ce dernier a pour conséquence le fait suivant : si le module M est non nul, alors
dim(Car M) > dim X. Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Bernstein.

Un Dyx-module cohérent M est appelé holonome si sa variété caractéristique est de
dimension minimale, autrement dit si dim(Car M) < dim X. La catégorie des D x-modules
holonomes est abélienne et stable par les six opérations de Grothendieck. De plus, elle
posséde de bonnes propriétés de finitude. Par exemple, tout D yxy-module holonome est de
longueur finie et les dimensions des espaces des solutions holomorphes du module M sont de
dimension complexe finie. Par ailleurs, les faisceaux Ext? . (M D xan) sont des faisceaux

an

constructibles. Ainsi, la notion de D x-module holonome est une généralisation naturelle de



INTRODUCTION 5

la notion d’équation différentielle ordinaire linéaire et de module & connexion intégrable dans
le cas de variétés complexes lisses de dimension quelconque. Disposer d’une telle catégorie
de modules holonomes fournit des outils trés efficaces pour étudier la cohomologie de Rham
des variétés complexes. Un résultat fondamental de cette théorie est que I’holonomie se
teste sur les courbes lisses. Autrement dit, un D y-module cohérent M est holonome si et
seulement si pour toute courbe lisse C' et pour tout morphisme f : C' — X, le module f'M
est holonome.

Par ailleurs, une autre motivation pour I’étude des D-modules est le théoréme de localisa-
tion de Beilinson-Bernstein et Brylinski-Kashiwara [5] 9], obtenu dans les années 1980. Ce
resultat fournit une equivalence de categories entre les D-modules sur la variété de drapeaux
d’un groupe semi-simple G et les représentations de 'algébre de Lie de GG. Ce théoréme a
permis de démontrer les conjectures de Kazhdan-Lusztig portant sur les représentations des
algébres de Lie semi-simples complexes.

Enfin, les modules holonomes réguliers permettent de généraliser & la dimension supérieur
la correspondance de Riemman Hilbert. En quelques mots, la correspondance Riemann-
Hilbert traite le probléme suivant. La monodromie d’une équation différentielle linéaire
ordinaire permet d’obtenir une représentation du groupe fondamental de I’espace de base.
Le 21éme probléme original de Hilbert s’intéresse a la question réciproque : pour toute
représentation du groupe fondamental de I'espace de base, existe-t-il une équation diffé-
rentielle ordinaire, avec des singularités réguliéres, dont la représentation monodromique
coincide avec celle donnée ? Ce probléme est aujourd’hui résolu. Les D-modules holonomes
réguliers correspondent, par la correspondance de Riemann-Hilbert, aux faisceaux pervers.
Par ailleurs, cette correspondance a récemment été étendue au cas irrégulier par Kashiwara,
d’Agnolo et Schapira.

Passons maintenant au cadre arithmétique. Un enjeu principal dans ce contexte consiste
ay généraliser la notion de D-modules holonomes. Une catégorie constituée de tels modules
permettra par exemple d’étudier les cohomologies cristalline et rigide. Des catégories de D-
modules arithmétiques holonomes avec Frobenius ont été construites par Berthelot et Caro
de deux maniéres différentes. Berthelot a défini la variété caractéristique d’un D-module
arithmétique muni d’'un Frobenius comme une sous-variété fermée du fibré cotangent de
I’espace de base, ce qui lui a permis de définir la notion d’holonomie comme dans le cas
complexe. Caro a quant & lui construit une catégorie de D-modules surholonomes munis
d’un Frobenius a priori stable par les six opérations et a montré que cette catégorie coincide
avec la catégorie de Berthelot dans le cas des schémas quasi-projectifs.

Sur un schéma formel lisse, les opérateurs différentiels considérés ne sont plus d’ordre fini.
La méthode classique des variétés complexes pour définir la variété caractéristique ne fonc-
tionne donc plus. Berthelot introduit une variété caractéristique des D-modules arithmé-
tiques en se ramenant & des opérateurs différentiels d’ordre fini sur des corps finis. Dans ce



6 INTRODUCTION

cadre, les opérateurs différentiels sont finis et la définition classique complexe des modules
holonomes s’adapte en considérant de bonnes filtrations. Cependant, pour se ramener & ce
cas simple, Berthelot utilise I’existence locale d’un morphisme de Frobenius sur le schéma
formel X. Une autre approche possible consiste & construire un microlocalisé du faisceau
D des opérateurs différentiels, comme pour les variétés complexes. Une telle construction
dans le cas arithmétique a déja été faite par exemple par Adriano Marmora et Tomoyuki
Abe dans [2], ot la microlocalisaton sert ensuite a démontrer la formule du produit.

Dans cette thése, nous définissons une variété caractéristique pour les D-modules co-
admissibles. Rappelons que les D-modules coadmissibles sont des systémes projectifs de
modules sur des anneaux s’obtenant comme sous-anneaux des opérateurs différentiels arith-
métiques de Berthelot. Introduisons quelques notations. Soit V un anneau complet de va-
luation discréte de caractéristique mixte (0, p). Notons K = Frac(V) son corps des fractions.
Nous fixons un V-schéma formel lisse X dont 'idéal de définition est engendré par une uni-
formisante w de V. Soit X 'espace analytique rigide associé a X. Nous disposons de deux
constructions des D-modules coadmissibles, équivalentes au niveau de la fibre générique X
du schéma formel lisse X. La premiére est décrite dans l'article [13] de Christine Huyghe,
Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Cette construction repose sur 'ajout d’un niveau de
congruence k € N aux faisceaux des opérateurs différentiels de Berthelot, et définit une
catégorie de D-modules coadmissibles au niveau de l'espace de Zariski Riemann (X). La
seconde construction, directement sur I'espace analytique rigide X, est due & Ardakov-
Wadsley dans I'article [4].

Nous introduisons une variété caractéristique pour les Dy -modules coadmissibles de
Huyghe-Schmidt-Strauch dans le cas d’une courbe formelle X. Le cas des courbes est bien
entendu restrictif. Mais, méme si nous ne disposons pas encore d’une définition générale de
I'holonomie pour les Dx o-modules coadmissibles, il est raisonnable de penser que 1’holo-
nomie dans ce cadre devrait se tester sur les courbes, comme dans le cas classique. Il est
donc fondamental de comprendre cette notion pour les courbes, et d’étudier les modules
coadmissibles sur les courbes anlytiques lisses, ou les courbes fibres génériques des courbes
formelles lisses.

Par ailleurs, il existe des versions G-équivariantes de ces deux constructions de modules
coadmissibles ; voir par exemple [12], [I3]. Elles permettent d’établir un théoréme de lo-
calisation analogue au théoréme obtenu dans le cas complexe. Nous considérons alors la
catégorie des représentations localement analytiques admissibles du groupe de Lie p-adique
G(K), ot K est une extension finie de Qp et G est un groupe réductif sur K (par exemple,
G = GL,). La variété caractéristique est aussi un invariant associé aux représentations
localement analytiques. Ainsi, disposer en général d’une variété caractéristique nous per-
mettrait de classifier les D-modules irréductibles équivariants ou non et d’en déduire une
classification de telles représentations.
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Afin d’introduire une variété caractéristique pour une courbe formelle X lisse, nous
construisons un microlocalisé F, de 'algébre Dy o, des opérateurs différentiels surconver-
geants. Une telle approche a déja été faite par Tomoyuki Abe dans l'article [I] pour les
opérateurs différentiels arithmétiques de Berthelot. Il démontre que ses microlocalisés per-
mettent de retrouver la variété caractéristique des D-modules lorsque X est une courbe
formelle lisse quasi-compact. Par ailleurs, Tomoyuki Abe a du faire face au méme difficul-
tés techniques que dans notre cas pour le faisceau Dx o : trouver des microlocalisés pour
chaque rang m admettant des morphismes de transitions compatibles & ceux des faisceaux
5;”8 Le travail de cette thése est trés proche de celui de Tomoyuki Abe pour des opé-
rateurs différentiels légérement différents : nous rajoutons des niveaux de congruences k
au probléme. Il nous faut alors trouver des microlocalisés admettant des morphismes de
transition compatibles avec ceux de l'article [I3] pour les différents niveaux de congruences
k € N. Nous oublions donc les rangs m pour les remplacer par des niveaux de congruences
k. Par ailleurs, la construction du microlocalisé Fo, est délicate pour une autre raison :
les K-algébres @geo,)k,Q(U ), pour U un ouvert affine muni d’une coordonnée étale, ne sont
pas commutatives et ne vérifient pas les conditions de Ore. Il nous faut donc utiliser un
autre critére de localisation. En pratique, le microlocalisé Foo(U) est la plus petite algébre
contenant Dy o (U) dans laquelle un opérateur différentiel est inversible si et seulement si
cet opérateur est fini de coefficient dominant inversible.

Nous démontrons dans le chapitre [ plus spécifiquement dans la proposition [5.5.3] que la
variété caractéristique d'un Dx -module coadmissible M vérifie I'inégalité de Bernstein :
le module M est non nul si et seulement si dim(CarM) > dimX = 1. De plus, notre
catégorie de Dy -modules holonomes définit une sous-catégorie abélienne des modules
faiblement holonomes introduits par Ardakov-Bose-Wadsley dans l’article [3] en utilisant la
caractérisation cohomologique des modules holonomes.

Par la suite, nous aimerions faire passer notre construction au éclatements admissibles de
X afin de définir une variété caractéristique au niveau de l'espace de Zariski Riemann (X).
Enfin, nous espérons généraliser cette construction au cas équivariant puis aux dimensions
supérieures.

Rentrons maintenant, et plus précisément, dans le vif du sujet cette thése. L’object
principal que nous considérons est le faisceau des opérateur différentiels @;OL introduit
dans l'article [13] par Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Il s’agit d’un
faisceau de sous-algébres du faisceau @g?) des opérateurs différentiels cristallins auquel nous
rajoutons un paramétre k € N appelé niveau de congruence. Soit U un ouvert affine de X

sur lequel nous disposons d’un systéme de coordonnées étales (z1,...,x4). Si 01, ..., 04 sont
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les dérivations associées, alors

@g?)k(U) = Z aq - 07" .05, aq € Ox(U) tels que o -w kel — 0

’ aend |a] =00

7(0)

avec |a| := ai+---+a4 € N. Pour k = 0, nous retrouvons le faisceau de Berthelot D’ pour

le niveau m = 0. Notons @geo)k Q= @geo)k ®vy K. Pour tous entiers k' > k, nous disposons d’une

inclusion d’algébres @QL,VQ(U ) C @gg )k,Q(U)' Ces inclusions locales induisent un morphisme

de transition Dg?)k 4110 — @gg LQ entre les faisceaux pour les niveaux de congruences k et

k + 1. Notons Dx oo = L X @gg L Q le faisceau limite projective des faisceaux 5&0 )k@.

Rajouter un niveau de congruence k au faisceau 93562@ des opérateurs différentiels cristallins

est trés intéressant pour plusieurs raisons briévement décrites ci-dessous. Tout d’abord, les
1)

faisceaux Dy o bour les différents niveaux de congruences k interviennent naturellement
pour résoudre certaines questions données par exemple dans U'article [14] de Christine Huy-

ghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Les faisceaux 9( ) ko apparaissent dans I’étude
de représentations localement analytiques de groupes de L1e p-adique. Ils s’avérent aussi
utiles pour regarder des isocristaux surconvergents dans le cas ramifié.

70

Par ailleurs, d’un point de vue conceptuel, les faisceaux Dy . sont pertinents. En ef-

fet, nous pouvons associer aux éléments de DY 2@ des fonctions analytiques sur le fibré
cotangent T*X de X convergents sur une bande horizontale de I'espace analytique rigide
associé, le fibré cotangent rigide T*Xg. Les opérateurs de D;’L’Q définissent des fonctions
sur T*Xg convergents sur un domaine grossissant avec k. Ces régions recouvrent T*Xg
lorsque k tend vers l'infini. Plus précisément, soit (z1,...,Zpn,&q,-..,&¢) un systéme de
coordonnées locales sur T*U associée aux coordonnées étales de départ sur U. Nous pou-
vons associer a tout opérateur P = Y cnd () - 07 ... 05" de lalgebre @gg()@(U) un
élement P(z,£) = S qend aalz) - ... &5 du fibré cotangent rigide T*Ugk. La fonction
P(z,€) converge sur la bande horizontale {|{1] < 1,...,|&| < 1} de T*Uk. Un opéra-
teur différentiel P de @gg ),€7Q(U) définit une fonction analytique P(z, &) convergente sur la
bande horizontale {|&1| < p”,...,|&| < p*}. Ainsi, les opérateurs différentiels de I’algébre
Dy oo(U) = Jim, @gg LQ( ) = ﬂk 3€3,€Q(U ) induisent des fonctions analytiques entiéres sur
le fibré cotangent rigide 7" X.

Soit M un @;0 )k—module a gauche cohérent. Sa variété caractéristique Car M est définie
en généralisant la construction de Berthelot pour un niveau de congruence k comme suit.
Notons « le corps résiduel de V et X = X xy Speck la fibre spéciale de X. Rappelons que
k est de caractéristique p. La réduction M = M ®y k£ modulo w de M est un D x -module



INTRODUCTION 9

)

cohérent, o Dy j, = @ge . @y K est un faisceau d’opérateurs différentiels sur X. Les opéra-
teurs différentiels de Dy j, étant finis, on munit Dx . de la filtration croissante exhaustive
donnée par 'ordre des opérateurs différentiels. Classiquement, la variété caractéristique de
M est construite comme une sous-variété fermée du fibré cotangent 7% X de X. La variété
caractéristique de M est par définition celle de M. Un Dge L—module cohérent dont la variété
caractéristique est de dimension au plus la dimension de X est appelé module holonome.
Cependant, les méthodes utilisées dans le monde des variétés complexes ne s’appliquent
plus puisque la caractéristique de k est strictement positive (la fibre spéciale X de X est un
k-schéma). Le fait que les 5;0}6—modules holonomes soient de longueur finie n’est pas connu
en général.

7(0)

Introduisons ensuite le faisceau limite projective Dy o = l&nk Dy Q" Localement, si U un
ouvert affine de X sur lequel on dispose d'un systéme de coordonnées étales, alors Dy o (U)
est la K-algébre de Fréchet-Stein donnée par

00
Dy oo(U) = E Ao - O ...8;“ taq € 0x(U) tq V>0, | l|iIn aqg N =0
a|— 00

a€Nd

Nous nous intéressons dans cette thése tout particuliérement aux Dx o-modules coadmis-
sibles. Rappelons qu'un Dy o-module coadmissible M est un Dx o-module isomorphe a

une limite projective an M. de @gg )k Q—modules cohérents My, tels que les morphismes de

transition Dgg)k +17Q—linéaire Mp+1 — My, induisent un isomorphisme D( ) %0 -linéaire

D& )k.,@ ®F© M1 =~ M,

X,k+1,Q

Soit M = l&nk My, un Dx o-module coadmissible non nul. Les morphismes de transition
M1 — Mg n’induisent pas de morphismes naturels intéressants entre les différentes va-
riétés caractéristiques Car(My). En effet, les morphismes de transition @g?)k 1 @gg )k sont
triviaux aprés réduction modulo w. Plus précisément, le morphisme induit de x-algébres
Dx k+1(U) = Dx x(U) envoie un opérateur différentiel sur son terme constant. Nous ne
pouvons donc pas obtenir une variété caractéristique du module M & partir des variétés
caractéristiques des @gg),g@—modules cohérents My. Nous ne disposons pas dans ce cadre
général d'une bonne notion de variété caractéristique des Dy o-modules coadmissibles.

Afin de construire une variété caractéristique pour les Dx o.-modules coadmissibles lorsque
X est une courbe formelle, nous introduisons un microlocalisé du faisceau Dx o,. La variété
caractéristique Car(M) d'un Dy -module coadmissible M est alors une partie fermée du fi-
bré cotangeant T*X de X qui contient les variétés caractéristiques Car(My) pour les niveaux
de congruences k suffisamment grands. Le module M est dit holonome si dim(Car(M)) < 1.
Nous démontrons dans le chapitre [6] que tout module holonome est un module & connexion
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intégrable sur un certain ouvert de X. Par ailleurs, nous montrons dans le méme chapitre
que tout module holonome est faiblement holonome au sens de [3] et que son dual reste un
module holonome.

Restreignons nous maintenant au cas d’une courbe formelle lisse X. Avec nos hypothéses sur
X, les modules coadmissibles forment une catégorie abélienne équivalente a la catégorie des
modules coadmissibles sur l'espace de Zariski-Riemann associé a X d’aprés la proposition
3.2.5 de [13]. Ainsi, ce travail permettra plus tard de définir une notion d’holonomie dans
le cas des courbes analytiques rigides et donc pour la catégorie des modules coadmissibles
introduite dans Uarticle [4] de K. Ardakov et S. Wadsley.

Expliquons désormais plus en détails les idées de notre construction. Nous commengons

7(0)

par étudier le cas des Dx k. -modules cohérents pour un niveau de congruence k fixé dans

les chapitres [I] et [2| Pour ce faire, nous nous inspirons des résultats de Laurent Garnier,
qui a démontré dans article [10] que les Dg&?@—modules holonomes sont de longueur finie
lorsque X est une courbe formelle. Nous généralisons ce résultat & un niveau de congruence
k € N quelconque toujours pour une courbe formelle X. Nous adaptons dans ces deux
premiers chapitres les constructions et les preuves de Laurent Garnier pour les @gg L,Q'
modules cohérents.

(0)

Le chapitre [1| contient des résultats généraux sur le faisceau d’algébres @x k. €t sur les
bases de division d’un idéal cohérent de ce dernier. Ensuite, nous consacrons le chapitre [2]
7O

aux résultats et aux propriétés des Dy Q—modules holonomes. Sous '’hypothése dim X = 1,

7(0)

I'inégalité de Bernstein est vérifiée dans la proposition [2.3.2| pour tout Dx A Q—module cohé-
rent M : le module M est non nul si seulement si dim(Car(M)) > 1. Détenir une catégorie

de @gso)k Q—modules holonomes est un excellent début dans le but de définir une bonne caté-
gorie de Dy -modules coadmissibles holonomes. Nous déduisons de I'inégalité de Bernstein

les caractérisations équivalentes suivantes des @&OL Q—modules holonomes détaillées dans le
chapitre

Proposition. Soit M un @&LQ module cohérent. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le module M est holonome.

2. 1l existe un idéal non nul J de @gg)k@ tel que M ~ @geo,)k@/j'

3. Le module M est de longueur finie.

4. Le module M est de torsion : pour tout ouvert affine U de X et pour toute section
m € E(U), il existe un opérateur P de @gg)kQ(U) non nul tel que P -m = 0.

5. Il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un Ox g-module libre de rang
fini. Autrement dit, My est un module a connexion intégrable.

6. Pour tout entier d # 1, Ext%w) (M, @g?’)k’@) = 0.
X,k,Q
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Revenons maintenant aux Dy -modules coadmissibles. Dans le chapitre |3} nous commen-
cons par rappeler briévement la définition et les principales propriétés du faisceau Dy .
Nous introduisons ensuite les modules faiblement holonomes pour une courbe formelle
comme Ardakov-Bose-Wadsley l'ont fait dans I'article [3] pour un espace analytique rigide.

Les @gg)k@—modules cohérents a droite Sxt%;o)k Q(Mk, @gg)k(@) forment un Dy -module co-
admissible & droite. Nous pouvons définir le @’x,oo—module coadmissible & droite

. (0
Eath, (M, Do) = 1%183:15%2?)]6 Q(Mk, D))

Le Dx oo-module coadmissible M est alors appelé faiblement holonome si les modules
Sxt%xOo(M,vaoo) sont nuls pour tout entier d différent de 1. Nous démontrons qu’un
@x,oo—ymodule coadmissible M = limk M, est faiblement holonome si et seulement si il
existe un niveau de congruence & partir duquel les modules M}, sont tous holonomes. Un
module faiblement holonome n’est pas nécessairement de longueur finie. Par exemple, tout
Dy 0o-module coadmissible de la forme Dy /P avec P un opérateur différentiel infini est
faiblement holonome tout en étant de longueur infinie.

Nous construisons finalement dans la derniére et troisiéme section du chapitre [3] une sous-
catégorie abélienne des modules faiblement holonomes formée de Dy -modules coadmis-
sibles de longueur finie. Elle est constituée des modules coadmissibles M ~ lglk M, vérifiant
les deux points suivants :

1. Tl existe un rang kg tel que pour tout k > kg, My est un @;OL Q—module holonome.

2. La limite supérieure pour k > kg des multiplicités des modules My est finie.

Cette catégorie n’est pas triviale puisqu’elle contient les Dy o-modules coadmissibles de la
forme Dy o /P dés que P est un opérateur différentiel fini de Dx . Nous montrons de plus
que les modules coadmissibles & connexion intégrable appartiennent a cette catégorie. Ils
sont donc de longueur finie.

L’étape suivante de cette thése consiste & introduire une bonne catégorie de modules ho-
lonomes pour les Dy,o-modules coadmissibles M = lim, My, dans les chapitres et |§|
Cependant, nous ne pouvons pas le faire directement & partir des variétés caractéristiques
Car(My,) des @gg )k’Q—modules cohérents Mj. En effet, comme il a déja été dit plus tot dans
Iintroduction, les morphismes de transition M1 — My n’induisent pas de morphismes
intéressants non triviaux entre les différentes variétés caractéristiques Car(My).

Nous cherchons donc a définir une variété caractéristique pour tout Dy -module coadmis-
sible M = l'mk My, comme une partie fermée du fibré cotangent T7*X de X sans utiliser les
variétés caractéristiques Car(My) et sans réduire les modules My modulo w. L’objectif est
d’introduire une catégorie de Dy o-modules holonomes qui soient de longueur finie. Les
Dz oo-modules holonomes devront ainsi vérifier la condition suivante. Soit P un opérateur
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différentiel de I'algebre @gg L,Q(U ). Nous aimerions que le module le @gg )k@—module cohé-

rent @g& 0 /P soit holonome seulement si P est un opérateur différentiel fini. En effet, si
(0)

P n’est pas un opérateur fini, alors @36 %0 /P est un module de longueur finie augmentant

avec k. De plus, @gg )k, 0 /P est localement un Ox g-module libre de dimension de plus en

plus grande. Nous ne pouvons donc pas espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour
le module coadmissible Dy /P = lim, @gg)k’Q/P. Cependant, lorsque P = Y°¢_;a,, - O"
est un opérateur fini d’ordre d de Dx o (U), ces problémes disparaissent ! Détaillons ce qu’il
advient pour un tel opérateur P. Soit (¢,£) un systéme de coordonnées locales sur T*U
associée a la coordonnée étale de U. Nous vérifions alors pour k suffisamment grand que

Car (DY}, o/P) NT*U = {(t,€) € T*U : o(P)(t,€) = aalt) - €* = 0}.

Ces variétés caractéristiques ne dépendent donc plus de k a partir d’un certain niveau de
congruence. Notons x1, ...,z les zéros du coefficient dominant ag de P dans l'ouvert U.

(0)

La figure suivante trace l'allure de la variété caractéristique des @x kQ—modules cohé-
rents M. La section nulle est une composante irréductible des variétés caractéristiques
Car(Dg?L o/ P) si et seulement si l'ordre d de P est supérieur ou égale a un.

™U

x 0 X2 Xy Ts

Figure 1 : Car(@_ggﬂ)k,@/P) NT*U

Afin de définir une variété caractéristique pour les Dy -modules coadmissibles, nous
construisons dans le chapitre 4| un microlocalisé o, de 'algebre Dx o, vérifiant la condi-
tion d’inversibilité suivante. Un opérateur différentiel P de Dx o(U) est inversible dans le
microlocalisé Foo(U) si et seulement si

1. P=%%_,a, 0" est un opérateur fini d’ordre d de Dx oo (U),

2. le coefficient dominant a4 de P est inversible dans Ox o(U).
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Ce critére d’inversibilté pour 'algébre Foo (U) est 'analogue souhaité du lemme énoncé

pour le faisceau Dx ) = Dgg}g ®vy k sur la fibre spéciale X de X. En effet, soit P un
opérateur différentiel de Dy o (U). Nous souhaitons que le module coadmissible Dy /P
soit holonome si et seulement si P est un opérateur différentiel fini. Le support du module
M = F /P permet de distinguer les opérateurs infinis des opérateurs finis. Si P est un
opérateur infini, alors (SuppM) N U = U puisque P n’est pas inversible dans l'algebre
Fo (V) quel que soit Pouvert V- C U (voir la preuve de la proposition . Dans ce cas,
dim(SuppM) = 1. Soit maintenant P un opérateur fini de coefficient dominant a; dans
Ox,0(U). D’aprés la proposition et le critére d’inversibilité des éléments de 1’algébre
Dx,00(U) dans le microlocalisé F(U), le support (Supp M) N U est I'union finie des zéros
x1,...,Ts de la fonction ag dans 'ouvert U. Ainsi, dim Supp M = 0. Les points z1, ..., s
du support (SuppM) N U sont les abscisses des composantes irréductibles verticales des

variétés caractéristiques des modules @geo)k /P données dans la figure 1 pour k suffisamment

grand. La variété caractéristique Car(M) du module coadmissible M introduite dans le
chapitreva coincider avec les variétés caractéristiques de la figure 1 lorsque M = @gg’)k’@ /P
avec P un opérateur différentiel fini. En général, nous disposerons seulement de l’inclusion
Car(My,) C Car(M).

Expliquons maintenant en quelques mots la construction du microlocalisé F, faite dans le
chapitre. Le faisceau Dy = 55? )k ®y K est une O x-algébre, ot X est la fibre spéciale du
schéma formel X. Pour tout niveau de congruence k > 1, les algébres Dy ,(U) ~ Ox (U)[X]
sont commutatives, isomorphes & un anneau de polyndémes en une variable. Nous expliquons
dans la partie comment retrouver la variété caractéristique d’un @gg L’Q-module cohérent
M}, en dehors de la section nulle a partir d'un microlocalisé du faisceau Dx ;. Ce cas est
élémentaire puisque pour tout niveau de congruence k > 1, les algébres Dy ,(U) sont
commutatives. Nous pouvons donc inverser la dérivation dy de Dx 1(U) pour construire le
microlocalisé. Cet exemple motive I'introduction du microlocalisé F, du faisceau Dx o.

La construction du faisceau d’algebres F fait intervenir des microlocalisés Jy . des fais-
(0)

ceaux Dy @ bour tous les entiers k > r > 1. Plus précisément, si U est toujours un ouvert

affine de X muni d’une coordonnée étale, alors Jy, .(U) est un localisé de 'algébre @gg),c7Q(U )

obtenu en inversant la dérivation 0. La K-algebre @gg ),C@(U) est non commutative et ne

vérifie pas les conditions de Ore. Pour inverser la dérivation, nous utilisons une localisation
non commutative décrite dans ’annexe par Peter Schneider de I'article [20] de Gergely Za-
bradi ou les conditions de Ore sont remplacées par la condition d’étre quasi-abélien. On
vérifie dans notre cas que la K-algébre (55? ),ﬁQ(U ), |- |k) est quasi-abélienne dés que k > 1,
ie il existe une constante v €]0, 1] telle que

VP,Q € DY) o(U), 1PQ— QP =I[P.Qllx <7~ Pl QK

Remarquons aussi que la localisation de larticle [20] ne s’applique pas directement a
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Dx,00(U) puisque ce n’est pas une algébre de Banach. Cette localisation nous permet de
construire dans le chapitre 4] des K-algebres Fy, . (U), pour tous entiers £ > r > 1, de lal-

gébre @geo)k Q(U ) en inversant la dérivation 0. Puisque les ouverts affines U de X admettant
une coordonnée étale forment une base de voisinage ouvert de X, ces algébres vont définir
un faisceau Jy, , sur la courbe formelle X. Sur un tel ouvert affine, nous avons

?/CJ’(U) = {nz:%an : (wka)n + nXZ:lafn : (wra>—n7 Qp, nz&) 0} .

De plus, les microlocalisés Fj , admettent des morphismes de transition Fpiq, — Fi,
commutant avec les morphismes de transition @geo)k; 4110~ 55&,@ induits par les inclusions
locales. En passant & la limite projective sur k£ > r et pour r fixé, nous obtenons un
microlocalisé Fu, ;- du faisceau Dy o, construit dans la partie , dans lequel la dérivation
est localement inversible. Nous démontrons que Fu,(U) est une K-algebre de Fréchet-
Stein pour tout entier naturel r € N* et qu’il existe des morphismes naturels injectifs de
K-algébres Tog p41(U) — Foor(U). L'algébre Fo(U) de la section est simplement la
limite inductive des algebres Foo - (U) pour r > 1.

Dans le chapitre 5| nous utilisons les microlocalisés F, pour définir une variété caracté-
ristique des Dx oo-modules coadmissibles . Pour cela, nous introduisons & partir des micro-
localisés Foo - des faisceaux F ;. sur le fibré cotangeant 7*X de X. Nous associons a tout
module coadmissible M = lim, M, des F, .-modules coadmissibles M; sur T*X. Notons
Supp M le support du module M en tant que faisceaux sur le fibré cotangeant 7*X. Nous
démontrons que la suite des supports {Supp M },en+ est décroissante, ce qui nous permet
de définir la variété caractéristique

Car(M) := m Supp M. C T*X.
reN*

Nous nous restreignons toujours au cas d’une courbe formelle X afin de démontrer I'inégalité
de Bernstein pour les Dy -modules coadmissible : un Dy -module coadmissible M est
non nul si et seulement si dim(Car(M)) > 1. La preuve ne fonctionne qu’en dimension un.
Cependant, la construction des microlocalisés s’adapte & la dimension supérieure. Le seul
point plus délicat consistera & déterminer les éléments inversibles du microlocalisé Foo (U).

Enfin, dans le chapitre |§|, nous définissons les Dy -modules holonomes. Un Dx o.-module
coadmissible M est appelé holonome si sa variété caractéristique Car(M) est de dimension
inférieure ou égale & un. La catégorie des Dx oo-modules holonomes est abélienne et non
triviale. Elle contient les Dy oo-modules coadmissibles de la forme Dy o /P dés que P est
un opérateur différentiel fini. Par ailleurs, les Dx o.-modules de type a connexion intégrable
appartiennent a cette catégorie. Plus précisément, un Dx o-module coadmissible M est
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un module & connexion intégrable si et seulement si Car(M) C X (en identifiant X avec la
section nulle du fibré cotangeant 7*X). Nous démontrons ensuite que tout module holonome
est un module & connexion sur un certain ouvert de X. Une telle caractérisation ne peut
étre vraie qu’en dimension un. Par ailleurs, nous montrons que tout module holonome est
faiblement holonome au sens de [3] et que son dual reste un module holonome. Autrement
dit, le module coadmissible

. mn 0 -
Md = @1 <8$t15§))k Q(Mka Dg{,)k,(@) ®O$,Q wf}@)
& ks

est un module holonome dés que M est holonome. Nous conjecturons finalement que tout
Dz oo-module holonome est de longueur finie. Nous donnons a la fin du chapitre |§| quelques
arguments heuristiques en faveur de ce résultat.

Cependant, notre catégorie de Dx -modules coadmissibles holonomes ne vérifie pas toutes
les six opérations de Grotenthieck. L’image directe d’'un module coadmissible n’étant pas
nécessairement coadmissible, nous disposons d’exemple explicite d’image directe de modules
holonomes qui ne sont méme pas coadmissibles. De tels exemples dans le cas d’une courbe
analytique rigide sont l'objects de l'article [8] de Bode-Bitoun. Détaillons le rapidement
dans le paragraphe suivant.

Soit Xx = Sp (V(z)) et Ux = X \{0} = Sp (V(x, 2~ 1)) un ouvert épointé de Xx. On note
0 la dérivation associée & x. On pose P = 9 — 2 avec A € V et M = @UK/P. C’est un
@Uk—module coadmissible. Soit j : Ux < X l'injection canonique. Le théoréme 5.2 de [§]
nous dit que le module j,M est coadmissible si et seulement si A est de type positif. 1l existe
des scalaires A qui ne sont pas de type positif. Puisque P est un opérateur différentiel fini,
le module coadmissible Dy /P est holonome. Cependant, le module j,(Dyoc/P) n'est a
priori pas méme coadmissible lorsque A est de type zéro!
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NOTATIONS

Notations

V est un anneau complet de valuation discréte de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel k supposé parfait. On note | - | la valeur absolue
normalisée de V, w une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

X est une courbe sur k lisse connexe quasi-compacte et x € X est un point donné.

X est un V-schéma formel lisse relevant X d’idéal de définition engendré par I'uni-
formisante w.

Xk est 'espace analytique rigide associé a X.

t est un relevement local sur Oy d’une uniformisante en z (Ox , est un anneau de
valuation discréte puisque X est une courbe). Alors dt¢ est une base de Q%e .- On note
0 la dérivation associée.

U est un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée étale
associée a x.

Soit f € I'(U,0x,0)\{0} et r tel que fi := w"f € T'(U,O0x)\I'(U,m - Ox). On note
Uisy C U Touvert sur lequel J1 est inversible. On remarquera que Ugp U {z} =
U\{V(f1) — {z}} (ou f1 est la réduction de f; modulo m) est un ouvert puisque f;
n’a qu’un nombre fini de zéros.

Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés sont tous a gauche.



Chapitre 1

Propriétés du faisceau @gg)k Q

On résume et on adapte dans ce chapitre les quatres premiéres parties de l'article [10] de
Laurent Garnier pour un niveau de congruence k£ > 0 quelconque. On munit la K-algébre
Dg?gc o(U) d’une norme compléte multiplicative | - |;. On démontre ensuite la simplicité de

@gg)k@(U ). On termine enfin ce chapitre par énoncer quelques rappels et quelques propriétés

(0)

sur les bases de division d’un idéal cohérent de Dy o

1.1 Rappels sur la norme spectrale de Ox (U)

On commence par redonner la définition d’une algébre affinoide et de la norme spectrale
associée. On rappelle ensuite quelques résultats utiles de la premiére partie de 'article [10]
de Garnier. On pourra s’y référer pour les preuves des lemmes énoncés.

Soit T,,(K) = K(T1,...,T,) l'algébre de Tate & n-variables a coefficients dans K. En notant
T =17 ... T8 et || = a1 + - - - + ap, elle est définie par

Tn(K):{f(T): Y o T*: ca€K, |ca||—> 0}.

aeNn al—oo

On munit Palgebre T,,(K) de la norme de Gauss donnée par |f| = max{|cy|}. C’est une
valuation et T,,(K) est le complété de lalgébre de polynoémes K[Ti,...,T,] pour cette
valuation. En particulier, T,,(K) est une K-algébre de Banach pour la topologie w-adique.
Elle est de plus noetherienne et tout idéal I est complet. Le quotient T,,(K)/I de T,,(K)
est donc une K-algébre de Banach pour la topologie w-adique.

17
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L’algebre de Tate T),(K) coincide avec 'ensemble des séries entiéres en la variable T a
coefficients dans K qui convergent sur la boule unité fermée de K™. On peut donc aussi
munir 7, (K) de la norme supérieure. Cette derniére coincide avec la norme de Gauss. Cela
découle du principe du maximum vérifié par algébre T,,(K) : il existe un élément y de K™

tel que [f] = |f(y)|

Une K-algebre affinoide A est par définition une K-algébre de Banach isomorphe (en tant
qu’algebre topologique) a un quotient 7,,(K)/I de T,,(K) par un idéal I. Toutes les normes
sur A induites par une présentation de A comme quotient d’'une algébre de Tate sont
équivalentes.

Si z est un idéal maximal de A, alors A/z est une extension finie de K. La valeur absolue de
K s’étend uniquement en une valeur absolue sur A/z notée encore | -|. On définit la norme
spectrale d’'un élément f € A de la maniére suivante. On note f(z) l'image de f dans A/z
et |f(z)| sa valeur absolue. Alors

= max z
17l = e 1£(2)
En général, || - [|sp est seulement une semi-norme inférieure a toute norme de Gauss in-
duite. Cependant, lorsque 'algébre A est intégre, c’est une valeur absolue ultramétrique
équivalente aux normes de Gauss. Cest le cas par exemple pour A = T,,(K).

Tout ouvert affine U de X est le spectre formel d’une V-algébre A, ie U = Spf A, telle que
Ax = A ®y K soit une K-algébre affinoide. On a alors Uy = Spm Ag. Puisque X est
connexe et lisse, U est intégre. La norme spectrale || - ||sp est donc une valuation compléte
sur I'algébre affinoide Ax définissant Ug .

On suppose pour la fin de cette partie que = est un point s-rationnel de X. Pour tout
0 <A< 1,onnote Vy ={y € Uk : |t(y)| > A}. C’est un ouvert de Xx contenu dans Ug.
Puisque U est affine, V) est affinoide et ne dépend pas du choix de ¢ pour tout A vérifiant
A> |w| = ]%. Comme X est lisse en z, on dispose d’un isomorphisme permettant d’identifier
le tube ]z[ & un disque ouvert :

Jo[- D(0,17) := {y € A : 0 < |t(y)| < 1}

Soit A\g > ]% et f € I'(UxNVy,, Ox, ) une section non nulle. Alors fo[ﬂVAO s’écrit uniquement
sous la forme d’une série ey - £, ot les a; sont des éléments de K. Cette fonction
converge sur la couronne C([Ag, 1[) = {y € A}gan : Ao < [t(y)| < 1}. Pour tout \g < A < 1,
on note

MUy ) = max {i €1 fal - X = supa]- 3| € NU (o0}
jeN
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On pose

N(f) = Jim N(fpapovys A) € NU {+o00}

Lemme 1.1.1. Pour toute section f € I'(Ux NV, Ox,) non nulle, N(f) est un entier
positif ne dépendant pas du choix de t. De plus, si fl]z[ﬂVAO =Y ieni-t', alors N(f) est le
plus petit indice tel que || f|lsp = lan(p)| = max;>o [ay]. En particulier, ||f|sp est dans |K].

Remarque 1.1.2.
1. Si N(f) =0, alors f n'a pas de zéro sur |z et x € Ugyy.
2. On a N(0,\) = N(0) = +oo0.

On rappelle que Ox , est un anneau de valuation discréte, de corps résiduel x lorsque x est
un point k-rationnel. Par définition, ¢ en est une uniformisante. On considére la valuation
v de Ox , donnée par v(t) = 1.

Lemme 1.1.3. Soit f € I(Ug NV, Ox, ) une section telle que || flsp = 1. Alors N(f) est
la valuation de (f mod w) dans Ox 4.

Toujours sous ’hypothése sp = 1, f s%écrit frpnve = ey ai -t avec oy dans V. Alors
P o[V, €
(j"”:,:[m&(J mod w) = Y p<icoo @i t' et N(f) est le plus petit entier n tel que &, # 0.

Lorsque U est un ouvert affine de X, on note la norme spectrale de Ox(U) simplement par
|-]. On rappelle qu’elle est équivalente & toute norme de Gauss induite sur Ox(U). La norme
spectrale est de plus une valuation.

1.2 Quelques propriétés de ’algébre ﬁgg)k?Q(U )

Le faisceau @gc,@

On commence par rappeler briévement la définition du faisceau @gg)k’@ des opérateurs dif-
férentiels sur lequel on travaille. Le lecteur peut feuilleter la seconde partie de I'article [13]
de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch pour plus de détails. On désigne
toujours par U un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée
étale.

Le faisceau Dg?;c est défini comme un sous-faisceau de Dgg ) dépendant d’un paramétre

k € N appelé niveau de congruence. Le cas kK = 0 donne Dg]). Localement, Dg?)k(U) est la
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V-algébre engendrée par Ox(U) et par la dérivation w*d. Plus précisément,

b
0<n<oo

o) (U) —{ Y an (WO, ane Ox(U)}

En tant que Opy-module, Dg)}g est le Oy-module libre de base les puissances de wFo :

D)= D o -

neN

Ce module est munit du produit vérifiant la relation (wk9)™ - (WF0)™ = (WFO)"T™ et le
crochet
Va € 0x(U), [w*d,a] = w*d(a)

On note Dy j, la réduction modulo w de D( ) C’est le faisceau de k-algébres sur la fibre
spéciale X = X xy Speck de X engendré 1ocalement sur U par Ox |y et par la dérivation
O, image de wkd aprés réduction modulo w. On rappelle que X et X ont méme espace
topologique. On identifie alors U & un ouvert affine de X.

Soit D L ( gg )k / WHID;O,L) le complété w-adique de @g?)k. On dispose de la descrip-
tion locale suivante :

_ {Z an - (@F0)", an € 0x(U), |an| — o}
n=0

On note Oxg = Ox @y K et @g?)kﬁ@ = @ggo;g ®vy K. Les éléments de 5;%;@([]) sont les
opérateurs différentiels convergents & coefficients dans la K-algebre affinoide Ox o(U).

Il est démontré dans article [I3] que toutes ces algébres sont noetheriennes et que les fais-
ceaux associés sont cohérents. Pour tous entiers k' > k, il est clair que ZDg? )k,(U ) C (DQL(U ).

7(0)

En particulier, @xm@(U ) est une sous-algébre de l'algébre des opérateurs différentiels

cristallins @(O)(U) = 5&0 )O(U ). On considére dans la suite les morphismes de transitions

@gg}c,@ — 'Dge)k (o induit par les inclusions locales Dg?,i;/,@(U) — @g?}c,@(U) pour les ouverts

affines U munis d’une coordonnée étale.

—~

Structure de K-algébre de Banach sur @gg)k,@(U )

(0)

On munit maintenant 1’algébre @% e Q(U ) d’une norme multiplicative compléte | - |. Dans
un premier temps, on suppose encore que z est un point x-rationnel de X.
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Définition 1.2.1. Soit P = 32%°  ay, - (WFO)™ un élément de @gLQ(U). On pose

1. |Plx = maxp>oflan|} ;
2. Ni(P) =max{n € N:|a,| = |P|x};
3. Nk(P) = N(ag, (p))-

Les coefficients a,, sont des éléments de la K-algebre affinoide Ox g(U); |ay| est la norme
spectrale de a,. On rappelle que si Y ;>qq; - t' est I’écriture comme série de ax, (p) SUr

|2[NUf, alors | Pl = |ay, p)l-

Soit P = 3,50 an - (wF9)™ un opérateur non nul de @geo)k o(U). On fixe un scalaire @ € K

tel que |a| = (max,>o |an|) " 11 s’agit bien d’un élément de |K|* d’aprés le lemme m
Alors aP est de norme 1 et 'opérateur aP appartient & @geo)k(U) L’entier N (P) est le
plus grand indice n tel que |a - a,| = |aP|p = 1. Ainsi, le nombre N (P) est ordre de
l'opérateur (aP mod w) dans la k-algébre Dx ,(U). Cet entier ne dépend pas du choix de

a. De plus, Ni(P) = Ni(aP) est la valuation de « - ax, (py modulo w dans Ox,, d’aprés le
lemme Ce nombre ne dépend pas non plus de a.

Les entiers N (P) et Ni(P) coincident donc respectivement avec I'ordre et la valuation de
(P mod w) dans Dx ;,(U) pour tout scalaire v € K vérifiant |oP|;, = 1. Par ailleurs, ces
définitions sont indépendantes du choix des coordonnées locales sur U.

Lemme 1.2.2. La norme | - | et les fonctions N}, et Ny ne dépendent pas du choiz du
systeme de coordonnées locales.

Démonstration. Soit (¢',0") un autre systéme de coordonnée locale sur 'ouvert U. Puisque
J’ est un générateur du faisceau tangent Oy - 9, il existe a € Ox(U)* tel que &' = - 9. On
a |a| =1 (puisque |a| < 1 et o est inversible). Soit P = 3,50 an - (w¥0')" un élément de
@gL’Q(U ). Sa norme |P|; pour le systéme de coordonnées locales (t',0") est le maximum
des normes spectrales des fonctions a,.

Par ailleurs, P = Y, a, - (aw®d)™. On a (ad)? = a20? + ad(a)d. Or |0"(a)| < |a| = 1,
donc le coefficient de 0 a une norme spectrale inférieure a un. Une récurrence montre que

n—1
(@d)" = a"d" + 3 bpd™

m=0
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avec |by,| < 1 pour tout m. Il vient

n—1
P = Z an | @™ (WFO)" 4 Wk Z bm
m=0

n>0

n—1
=Y ana™(Wro)" + > anw” > WF=mE Dy (R o)™
m=0

n>0 n>1

ano ﬁ"(wka)n

avec |Ba] < |w|¥ - |Plg et |ana™| = |ay|. Lorsque k > 0, |B,| < |Pi et il est clair que la
norme de P pour le systéme de coordonnée locale (¢,0) est aussi donnée par le maximum
maxpen |an|. Pour k = 0, le résultat reste vrai. En effet, dans la seconde somme, le coefficient
de (w¥d)™ est une combinaison des aj pour k > n et des by,. O

On rappelle que la norme |P|;, et les entiers Nj(P) et Nj(P) dépendent du point z initial.
Ce sont des notions locales en z.
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Proposition 1.2.3.
1. Les K-algébres @g?)k(U) et @gg)kQ(U) sont complétes pour la norme | - |f.

2. La norme induite sur tout @gg)k Q-module cohérent est compléte.

3. Pour tous opérateurs P et Q de T'(U, @gg}c@), on a
|PQlk = |Plk - |Qlk,

Ni(PQ) = Ni(P)+ Ni(Q),

Ni(PQ) = Ni(P) + Ni(Q).

Démonstration. Le premier point découle du fait que ’algébre @gg)k@(U ) est compléte pour
la topologie w-adique et que la norme spectrale est équivalente & la topologique w-adique
sur Ox @(U). On munit tout Dg?% o(U)-module cohérent £(U) de la norme induite par des
présentations locales de €. Elle est compléte et ne dépend pas des présentations choisies
puisque la norme | - | de Dgg L,@ est multiplicative par 3 (en fait sous-multiplicative suffit).
Cela montre le second point.

Soit maintenant H = Y,,50 an- (w*0)" et Q = 3,150 by - (w*0)™ deux éléments de @QLQ(U)
On a

HQ = Zai . (wk({))i (Z bj - (wka)j>

i>0 >0
=S (i: (Z)wké L (by) - W0 ,yﬂz)
4,70 \¢=0
ut+l—j w
=2 X (( ¢ ) Hugeg W 8f<bj)>(w’f8)
u>0 £>0
0<j<u

au€0z,0(U)

On remarque déja que

u+l—7q

Ainsi |HQ|; < |Hlg - |Qlg- Pour u = Ni(H) + Ni(Q), £ = 0 et j = Ni(Q), le coefficient
associé dans la somme définissant «,, est AN (H) bﬁk(Q)' En particulier, ce terme est de

norme |H|y, - |Qg. Si j > N(Q), alors |b;| < |Q|x. Sij < Ni(Q) ousij < Ni(Q)et £>1,
alors u + ¢ — j > N(P). Donc |ay4¢—j| < |Pli. Dans tous ces cas, la norme du terme

< layse—j| - 10°0))] < lawre—s| - b < |Hli - 1Qlk
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associé dans a,, est strictement inférieure a |H |y - |Q|x. Ceci prouve que |ay,| = |H |k - |Q]k-
Autrement dit, |HQ|x = |H |k - |Q|-

Si u > Ng(H) + N(Q), on montre de maniére analogue que |ay| < |H|j - |Q|g. Ainsi,

Ni(HQ) = Np(H)+ N(Q). On peut supposer les opérateurs H et Q de norme un. Dans ce
cas, Niy(H) = v(aﬁk(H) mod w) = et Ni(Q) = U(bﬁk(Q) mod w), ot v est la valuation de
Ox 4. Puisque AN, (H)+ N (Q) = Oy (H) X bﬁk(Q)+ (un terme de norme spectrale strictement
inférieure), on a bien

Ne(HQ) = v(ag, (i) b () modw) =v(ag, ;) modw)+v(byg, o modw)
= Ni(H) + Ni(Q)

Applications

On énonce maintenant quelques propriétés de 'algebre de Banach (@gg )kQ(U)’ | - |)- Les

preuves sont adaptées de celles de Laurent Garnier pour un niveau de congruence k € N.
" . L : e s . (0 < s
La proposition suivante caractérise l'inversibilité des éléments du faisceau @ge)k(@ a l’aide

des fonctions Ny, et Nj.

Proposition 1.2.4. On suppose que x est un point k-rationnel. Soit P un opérateur diffé-
rentiel de Dg?gg Q(U). Il existe un ouvert V de U contenant x sur lequel P est inversible si

et seulement si Np(P) = Np(P) = 0. Si de plus |P|, = 1, alors P~1 € @;{:},) (V).

Démonstration. Si P est inversible d’inverse P~1 | alors Ni(P) + N,(P~!) = Ni(1) = 0.
Donc N (P) = 0 puisque N (P) est un entier positif. De méme, Ni(P) = 0. Réciproque-
ment, on suppose que Ny(P) = Ng(P) = 0. On écrit P = Y ,50an - (w"d)". Ces deux
conditions signifient que |ag| > |ay,| pour tout n > 0 et que ap n’a pas de zéro sur |x|.
Autrement dit, ag est inversible sur I'ouvert V' = Uyqy U{z} de U. Sur cet ouvert, I'inverse
de P est donné par la série classique

pt= Z <— Z “"(w’fa)j> agl

i>0 j>1 40

Cet opérateur converge puisque

a;

ao

bon

Ainsi P~! définit bien un élément de @g?)k Q(V). Si maintenant P est de norme un, alors les

coefficients ay, et ay ' sont des éléments de Ox (V). Il en découle que P! € @gg) (V). O

= max{
j21
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On fixe une cloture algébrique K de K. A partir de maintenant, et pour le reste de ce
document, z n’est plus supposé k-rationnel. C’est un point x’-rationnel pour une certaine
extension finie £’ de x. On note K’ 'extension finie de K dans K dont le corps résiduel est
k'. Quitte & étendre K par K’, on peut définir les fonctions Ny et N des opérateurs de
70)

ﬂx,k,Q(U) en x.

Puisque lextension K'/K est finie, algebre K(T1,...,T,) @k K’ est compléte. Ainsi,
la K'-algébre de Tate T, (K’) coincide avec T, (K) @k K’. On munit K’ de I'extension
non normalisée de la valeur absolue de K, notée encore | - |. Le morphisme canonique
T (K) — T,(K') est une isométrie de K-algebres pour les normes de Gauss, égales aux
normes spectrales. Plus généralement, si A est une K-algebre affinoide, alors A’ = AQx K’
est une K’-algeébre affinoide. Le morphisme canonique A — A’ est une isométrie de K-
algébres affinoides. Lorsque A est intégre, la norme spectrale est une norme sur A et le
morphisme précédent est une isométrie pour les normes spectrales.

On munit @gg)kQ(U) ®k K’ de la norme de K'-algébre |P ® M|, = |A| - |Plg. Comme
le morphisme canonique Ox g(U) — Ox0(U) ®k K’ est une K-isométrie, le morphisme
5$L,Q(Ul_> @;O}%Q(U) ®p K' est une isométrie de K-algébres. Soit P € @ggo)kQ(U) La
fonction Ny (P) ne dépend donc pas de 'extension finie K’ de K mais seulement de P : cet
entier est le méme aussi bien dans (Dg?)k@(U), | - |x) que dans (DggLQ(U) @r K| 1})-

Corollaire 1.2.5. Un opérateur différentiel P € @QLQ(U) est inversible au voisinage de
x si et seulement si Np(P) = Ni(P) = 0.

Démonstration. La proposition [I.2.4] montre que P est inversible au voisinage de z aprés
extension des scalaires de K a K’. Soit V' C U un ouvert contenant x sur lequel P est
inversible. On écrit P = 32°° a, - (WFO)" € @gg )k’Q(V). Puisque ag est inversible dans
Ox,0(V) @Kk K’ et puisque ag appartient & Ox o(V), ag est inversible dans Ox (V). L’in-
verse P71 = Y50 (— >t Z—g(wka)j)’ ag' de P dans @gg}c@(V) ®@p K' appartient donc a
l’algebre @QQ,Q(V). O

(0)

Ce critere d’inversibilité permet de démontrer que algébre 536 1.0(U) est simple.
Proposition 1.2.6. Pour tout ouvert affine V de X, @ggo)k Q(V) est une algébre simple.

Démonstration. Soit I un idéal bilatére non nul de @geo)k Q(V) et x € V un point fermé. On

va montrer qu’il existe un voisinage ouvert affine W de x dans V' tel que Iy contienne un

(0)

élément inversible dans @x’ k’Q(W). Les points fermés étant denses dans V', ceci implique que
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1= @gso)k Q(V). D’aprés le corollaire [1.2.5] il suffit de montrer que quitte a réduire 'ouvert
V, Iidéal I contient un élément P vérifiant Ni(P) = Ni(P) = 0. On peut remplacer K
par une extension finie afin que x soit rationnel et supposer que V est affine.

On part d'un opérateur différentiel non nul H = 37,5 a; - (w*0)? appartenant a I. Comme
I est un idéal bilatére, les crochets [H,t] = Ht — tH et [H,t]""! := [[H,#]",t] pour tout
entier n € N restent des éléments de I'idéal I. On a [H,t] = w* - 351 ia; - (wP0)~! et

[H, t]Nk(H) = (wkﬁk(H) "N (H)! Z (N Z(H)) Ca; - (wka)i—ﬁk(m
SN(H) N F

Pour tout i > Ny(H), on a

< lai| < |aﬁk(H)‘

‘(Nkiﬂ)) o

Autrement dit, Ny([H, t]ﬁk(H)) = 0. Ainsi, quitte a remplacer H par [H, t]Nk(H), on peut
supposer que Ni(H) = 0. Par ailleurs,

WP 0 a; - (W) =W - (a;) - (WD) + a; - (WF - 9)H

Donc

[H,w"d) = Hu*0 — w*oH = Z (ai (WFOYT — kD - - (wk(?)i>

i>0

=—w"> 09(a;) - (W)’

i>0
Ainsi, [H,wFo)Ne(H) = (—wF)NelH) s o 9Nk(H) () - (wk9)?. Puisque Nj(H) =0, on a :
Vi1, [0 ()] < [Np(H)!| - Jai] < [Ne(H)!| - [Hx

Sur |z[NU, on peut écrire ag = Y ;>0 @ - t', a; € K. On a

AN (o) = Ny (H)! Z ) -y - P Ne(H)

1
i> Ny (H) (N’“(H)

Comme Ni(H) = N(ap), on a

Vi > Ny(H), ‘(NkEH)>ai

Ainsi, [0V (a)| = [Np(H)!| - |eo| = | Nk (H)!| - |H|i et Nip(d™V(H) (ag)) = 0. Ceci montre
que [H,w*d)Ve(H) est un élément de I'idéal I de fonctions Ny et Ny nulles. Quitte & réduire
I'ouvert V' contenant z, I'opérateur H est inversible dans Dg?gc Q(V). O

< lail < lan, ()| = lan(ag) | = Hlx
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1.3 Théorémes de division

Dans cette section, les divisions sont toutes écrites & gauche. Elles restent vraies a droites
pour des énoncés analogues. On commence par démontrer des résultats de division dans
Dx - s sont plus simples & démontrer puisqu’on manie des opérateurs différentiels finis.
Les preuves pour Dx . sont analogues a celles de I'article [16]. Les divisions dans @g) 3@',@
peuvent se déduire de ces derniéres.

1.3.1 Divisions dans Dy,

Soit U un ouvert affine de X contenant x admettant une coordonnée locale associée & x. La
r-algebre Dx x(U) @ (1) Ox o est isomorphe a l'algébre Ppeny Ox o - Of, ot O est I'image
de w*0 aprés réduction modulo w. Il s’agit de 'algébre des opérateurs différentiels en 0y, &
coefficients dans I’anneau de valuation discréte O x .. On rappelle que ¢ est une uniformisante
de Ox 5. On note toujours v la valuation de Ox . L’algébre Dx 1. (U) Qo (U) Ox . ne dépend
pas du choix de l'ouvert affine U contenant . On a alors Dy . = Dx 1 (U) Roy ) Oxz-

Soit P = g - 8,‘5 + -+ - O + o un opérateur non nul d’ordre d = deg(P) de Dx . On
appelle valuation de P celle de son coefficient dominant : v(P) = v(ayg). L’ezposant Exp(P)
de P est le couple (v(P),deg(P)) de N2, Soit () est un autre opérateur de Dy . .. On vérifie
que Exp(PQ) = Exp(P) + Exp(Q). On dispose dans Dy j , de la division suivante.

Lemme 1.3.1. Soit H et P deux éléments de Dy, avec P non nul. On note (v,d)
Pexposant de P. Alors H s’écrit uniquement sous la forme H = QP + R+ S avec Q, R et
S dans Dx ., vérifiant :

1. R est d’ordre < d ;

2.8 =3 a<i<d(H) Mi - 9%, ot pu; € Ox 4 est de valuation strictement inférieure a v.

Soit I un idéal a gauche non nul de Dy j,. On note deg(l) le minimum des ordres des
éléments non nuls de I et v([) le minimum des valuations des éléments non nuls de I.

Définition 1.3.2. On définit ’exposant d’un idéal I de Dx ., par

Exp(I) = {(v(P),deg(P)), P € I\{0}} C N?

On vérifie pour tous entiers naturels i et j que

Exp(t'- P) = (i,0) + Exp(P) et Exp(d} - P)=(0,5)+ Exp(P)

On en déduit que Exp(I) = Exp(I) + N2. Ainsi, 'exposant de I est une partie de N2
délimitée inférieurement par un escalier fini.
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Soit P; un élément de I d’ordre minimal d et de valuation minimale parmi les éléments de
I d’ordre d. On choisit récursivement un élément P,y de I d’ordre deg(P;4+1) = deg(F;)+1
et de valuation minimale parmi les éléments de méme ordre jusqu’a obtenir un élément P,
de valuation minimale dans I.

On obtient ainsi une famille d’opérateurs (P, ..., P,) échelonnée pour l'ordre telle que P,
soit de valuation minimale parmi les éléments de méme ordre, telle que deg(I) = d(P) soit
lordre minimal des éléments de I et telle que v(I) = v(P,) soit la valuation minimale des
éléments de I. Une telle famille est appelée base de division de I.

Soit I un idéal de Dy et x € X. Alors I, est un idéal de Dx ., = Dx i @y Ox . On
appelle base de division de I relativement au point x une base de division (Py,...,P,) de
l'idéal I,. Les opérateurs Py, ..., P, sont des éléments de I(U) pour un certain ouvert affine
U contenant x. La figure ci-dessous illustre graphiquement le positionnement d’une base de
division vis-a-vis de ’exposant de [ en .

degré
dI)+r—1¢ 2 Exp(I)

Pse
Py

d(I)+2e¢ Pse

d(]) +1e 2

2

d(I)e ey
0 o) = o(Py) o(P)

Escalier et base de division de [ en zx

Soit I un idéal cohérent non nul de Dy 1 ;. On déduit du lemme la division suivante
selon une base de division de l'idéal 1.

valuation
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Proposition 1.3.3. Soit (Py,..., P,) une base de division de I. Alors tout élément H de
Dx iz se décompose uniquement sous la forme H =37 Q;F; + R+ S avec

1. Ql, ceey Qr—l S OXJ et QT,R,S S DXJgJ N
2. deg(R) < deg(I) = deg(P1) ;

3. S s’écrit
S = > g - O,
deg(I)<¢<deg(H)

ot py € Oxyp vérifie v(py) < v(Py) si d(P1) < £ < d(Py) et v(pue) < v(P) si
d(P,) < ¢ < d(H).

Démonstration. On effectue la division de H par P, (lemme [1.3.1]). On effectue ensuite la

division du reste par P;_1. Enfin on réitére les divisions jusqu’a arriver a P;. O

Cette proposition implique clairement le corollaire suivant. En effet, pour des raisons d’ordre
et de valuation, 'opérateur H appartient & I si et seulement si R+ .5 = 0.

Corollaire 1.3.4. Toute base de division de I engendre [’idéal I.

On fixe une base de division (Pi,...,F,) de I. On note Exp(FP;) = (a;,d;), o d = dy
est ordre minimum des éléments de I et d;11 = d; + 1. On suppose les P; normalisés.
Autrement dit, le terme dominant de P; est de la forme ¢*i - 8,?1'. Puisque I'exposant de
tei-17% . P; est au dessus de I'escalier engendré par Py, ..., P;_1, la division de t*-17% . P;
par I s’écrit :

tN Y Py = (O + fii—1) - Pic1 + pii—2 - Pico -+ i - Pry pij € Oxp

On appelle R; cette relation. On note R € MT_L,«(DXJC’I) la matrice transposée de

Ok + 2,1 “3.1 .. M 1
—tNT2 O+ 3 14,2 . fr,2
—ta2—as ak + 14,3 L. .3
30y .
0 :
—ta3 T ak + Hrr—1
_ta'r—l_av“
On obtient alors le complexe suivant :
0—— ('DX,k,:c)r_l L) (DX,k,x)r L) I——0 (11)

ot p(Q1,...,Qr) =Q1-Pr+ -+ Q- P
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Proposition 1.3.5. La suite est exacte. Il s’agit donc d’une résolution de I en tant
que Dx 1, .-module & gauche.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si A1 P, + --- + A, P. = 0 est une relation nulle,
alors les A; sont engendrés par les relations R;. Soit £ € {1,...,7+ 1} et j > 0. On note
R; ¢ V'ensemble des relations nulles (A, ..., A,) vérifiant

Ve<i<r, d(4)<j
Vi<i<l, dA)<j

Puisque les P; sont de degrés deux a deux distincts, on a
Ro1 ={(A1,..., A} :V1<i<r, d(A;)=0}=0

De plus, Rj_1,1 = Rj,+1 = R;,. La premicre égalité est claire et la seconde s’obtient par
une considération des degrés. En effet, soit (A1,...,4;) € R;,. Par définition, d(A,) < j
et d(A;) < j—1 pour tout entier 1 <7 <r—1.Sid(4,) =7 ,alors 1P +... A1 P71 =
— A, P, est de degré j + d,., mais chacun des termes de la somme a un degré inférieur a
(j — 1) +d,-—1 < j+d.. Ainsi, d(Ar) < 7jet (Al, ... ,Ar) € :Rj,r—i—l'

Il faut prouver que tous les éléments des R, sont engendrés par les R;. L’égalité que I'on
vient de montrer permet de passer de I'indice j a I'indice j 4 1. Une récurrence décroissante
sur £ montre que si R;y1 est engendré par les relations R;, alors R;, 'est aussi. Soit
(Ai,...,A;) dans R; 4. On peut écrire Ay = pdf, + A} avec i € Ox ;. et A} de degré < {. En

particulier, (Ay,..., A}, ..., A;) € Rj 41 et Phypothése de récurrence sur R; 11 implique
que (A1,...,A;) — uaﬁfle_H € Rj41. Il en découle que R;, est aussi engendré par les
relations R;. O

Lemme 1.3.6. Soit I et J deuz idéaux non nuls de Dx j , tels que Dx po/1 =~ Dx g 2/J.
Alors Exp(I) = Exp(J). Plus généralement, si Dx i /1 est un sous-module de Dx j, ./ J,
alors Exp(J) C Exp([).

Démonstration. On munit Dy ;. de la graduation donnée par le degré en la dérivation
Ok- On considere pour les idéaux de Dx i, la filtration induite par l'intersection avec la
filtration de Dx  ,. On vérifie que si Dx /I ~ Dx i »/J, alors

gt (Dxk)/ er(l) =~ gr(Dx k)/ er(J)

en tant que gr(Dy j,)-modules & gauche. On se rameéne ainsi au cas commutatif. Les
éléments inversibles des algebres Dx i, » et gr(Dx k) sont exactement les éléments d’ex-
posant nul d’aprés la proposition . On en déduit que (gr(Dxiz))* = K et que
gr(Dx kq)/gr(l) =~ gr(Dx )/ gr(J) via la multiplication par un élément a de . Il en dé-
coule que gr([) est isomorphe a gr(J) via la multiplication par « et donc que Exp(gr(I)) =
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Exp(gr(J)). Enfin, il est clair que Exp(/) = Exp(gr(I)) et que Exp(J) = Exp(gr(J)), d’ou
le résultat. Le second point du lemme s’obtient en observant que gr(J) est isomorphe & un
sous-module de gr(/) via la multiplication par un élément de x*. O

Remarque 1.3.7. Lorsque k > 1, Dx 1, » est un anneau de polyndmes en la variable Oy. 1l
n’est pas nécessaire de prendre le gradué dans la preuve du lemme précédent pour conclure.

1.3.2 Théorémes de division dans @gg )k’@

Les résultats de cette partie sont une adaptation des théorémes de division énoncés par
(0) (0)

Laurent Garnier dans [10] pour Dy au cas des Dyy g-modules cohérents. Les preuves se
généralisent immédiatement pour un niveau de congruence k.

Définition 1.3.8. Soit P un opérateur différentiel de 5$LQ(U)'

1. On appelle coefficient dominant de P son coefficient d’indice Np(P). Si |Ply =1, il
s’agit du coefficient dominant de P = (P mod w) aprés réduction modulo w.

2. On dit que P est dominant (ot Ny-dominant) si P est un opérateur fini d’ordre
N(P). Cette condition signifie que le coefficient de plus haut degré de P est de
norme magzimale, ou de maniére équivalente que P et P ont le méme ordre lorsque
[Pl = 1.

Proposition 1.3.9. Soit P un opérateur non nul de @g?l& Q(U). On note b son coefficient
dominant et V' Uowvert Ugy U{x} de U. Alors tout élément H de @gg)k o(U) s’écrit unique-
ment sous la forme H = QP + R+ S avec :

1. QR,SeDY) o(V);

2. R est d’ordre fini < N(P);

3.8 =YW, (p) Mi - (W*0), p; € Kt] de degré < Ny(P);

4- |Hlp = max{|Q[k - [Plk, [Rlk, |S]k}-

Si H € 55?2(U), alors R et S appartiennent a @g?%(V) Si de plus |P| = 1, alors Q
appartient @gg}c(V)

Si Ni(P) = 0, alors S = 0 puisque ses coefficients sont des polynémes de degrés strictement
inférieurs & Ni(P). En se restreignant a l'ouvert V' = Uy, on peut factoriser P par b et
supposer que Ni(P) = 0. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.10. Soit P un opérateur non nul de @g?;é Q(U) de coefficient dominant b. Si

V' = Uy, alors tout élément H de @;0367@((]) s’écrit uniquement sous la forme H = QP+ R
avec :
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1. Qa R e @(XO,)IC,Q(V) ’
2. R est d’ordre fini < Np(P);
3. |H|p = max{|Qlk - [Pk, [Rlx}-

Ces théorémes de divisions permettent de démontrer deux versions du lemme de Hensel
pour tout opérateur différentiel de @g?i oU).

Proposition 1.3.11 (Lemme de Hensel). Soit H un opérateur non nul de @geo)k@(U) de

coefficient dominant b. On note encore V.= Uy U{z}. Alors H se décompose uniquement
sous la forme H = QP + S avec

1. Q.P,Se DY) o(V);

2. P est Nj-dominant de coefficient dominant b ;

3. 8= Doy (b M (wWk0)! avec p; € K[t] de degré < Ny(P) ;
4

]

@k =1 et il existe un ouvert W C U tel que Q soit inversible dans @gg)k@(W) ;

En ne cherchant plus & énoncer une division sur un ouvert contenant x, on obtient la version

suivante du lemme d’Hensel.
Proposition 1.3.12 (Lemme de Hensel). Soit H € 5;039 o(UN\{0} de coefficient dominant

b. Alors H se décompose uniquement sous la forme H = QP avec
~(0
1. Q. PeDY)oUn);
2. P est Nj-dominant de coefficient dominant b ;
3. Q| =1 et Q est inversible dans @g&,@((]{b})'

Les deux corollaires suivant se déduisent immédiatement de la division selon un opérateur
1)
de Dx&@.

Corollaire 1.3.13. Soit M = @ggi Q/P un @ggi Q—module cohérent a gauche donné par un
opérateur différentiel P de @gg)k Q(U). Alors il existe un ouvert V- de U (obtenu en retirant

les zéros du coefficients dominant de P) sur lequel My ~ @g{o;ﬂ @/]5 avec P un opérateur

Nj-dominant de méme coefficient dominant que P. De plus, M,y est un Ox g-module libre
de rang Ni(P).

Démonstration. On applique le lemme d’Hensel & P avec V' I'ouvert sur lequel le coefficient
dominant de P est inversible. On peut écrire P = QP avec P vérifiant les conditions de

I’énoncé et @ un opérateur inversible dans @gg)k o(V). On en déduit que My ~ @ggi Q/ﬁ’
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(0)

La seconde partie de ’énoncé découle du théoréme de division dans @36 kQ(V) puisque

(0)

le coefficient dominant de P est inversible sur V : tout élément H de @% ro(V) s’écrit
uniquement sous la forme H = QP + R avec R € @geo)k Q(V) un opérateur différentiel fini

d’ordre < N (P). O

Ce corollaire implique le résultat suivant.
Corollaire 1.3.14. Soient P,Q € 5%7),{7@(U) tels que @g?’),C@/P ~ @gg)k@/Q en tant que
@g&@-modules a gauche. Alors Ni(P) = Ni(Q).

Démonstration. Soit V un ouvert contenu dans U sur lequel 5%% Q/P ~ @g% Q/ﬁ’ et

@%% Q/Q ~ 5%/%@/@ avec P et Q des opérateurs finis d’ordre Nj(P) et Ny(Q) res-
pectivement. Ces deux modules sont des Oy,g-modules libres de rang N (P) et Ng(Q)
respectivement. Puisqu’ils sont isomorphes en tant que @QL,@-modules, ils sont isomorphes
en tant que Oy g-modules. On en déduit que N (P) = Ny (Q). O
(0)

La proposition suivante provient de I'existence d'une division « euclidienne » sur Dy %.Q

(corollaire(1.3.10)) et du lemme d’Hensel (proposition |1.3.12)). La preuve est analogue a celle
de la proposition 5.1.2 de l'article [I0] de Laurent Garnier.

Proposition 1.3.15. Soit M un 5560)13@—module cohérent et U un ouvert affine de X conte-
nant x. Alors il existe un ouvert affine non vide V' contenu dans U, un opérateur fini

dominant P de @g?’)k’@(V) et un entier n tels que

My = (DY) o/P) & (DY), o)"

Remarque 1.3.16. L’ouvert V donné dans la proposition ne contient pas nécessairement
le point x. Pour avoir une division euclidienne, il faut pouvoir réduire l’ouvert en retirant
les zéros du coefficient dominant de l'opérateur. On ne donc pas espérer avoir une telle
description locale de M au voisinage de chaque point de X.

1.3.3 Base de division d’un idéal de DY),

On termine cette section par rappeler ce qu’est une base de division d’un idéal cohérent
non nul J de Dgg LQ. Une telle base permettra de calculer la variété caractéristique du

591@ g-module cohérent @gg )k Q /3. On donne ensuite un résultat de division selon une base
de division d’un tel idéal. On explicite aussi une résolution libre finie de I'idéal J en tant

(0)

que @x e @—module a gauche. On en déduit une résolution libre finie explicite de longueur
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(0 (0)

deux du module cohérent 536,34,@ /3. Les @x’k’(@—modules holonomes étant exactement les

(0)

quotients de 5% k. Par un idéal non nul, on obtient ainsi une résolution libre finie de
longueur trois pour n’importe quel module holonome.

On commence par définir la notion de base de division en x au niveau de la fibre spéciale
X de X. Soit U un ouvert affine contenant z admettant une coordonnée locale associée a x.
On rappelle que Dy . » = Dx 1 (U) ®x Ox 4 est la k-algebre des opérateurs différentiels en
Ok & coefficients dans Ox ; et que Ox , est un anneau de valuation discréte d’uniformisante
t. Les notions de base de division en x coincident entre un idéal cohérent de @gg L et sa
réduction modulo w dans Dx , . ’

Soit [ un idéal de Dy = @g& ®y ket x € X. Alors I, est un idéal de Dx j .. On appelle
base de division de I relativement au point z une base de division (Py,..., P.) de l'idéal
I,. Les opérateurs Pp,..., P, sont des éléments de I(U) pour un certain ouvert affine U
contenant x.

Soient maintenant J un idéal a gauche cohérent non nul de @gg)kQ et @ € J;; Q est un

(0)

opérateur de @x % @(U) pour un certain ouvert affine U contenant z. On lui associe le couple

(Ne(Q), Np(Q)) ne dépendant que de x appelé ezposant de Q en z. Si @ est de norme un,
on rappelle que N (Q) et N1 (Q) sont respectivement la valuation et Pordre de (@ mod w)
dans Dx j .. L’exposant de J en x est

Exp(Js) = {(N1(Q), Nk(@)), Q € ,\{0}} C N

On définit comme pour un idéal de Dx j, , une base de division de J relativement au point
x. C’est une famille d’éléments (Py,...,P,) de J, échelonnée pour la fonction Ny, telle
que P; soit de fonction N, minimale parmi les éléments de méme fonction Ny, telle que
Ni(J) = Ni(P,) soit minimale parmi les éléments de J et telle que Nj(J) = N (P;) soit
minimale parmi les éléments de J. On demande de plus que les P; soient normalisés : pour
tout i € {1,...,r}, |Bi|x = 1.

Cette derniére condition permet d’assurer la compatibilité des bases de division dans @ggo;ﬂ
et dans Dy j ., apres réduction modulo w. En effet, soit J un idéal cohérent non nul de @gg)k
admettant une base de division en . On note I la réduction modulo w de J; c’est un idéal
cohérent de Dx i, et I, est un idéal de Dx j, . Alors (Py,. .., P.) est une base de division de
J relativement & z si et seulement si (P, mod w,..., P, mod w) est une base de division
de l'idéal I,.. En particulier, les escaliers et les exposants des idéaux I et J coincident en x.

Les résultats suivants sont démontrés pour k& = 0 par Laurent Garnier toujours dans ’article

[10], partie 4. Ils résultent de 'existence d’une division de tout élément de @$L7Q(U ) par
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une base de division de I'idéal J en x. Ses preuves s’adaptent immédiatement & un indice
de congruence quelconque.

Lemme 1.3.17. Toute base de diviston de J en x engendre l’idéal J,.
Une base de division existe toujours pour les idéaux de @g& o Cependant, ce n’est plus

vrai pour les idéaux de @gg% Si J est un idéal non nul de 5gg L, alors il n’est pas toujours

possible de normaliser les opérateurs P;. En effet, de la w-torsion peut poser probléme. Le
lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que l'idéal J admette une
base de division en .

Lemme 1.3.18. Un idéal cohérent J non nul de @gc admet une base de division relative-

. . N . iy
ment a x si et seulement si @;)IC/J est sans w-torsion au voisinage de x.

On a vu précédemment que tout idéal a gauche I de Dx i, admet une résolution en tant
que Dx i ;-module & gauche de la forme

ph— ('DX,k:,x)r — ] ——=0

0—— (DX,k,x)r
Une telle résolution existe au voisinage de x pour un idéal cohérent J de 5560 )k admettant
une base de division relativement au point x. Cela provient du fait qu’'une base de division
de J en x coincide avec une base de division de en = de (J mod w) dans Dy j, ,. La propriété
suivante, a condition d’avoir une base de division, fournit une présentation finie d’'un idéal
cohérent a gauche de 5560 )k, en tant que 5£L—module a gauche. Il s’agit de la proposition
4.3.1 de [10].

Proposition 1.3.19. On suppose que x est un point k-rationnel. Soit J un idéal cohérent

)

non nul de @geok admettant une base de division (Py, ..., P.) relativement a x. Alors il existe

un ouvert affine U de X contenant x et une matrice de relation R € Mr—l,r(ﬁgg)k) obtenue
a partir des P; pour lesquels le compleze suivant de @g)gc@—modules est exacte;

N r— ‘R N T
0—— (D)) e (D)) —= 9y —=0

Démonstration. Soit b; le coefficient d’indice Ni(P;) de P; et A < 1 tel que D(0,\™)
contienne toutes les racines des fonctions b;),[. D’apres le lemme d’Hensel, b;p +) est le
produit d’un polynéme de V[t] de degré N (b;, \) = N(b;) = Ni(F;) a racines dans D(0, \™)
et d’une série y; inversible dans D(0, A") de norme 1. Comme |b;| = limy_,;- ||b;[|x = 1, on

peut écrire
Ni(Pi)—-1

b= (P 4 S eyt ]
7=0
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ou p; est inversible sur |x[ de norme spectrale 1. En particulier, p; se prolonge sur un ouvert
Uk, ou U est un ouvert affine de % contenant . Ainsi, yu; € Ox(U) et quitte & modifier
P;, on peut supposer que b; = tVe(Fi) 4 ZN]“(P) ! ;- t). Puisque Ni(Pi1) = Ni(P) + 1,
(tNe(P)=Ne(Pir) pr oy — k9P, mod ) est d’ordre strictement inférieur & Ny(P;y1) dans
Dx k- Dans la division de cet opérateur par la base de division (P; mod w)i<j<r, seuls
les opérateurs Pj, ..., P; interviennent (son exposant est dans l’escalier engendré par Pj
mod w, ..., P; modw) :

T T
VPO NP Py = wFOP + 3 i P+ > Qi P
=1 =1

avec ;5 € Ox(U) et Q;; € m - @g?)k(U) Comme pour Dy j », on en déduit un complexe

0— (D))t = (D)) —=T ——=0

ol la matrice R est donnée par les relations obtenues si dessus. Modulo m, on trouve la
matrice de relation de la suite Il reste & prouver 'exactitude. Les termes étant complets
pour la topologie m-adique, il suffit de le montrer modulo m™*! pour tout entier n et de
maniére équivalente pour la suite des gradués. Or la réduction modulo m de la suite est
exacte (proposition sur Dy 1 ) puisque la réduction modulo w de la base de division
(P1,...,P,) est encore une base de division en x. Ainsi, la suite

0——=grVey (@X’k,z)’"_l ——grV® (Dxpo) —gr'V Ry (I/mI) —0

7O)

est aussi exacte puisque grV ~ x[X] est plat. Comme Dy, est sans m-torsion, la suite des
gradués est isomorphe & la suite précédente, ce qui donne le résultat. O

0)

Soit J° un idéal cohérent non nul de @gg .. tel que 5:550 )k /3° soit sans w-torsion au voisinage de

x. Si @g&/ﬂo est un autre @gg)k—module cohérent sans torsion tel que @(0) 6/ 10~ @(0) /3%,
7(0)

alors Exp(J3) = Exp(d3). Cela résulte du lemme |1.3.6/ en réduisant ces Dy j-modules mo-
dulo w. En effet, soit I = (I° @y k), et J = (I° @y k). Alors DX;”/I ~ Dxpa/J,
Exp(J3) = Exp(I) et Exp(d5) = Exp(J). Le lemme implique que Exp(I) = Exp(J).
Soit maintenant €° un @gg )k—module cohérent sans w-torsion tel que &; ~ @gg L /3°. On
définit son exposant comme étant celui de I'idéal J° : Exp(€3) = Exp(J3).

On démontre maintenant un résultat plus fort que le corollaire |1.3.14] : si @g?gc Q /I~

(0)

@g{o)k Q /J en tant que @% e Q—modules a gauche, alors J et J ont le méme exposant en x. En
particulier, ces deux idéaux ont le méme escalier.
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Lemme 1.3.20. Soit J et  deux idéaux cohérents non nuls de @g?i, o tels que @geo)k Q/J o~

@gg)k@/ﬂ. Alors pour tout point x de X, Exp(J,) = Exp(dy).

Démonstration. Soit Pi,..., P, une base de division de J relativement au point x. Les
opérateurs Pi,..., P. sont définis sur un certain ouvert affine U de X. La question étant
locale en x, on peut supposer que X = U. Soit J° I'idéal de @gg% engendré par les opérateurs
Pi,...,P. Le @gg)k—module 59}: /J° est sans w-torsion d’aprés le lemme |1.3.18| puisque les
opérateurs P, ..., P, forment une base de division de J°. Alors £} = @gg)k /3° est un modéle

entier de @g?}c’@/ﬁ. Par construction de J°, on a Exp(J5) = Exp(J,).

Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que si €5 = @;036 /3° est un autre modéle
entier de @gg)k o/J; alors Exp(d3) = Exp(J7). Puisque €7 et €3 sont deux modéles entiers de

@;OL o/J; il existe deux entiers relatifs a et b tels que w?E C €5 C wl€S. Comme € est sans

w-torsion, €] ~ w*EY en tant que @gg )k—modules via la multiplication par w®. On en déduit

que Exp((w®E9)z) = Exp((€9)z)- On se raméne donc a montrer que &7 C &5 implique
Exp((€9)z) € Exp((£9)z). Cette inclusion découle alors du lemme en réduisant ces
modules modulo w. O
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Chapitre 2

(0)

D X, k)@-modules holonomes

On adapte dans ce chapitre la derniére partie de 'article [I0] de Laurent Garnier. On définit
les @g?}g’@—modules holonomes comme étant les @g?}g’@—modules cohérents dont la variété
caractéristique est de dimension au plus un. On démontre dans la partie que les modules
holonomes sont de longueur finie. Ce résultat découle de 'inégalité de Bernstein établie dans
la partie :un @gg)k@—module cohérent est non nul si et seulement si les composantes
irréductibles de sa variété caractéristique sont toutes de dimension au moins un. Elle gé-
néralise pour un niveau de congruence k 'inégalité démontrée par Laurent Garnier. On en
déduit que les multiplicités des variétés caractéristiques vont s’additionner dans la catégorie
des @gg),g@—modules holonomes et qu’un @gg)k@—module cohérent est nul si et seulement ses
multiplicités sont toutes nulles. On désigne toujours par U un ouvert affine de X contenant

x sur lequel on dispose d’une coordonnée locale.

2.1 Rappels sur la variété caractéristique

On rappelle briévement dans cette partie la construction de la variété caractéristique
des @gg LyQ—modules cohérents. Elle est adaptée de celle de Berthelot pour un indice de
congruence k. Cette variété caractéristique est définie comme étant la variété caractéris-
tique « classique » de la réduction modulo w d’un @gg )k—rnodule cohérent, donc d'un Dy -
module cohérent. On peut consulter les notes de Berthelot (par exemple la partie 5.2 de

[7]) ou I'annexe [A| pour plus de détails sur la variété caractéristique.

On rappelle que Dy, = @gg L ®v K est la réduction modulo w de @gg L C’est un faisceau

d’algébres sur la fibre spéciale X = X xvy Speck de X. Comme X et X ont le méme espace
topologique, on identifie U & un ouvert affine de X. On note 9, 'image de w*d dans Dx k-

39
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Dux =P Ov - O}
neN
On munit Dy de la filtration croissante donnée localement par l'ordre des opérateurs
différentiels :
vYm € N, Film(DU,k) = @ Oy - 8]?
0<n<m

On note gr Dx 1, = @men &, Dx i le gradué associé et &, I'image de Jj dans gri(Dyg).
Localement, gr(Dy k) =~ Oyl est un anneau de polynémes en une variable sur Oy. En
particulier, le fibré cotangent T*X de X est isomorphe & Spec gr(Dx ;) en tant que k-
schéma. On identifie ces deux schémas dans la suite. On note 7 : T*X — X la projection
canonique.

Soit P = Y4_ a, - 07 un opérateur de Dx x(U) d’ordre d. On lui associe un élément du
gradué gr Dy ,(U) appelé symbole principal de P par
a(P) = aq- & € gry Dx i (U)

Remarque 2.1.1. On rappelle que [w*0, z] = w* -id dans @g&(U) Pour k > 1, on a donc
Ok, ] = 0 dans Dx 1 (U). Ainsi, Dx (U) est une algebre commutative, donc une algébre
de polynomes en une variable : Dx ,(U) = Ox (U)[0k].

Une filtration (File E)ieny d'un Dy p-module quasi-cohérent a gauche E est une suite crois-
sante (Fil° ), de sous O x-modules quasi-cohérents de E telle que

1. E = Fil' B;
2. Vn, L €N, (FiI" Dy ) - (Fil* E) Cc Fil“*" B

Le gradué gr ¥ pour une telle filtration est un gr Dx p-module. La filtration est appelée
bonne filtration si gr E est un gr Dy p-module cohérent. Puisque X est quasi-compacte,
tout Dy p-module cohérent admet une bonne filtration globale.

On se donne maintenant un Dy x-module cohérent £ muni d’une bonne filtration globale.
On associe & E le O« x-module cohérent suivant

E = Opx Qr=1(grDx 1) W_l(gr E)
Définition 2.1.2. La variété caractéristique de E est le support de E : Car E = Supp E.

Cest une sous-variété fermée de T*X puisque le module E est cohérent. La variété carac-
téristique est indépendante du choix de la bonne filtration choisie.

On appelle multiplicités de E les multiplicités des composantes irréductibles de Car E.
Soit C' une composante irréductible de Car E' et 17 son point générique. Par définition, la
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multiplicité mc de C' est la longueur du (O« x ),-module artinien En~ C’est un entier positif
non nul dés que F est non nul. Lorsque C' est un fermé irréductible non vide de T%X non
contenu dans Car F, on pose m¢g = 0.

On note I(Car E) ’ensemble des composantes irréductibles de la variété caractéristique de
E. On définit le cycle caractéristique de E par la somme formelle

CCE)= > m¢-C
Cel(CarE)

On rappelle le résultat classique suivant qu’on utilisera plus tard.

Proposition 2.1.3. Soit 0 M N L 0 wune suite exacte de Dx -
modules cohérents. Alors Car N = Car M U Car L. De plus si C' est une composante ir-
réductible de Car N, alors mg(N) = me(M)+me(L) (avec me(M) =0 ou me(L) =0 si
C nest pas dans Car M ou Car L).

(0)

Soit maintenant €& un @x rg-module cohérent a gauche. Un modele entier de € est un

@g)i—module cohérent £° sans w-torsion tel que & ~ £° ®y K. Puisque € est cohérent, il
existe toujours un modeéle entier €° de €. La réduction €° ®y k modulo w de €° est un
D x p-module cohérent.

Définition 2.1.4. La variété caractéristique de € est la variété caractéristique du Dx j-
module cohérent €° ®y k : Car(€) = Car(E° ®y k).

C’est un sous-schéma fermé du fibré cotangent 7% X de X indépendant du choix du modéle
entier. On appelle multiplicités de € les multiplicités de sa variété caractéristique.

On termine cette partie par des exemples explicites de variétés caractéristiques. Ils per-
mettent en pratique de calculer toutes les variétés caractéristiques.

Exemple 2.1.5. On suppose que X est une courbe affine munie d’une coordonnée locale.
On note toujours &, = o(0) I'image de 0y dans le gradué gr;(Dx 1).

1. Puisque le support de Dx j, est X tout entier, on a Car @g&’@ =T*X.

2. Si € =0, alors sa variété caractéristique est vide.

3. Soit € = @gg)k’Q/P avec P € @geo)k(@(f{) un opérateur différentiel non nul. Quitte a
multiplier P par une bonne puissance de w, on peut supposer que |P|; = 1. Alors
E° = 591@/]3 est un modéle entier de €. On note d = Ny (P) et b le coefficient d’indice

d de P. La réduction P de P modulo w est un opérateur de Dx (X ) d’ordre d. Son
coefficient dominant est b = (b mod w) € Ox(X).
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On munit €° @y k ~ Dx 1/ P de la filtration quotient. Alors
gr(8° @y k) = gr Dx i/ (o (P))

oit (P) = b-&¢ est le symbole principal de P. L’annulateur du module gr(€° ®y &)
est Iidéal engendré par o(P). La variété caractéristique de &€ est donc donnée par
I’équation

Car(€) = {(t,&) € T*X : o(P)(t,&) = b(t) - £ = 0}

4. Plus généralement, soit & = @gg;c Q /3 pour un idéal cohérent non nul J de @g& 0"

On se donne un modéle entier £° = @g?}c’(@/g de &€, avec J un idéal cohérent de @gg)k
tel que J ®y K = J. On note I la réduction modulo w de J. C’est un idéal de Dy ;.
Alors

Car(&) ={(t,§) e T*X : 0(P)(t,€) =0 VP eI}

2.2 Réduction au cas des Dy ,-modules cohérents

Soit x € X et E un Dy, , x-module cohérent. On associe, de la méme maniére que dans
la partie précédente, au module E une variété caractéristique Car E définie comme un
sous-schéma fermé de Spec (gr(@oX7$7k)). On note s : X — T*X la section nulle du fi-
bré cotangent. Le lemme suivant montre que les notions de variétés caractéristiques et de

multiplicités coincident entre @&03{ o ¢t Dx k-

Lemme 2.2.1. Soit & un @g?)k g-module cohérent et E° un modéle entier. On dispose d’un
isomorphisme
Car(€° ® k) xx Spec (0Ox z) =~ Car(€;, ® k)

De plus, les multiplicités de Car(ES ® k) sont les multiplicités des composantes irréductibles
de Car(E° @ k) contenant s(x).

Démonstration. On note ' = €° ®y k. C’est un Dy z-module cohérent. L’isomorphisme
de Ox g-modules €5 ®y k ~ (E° @y k), est en fait un isomorphisme de Dx i, ,-modules
car [2.J] est un isomorphisme de k-algébres. Le probléme se raméne donc a démontrer que
gr(F) ® Ox, ~ gr(£;) en tant que gr(Dx j )-modules. La question étant locale en x, on
peut supposer X affine.

Comme E est Dx j-cohérent, £ est un Ox-module quasi-cohérent. Il est donc suffisant
d’étudier le module des sections globales E(X). Puisque Ox , est le localisé de Ox(X)
en z, F(X) @0y (x) Ox est isomorphe a E; en tant que Ox ;-module. En particulier, le
morphisme Dx x(X) ®o,(x) Oxz = Dxke = PnenOx,e - Of est un isomorphisme de
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Ox z-modules car Dx 1, = Ppen Ox - 0. Il s’agit d’un isomorphisme de k-algébres pour le
produit sur Dx x(X) ®o (x) Ox . induit par le produit tensoriel :

Dxk(X) ®oy(x) Oxe =~ Dx ko (2.1)
On en déduit que E(X) ®0x(x) Oxz = Ey est un Dx j ,-isomorphisme.

On munit £(X) ®¢, (x) Ox,x de la filtration Fil"(E(X)) ®o, (x) Ox. et E, de la filtration
image. Alors gr(E(X)) ®o,(x) Oxz =~ gr(E;) en tant que gr(Dx k. (X))-modules. Il reste
a vérifier que leurs supports coincident. Soit y € Spec (Ox ). On a

(er(E(X)) @ox Oxz), = (81 E(X))p-1() @0 (Ox.z)y

ol ¢ est le morphisme canonique Ox(X) — Ox 5. Comme Ox(X) est intégre, ce module
est non nul si et seulement si (gr £(X)) ) est non nul. O

X0~ ()

vy

Remarque 2.2.2. On a demontré que Dxj @0, Oxz ~ Dx . en tant que k-algebres.
On identifie par la suite ces deux algébres.

On désigne maintenant le Dx p-module £° ®y x simplement par € ® x et le Dx j ,-module
& @y k par €; @ k. Ces notations sous-entendent le choix d’un modele entier. Puisque la
variété caractéristique ne dépend pas du modéle entier, les variétés Car(E®k) et Car(E,®k)
sont définis sans ambiguité.

Lorsque z est un point x’-rationnel pour une extension finie ' de k, il sera parfois né-
cessaire d’étendre les scalaires a r’. Cependant, si E est un Dx j y,-module cohérent, les
variétés caractéristiques de E et de F ®, k' auront la méme dimension puisque 1’extension
d’algebres k'/k est finie. Il est donc suffisant de tout démontrer au niveau de k pour les
points rationnels.

Définition 2.2.3. On appelle multiplicités de € en x les multiplicités de la variété carac-
téristique Car(€; ® k).

D’apres le lemme [2.2.1] il s’agit des multiplicités des composantes irréductibles de la variété
caractéristique de € contenant s(x).

L’étude de la variété caractéristique d’un @$L7Q—module cohérent se rameéne donc a étudier
les variétés caractéristiques des Dy j ;-modules cohérents. On explicite dans ce paragraphe
la variété caractéristique d'un Dx j -module cohérent non nul £. On peut tout d’abord
se ramener au cas ol E = Dx . /I pour un idéal & gauche I de Dx 5. En effet, puisque
E' est cohérent, E est engendré par des sections globales ey, ..., e,. Si I; = Annp,, | (ei),
alors Dx k5 - €; ~ Dx  »/1;. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est 'union des supports des termes de la somme, on a

Car(E) = O Car(Dx io/1i)

i=1
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Ainsi on peut supposer que E = Dy /1. Si I =0, alors Car £ = Spec (gr(Doka)) car
le support de Dy 1, est I'espace tout entier. On se place maintenant dans le cas ol I est un

idéal non nul. Soit P; ..., P, une base de division de I comme définie dans la partie [[.3.1]
Les symboles principaux o(Py),...,o(P,) engendrent le gradué gr(I) comme gr(Dx i )-
module. On note d = d(I) et a = v(I). Par définition, le couple («,d) est 'exposant de
l'idéal I. On écrit Exp(Py) = (d, 1), Exp(P) = (d+ 1,02), ... , Exp(P;) = (d+r—1,a)
ol a1 > g > --- > «. Quitte & normaliser les P;, on a J(R) = t% . 5,?'” L La variété
caractéristique de F est alors

Car(E) = {(t.&) € Spec (gr(Dxpe)) : 17 -& =102 - = =1 gl = 0f

Dans Dx 1 ., la condition I non nul n’est pas équivalente a avoir v # 0 ou d # 0. En
effet, il est possible que I soit nul tout en ayant a = d = 0. C’est le cas par exemple pour
I = (t"",0}) avec n,£ € N. Les équations de la variété caractéristique de E = Dx /I se
réduisent aux équations suivantes :

t-& =0 st d(I)#0 et v(I)#0
& =0 si o(I)=0

Car(D I) = 2.2
PrealD=01_0 & an =0 22)

t=0 et & =0 si d{I)=0 et v(I)=0
Lorsque dim(Car E) = 1, la variété caractéristique de F admet une ou deux compo-

santes irréductibles données par les équations ¢t = 0 et & = 0. Lorsque dim(Car E) = 0,
Car E = (0,0). Mais E n’est pas nécessairement nul, par exemple £ = Dx . /(t*,0). En
particulier, I'inégalité de Bernstein est fausse pour les D x p-modules cohérents. Cependant,
si E provient d’'un @g?}ﬁ(@—module cohérent, on montrera que le dernier cas de n’est pas
possible. La variété caractéristique de E sera donc donnée par I'une des trois premiéres

équations.

Exemple 2.2.4.

1. Si E=Dx./(t*-0%) avec a,d > 1, alors Car E a deux composantes irréductibles
d’équations t = 0 et & = 0.
2. Si E=Dx ./t 0), alors Car E = (0,0).

3. Soit £ = @g&@ /z un Dx p-module supporté en z. La variété caractéristique de
E en zx est la droite d’équation ¢ = 0. Soit U un ouvert affine de X contenant
x sur lequel on dispose d’'un systéme de coordonnées locales (¢,0). Le module F
étant nul en dehors de U, on peut supposer que X = U. Alors T*X est affine
et 'on note (¢,&) le systéme de cordonnées locales de T*X associé & (t,0k). On a
Car(E) = {(t,&§) € T*X : t = x}. La variété caractéristique de F est la droite
verticale de T* X passant par z :
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X

Car FE

Un tel module est appelé un Dirac.

Un Dx j ,-module de la forme @gc@ /1 distinct de Dy j, » a deux multiplicités correspon-
dant aux composantes t = 0 et £ = 0, avec multiplicité nulle si la composante est un point
ou si la composante est vide. Lorsque x est k-rationnel, ces multiplicités correspondent aux
nombres d(I) et v(I). Cela a été prouvé par P.Maisonobe dans [16], partie III, paragraphe
2.1.

Soit maintenant & = @gg;c /3 avec J un idéal non nul. D’aprés ce que l'on vient de dire, &
a deux multiplicités en x (potentiellement nulles) correspondant aux composantes irréduc-
tibles t = 0 et { = 0 de la variété caractéristique Car(€, ® k). Ces multiplicités en un point
rationnel sont les fonctions N (J) et Ni(J) :

Proposition 2.2.5. Soit © un point k-rationnel et J un idéal cohérent non nul de @;OL tel

o~

que € = @gso)k/ﬂ soit sans w-torsion. Alors Ni(J) et Ni(J) sont les multiplicités de & en x
des composantes (§ = 0) et (t = 0) de la variété caractéristique Car(€, @ k).

Démonstration. Puisque € = @gc /J est sans w-torsion, J admet une base de division dans

@gEO)k d’aprés le lemme [1.3.17] L’énoncé étant local en x, on peut supposer X = U affine. La
proposition [1.3.19] permet d’obtenir la suite exacte suivante :

O*>T0r%7(8®vm)*>ﬂ®vﬁ*>@g£)k®vﬁ*>8®vm*>0

Par hypothese, € = @QL/J est sans w-torsion. Donc Tory (€ @y k) = 0. On obtient donc
Er Ry Kk~ ®X,k,x/(J Xy K)x

Ainsi, le module &, ®vy k est donné par l'idéal I = J ®y k. On rappelle que J et I ont le
méme escalier en x et que les fonctions Ny (J) et Ny (J) coincident avec v(I) et d(I). Comme
les multiplicités de Dy j /I sont respectivement I'ordre et la valuation de I'idéal I en z,
on obtient le résultat. O
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—~

Soit enfin € = @ggl Q/J pour un idéal J non nul. Si € ~ @gg% Q/J' pour un autre idéal J’, alors
le lemme [1.3.20| implique que J et J’' ont les mémes fonctions Ny, et Nj. Les entiers N (J)
et Ni(J) ne dépendent donc pas du choix de I'idéal J définissant € comme un quotient de
Dgg)k@. Lorsque J = Dg?’)k’(@ - P avec P # 0, ces nombres sont simplement Ny (P) et Ni(P).

On rappelle qu'un modéle entier d’un @gg)k Q—module cohérent &€ est un @geo)k—module cohé-

rent €° sans w-torsion tel que € ~ £° ®y K. On peut choisir, localement au voisinage de
x, un modéele entier de & = @gg)k@ﬂ de la forme @geo)k/ﬂo. On a Exp(J) = Exp(J°). Cela a
été montré par exemple dans la preuve du lemme En particulier, Ny (J) = N (J°)
et Ni(J) = Ni(9°). On déduit alors le résultat suivant de la proposition m

Corollaire 2.2.6. Soit © un point k-rationnel et & ~ @gg)k,@/j non nul. Alors Ny(J) et
N (9) sont les multiplicités de € en x des composantes irréductibles (§ = 0) et (t = 0) de
la variété caractéristique Car(E, ® k).

2.3 Inégalité de Bernstein
Cette partie est consacrée & la démonstration de 'inégalité de Bernstein : un @gg}c g-module
cohérent est non nul si et seulement si sa variété caractéristique est de dimension au moins
un, ou de maniére équivalente si ses multiplicités ne sont pas toutes zéros.

Comme on a pu le voir dans la partie précédente, 'inégalité de Bernstein est fausse pour
les Dx i ,-modules cohérents. Par exemple, la variété caractéristique du module cohérent
E = Dx o/(t*,0f) est réduite & un point. L’inégalité de Bernstein étant vraie pour un
@g?}c’(@—module cohérent, cela signifie que E ne provient pas d'un @gg L’Q-module cohérent.
On peut cependant remarquer que E est un k-espace vectoriel de dimension finie (égale a
p). Ce résultat est vrai plus généralement pour les Dy j, ,-modules cohérents dont la variété

caractéristique est un point.

Lemme 2.3.1. Soit x € X et E un Dx j ,-module de type fini tel que Car E soit un point.
Alors E est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. On traite tout d’abord le cas o z est un point x-rationnel. On se donne
une bonne filtration (Fil' E);ey du module E. La filtration est bonne si et seulement si
Fil'(Dx 1) - FiV(E) = Fil"™(E) a partir d’'un rang j et si les Fil’(E) sont des Oy -
modules de type fini. Quitte & décaler la filtration, on peut supposer que

Vi,j € N, Fil'(Dx.) - Fil/(E) = Fil'H (E)
En particulier, Fil'(E) = Fil'(Dx . )-Fil’(E). Ainsi, tout systéme de générateurs (e1, . . ., e,)

de FilO(E) en tant que Ox z-module engendre E en tant que Dx  ,-module. On note gr £
le gradué associé.
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On suppose que la variété caractéristique Car E est réduite & un point. L’idéal définissant
Car E est un idéal maximal de Ox ,[{x] homogéne en & : le point Car(E) correspond
nécessairement a l'idéal (¢,&). Il existe donc deux entiers d et v tels que ¥ et £¢ annulent
le gradué gr E. En particulier, fl‘f - gr’(E) est nul dans gr*t?(E). Sur la filtration, cela se
traduit par

L -Fil' E C Fil'" " Y(E) = Fil* YDy 1.,.) - Fil'(E)

Pour 7 = 0 on obtient
ot - Fil°(E) C Fil“ Y (Dx k) - Fil’(E)

Autrement dit, pour tout entier 7,
Fil'(E) = Fil'(Dx t.) - Fil°(E) € Fil""Y(Dx 4 .) - Fil’(E)

La filtration de E est donc stationnaire et Fil"(E) = E pour tout entier n > d — 1. Ainsi,
E est engendré sur Ox , par les 8] -¢; pour j € {0,...,d—1} et i€ {1,...,r} : E est donc
un O x z-module de type fini.

On rappelle que Fil’(E) est annulé par t*. Lorsque k > 1, la k-algébre D X,k €St commu-
tative. Puisque Fil° (E) engendre E en tant que Dx i ,-module, E est annulé par ¢t¥. Sinon
le fait que ¢V annule gr E implique que t*¢“*1) annule Fil’(E). En particulier, t*¢ annule
E= Fildil(E). Dans tous les cas, F est annulé par une puissance de ¢t que ’on note encore
tv.

Ainsi, E = E/t'E est un Ox,/t"Ox -module de type fini. Pour conclure, il suffit de
prouver que Ox ,/t"Ox . est un k-espace vectoriel de dimension finie. On le montre par
récurrence sur v. On dispose de la suite exacte d’anneaux

0— > tviloX@/tvoX,x N OXJ/tUOX,x — OX,x/tviloX,z —0

avec t”_l(‘)x,z/t”@x’z ~ k = Ox,:/t0Ox, (via la multiplication par t*=1). La premiére
fleche k = Ox 5 /t"Ox  munit Ox ,/t"Ox , d’une structure de s-espace vectoriel. La suite
reste exacte en considérant les quotients comme des k-espaces vectoriels. Par hypothése de
récurrence, O 5/ 1o X,z est un k-espace vectoriel de dimension finie. Ainsi, Ox 5 /t"Ox 4
est aussi de dimension finie sur k.

Si maintenant z est un point quelconque, alors x est x/-rationnel pour une extension finie
k' de k. Le méme raisonnement montre que F est un x’-espace vectoriel de dimension finie.
Puisque ' est de dimension finie sur k, F sera un x-espace vectoriel de dimension finie. [
Proposition 2.3.2 (inégalité de Bernstein). Soit & un @ggi’(@-module cohérent non nul.
Alors toute composante irréductible de la variété caractéristique Car € est de dimension au
moins un. En particulier, dim(Car &) > 1. De plus, les multiplicités de & sont non nulles.
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Démonstration. On note £ = € ® k la réduction modulo w d’un modéle entier £° de €.
On rappelle que par définition, Car € = Car E. Si € est non nul, alors E est aussi non nul.
Dans ce cas, Car & # ().

On suppose qu’une composante irréductible de la variété caractéristique Car € est un point
z = (x,€). Alors Car €, = Car E,, est contenue dans un point. Si cette variété caractéristique
est vide, alors £, = 0 et £, = 0. Sinon le lemme [2.3.1| montre que FE, est un k-espace
vectoriel de dimension finie.

On en déduit que € est un K-espace vectoriel de dimension finie au voisinage de z. En effet,
soit ey, ..., €, une base de E, comme k-espace vectoriel. On note ey, ..., e, des relévements
de ces éléments dans €3 et F = V-e1+---+V-e,. C’est un sous-V-module fermé de &, pour la
topologie w-adique. Soit y € 5. On montre que y € . Puisquey € E =k-€1+---+K-&, il
existe y1 € J et 21 € w- & tels que y = y1 +21. De méme, w2z s’écrit sous la forme yo + 2o
avec ya € Fet Zo € w-E2. On obtient y = (y1+wya)+22 avec y1,y2 € Fet 20 = wiy € w?-EL.
Une récurrence montre que pour tout entier n > 1, il existe y1,...,y, € F et 2, € W™ - €,
tels que
y=y1+wys+ - +w Yy, + 2z,

Puisque F est complet pour la topologie w-adique, le terme y1 +wys +- - - +w" Ly, converge
vers un élément yo, € F. Par ailleurs, comme £° est sans w-torson, £° est séparé pour la
topologie w-adique. Ainsi la suite (z,), converge vers zéro. Le passage a la limite n — oo
donne y = yoo € F. Autrement dit, €, = F =V -e; +--- 4+ V- e,. On obtient donc que
€y & Wy K=K -e;+---+ K -e, est un K-espace vectoriel de dimension finie.

On rappelle que [w*0,t] = w" -id. Comme &, est un K-espace vectoriel de dimension finie,
on a
Tr([w*d,t]) = 0 = Tr(w” - id) = w* - Tr(id) = (W* dimg &,) - id

Puisque K est de caractéristique nulle, dimg €, = 0. Donc €, = 0 et € est nul au voisinage
de z.

Dans tous les cas E, = 0 et E est nul au voisinage de z. Ainsi, le support de E est un sous-
schéma fermé propre de X : sa dimension est strictement inférieure & dim X = 1 puisque
X est irréductible. Le support de E consiste donc en un nombre fini de points. Autrement
dit, E est une somme directe de Dirac (ie de Dx y-modules supportés en un point). Mais
la variété caractéristique d’un Dirac est de dimension un (exemple . Alors d’apres la
proposition la variété caractéristique de E en x est une union finie de droites. Cela
contredit 'hypothése qu'une composante irréductible est un point. Ainsi, soit € est nul, soit
les composantes irréductibles de Car € sont de dimension au moins un.

On rappelle que Car E = Supp F ot E = O« x Qr1(gr Dy ) 71 (gr E) est un Op+«x-module
cohérent. Soit 7 le point générique d’'une composante irréductible C de Car €. La multiplicité
mc de C est la longueur du (O7+x),-module artinien En- Si € est non nul, alors En est
aussi non nul. Sa longueur m¢ est donc au moins un. Autrement dit, les multiplicités des
composantes irréductibles de Car € sont toutes non nulles. O
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Corollaire 2.3.3. Un 5£L’Q—module cohérent € est nul si et seulement dim(Car £) = 0,

ou de maniére équivalente si toutes ses multiplicités sont nulles.

Démonstration. Le premier point découle de la proposition[2:3.2] On sait que € # 0 implique
Car & # (). En particulier, Car & = () implique & = 0. Dans ce cas, les multiplicités de € en
les fermés irréductibles non vides de T* X sont nulles par définition. Ainsi, le module &€ est
nul si et seulement si ses multiplicités sont toutes nulles. O

2.4 Modules holonomes

(0)

On énoncedans cette partie plusieurs caractérisations équivalentes des D3 Q—modules holo-

(0)

nomes. On démontre en particulier que les modules holonomes sont exactement les Dy o
modules cohérents de longueur finie.

Définition 2.4.1. Un 5g23€’@—module cohérent € est appelé module holonome si € =0 ou
st dim Car(€) = dim X = 1.

Par I'inégalité de Bernstein, un module € est holonome si et seulement si dim Car € < 1.
La catégorie des Dgg ),C g-modules holonomes est une sous-catégorie abélienne des Dgg )k o

modules cohérents d’aprés la proposition On réécrit ci-dessous son énoncé pour les
7(0) ‘
D kg modules cohérents.

Proposition 2.4.2. Soit 0 M N L 0 wune suite exacte de @geO)kQ‘
modules cohérents. Alors CarN = CarM U Car L. En particulier, N est holonome si et
seulement st L et M le sont.

)

Voici un exemple de modules holonomes : tout @geo rg-module cohérent de la forme @gg)k Q /J
est holonome dés que J est un idéal non nul.

On regarde tout d’abord le cas trés explicite ou X = U est affine et € = @gg)k@ /P pour un

opérateur différentiel P € @geo)k(@(.’f) non nul. On normalise P afin d’avoir |P|;, = 1. Soit P
I'image de P dans Dx (X) et € X. On écrit P = Y¢_( a,, - 97 avec d = Nj(P). On note
a = Ni(P) la valuation de ag dans Ox ;. Quitte & multiplier P par un élément inversible de
Ox .z, on peut supposer que le coefficient dominant de P est de la forme t®. Par définition,
(d, @) est 'exposant de P et de P. On note E = Dx ./P. Lorsque x est k-rationnel, les
multiplicités de F sont d et «. L’idéal annulateur de E est le radical de I'idéal engendré
par le symbole principal o(P) = t* - f,‘f. On suppose P non inversible au voisinage de =,
ce qui est équivalent & avoir v = 0 ou d # 0 d’aprés le corollaire [1.2.5] Dans ce cas, E est
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un Dx ;. ,-module non nul. La variété caractéristique de € en z est alors donnée par les
équations
t-&,=0si a#0 et d#0
CarE=<(&=0 si a=0
t=20 si d=0

Ces composantes irréductibles sont toutes de dimension 1 et dim Car(€, ® k) = 1. La
variété caractéristique de € est donc de dimension 1 et € est holonome. Si P est inversible
au voisinage de x, alors EY = 0 et la variété caractéristique de € en x est vide. Cette condition
est équivalente & a = d = 0. On retrouve ainsi 'inégalité de Bernstein.

On passe au cas oil & = 5;0}9,(@/3 pour un idéal J non nul. Soit £° = @g&/ﬂo un modele
entier de € sur un voisinage affine U de x. La réduction modulo w de J° est un idéal de
Dxx que lon note I. L'exposant de I, est le couple (Ng(J), Ng(J)). Le Dx j -module
E =Dx /I, est isomorphe a £, ® k. Si € # 0, alors £, ® K # 0 pour au moins un élément
x de X. D’apres les formules [2.2] et I'inégalité de Bernstein, on a

t-szo si Nk(J);«EO et Wk(J);«éO
Car(€, ®K) =& =0 si Ng(J)=0
t=20 si Nk(f]) =0

La variété caractéristique de €, ® k est donc de dimension 1. Si € # 0, on en déduit que
dim Car(€) = 1 et € est holonome. Réciproquement, on démontre a la fin de cette partie
que tout Dg?gc Q—module holonome est de cette forme.

Proposition 2.4.3. Soit 0 M N L 0 wune suite exacte de 5%@-
modules holonomes. Alors CC(N) = CC(M)+CC(L). Autrement dit, les multiplicités s’ad-

ditionnent.

Démonstration. La proposition [2.1.3] nous assure que Car N = Car M U Car £. Elle nous
dit aussi que si C' € I(CarN) (ensemble des composantes irréductibles de CarXN), alors
C € I(CarM) ou C € I(CarL) et que mc(N) = ma(M) + me(L). On suppose M, £
et N non nuls. Autrement dit, dim CarN = dim CarM = dimCar£{ = 1 et toutes les
composantes irréductibles sont de dimension un d’aprés l'inégalité de Bernstein.

Soit I une composante irréductible de Car M (ou de Car £). Alors I est un fermé irréductible
de Car(N) de dimension maximale 1 = dim CarN : C' est donc une composante irréduc-
tible de CarN. Ainsi, [(CarN) = I(Car M) U I(Car £). L’égalité des cycles en découle
puisqu’alors les multiplicités s’additionnent d’aprés la proposition [2.1.3] O

Remarque 2.4.4. En général, si la dimension des variétés caractéristiques n’est plus un,
une composante irréductible de Car L ou de Car M n’est pas toujours une composante irré-
(0)

ductible de Car N. Les multiplicités ne s’additionnent donc pas dans la catégorie des @% Q"
modules cohérents.



2.4. MODULES HOLONOMES 51

On rappelle que X est une courbe quasi-compacte. Dans ce cas, le fibré cotangent T X
de X est aussi quasi-compact. Il est de plus noethérien. La variété caractéristique de tout
@g)}k’@—module cohérent a donc un nombre fini de composantes irréductibles et un nombre
fini de multiplicités non nulles. Puisque les multiplicités sont additives et puisqu’un module
dont les multiplicités sont nulles est nul, tout module holonome va étre de longueur finie.

Proposition 2.4.5. Tout 55?2 g-module holonome est de longueur finie, inférieure ou égale
a la somme de toutes ses multiplicités.

Démonstration. Soit € un 55? )k g-module holonome. Sa variété caractéristique a un nombre
fini de composantes irréductibles et € n’a qu'un nombre fini de multiplicités non nulles.

)

Puisque le faisceau @gg k.o €st noetherien, il suffit de montrer que toute suite décroissante

(En)nen de sous—@gg)k g-modules de € est stationnaire. On suppose que &y = €. Comme &,
est inclus dans &, &, est holonome. On considére la suite exacte

0H8n+1 —&p — ‘Sn/enJrl —0

de modules holonomes. Les multiplicités de &, sont la somme de celles de €,11 et de
En/En+1. En particulier, les suites des multiplicités sont décroissantes. Elles sont donc
stationnaires a partir d’un certain rang commun ng puisqu’il n’y a qu’un nombre fini fixé
de multiplicités non nulles, donné par le nombre de multiplicités non nulles de & = £j. Alors
pour tout entier n > ng, les multiplicités de &,,/€,,4+1 sont nulles par additivité. Autrement
dit, &,/&n+1 = 0 par l'inégalité de Bernstein. Donc &,, = &,,41 pour tout n > ng. Ainsi, €
est de longueur finie inférieure a la somme de ses multiplicités. O

Le théoréme suivant de Stafford, énoncé initialement pour les algébres de Weyl, implique que
tout Dgg )k Q—module holonome est monogéne. La preuve étant élémentaire, on en redonne

une démontrée dans l'article [15], partie 4.

Théoreme 2.4.6 (Stafford). Soit R un anneau simple de longueur infinie en tant que
R-module & gauche. Alors tout R-module & gauche de longueur finie est monogéne.

Démonstration. Soit M un R-module de longueur finie. On commence par démontrer que
M est engendré par deux éléments « et 8 par récurrence sur la longueur £ de M. Si ¢ =1,
alors M est simple et donc engendré par un élément. Soit « € M\{0}. Si M # R - «,
alors M/Ra # 0. Puisque {(M/R«a) < ¢, 'hypothése de récurrence implique que M/Ra
est engendré par un élément 3 pour un certain 8 € M. Alors M est engendré par o et 3 en
tant que R-module : M = Ra 4+ RfB. On suppose dans la suite que Ra # RfB. Pour toute

paire d’éléments (x,y) de M, on note

U(z,y) = (((R/y), (((Rz + Ry)/Rx)) € N*
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On dit que (2/,y") < (x,y) si £(2',y') < €(x,y) pour l'ordre lexicographique. On suppose
que pour tout (o/, ) < (a, B), il existe v/ € M tel que Ra’ + RS = RY'.

Puisque ¢(R) = 400, L(ar) = Anng(a) # 0 (Papplication R — Ra, a +— aa n’est pas
injective car ¢(Ra) < 00). On fixe un élément f € L(«)\{0}. Comme R est simple, on peut
trouver des éléments S1,...,8m,71,...,7m € Rtelsque 1 =537 s;- f 1.

S’il existe x € L(a) et y € L(B) tels que 1 = xr + y pour un certain r = r;, alors M est
engendré par un élément. En effet, § = (zr + y)8 = 2rf = x(a + rB) car yf = za =0 et
a=(a+rp)—rp. Ainsi, o, € R-(a+7rf) et M = Ra+ RS = R- (a+7f). On considére
maintenant le cas ot R # L(«a) + L(B) - r; pour tout entier ¢ € {1,...,m}.

Puisque >/ s;-f-r; =1, ona Y " R-f-r; = Ret > R- fr; = RB. Comme Ra # Rf3,
il existe un r = r; tel que R- frf ¢ Ra.
L’inclusion stricte L(8) + R - fr C L(B) + L(«) - r & R implique

R frp~(L(B)+ R- fr)/L(B) & R/L(B) ~ R

Autrement dit, («, fr8) < («, 8). Par hypotheése, il existe v/ € M tel que Ry = R- fr3+Ra.
Puisque R - fr8 ¢ Ra, R & Ry'. On en déduit que

((RY' + RB)/Ry') = L((Ra + RB)/RY') < {((Ra + RB)/Ra)
Ainsi, (7/,8) < (a, 8). A nouveau par hypotheése, il existe v € M tel que
Ry=RyY +RB=Ra+RB=M
Cet élément v engendre M en tant que R-module. O

Corollaire 2.4.7. Tout @gggﬂ(@—module holonome est monogéne.

(0)

Démonstration. Soit (U;) un recouvrement affine de X et € un @x rg-module holonome.

Les algébres @g?)k @(Ui) sont simples par la proposition |1.2.6l Elles sont aussi de longueurs
infinies (& gauche et a droite). En effet, soit (¢, 0) un systéme de coordonnée locale sur U;. La

suite (@gg)kQ(UZ) : (wk‘a)n>neN est strictement décroissante puisque les algebres @QCQ(UZ)
sont intégres (la norme | - | est multiplicative).

D’aprés la proposition [2.4.5] les modules E(U;) sont de longueurs finies car € est holonome.

Le théoréme [2.4.6| assure alors I'existence d’éléments u; € E(U;) tels que &y, = @g?k Q" Ui

On a Ey,ny; = @g)i)ﬂUj,k,Q cup = 5;101_)0%_7,@@ ;. On en déduit que u; et u; différent d’'un

)

élément inversible de @gg 1.0(Ui NUj). Les u; se recollent donc en une section globale u de

& vérifiant € ~ @g&’@ - U. O
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Soit € un @g?gg Q—module holonome. Il est monogéne donc engendré par un élément u. On

pose J = Annﬁgeo)k Q(u). C’est un idéal cohérent non nul de @gg)k(@ Autrement 'application

@gg)k,@—hnéaire @gg )k:,(@ — &, P+ P - u serait injective et & serait aussi de longueur infinie.

Ainsi, € ~ @g}}g@/ﬂ pour un idéal J non nul. Réciproquement, on a vu que tout @gg}g’@—

module cohérent de la forme & = @g))k 0 /3, ot J est un idéal non nul, est holonome. On

7O)

peut maintenant énoncer plusieurs caractérisations des Dy @—modules holonomes.
vy

Proposition 2.4.8. Soit & un D;%Q module cohérent. Les points sutvants sont équiva-
lents :

1. &€ est holonome.
2. &~ @g&’@/ﬂ pour un idéal non nul J de @;L
3. € est de longueur finie.

4. & est de torsion : pour tout ouvert affine U de X et pour toute section m € E(U), il
existe P € Dg))kQ(U) non nul tel que P-m = 0.

Démonstration. Les deux premiers points sont équivalents. D’aprés le théoréme de Stafford
et le corollaire [2.4.7] le point 3 est équivalent aux premiers.

On suppose maintenant € de longueur finie. Soit U un ouvert affine de X et (P mod J(U))
un opérateur non nul de Dx 1.0(U)/I(U). Puisque E(U) est de longueur finie et Dggch(U)

est de longueur infinie, I’application Dge’)k’@(U) — &), Q— Q- (P modI(U)) n’est pas

injective. Ainsi, (P mod J(U)) est annulé par un élément non nul de @gg L o(U) et € est de
torsion.

Réciproquement, on suppose € de torsion. On se raméne au cas ot X est affine en considérant
un recouvrement affine fini de X. Comme € est cohérent, € est engendré par des sections
globales my, ..., m,. On démontre par récurrence sur r que € est holonome. Si r = 1, alors
&~ @gg)k@ /9 ou J est I'idéal annulateur de my. Il est non nul car m; est de torsion et donc

& est holonome. Sinon, par hypothése de récurrence, & = @gﬂ,(@ “Mmo+- -+ 552),“@ -my est
7H0)

de longueur finie. Puisque €/&" = D5, o T est aussi de longueur finie, € est forcément de
longueur finie. En effet, € est sous-module du module de longueur finie & @ £/&’. Comme
tout sous-module d’un module de longueur finie est de longueur finie, € est de longueur
finie. O

On relie maintenant les modules holonomes aux modules & connexion intégrable. On identifie
X avec la section nulle s : X — T*X du fibré cotangent 7*X de X. Le lemme suivant
70)

caractérise les modules & connexion intégrale. Par définition, un tel module est un Dy o
vy
module cohérent vérifiant I'un des énoncés équivalents de ce lemme.
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Lemme 2.4.9. Soit € un @ggi@—module holonome. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le 55?7)137@—module & est un Ox g-module libre de rang fini.

2. La variété caractéristique Car(€) de € est incluse dans X.

3. Le module & est localement de la forme @gg)k Q/P avec P un opérateur différentiel
fini unitaire d’ordre égale au rang de & sur Ox .

Démonstration. On peut supposer que le schéma X est affine muni d’une coordonnée locale.
Dans ce cas, gr(Dx ;) ~ Ox[€]. On suppose de plus que le module € est non nul. Puisque &
est holonome, € est de la forme @gg ),“Q /J pour un idéal cohérent non nul J de @g] )k@. Alors
E = gr(E®y k) est un gr(Dx ;)-module cohérent de la forme Ox[£]/I pour un certain idéal

I non nul. Par définition de la variété caractéristique, Car(€) = Car(E).

On suppose tout d’abord que € est un Ox g-module libre de rang fini d. I en découle que
E est un Ox-module libre de rang d. Il existe des sections ey,...,eq de E(X) telles que
E=0x-e1® - ®0Ox -eq. La famille {£" - e;}nez est liée sur Ox. On peut donc trouver
un entier m > 1 et des fonctions a; € Ox(X) telles que (£ + am—1E™ 1+ ... ag) - e; = 0.
Autrement dit, la section e; est annulée par un polynéme unitaire P; de O x[¢]. Le polyndme
unitaire P = P; ... P, de Ox[¢] annule tous les éléments e, . . . , e,,. Donc P annule le module
E=0x-e1®---®0x-e4. On en déduit que P € I et que E = Ox[¢]/I est un sous-Ox[¢]-
module de Ox[¢]/P. 1l en découle que Car(€) = Car(E) C Car(Ox[{]/P). Puisque P est
unitaire, on a Car(Ox[{]/P) = X. Ainsi, Car(€) C X.

On suppose maintenant que la variété caractéristique de € est contenue dans X. Soit x
un point de X. Quitte & étendre les scalaires x par une extension finie, on peut supposer
que z est k-rationnel. L’hypothése Car(E) C X et la proposition impliquent que
Ni(J) = Np(I) = vo,,(I) = 0. Toute base de division de J en z est donc réduite a
un unique opérateur différentiel P vérifiant Ni(P) = 0. La condition Ny(P) = 0 signifie
que le coefficient d’ordre N (P) de P est inversible dans Ox g au voisinage de z. Un tel
opérateur P est défini sur un ouvert affine de X contenant z. Quitte a réduire X, on peut
supposer que P € @gg )k’Q(X ) et que le coefficient d’ordre Ni(P) de P est inversible dans
Ox,0(X). Puisque P est une base de division de J, on sait que P engendre I'idéal J. Ainsi,

&~ @g?)k 0 /P. Le corollaire [1.3.13] assure I'existence d’un opérateur différentiel @) unitaire

d’ordre N (P) tels que € ~ @g?)k 0 /@. On obtient le troisiéme point de la proposition.

Enfin, le corollaire implique que & est, localement au voisinage de z, un Oy g-module
libre de rang N(Q). Le schéma formel X étant irréductible, le nombre N (Q) ne dépend ni
de @Q ni de z d’aprés le corollaire[I.3.14] On note d cet entier. Pour résumer, € est localement
un Ox g-module libre de rang d. On en déduit que € est globalement un O% g-module libre
de rang d. O
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On en déduit une caractérisation des @x’ k’Q—modules holonomes via les modules a connexion
intégrable. Elle n’est vraie qu’en dimension un. En effet, lorsque dim(X) = 1, il n’y a pas
de variété intermédiaire entre la variété caractéristique d’un @gg )k’Q—module cohérent non
nul et 7*X tout entier pour des raisons de dimension. Ce qui bien sur est faux dés que X

est de dimension supérieure ou égale a deux.

Corollaire 2.4.10. Soit € un @;)k@—module cohérent. Alors € est holonome si et seulement
si il existe un ouvert non vide U de X tel que €y soit un module a connexion intégrale.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que € est holonome. La variété carac-
téristique de € a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U I'ouvert
de X obtenu en otant a X les abscisses des composantes verticales de Car(€). Par définition
de U, on a Car(€;) C U. On en déduit que &;; est un module & connexion intégrale d’aprés
le lemme [2.4.9]

Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X pour lequel €;; est un module a connexion
intégrale. Dans ce cas, Car(€y) C U, toujours d’aprés le lemme . Si € n’est pas
holonome, alors Car(€) = T*X. En effet, T*X est irréductible puisque X l'est et Car(€)
est une sous-variété fermée de T* X de dimension maximale deux. En particulier, on aurait
Car(&7) = T*U. Cela contredit 'hypothese Car(€;;) C U. Ainsi, € est holonome. O

2.5 Caractérisation cohomologique des modules holonomes

On rappelle tout d’abord plusieurs résultats démontrés par Anne Virrion dans article [19]

7(0)

pour les Dy Q—modules cohérents. Les preuves s’adaptent immédiatement pour un niveau

de congruence k quelconque. On démontre ensuite qu’un @;LQ—module cohérent M est
holonome si et seulement si

Vi# 1, Eathe (M, DY) q) =0

xk@

Enfin, on définit un foncteur dualité de la catégorie des 9( ) 5.0 modules holonomes dans
elle méme vérifiant un isomorphisme de bidualité.

La proposition suivante correspond au théoréme 4.3 de [19] dans le cas ot X est une courbe
formelle lisse.

70)

Proposition 2.5.1. La dimension cohomologique de Dy} est égale a trois et la dimension

7(0)

cohomologique de thQ est inférieure ou égale a trois.
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Soit M un @g&c -module cohérent. On pose
dimM = dim(Car(M)) € {0, 1, 2},
codimM = 2dim X —dimM =2 — dim M

L’inégalité de Bernstein se traduit de la maniére suivante : M # 0 si et seulement si
codim M < 1. Par ailleurs, M est un module holonome si et seulement si codimM = 1. On
note

we = (N_o%k) @v K
C’est un Ox g-module libre de rang un. La proposition 2.1.1 de [19] implique le résultat
suivant.

Proposition 2.5.2. Le foncteur @ @, w;%@ induit une équivalence de catégorie entre la

catégorie des @g))k(@—modules a droites et la catégorie des 5&0),“@—modules a gauche.

On note Db(ﬂge)k, o) la catégorie dérivée formée des complexes bornés de Dgg)kQ—modules

7(0)

cohérents. On identifie la catégorie des Dy Q—modules cohérents avec les complexes concen-

trés en degré zéro. Pour tout complexe M de Dg(@gg )k ), on définit son dual D(M) par

D(M) := RHom (M, @gg’%@[l]) ®0x.0 w;}Q

Les résultats de la partie trois de 'article [19] de Virrion impliquent que D est un foncteur
de la catégorie Dg(Dgeo)k o) dans elle méme et que pour tout complexe M de DIC’(Dg?L o) il
existe un isomorphisme canonique M ~ D o D(M).

On rassemble dans la proposition suivante le corollaire 2.3 et la proposition 3.5 de [19].

Proposition 2.5.3. Soit M un @g))k@—module cohérent non nul. Alors
1. Vi >0, codim(Extl o, (M, DY} o)) =i ;
‘D}f,k,(@ sy

2. codimM = inf {z eN: ExtA(o) (M, @g?;c@) # 0}.
’{ k,Q

On peut maintenant démontrer la caractérisation cohomologique suivante des 5;% -modules
holonomes.

Proposition 2.5.4. Soit M un @gg)k @—module cohérent. Alors M est holonome si et seule-
ment st ~)
. ; 0
Vi # 1, Sxt%(m (M, Dy 1) =0

Xk

De plus, si M est holonome, alors M? := ExtA(O) (M,@g& Q) R0y wg}@ est aussi un
% k,Q
module holonome.
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(0)

Démonstration. Soit M un Dy Q" -module cohérent que 'on peut supposer non nul. Par

construction, é’xt@(o) (M, @ge)k Q) R0z o wa est un @ge)k g-module a gauche cohérent. 11
%k,Q
7»0)

vérifie donc l'inégalité de Bernstein. Autrement dit, codlm(ﬁxtﬁ(o) (M, Dy ko) < 1ou
X,k

Ext"@g}i @(M Dggzg ) = 0. Par ailleurs, on sait que codlm(ﬁxtA(o)k (J\/[ ‘D;LQ)) > i d’aprés

la proposition [2.5.3] Ainsi, Ext%(o) (M, @;k(@) =% 0 implique i < 1. On a donc toujours
X,k,Q

Ext’;(m (M, @gg)k Q) =0 dés que i > 2.
®x,k,@ vy

0)

On suppose maintenant que M est un @ge kQ—module holonome non nul. Alors dimM =

codim M = 1. Le second point de la proposition|2.5.3|implique que Ea:tA(O) (M, 5&02 Q) =0

35,167@

pour tout entier ¢ # 1 = codim M. Réciproquement, on suppose que ExtA(O) (M, @gg )k Q) =
%
0 dés que ¢ # 1. Le second point de la méme proposition implique que codlm(M) = 1.

Autrement dit, M est un Dgs)k(@—module holonome.

Il reste a montrer que le module M¢ = EactA(o) (M, @g))k Q) R0 g w;%@ est holonome
% k,Q

dés que M est holonome. On sait d’aprés la proposition que codimM?¢ > 1. Si

codimM? = 2, alors M? = 0 d’aprés I'inégalité de Bernstein. Cela contredit ’hypothése

El‘t%(o) (M, ZD:S€ r.0) 7 0! Donc codim M? =1 et le module M? est holonome. O
X,k

Corollaire 2.5.5. Le foncteur dualité préserve la catégorie des modules holonomes. De

7O

plus, pour tout Dy, g-module holonome M, on a
d 1 N( —1
DO = M = Eathy, (M, Dk o) ®oso Wrh
On dispose donc d’un isomorphisme naturel (M%)% ~ M.

Démonstration. Soit M un @geo)k; Q—module holonome. On note M? le D(O) Q—module holo-

nome Extﬁ(o) (M, 5@% @) ®0x o w%Q. On sait d’aprés la proposition [2.5.4] que pour tout

X,k

entier ¢ # 0, ExtA(O) (M, @gEO)kQ) = 0. On a donc H*(D(M)) = 0 pour tout entier i # 0. On
.’X k,Q

en déduit que D(M) ~ HO(D(M)) ~ M est un @gg ),g@—module holonome. L’isomorphisme
de bidualité M ~ (M%)? provient du théoréme 3.6 de [19]. O

(U . S
Un D;LQ-module & connexion intégrale est un module holonome. Son dual est donc un
module holonome. En fait, son dual est aussi un module & connexion intégrale de méme
rang, comme on peut le voir dans le lemme suivant.
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Lemme 2.5.6. Soit My un @g?gc(@—module a connexion intégrale de rang n. Alors son dual
Mz est aussi un module a connexion intégrale de rang n.

Démonstration. D’aprés le lemme on peut se ramener au cas ou X est affine tel que

My >~ ®g€ %.Q /P avec P un operateur différentiel fini unitaire. Il suffit de vérifier que Md
7»H0)

est aussi de la forme Dy} o/ P! avec P! fini unitaire. On considére la suite exacte courte de

@g)gg Q—modules cohérents

BO _xP_50)
0——>Dho—>Dihg—>My—>0

vy

Puisque Sxt%(o) (@geo)k @ 5&02 Q) = 0, on obtient la suite exacte courte suivante de 5&02 o

~(0
5O (-,Dé,)k,@):

X,k,Q

modules a dr01tes en prenant le foncteur Hom~

o~ o
0 ——= Fom(Mi, Dl q) —= Hom(Dy) g, Dk q) —= Hom(Dy) g, Do)

~(0
Extly) (M, D¢ ) —0

X,k,Q

Comme les algébres @g?i o(U) sont intégres et comme My, =~ @gg% o/ P avec P non nul, on

a .‘Hom(Mk,@gg}c,Q) = 0. Par ailleurs, fHom(Dg?)kQ,@gg)k,Q) ~ @;),f@ en tant que 5560)1:@

module & droite. Le morphisme U—Com(@ggaﬂ’(@,@gg)k’@) — U—Com(DgJ,f Dgeo)k o) ¢l dessus
0

7O)

correspond via cette correspondance au morphisme Dy %.Q P 5;),“@ multiplication a
gauche par P. La suite exacte précédente s’écrit donc

—~

=~ Px_ = 0
0——> @;}k@ @;;; —eatk,, (M, 19;},67@) — >0

%k

On en déduit que EZL'tA(O) (Mg, @g&c 0) = @gg’)k@/P : @gg}g’(@ en tant que @gg%’@—module a

36 k,Q
droite. On écrit P = 370 ay - (wWFo)t € @g&@(%). On définit son adjoint formel P! par
= Z?:O(—l)g - (wW*d) - ay. On vérifie alors que

_ (0
j\/[ = El't/\(o) (M D(x)k(@) ®Ox }C%@ = ‘D;,)kﬁ@/Pt

Comme P est unitaire d’ordre n, P! est aussi unitaire d’ordre n. Ainsi, Mg est un module
a connexion intégrale de rang n. O
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2.6 Microlocalisation de Dy pour k£ > 1

Cette partie est indépendante des autres. Elle permet de comprendre 'intérét du microlo-
calisé et de voir son lien avec la variété caractéristique. On construit ici un microlocalisé du
faisceau Dy j, = @gg L ®y Kk pour tout niveau de congruence k > 1 permettant de retrouver la

7(0)

variété caractéristique des ®3€ k, -modules cohérents en dehors de la section nulle. Il s’agit
du cas le plus simple dans lequel on peut construire un microlocalisé. En effet, pour un
niveau de congruence k > 1, l'algébre Dx 1 (U) est commutative : on peut appliquer les
constructions classiques d’algebre commutative pour localiser la k-algebre D x 1 (U).

Soit 7 : T*X — X la projection canonique. L’application 7 est ouverte : pour tout ouvert
Ude X,V =71(U) est un ouvert de T*X. En effet, T*X = Spec (SymOx) — X, ot Ox
est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, © x est un module localement libre de
rang fini. En particulier le morphisme 7*X — X est plat de présentation finie. Il est donc
ouvert d’aprés [I8, Tag 00I1]. On note s : X — T*X la section nulle du fibré cotangeant et
T5X =T X \s(X).

Pour un niveau de congruence k > 1 fixé, on construit un microlocalisé¢ de D x j, redonnant
la variété caractéristique d'un D x x-module cohérent en dehors de la section nulle. Le mi-
crolocalisé est un Op«x-module plat L défini sur 73 (X) vérifiant pour tout D x y-module
cohérent M 1'égalité

Car(M) N T5 (X) = Supp(Ly @r-1(py ) 7 (M)

Soit U un ouvert affine de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. On rappelle
que la r-algébre Dy = Oy[0)] est commutative. Si 0, est une dérivation donnée par une
autre coordonnée locale sur U, alors 0), = « - O pour un élément inversible a de Oy (U).
Soit P = Y4 a0, = 3% gan - (@dy)" € Oyld,]. Puisque I'algébre Dx 1 (U) est
commutative, P = ano (ana )- 0y . Ainsi, la description de I’algébre Dy ), comme l'anneau
de polynémes Oy[0k] ne dépend pas du choix du systéme de coordonnée locale.

On considére le systéme de coordonnées locales (t,&) sur V = 7~ 1(U) C T*(X) associé
a la coordonnée de départ sur U. Soit P = Y¢_a, - O un opérateur différentiel de
Dx k(U). On lui associe une fonction de 'algébre O7«x (V) en envoyant P sur I’élément
P(t,&) = 3% _gan(t) - €. On note Dy (V) 'ensemble des éléments de Op«x (V) provenant
d'un opérateur différentiel de Dy ,(U). Puisque Dx (U) est commutatif, le produit de
Dx ,(U) induit un produit sur Dy(V') coincidant avec le produit de O7«x (V). Autrement
dit, D (V') est une sous-algébre de O7«x (V). L’algébre Dy (V') ne dépend pas non plus du
choix du systéme de coordonnées locales (¢,&). Les ouverts V' de T*X provenant d’ouverts
affines U de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale forment une base d’ouverts de
T*X. Ainsi, les algébres Dy (V') se recollent en un faisceau Dy sur le fibré cotangent 7% X.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00I1
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On a Di(V) = O(U)[¢]. Autrement dit, Dy ~ Op-x en tant que k-faisceaux. On identifie
par la suite ces deux faisceaux. Comme pour Dx j, on munit Dj, de la filtration donnée
localement par l'ordre des éléments en £. On a

¢
Fil'(Di(V)) = P o) - ¢"
n=0

Cette filtration est compatible avec la filtration de Dx ; via I'isomorphisme défini précé-
demment Dx ,(U) ~ Di(V) = O« x (V). Le gradué est encore un anneau de polynéme sur
Ou : grDi(V) ~ O(U)[(], ou ¢ est 'image de & dans gr; Dy (U). L’application de Dy, dans
son gradué gr Dy, est donnée par le symbole principal o. Si P(t,€) = S2¢_ay, - " est un
opérateur d’ordre d de Dy, alors o(P) = aq - %

On se restreint maintenant a 75X = 7% X\s(X) ou la variable £ n’est jamais nulle. Soit
donc V' un ouvert affine contenu dans 75 X. On pose U = (V). On suppose que U est
affine, quitte a réduire V.

Définition 2.6.1. On note Ex(V) le localisé de Dy (V') = Op=x (V') pour la partie multi-
plicative {€"}nen. On a Ex(V) =~ Ox(U)[€,€7Y).

Les algébres Ej (V) ne dépendent pas non plus du choix des coordonnées locales. Elles se
recollent pour former un faisceau Ej, sur 77 X admettant Op«x comme sous-faisceau. Locale-
ment, B (V) ~ O(U)[¢,£71]. On note encore degré d'un élément P(t,£) = . _ oo cneoo @n(t):
€™ de Er(V) le plus petit entier n tel que a, # 0 et a,, = 0 pour tout m > n. On munit
Ei(V) de la filtration donnée par le degré. Dans ce cas, gr(Ey(V)) ~ O(U)[¢,¢71]. On
rappelle que gr(Dg(V)) ~ O(U)[(].

On considere sur Ej (V) la valuation ve donnée par moins le degré en ¢ :

Définition 2.6.2. On note Ly(V') le complété de Ex(V) pour cette valuation. Autrement
dit, Liy(V) = 0x (U)[[¢'NN[€]-

Un élément @ de Li (V') s’écrit uniquement sous la forme

QL= >, au(t)-€", an(t) € Ox(U)

—oo<n<+o0

On définit son degré comme I'opposé de sa valuation £-adique : deg @ = —vg(Q). Clest le
plus grand entier n pour lequel le coefficient a,, est non nul. On munit a nouveau L (V') de
la filtration donnée par le degré des éléments en £. On a

gr(Li(V)) = Ox(U)[¢, ¢ = gr(Ex(V))
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L’application de Ex (V') dans gr Ly (V') est encore donnée par le symbole principal :

U(Q) = adegQ(t) : Cdeg(Q)

On note toujours o le symbole principal sur L (V') puisqu’il est compatible avec les inclu-

sions Dy (V) C Ex(V) C Li(V).

Les algebres L (V') se recollent en un faisceau d’algébres Lj sur 77 X. Puisque Ox est
localement noetherien, il est clair que Ly, est plat sur Dy,. Le faisceau L, est le microlocalisé
recherché.

Le lemme suivant est le résultat clé permettant de faire le lien entre Ly et la variété carac-
téristique. Le localisé est justement construit comme le plus petit faisceau d’algeébres sur
Ty X contenant Dy, et vérifiant cette propriété.

Lemme 2.6.3. Soit V' un ouvert affine de T§ X muni de coordonnées locales (t,&) € T3 X
et P(t,&) =S4 _an(t)- & un élément d’ordre d de lalgébre Dy(V). Il existe un voisinage
ouwvert W de (t,£) dans T§X pour lequel P est inversible dans Li(W) si et seulement si
a(P)(t,€) = aa(t) - £ # 0.

Démonstration. Si P est inversible dans Li(W) pour un certain voisinage ouvert W de
(t,€), alors 'image de P dans le gradué est inversible au voisinage de (t, ). Cette image est
o(P) = aq(t) - €4 par définition. 11 suffit qu’elle soit non nulle en (,£) pour étre inversible
localement.

Réciproquement, on suppose que o(P)(t,&) = aq(t) - € # 0. Puisque le terme ag(t) - &4
est non nul évalué en (t,€), il est inversible sur un voisinage W C V de (t,£) (en retirant
les zéros potentiels de a,, dans V). On se restreint maintenant a cet ouvert W. Alors
P - (a,&™) 7! s'écrit sous la forme 1 + R avec R un élément de Ep(W) de degré < 0. On
note S;, =1+ R+ ---+ R™ pour m € N*. C’est un élément de Ei(WW) de degré < —m.
En particulier, la suite (Sy,)m converge dans L (W) vers un élément que l'on note S. Par
ailleurs on observe que deg(Sy, - P - (a,£")~! — 1) < —m + 1. Ainsi, le passage a la limite
m — +oo donne S - P - (a,£")"! = 1 dans Lg(W). Autrement dit, P est inversible dans le
microlocalisé Ly (W). O

Soit maintenant M un Dx p-module cohérent. On définit un Li-module cohérent par
MY = Ly O x 7['71(M)

Le support de ce module coincide avec la variété caractéristique de M en dehors de la
section nulle. Pour montrer ce résultat, on va se ramener au cas ot M = Dy /I pour un
idéal & gauche I de Dx . On identifie I avec un idéal de Dy = Op«x. On pose I=1Ly 1
I'idéal de Lj, engendré par I. On munit I et L des filtrations obtenues par intersections de

celles de Dy, et Ly respectivement. On peut montrer alors que gr(I) est engendré par o(I) :

gr() = gr(Ly) - o(I).
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Proposition 2.6.4. On a Car(M) NTg(X) = Supp(M*).

Démonstration. On note Car*(M) = Car(M) N T (X). On peut se ramener au cas ou X
est affine et M = Dx /I pour un idéal a gauche I de Dx . En effet, puisque M est
cohérent, M est engendré par des sections globales ey, ..., e,. Si [; = Annp, , (e;), alors
Dxkz- € =~ Dxpq/l;. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est 'union des supports des termes de la somme, on a

Car(M) = | Car(Dx po/1)
i=1

On suppose donc que M = Dx /1. On note encore I I'image de I dans le faisceau Dj,.
Alors ML ~ Lk/f en tant que Dg-module, ot I= Ly, - I est I'idéal de L engendré par
I. Soit (t,€) ¢ Supp M*. Cela signifie que sur un voisinage affine V de (t, &), Lyy = .f|V.
Dans ce cas, o(Iy) = gr(Eyv) - o(I)y) = gr(Eyv). En particulier, Iy, contient un élément
P tel que o(P)(t,£) # 0. On rappelle que

Car M NT*V = {(t,€) e T*V : o(P)(t,£) =0 VP € I(V)}

On en déduit que (¢,€) ¢ Car*(M).

Réciproquement, on suppose que (t,§) ¢ Car*(M). Cela signifie que I contient un élément
P défini sur un voisinage affine V' de (t,&) tel que o(P)(t,£) # 0. Alors d’aprés le lemme
2.6.3 et quitte a réduire Vouvert V, I'élément P € I(V) est inversible dans le microlocalisé
Ly (V). Ainsi, I:: Ly, au voisinage de (t,€) et M ~ L;/I est nul en (£,€). Autrement dit,
(1.€) ¢ Supp(M"). -

On rappelle que si M est un Dy p-module cohérent, alors Car M = Car(M° ®y &) ot M°
est un modele entier de M et M° ®y & est un Dy p-module cohérent. On a alors

Car(M) N T§(X) = Supp (Lk R0pey T (M ®y /@))



Chapitre 3

Dx ~o-modules coadmissibles

On rappelle dans ce chapitre quelques propriétés du faisceau Dy o = gnk 5&0 )k@ et la

définition des modules coadmissibles. On introduit ensuite la notion de module faiblement
holonome pour la courbe formelle X en reprenant la définition de Konstantin Ardakov, An-
dreas Bode, et Simon Wadsley donnée dans 'article [3]. On donne enfin une sous-catégorie
abélienne de la catégorie des modules faiblement holonomes constituée de modules de lon-
gueur finie.

3.1 Deéfinitions et propriétés

Pour plus de détails sur le faisceau Dy o et sur les propriétés des Dx oo-modules coad-
missibles, le lecteur peut consulter I'article [I3] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch.

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de coor-

(0)

donnée locale associé a x. Pour tout entier naturel k, on rappelle que 1'algébre @36 1 Q(U )

(0)

est une sous-algébre de @x %.0(U). On considére dans la suite les morphismes de transition
DO

k1,0 Dgg)k’(@ induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau Dy o, comme la

(0)

limite projective des faisceaux @% %.Q"

Définition 3.1.1. On note Dy o0 = lim DY) ;.

Le faisceau Dx o, est un faisceau de K-algebres sur le schéma formel X. 11 vérifie les trois
points suivants :

63
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1. Dx 0(U) est une K-algebre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les normes
| - |x des algebres de Banach @gg)k oU);

. ~(0 ~(0
2. Dy o(U) = lim, DY} 5(U) = Mo DSk o(U);

3. Dxoo(U) = {Z:Oan 20" ap € 0x0(U) tq Vn >0, nlgngoan'ﬁn = 0}-

Le lemme suivant caractérise les opérateurs différentiels finis de Dy o (U) & I'aide des fonc-
tions N}, pour tout niveau de congruence k. On en déduit les éléments inversibles de 'algébre
Dx,oo(U).

Lemme 3.1.2. Soit P un opérateur différentiel de Dx (U). La suite (Ni(P))y>0 est
croissante. De plus, P est un opérateur fini de degré d € N si et seulement si la suite
(Ni(P))y est stationnaire de valeur limite d.

Démonstration. On écrit P = Y22 ay - 0", avec ap € Ox g(U). On commence par montrer
que la suite (Ny(P))y est croissante. Les coefficients de P dans la base (w*9)" de Dgg )k:(@

—kn

sont les fonctions w - ay. Donc

Ni(P) =max{n € N: [w| ™" -|a,| = |P|s}

Soit ng = Npy1(P). Puisque |Plgy1 = [w™FFDmo g | > jw=F+)n g, | par définition de
no, on a

—k —(k+1)n

Vn > nog, ‘w ™. an’ = |w|n ) |w : an| < |w|n0 ’ |w—(k+1)n0 : an0| = |w—kn0 : ano|

On en déduit que Ni(P) < ng = Nj1(P).
On suppose maintenant que N (P) = d & partir d’un certain niveau de congruence kq. Cela
signifie que pour tout entier k > ko et pour tout entier n > d,

jan| - w7 < Jaa] - |w] ¢
Autrement dit, |a,| < |ag| - |w[F?~D. Mais |w|¥"=9) — 0 lorsque k — co. Le passage a la
limite k£ — oo implique que |a,| = 0. Ainsi, P est un opérateur fini d’ordre d. O

Corollaire 3.1.3. Les éléments inversibles de la K-algébre Dx oo (U) sont exactement les

fonctions inversibles :
Dx,00(U)" = 0x,0(U)"

Démonstration. Soit P € Dx o(U) un opérateur différentiel inversible. Alors P est inver-
sible dans l'algébre DggLQ(U ) pour tout niveau de congruence k € N. De maniére équiva-

lente, Ni(P) = 0 pour tout entier k et le coefficient constant de P est inversible d’aprés le
corollaire [I.2.5] Le lemme [3.1.2] implique que P est un opérateur fini d’ordre 0. Autrement
dit, P est un élément inversible de Ox o(U). O
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On termine cette partie en rappelant la définition des Dx o-modules coadmissibles et en
détaillant un exemple de module coadmissible.

Définition 3.1.4. Un module coadmissible est un Dx oo-module M isomorphe a une limite

projective 1&% My, de DSL Q—modules cohérents My, tels que les applications de transitions

Mgr1 — My soient @ngﬂ Q-linéaz’res et tels que pour chaque niveau de congruence k, on
(0)

dispose d’un @x % Q—z’somorphisme induit par Uapplication de transition :

7»0) ~
Drro®p0) | Metr =M
La catégorie des Dy -modules coadmissibles est abélienne. Soit M = lglk My, un Dy oo
module coadmissible. Il est démontré dans [I3] et [17] que My ~ @(xO)k 0 ®ny ., M et que
M~ I&n . (@SLQ ODy oo M) en tant que Dy -module coadmissible. On peut donc choisir

pour My, le @gg}f’@—module 552)&@ ®Dy.oo M.

On explicite dans 'exemple ci-dessous un opérateur infini P de Dx (U) vérifiant Ny (P) =
k pour tout niveau de congruence k. Plus précisément, on montre que Dx o /P est un Dx -

module coadmissible isomorphe & une limite projective de la forme mk @g?)k Q /Py, avec Py,

un opérateur différentiel fini d’ordre k de @gg )k,Q(U)'

Exemple 3.1.5.
1. Tout Dy -module cohérent est coadmissible.
2. Soit P = [[y>1(1 — w"d) € Dx,o0(U). Alors Ni(P) = k. En effet, le coefficient de
0™ est & un signe prés

W2t (I wtw?+ . ) =w 2 -a,

avec a, un élément de V de valeur absolue 1. Dans @geo)k Q(U ), le coefficient d’ordre

n de P est :tw”(nTH—k)

. ntl . c e .
misant la norme ]w|”( k) On cherche donc I'entier n minimisant la puissance
ntl
n( 5 k:)
La fonction = — x (”TH — k:) est minimale en z = k — %, de valeur —k% — k + %.

ntl
2

- ap. Par définition, N (P) est le plus grand entier n maxi-

L’entier le plus proche est —k? — k + 1. Donc Ientier n ( ) est minimal pour

n = k. Ceci prouve que Ni(P) = k. On a de plus

| Pelr = |w\k(%*k) — ]w|_k’2/2+k/2
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Dans 5§8)1€,@(U)’ P s'écrit P = Py, - Q avec Py = [[1<p<k(1l — w"0) un opérateur
fini d’ordre Ng(Pg) = k et Qr = [[n>k(1 — w™d) inversible dans @QQQ(U) En
effet, Np(Qr) = 0 et le coefficient constant de Qj est inversible. On en déduit
que 5523{7@/P ~ @gg)k@/Pk. Par ailleurs, P, 1 = (1 — w*t19) - P, avec 1 — wk*19
inversible dans @gLQ(U) On a donc 55227@/]3;{“ ~ @gg),c@/Pk. Autrement dit,
Dy oo/ P =~ @k @gg)k@/Pk en tant que Dy oo-module coadmissible.

On peut retrouver P a partir des opérateurs Py, puisque la suite (Py)g converge vers
P dans I'algébre de Banach Dx o (U). En effet, il suffit de le montrer pour toutes les
normes |- |,. On a P— Py, = (Qy, — 1) - Py. Pour k > m, on observe que N,,(Py) =m
et que |Pg|m = \w|_%(m2_m). Le coeflicient constant de QQ; — 1 est nul et le coefficient
de 9" est de la forme whtktD++ktn=1) .o 6y a, € V est de valeur absolue 1.
Dans @ggzn@(U), le coefficient de (w*9)™ est Wk =m) g Les coefficients de
Q1. — 1 sont presque ceux de Py : il suffit de remplacer k par m + 1 — k. La fonction
z(k + 51 — m) est donc minimale pour = m + 1 — k — 1/2. Pour k suffisamment
grand, par exemple k > m + 1, ce terme est négatif. La norme de 1 — @} est donc
donnée par le coefficient d’indice un : N(Qr — 1) = 1 et |Qp — 1| = |w|F™. 11
vient

m2 m
’P_Pk’m:‘l_Qk‘m'|Pk‘m:|w‘k7777 — 0

k—00

3.2 Modules faiblement holonomes

On définit dans cette partie les Dx o-modules coadmissibles faiblement holonomes au sens
de Konstantin Ardakov, Andreas Bode, et Simon Wadsley dans l'article [3]. Un module
coadmissible M = l&nk My, sur la courbe formelle X est appelé faiblement holonome si

. ~(0
Eath, (M, Dxo) = 1%1 Ext%;o)k Q(Mk, DE)g) =0

De maniére équivalente, M est faiblement holonome si et seulement si les modules M}, sont
tous holonomes & partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand.

Soit M = l&nk My, un Dy o-module coadmissible. Puisque My, est un @gg)k@—module cohé-

rent & gauche, on peut munir le groupe abélien j‘COmﬁ(o) (M, @;036 @) d’une structure de
:{,k,@ vy

@ggo)k Q—module cohérent a droite. En effet, la question étant locale, on peut supposer que X
est un ouvert affine suffisamment petit pour que le module M}, soit de présentation finie :

—~

(DY) )™ = (D) )" = My, =0
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(o, @gg)k @) on en déduit que ﬂ{omA(O) (M, @g&c@)

En appliquant le foncteur Homz (o)
k,Q 36 k,Q

X
est un sous-module de type fini du Dy, Q—module cohérent & droite

Homs Q((@g&gﬁ,@) Dira) = (DY) o)

Il en découle que le @g)}g Q-module a droite HomAm) (Mk, Dgg)k @) est cohérent.

Lemme 3.2.1. Pour tout niveau de congruence k € N, on dispose d’un isomorphisme de
Dg&@-modules a droites :

Homzw  (Mit1, D 3g+17@) ®350) ®§?L o = Homgo (Mg, 55?},@)

X,k+1,Q X,k+1,Q X,k,Q

Démonstration. Soit ¢ € Homgo (Mk+17@g§3€+1 @). On lui associe une application
X,k+1,Q ’ ’

DY), o (%)-linéaire

Mkz'D(x)kQ DO M4 —>@(£)k@, P®@mw— P-p(m)

3€ ,k+1,Q

On en déduit une application entre les @g&c (X)-modules a droite

(0 =0
Homzo  (Mis1, D g1 o) D50, ., Dy ho(X) = Homg) (Mk, DY) o)

PRQ— 9 -Q

On dispose d’une telle application sur chaque ouvert U de X. On obtient ainsi un morphisme

entre @gg;g Q—modules cohérents & droite

9‘(07’)1’\(0) (Mk+1, @(f()’)k+1@) ®,D(o) @(xo,)k,(@ — %Om§§o)k (Mk, 'D(% )k,Q)

QX,k+1,Q X,k+1,Q
On montre maintenant que ce morphisme est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier loca-
lement. On suppose que X est affine afin que My soit de présentation finie :

n m PN n
(‘D;ﬁ}c—o—l,(@) - (‘D(%,)k+1,(@) — Mk+1 — 0

En tensorisant par @gg% - on obtient une présentation (@5?)1@ )" (5&02 )" = M —0

de My. En appliquant les foncteurs Hom~o) (e, Dgeo)kﬂ o) et Homzo) (o Dge)k o), on
Dx k10 Dy k0
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obtient le diagramme commutatif suivant entre @;L -modules & droites.

~(0 0) (0 ~ N0 ym RO
FHomzg o) B ((D(x,)k—i-l,(@) Dge ht1 @) ® Dx}c,@ jfom@gg)}ﬁ@ ((Dge,k@) 7@(x,)k,@>

On déduit du fait que les deux derniéres fléches horizontales soient des isomorphismes que
la premiére fléche en est aussi un. O

On définit un Dy o-module coadmissible & droite Homyp, (M, Dx o) par
T 7(0)
fHome’oo (M, Qf,oo) = l%nf}fomﬁg&‘@ (M D Xk,Q )

70) 7»0)
Plus généralement, le groupe abélien Extﬁ(m (M, ka@) admet une structure de D%k@—

X,k,Q
module & droite. On démontre maintenant que pour tout entier naturel d, les modules

{Sa:t%gg)k Q(Mk, Dgg%c Q)}k . forment un Dy o.-module coadmissible & droite.
ks €

Pour tout entier d > 2 et pour tout niveau de congruence k, il a été vu dans la preuve de

la proposition [2.5.4] que Sxt%g))kQ(Mk,Dg)L Q) = 0. Ainsi, pour d > 2, on peut définir le

module &ct%3€ (M, Dx ) sinfplement par
Exth, (M, Dx o) = lim extd@g))k (M, DY) g) = 0
k k,Q

pour les morphismes de transition triviaux. Le cas d = 0 correspond au lemme I
reste donc & traiter le cas d = 1.

Proposition 3.2.2. Pour tout niveau de congruence k € N, le morphisme de @gE)k
modules a droites
~(0 ~(0 0
Ext%m) (M1, 9;7@17@) ®750) D;LQ — Sxt%geo)k Q(Mk, @ge L )

X,k+1,Q X,k+1,Q
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induit par le morphisme @g?)kﬂ Q—lméaz're

- 70) _ ~(0)
g{ongka,Q (Mk—H’ D%’kH’Q) - J'Comggg)k@ (Mk’ Q%,k#@)

du lemmel3. 2. 1| est un isomorphisme. De plus, le 5g23€’@-module a droite Ewt%(o) (M, @gc@)

X,k,Q

est cohérent.

Démonstration. On vérifie localement que le morphisme

etk Myoq, D) D= DO s extk, (M, DO
O Mt Prknnd @20, Do = Eotp0 O Do)

est un isomorphisme. Soit x € X et U un ouvert affine de X contenant x sur lequel My

, . . ~(0
est de présentation finie. On va montrer que le Dg& +17Q—module Mg11 admet localement,
sur un certain voisinage ouvert V de z, une résolution projective de la forme

0 P L? Lt Lo (Mpg1)y —=0

avec P un @%%H @—module projectif et L2, L', L des 5$3€+1 Q—modules libres de rang fini.
(0)

On sait d’aprés la proposition [2.5.1| que @xo k1,0 €st de longueur cohomologique inférieure
((Mg41)z,Nz) = 0 pour tout entier d > 3 et pour tout

ou égale & trois. Ainsi ExtdA(O)
(D ko)

@(V?/)k 41 @—module N défini sur un certain voisinage ouvert W de x. Comme My, 1 est de
présentation finie sur 'ouvert U, il existe un @S)’L +1’Q—m0dule libre de rang fini L° et un

@g))k +1’Q—module cohérent K tels que 'on ait une suite exacte courte

0 K LY (Mps1)jy —=0
Comme LY est un module libre de rang fini, on a ExtE%(O) ) (LY, N,) = 0 pour tout entier
X,k,Q/%

d > 1 et pour tout @é?,) k1 Q—module N défini sur un voisinage ouvert W de z. En prenant
la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte précédente, on obtient

¥d €N, WN, Extizo  (Ko,No) 2 Exto  (Myg1)a, No)

( x,k,@)l‘ ( .‘{,k,Q)x

En particulier, EXt?@(o) ) (K., Nz) = 0 pour tout d > 2 et pour tout @g/?/)kJrl g-module N
x’k’Q T b K
défini sur un voisinage ouvert W de x. Par une récurrence finie, et quitte a réduire I'ouvert

U contenant x, on obtient une résolution locale de My, de la forme

0 P L? L LY (Mps1)jy —=0
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avec L2, L', LY des @(UO’LH’Q—modules libres de rangs finis et Extdﬁ(o) (Pr,Nz) = 0 pour

)z
X,k,Q
tout entier d > 0 et pour tout ®$/?/)k +1,g-module N défini sur un voisinage ouvert W de z.
Autrement dit, P est un module projectif au voisinage de x.

On écrit L ~ (@S{LJA,Q)W avec n; € N. Comme @g&,@ est plat sur @(UO}@+1,Q’ on obtient

. . . ()
la suite exacte suivante en tensorisant par Dg)k Q:

~(0 N n (0 n 7 n
0D @50 P —= (D))" —= (D))" —= (D) o)™ — (My)r —=0

U,k+1,Q
Soit 0 p3 = P! PO 0 une résolution projective finie du Dy}, o-
module cohérent @g% 0 ®30 P sur ouvert contenant z que ’on note encore U. On en

U,k+1,Q
déduit la résolution projective suivante du module (Mg)|is

(Dka)" —= (Die)™ —= D)™ — Moy —=0

U,k,Q Uk,Q Uk,Q
po P! P2 p3 0

On suppose maintenant que X = U est affine pour simplifier. On obtient finalement le
diagramme commutatif suivant.

0 0
7(0) U (0)
Homﬁgg)wrl,@ (Mk—f—h D%,k+1,@) (4 Dx,k,(@ j‘fomﬁgg}g@ (Mk, @x’k’(@)
7»0) (0) 7»0) - (0) 70
Homgo (Oks1,0)™ DEhrr0) © Deh Homgo (O™ Dira)
©
7O 7O 7O =~ 7O 7O
Homgo,  ((Dhn )™ Dikine) ® Dike Homgo, ((Dxka)™ Dika)
P
70) 70 70) ~ 70 7O
9{07”9353)]6“’@ ((@x,k+1,Q)n2a Dx,kﬂ,@) ® Dx ko Hom@gg}k,@ ((Dx,k,(@)mv Dx,k,@)
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Le groupe Ext%g?k 1@(Mk+1’@g?3€+1 Q) est donné par les morphisme ¢ et 1. Le groupe
+

ExtA(m (M, ‘Dgi)k@) est quant & lui donné par les morphismes ¢ ® 1d5(0> et Y ® ldD;Ok R
k,Q

On en “déduit que

—~ —~

—~(0 .
Ext%(m (M1, Dge’),%l@) ®50) (D;,L,Q ~ Ext%;o)k Q(M DY LQ)

X,k+1,Q X,k+1,Q
Enfin les @g& g-modules a droite Emt%(o) (M, @geo)k Q) sont cohérents car ce sont locale-
vy :{ kQ Yy

ment des quotients du module U—ComD(m ((@gg’%@)n, @gg}g@) &~ (@g?,)k@)"' O

Pour tout Dy -module coadmissible M = gnk M. et pour tout entier naturel d, on note
Ea:t%x (M, Dx oo) le ‘Dxm—module coadmissible & droite limite projective des modules

Exth, (M, Dxoo) = limeatfy (M, D))
k ,k,Q

Pour tout entier d > 2, on rappelle que E:Ut%x,oo (M, Dx o) = 0.

Définition 3.2.3. Un Dx o -module coadmissible M = l&nk My, est appelé faiblement holo-
nome Si Ext%x (M, Dx,0) = 0.

De maniére équivalente, un Dx -module coadmissible M est faiblement holonome si et
seulement si Extdx (M, D% o0) = 0 pour tout entier d # 1. Dans l'article [3], Konstantin
Ardakov, Andreas Bode, et Simon Wadsley définissent les modules faiblement holonomes de
la maniére suivante. Soit X g un espace analytique rigide lisse de dimension n. Un D-module
coadmissible M sur X est faiblement holonome si les groupes de cohomologie Ext% (M, @)
sont nuls pour tout entier d # n. La définition [3.2.3| correspond aux modules faiblement
holonomes en considérant une courbe formelle & la place d’un espace analytique rigide.

Proposition 3.2.4. Un Dy o-module coadmissible M = l&lk My est faiblement holonome
st et seulement si il existe un niveau de congruence ko a partir duquel les modules My, sont
tous holonomes.

Démonstration. Siles modules My sont holonomes, alors E:Ut%(o) (M, @gg)k Q) = 0 d’aprés
X,k,Q

la proposition [2.5.4, Il en découle que 8‘”0@35,00 (M, Dy 00) = lglk E:Et%;o)k (M, D;L Q) 0.

Réciproquement, on suppose que Eébt%x Oo(J\/[, Dx,00) = 0. Comme ce module est coadmis-
sible, on a S:EtAmk @(Mk, @g& Q)= 8$t0 (M, Dx00) @Dy o @(}?,)k,(@ = 0. On en déduit que
M, est holonome toujours la proposmon O
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On en déduit immédiatement que la catégorie des modules faiblement holonomes est abé-
lienne. Elle est de plus non triviale. Elle contient par exemple les Dy -modules cohérents
de la forme Dy o, /] avec J un idéal cohérent non nul de Dy .

Corollaire 3.2.5. La catégorie des modules faiblement holonomes est abélienne.

Démonstration. Soit 0 M N L 0 une suite exacte de Dx o-modules
coadmissibles. On écrit M = lim, My, N = lim, Nj, e;co)ﬁ = lim, L. Alors pour tout niveau

de congruence k, on dispose d’une suite exacte de Dyj g-modules cohérents

0 M, Ny, Ly 0

D’apres la proposition Ny est holonome si et seulement si My et Ly le sont. On en
déduit que les modules N sont holonomes & partir d’un certain niveau de congruence k si
et seulement les modules My, et Ly le sont aussi. La proposition implique enfin que N
est faiblement holonome si et seulement M et £ sont faiblement holonomes. O

Remarque 3.2.6. Lorsque M = @k My, est faiblement holonome, on dispose localement
d’une résolution libre finie des modules My, donnée par la proposition [1.3.19, En effet, le
module My, est holonome pour k suffisamment grand. Il existe donc un idéal cohérent non
nul J;, de @g&@ tel que My, ~ 5532,@/%- Soit ¢ € X. Une base de division relativement au
point x fournit une présentation explicite de Jj, sur un voisinage U de x :

0 (5(0) )’f‘—l R (5(0) )r jk\U 0

La matrice R s’exprime entiérement en fonction de la base de division. Combinée avec la

suite exacte courte 0 — J — @gﬁ@ — My — 0, on obtient la présentation suivante du

module My, sur ouvert U :

o o h o o
0—— (DY), o) Fs (DY), o) — D) g — Mgy —0

On retrouve bien que E:J:t%(o) (Mg, @;OLQ) = 0 pour tout entier d > 2. Par ailleurs, cette
X,k,Q
(0)

résolution permet de calculer explicitement le groupe Eaztlﬁ;mk @(Mk, Dx’k’(@) au voisinage de
x en fonction d’une base de division relativement au point .

Soit M = an My, un Dy o-module coadmissible et d un entier naturel. Les @gg)k Q—modules

cohérents & gauche 8wt%<0) (M, @gg)k@) ®0xg w;}@ forment un Dy -module coadmissible
X,k,Q
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a gauche. En effet, cela résulte du lemme 2.2 de Particle [I9] de Anne Virrion :

% (0 _
D(x,ae,@(g (Sxt%(o) (Mk-‘rla D(x7)k+17(@) ®03€,Q UJ:{}@)

X,k+1,Q

d (O (0 —1
~ Extso) (Mg, DY ki10) O50 (Dge,)k,@ B0z wx,@)

¥,k+1,Q X,k+1,Q
~ [ extd (M1, DS ) ®= D ®0x o W
(0) k+1 (0) 0
( D ht1.0 PTEEHLQ D o T TR 0 X0

~ Extd My, DO R0y o W s
50 (M Drrq) Boro Wz
On note Mz le dual du @geo)k Q—module cohérent My, :

0 -
M= Eatdo) (M, ®g€,)k,(@) ®01,0 Wr 0

X,k,Q

Il a été vu dans la partie que si le module M}, est holonome, alors son dual Mz est aussi
holonome. Par ailleurs, on dispose d'un isomorphisme naturel de bidualité (M%)? ~ M.

Définition 3.2.7. Le dual d’un Dx o -module coadmissible M = @k My est le module
coadmissible

. mn 0 -
Md = @1 (Eilftl@g))k Q(Mka Dg{,)k,(@) ®OX,Q wf}@)
k LR,

On démontre maintenant que si M est faiblement holonome, alors son dual M¢ I’est aussi.

Proposition 3.2.8. Soit M = @k My, un Dx oo -module coadmissible faiblement holonome.

Alors son dual M? est aussi un module faiblement holonome. De plus, on dispose d’un
isomorphisme de bidualité : (M%)4 ~ M.

Démonstration. Soit M = an My, un Dy o-module coadmissible faiblement holonome. Par

définition, il existe un niveau de congruence kg tel que My, soit un @gg L Q-module holonome

pour tout entier k > kg. Alors Mg = Ext%(o) (Mk,@gg)k Q) ®0x .9 w;%@ est un module
X,k,Q

holonome d’aprés la proposition La proposition implique ensuite que le Dx -

module coadmissible M¢ = @k Mg est faiblement holonome. Enfin, les isomorphismes de

bidualité (M‘,ﬁ)d ~ M}, pour chaque niveau de congruence k > kg induise un isormorphisme
(M%)% ~ M en prenant la limite projective. O
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3.3 Une catégorie de Dy -modules coadmissibles de
longueur finie

On introduit maintenant une sous-catégorie abélienne pleine des modules faiblement holo-
nomes dont les objects sont tous de longueur finie en tant que Dx -modules. Cette der-
niére est non triviale. En effet, elle contient les Dy -modules coadmissibles a connexion
intégrable et les Dy oo-modules coadmissibles localement de la forme Dy o /P avec P un
opérateur différentiel fini de Dy o0 (U).

Soit My, un Dge)k -module holonome. On note m(My) la longueur du cycle caractéristique
de M. Si I (Car(Mk)) est 'ensemble des composantes irréductibles de la variété caracté-
ristique de My, alors

m(Mk) = Z mC(Mk) eN

Cel(Car(My))

Cette longueur est un entier naturel puisque les multiplicités mo(My) le sont. Le corollaire
implique que My, = 0 si et seulement si m(My) = 0.

Soit maintenant M = lim My, un Dy -module coadmissible. On suppose qu’il existe un

niveau de congruence ko € N tel que My, soit un Dg& g-module holonome pour tout entier
k > ko. Autrement dit, My, est un Dx -module faiblement holonome comme défini dans
la partie précédente. On note k¢ le plus petit entier naturel pour lequel My est holonome
dés que k > kyr. On associe & un tel module coadmissible M une multiplicité m (M) définie
par

m(M) = limsup{m(My)} = mf {Sup m(Mk/)} € NU{oo}
k>l K>k

Définition 3.3.1. On note H la catégorie constituée des Dx o-modules coadmissibles M =
l'&lk My vérifiant les deux points suivants.

1. Le module M est faiblement holonome : il existe un niveau de congruence a partir

70)

duquel les Dy Q—modules cohérents My, sont tous holonomes.

2. La multiplicité m(M) de M est finie, autrement dit m(M) € N.

C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des Dy -modules coadmissibles
faiblement holonomes. On démontre dans ce qui suit que la catégorie JH est abélienne et
que tout object M de H est de longueur finie inférieure ou égale & m(M).

Soit M = lim, M}, un object de H. Par définition, m(M) < oco. Autrement dit, il existe
un entier kg > ky¢ pour lequel supys, {m(Mg)} < oo. La suite (supg:ss{m(Mu)})r>k,
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est décroissante formée d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire. Sa valeur limite est
exactement m(M). On en déduit qu'il existe un niveau de congruence k; > ky¢ pour lequel

Vk > k1, m(M) = sup{m(My)}
K>k

Soit 0 M N L 0 une suite exacte de Dy -modules coadmissibles.
On écrit M = l&nk My, N = @k Npet L= I&Hk L. Pour tout entier naturel k, cette suite

induit une suite exacte de @gg; Q—modules cohérents :

0 My, N Ly 0

On note ko = max{kyg, kn, kg } € N. Pour tout entier k£ > kg, les modules Ny, My et Ly
sont holonomes par définition de H. Pour k > kg, on sait d’aprés la proposition que
CC(Ng) = CC(Mg) + CC(Lg). Il en découle que pour tout k > ko,

m(Nk) = m(Mk) + m(Lk)

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Soit 0 M N L 0 wune suite eracte de Dx -
modules coadmissibles faiblement holonomes. Alors

1. m(M) < m(N) et m(L) <m(N);
2. m(N) <m(M) +m(L).
En particulier, N € H si et seulement si M € H et L € H.

Démonstration. On note M = l'mk Mg, N = l‘mk Np et £ = @kﬁk. Il existe un niveau
de congruence ki > max{ky, kx, kgt pour lequel m(M) = supgsp{m(Mp)}, m(N) =
supg > {m(Ni)} et m(L) = supgp>p{m(Ly)} dés que k > k.

Pour tout entier naturel k& > ki, on a m(Ng) = m(My) + m(Ly) d’aprés la proposition
2.4.3] Les inégalités m(Ny) > m(My) pour k > ki donnent m(N) > m(M) en passant a la
borne supérieure sur k > kj. De méme, m(Ng) > m(Ly). Enfin les inégalités

m(Ng) = m(Mg) +m(L) < sup {m(VG)} + sup {m(Mi)} = m(M) + m(£)

pour tout entier k£ > k; impliquent que m(N) = supy>g, {m(Ng)} < m(M) +m(L). O

Remarque 3.3.3. Bien que m(Ng) = m(My) + m(Lg) pour un niveau de congruence k
fixé, la multiplicité m n’est a priori pas additive pour les modules coadmissibles. En effet,
ces égalités deviennent seulement des inégalités en passant & la borne supérieure.
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Cette proposition montre que la catégorie H est abélienne. L’exemple suivant assure qu’elle
n’est pas triviale : elle contient les Dy -modules coadmissibles de la forme Dy o, /P pour
P un opérateur différentiel fini de Dy .

Exemple 3.3.4. On suppose que X = U est affine. Soit P € Dx o(X). On considére le
Dy oo-module coadmissible M = Dy oo /P = @k M, avec M, = 55?3@@/]3' Les @gg}g’@_
modules cohérents My, sont tous holonomes d’aprés la proposition

1. On regarde tout d’abord ce qu’il se passe lorsque P est un opérateur infini. La suite
(Ni(P))y est croissante et diverge vers +oco d’aprés le lemme . La proposition
implique que m(My) > N (P). On en déduit que m(M) = +oo. Donc M n’est
pas un object de la catégorie H.

2. On suppose maintenant que P = Zﬁzo ayn - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Alors
Ni(P) = d pour k assez grand d’aprés le lemme On ne considére maintenant
que ces indices k. On sait d’aprés la proposition que les multiplicités de Car(My)
en  sont les nombres N (P) = d et Ni(P,x) = N(aq,x) = valuation de (aq mod w)
dans Ox . En particulier, x est I’abscisse d'une composante irréductible verticale de
Car My, si et seulement si Ny (P, z) > 0. La multiplicité de cette composante est alors
Ni(P,z). Si 1,...,xs sont les zéros de aq, alors pour k suffisamment grand,

m(My) = d+ N(ag,z1) + -+ -+ N(aq, zs)
Ces multiplicités ne dépendent plus de k. On en déduit que

m(M) = limsup{m(My)} = d + N(aq,z1) + - - + N(aq, zs) < o0
k>0

Autrement dit, le module M = Dx /P appartient & la catégorie .

Le lemme suivant montre que la multiplicité m caractérise les Dx o-modules holonomes
nuls. Cela provient du fait qu’'un 55? L Q-module holonome M, est nul si et seulement si

m(Mk) =0.

Lemme 3.3.5. Un élément M de H est nul si et seulement si m(M) = 0.

Démonstration. On écrit M = l'mk M. Si M = 0, alors M, = 0. Les multiplicités de M
sont toutes nulles par définition et m(My) = 0. Alors m(M) = 0.

On suppose maintenant que m(M) = 0. Par définition de m(M), il existe un rang k & partir
duquel m(My) = 0. Autrement dit, les multiplicités de My sont toutes nulles et My = 0
d’aprés le corollaire [2.3.3] Ainsi, My = 0 pour k suffisamment grand et donc M = 0. O

Bien que la multiplicité m ne soit pas additive sur les suites exactes, on peut démontrer
que les éléments de H sont de longueur finie en utilisant la proposition et le lemme
9.9.0
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Proposition 3.3.6. Soit M un élément de H. Alors M est de longueur finie inférieure ou
égale & m(M).

Démonstration. Soit M = limk Mj un élément de H. On démontre que toute suite dé-
croissante (M"),en de sous-Dx o-modules coadmissibles de M est stationnaire. On peut
supposer que M" = M. Comme M" est un sous-module de M, on sait que m(M") < m(M)
d’aprés la proposition La suite (m(M™)),, est une suite décroissante d’entiers natu-
rels. Elle est donc stationnaire. Il existe un entier naturel ng tel que pour tout n > ny,
m(M") = m(M™). On suppose dans la suite que n > ng. On écrit M"? = Hm, M. 11
existe un rang k, > max{kym, kyg+1} pour lequel

Yk > Ky, m(M") = sup{m(ML)} = m(M" ) = sup {m(M};1)} (3.1)
K>k K>k
Pour tout k > k,, on considére la suite exacte de @gg;i Q—modules cohérents

0 —= M —= MP —— M2 /M ——0
On sait d’apreés la proposition [2.4.3| que
m(M) = m(VT) + m(VG /M)
En particulier, si m(M"*!) = m(M}") pour un certain niveau de congruence k > kj,, alors
m(M?) = m(MP) d’aprés [3.1] puisque m(M2) > m(MP). On en déduit que m(MPT) =
m(M3) et que m(Mp /M) = 0. Le corollaire implique alors que MP /M = 0.

Autrement dit, M} ~ MZ'H. Puisque 'égalité est vérifiée pour tout entier k > k,, il
existe une infinité d’entiers k > k;,, pour lesquels M}} ~ MZJFI,

Alors M? ~ M"*! en tant que Dy oo-modules coadmissibles. En effet, soit (k¢)¢>0 une
suite strictement croissante d’entiers naturels telle que pour tout £ € N, M = MZZH La
proprié¢té universelle de la limite projective permet d’obtenir des isomorphismes de Dx -
modules M" ~ m ’ k, €t ML ~ 1£1 ' MZZH Puisque Mt est un sous-module de M",
les morphismes de transitions des modules J\/[Z'H sont induits par ceux des M7. On en
déduit que les morphismes de transitions M? = M2t — M2 = M?H des modules M?

ket keya 7 Ky ko
sont aussi les morphismes de transitions des MZZH Il en découle, en passant a la limite
projective sur £, que M" ~ M"*1,

On a démontré que pour tout n > ng, M"* ~ M"*L. La suite (M"),, est donc stationnaire.
On a aussi démontré que m(M"1) = m(M") implique M1 ~ M" lorsque M"*! est un
sous-module de M. Comme la suite (m(M™)),, est décroissante de terme initial m(M) < oo,
la longueur d’une suite strictement décroissante de sous-modules de M est de longueur au
plus m(M). De méme, toute suite strictement croissante de sous-modules de M est de
longueur au plus m(M). Ainsi, M est un Dy -module de longueur finie inférieure ou égale
a m(M). O
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Exemple 3.3.7. On continue I'exemple [3:3:4] On suppose toujours que X = U est affine
muni d’une coordonnée locale. Soit P = Y°¢_ a,,-9" un opérateur fini d’ordre d de Dy oo (X).
On note z1, ...,z les zéros de ag. On rappelle que N (aq, z) est la valuation de (ag mod w)
dans I'anneau de valuation discréte Ox ,. Alors le Dx o-module coadmissible Dy /P est
de longueur finie inférieure ou égale & m(M) = d + N(aq,z1) + - - - + N(ag, xs).

On termine cette partie en démontrant que tout Dy -module & connexion intégrable est
de longueur finie.

Lemme 3.3.8. Soit M = lglk My, un module coadmissible tel que les My, soient des Ox -
modules libres de rang n pour k suffisamment grand. Alors M est un Ox g-module libre de
rang n.

Démonstration. Par hypothése, il existe un niveau de congruence kg € N tel que My, soit un
Ox,g-module libre de rang n pour tout entier k£ > ko. On ne considére maintenant que les
indices k supérieurs ou égaux a kg. On note A\ : My — My le morphisme de transition

pour le rang k. Ce dernier est @g& 41 @—linéaire donc Ox g-linéaire. Par hypothese, I’appli-

Miy1 — My, P®e — P-\g(e) est un isomorphisme @gso)k Q—linéaire.
Q K b

cation 5;0)]6 Q ®§(0)

” X,k+1,
Cela implique que I'image A\p(My11) de Mg est dense dans My, pour la topologie w-adique.
Comme M, est un Ox g-module libre de rang fini, A\;(Mjy41) est un sous-Ox g-module
fermé de M. Puisqu’il est dense, A(My,) ~ My, en tant que Ox g-modules. Autrement dit,
Iapplication A, : M1 — My, est surjective. Comme M, et My sont des Ox g-modules
libre de méme rang fini n, A; est un isomorphisme de Ox g-modules. On en déduit que
M ~ @k>k0 My, ~ My, en tant que Ox g-module. Ainsi, M est un Ox g-module libre de

rang fini n. O

La réciproque de ce lemme est vraie : si M = lim, M}, est un Dy -module coadmissible et
un Ox g-module libre de rang n, alors il existe un niveau de congruence k a partir duquel
M}, est un Ox g-module libre de rang n. Ce résultat est démontré plus tard dans le chapitre

6l

Définition 3.3.9. Un module coadmissible M = @k My, est appelé module & connezxion
intégrable de rang n € N sl existe un niveau de congruence k a partir duquel chaque

@g))k g-module cohérent My, est un Ox g-module libre de rang fini n.

Avec cette définition, on vérifie que les modules a connexion intégrable sont de longueur
finie.

Proposition 3.3.10. Soit M = limk My, un Dx oo-module & connexion intégrable. Alors M
est un Dx -module de longueur finie inférieure ou égale au rang rgon(M).
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Démonstration. Soit M = lim, M}, un module & connexion intégrable de rang n. D’aprés le
lemme [2.4.9| et le corollaire les modules My, ont une unique multiplicité égale & n. On
déduit alors de la proposition [3:3.6] que tout module & connexion est de longueur finie. [J
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Chapitre 4

Microlocalisation de Dy

Pour définir une variété caractéristique des Dy o.-modules coadmissibles par microlocalisa-
tion, il faut inverser les opérateurs différentiels qu’on désire étre holonomes. On souhaite
que les modules de la forme Dy /P soient holonomes si et seulement si P est un opéra-
teur fini. Comme on a pu le voir dans le chapitre précédent, Dy - (U) n’admet que trés peu
d’¢léments inversibles : Dy oo(U)* = Ox,o(U)*. On construit dans ce chapitre un faisceau
microlocalisé Fo, de Dy o vérifiant la condition suivante : un élément P de Dx oo (U) est
inversible dans le microlocalisé Foo (U) si et seulement si P est un opérateur différentiel fini
dont le coefficient dominant est inversible dans I’anneau de fonctions Ox o(U).

. . . =(0 . .
Pour cela, on commence par microlocaliser les faisceaux @ge L 0" Afin d’avoir des morphismes
iV

" . ~00 ~(00 . .
de transition commutant avec les morphismes ®g€ L 4110 Dge)k Qs on introduit un nouveau

parameétre r € N*. On définit des faisceaux microlocalisés J;,, de @&OL p bour tout entier

k > r admettant des morphismes de transition JFjy1, — Fi,. Les faisceaux Fuo, =
@k» Ik vont étre des microlocalisés de Dx o,. On montre qu’il existe des morphismes
naturels de faisceaux Fog 41 = Foor. Alors Fog := liglr21 Foo,r-

4.1 Microlocalisations de @gg)k’(@

)

On introduit dans cette section des microlocalisés du faisceau @ggk,(@ pour un niveau de
congruence k supérieur ou égale & un. Pour cela, on utilise une localisation non commutative
décrite dans 'annexe écrite par Peter Schneider de l'article [20] de Gergely Zabradi. On
commence par rappeler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour
construire un tel microlocalisé est d’étre une algébre quasi-abélienne. Comme déja dit en
introduction, les K-algébres de Banach (@gg)kQ(U ), | - |k) sont quasi-abéliennes dés que

81
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k > 1. On inverse en pratique la partie multiplicative S = {9", n € N} des puissances de

la dérivation 0. Une difficulté est de construire des microlocalisés des algébres @ggzg Q(U )
pour la partie multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec

les morphismes injectifs @g?}m,@(U) — @g:),)k,(@<U)'

Soient £k > r > 1. On peut définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de S dans
'algebres @gg)k@((]) pour toutes les normes quasi-abéliennes |- |, ..., |- |x de @g?)k@((]) On
obtient ainsi une K-algébre de Banach noétherienne J ,(U) dont la norme est seulement
sous-multiplicative. Les faisceaux J, ., pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes

de transition Fy4 1, — Fj, commutant avec les morphismes @;OL 110 @&OL 0" En passant

a la limite projective sur k > r, on construit un faisceau Fo, = 1£1k>r Fk . Localement,

Foor(U) est une K-algébre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette section les faisceaux

Fkr- On démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau Foo - plus
tard dans la section [£.2]

4.1.1 Microlocalisation d’une algébre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette partie quelques résultats vérifiés par le microlocalisé d’'une
algébre de Banach quasi-abélienne construit dans 'annexe de larticle [20]. On démontre
(0)

ensuite que 'algébre (@x 2.0U): | - [k) est quasi-abélienne dés que U est un ouvert affine
sur lequel on dispose d’une coordonnée étale.

Soit K un corps valué complet non archimédien et A une K-algébre de Banach munie d’une
norme multiplicative | - | non archimédienne.

Définition 4.1.1. On dit que A est quasi-abélienne pour la norme | - | s’il existe un réel
v € 10,1] tel que pour tout couple (a,b) € A2,

|ab — ba| = |[a,b]| < - |abl = - |al|0]

On fixe maintenant m normes |-|1, ..., ||mn quasi-abéliennes sur A. Une partie multiplicative
de A est un sous ensemble S de A vérifiant

1.0¢SetlelsS,
2. S est stable par multiplication : Vs,t € S, s-t € S.

Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algébre de Banach
B=A{"1,.--,|"|m,S) munie d’'une norme sous-multiplicative || - || non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algébres

¢ (Amax{]-[1,.... |- |m}) = (B[ -]])
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telle que ¢(S) C B> et telle que les éléments de B de la forme s~'a pour (s,a) € S x A
soient denses dans B. On identifie A & une sous-algébre de B via ¢ : on note encore a
'image d’un élément a de A et s~! I'inverse de s € S dans B. Par ailleurs, le morphisme
¢ : A — B vérifie la propriété universelle suivante.

Proposition 4.1.2. Soit (D, || - ||p) une K-algébre de Banach munie d’un morphisme de
K-algebres f: A — D tel que f(S) C D*. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 pour
laquelle

V(s,a) € Sx A, |[f(s)7" - f(a)|p < - max {|s[;" - |al;}

1<i<m

Alors il existe un unique morphisme continu de K-algébres f : B — D tel que le diagramme

¢

A——B

N
D

commute. De plus, si ¢ =1 et si la norme || - ||p de D est sous-multiplicative, alors f est

1-lipschitzienne :

voe B, [If®)p < bl

Remarque 4.1.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par
uniforme continuité sur B. En effet, puisque s(s~'a) = a dans B et puisque f est multi-
plicative, on a nécessairement f(s~‘a) = f(s)"1f(a). La condition sur f (impliquant au
passage la continuité de f) signifie que Uapplication S x A — D, (s,a) — f(s)" f(a) est
uniformément continue. Ainsi, puisque les éléments de la forme s~'a sont denses dans B,
elle se prolonge uniquement en une application continue f : B — D.

On se donne une constante v € [0, 1] telle que
Va,be A, V1 <i<m, |ab—bal; <~ -|abl;
Proposition 4.1.4. Pour tout (e1,...,e,) € B™ et pour toute permutation o € Sy, on a

ller. . en —exry - eomll < vller- .. enll

En particulier, B est quasi-abélienne de constante v et ||ab|| = ||ba||. Par ailleurs, dans le
cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s~
de s et de a.

a avec les normes | - |;

Lemme 4.1.5. Pour a,b€ A et s,t €S, on a
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-1 -1 —_ -1, Bl
L s a—s77b] = max {|s|;" - a — bli};
-1 — 71. . .
2 lls™ all = max {[s|;" - lali} ;

1, 4+ 1| = =1 =1 g — bl
3570710l = e (Il o7 -l — B}

Exemple 4.1.6. Ce microlocalisé coincide avec la notion classique de localisation lorsque
A est une K-algeébre commutative munie d’une norme multiplicative | - | (en particulier,
A est intégre). Soit S C A une partie multiplicative et S~'A le localisé classique de A.
On le munit de la norme multiplicative |s~ta| = |s7!| - |a|. Cette derniére est bien définie

puisque A est intégre. On note S—1A le complété de S™1A pour cette norme. Alors S—1A
et B = A(|-|,S) sont isométriques.

En effet, soit f le morphisme composé¢ A — S~tA — S—14.Ona |f(s)"Lf(a)] = |s|~t|a| en

notant encore | - | la norme de S—1A. Ainsi f vérifie la condition de la propriété universelle

—

de B. Il existe donc un unique morphisme ¢ : B — S~ A tel que le diagramme suivant
commute

A 4 B
£
\
S-14

On ae(s7ta) = f(s)"Lf(a) = s ta et |e(s7ta)| = |f(s)| 7L |f(a)|] = |s|7! - |a|. Autrement
dit, € est une isométrie sur les éléments de la forme s~'a. Ces derniers étant denses dans

B, on en déduit que ¢ est une isométrie. Ainsi I'image de B par ¢ est un fermé dans S—1A
contenant les s~ a. Puisqu’ils sont denses, ¢ est un isomorphisme isométrique.

On démontre maintenant que la K-algébre (@g?)k o(U), ]+ |k) est quasi-abélienne des que le
niveau de congruence k est supérieur ou égale & un. On désigne toujours par U un ouvert
affine contenant = sur lequel on dispose d’un systéme d’une coordonnée locale. On rappelle

(0)

que les sections du faisceau @x k@ SUr I'ouvert U sont données par
7O S
DirollU) = {P = Z an - (WO, an € Ox,0(U) tq |an| =2 0}
n=0

On munit la K-algébre @geO)k o(U) toujours de la norme multiplicative compléte |- [, définie
par |P|; = max,en{|as|}. On note encore Ni(P) = max{n € N : |a,| = |P|;}. Par
définition, le coefficient dominant de P est son coefficient d’indice N (P).

On rappelle que la norme | - |, et la fonctions Ny ne dépendent pas du choix du systéme de
coordonnées locales. L’algébre (Dg?)k 0(U), |-]k) est une K-algebre de Banach et sa topologie

est équivalente a la topologie w-adique.
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Proposition 4.1.7. Pour tout entier k > 1, l’algébre de Banach (@g&c (U),] - |x) est

quasi-abélienne de constante optimale |w|¥ = p~F.

Démonstration. Soit P = Y ,50an - (WF0)" et @ = Y ,50bn - (WFO)™ deux éléments de
@g@@(U). On a

PQ = Zai (WF)t- <Z b - (wka)j)

i>0 >0
e iy il
_ Z a; - <Z <£> . wkf . 8((6]) .wk( +j—4) . it Z)
3,5 >0 =0

ut+l—j u
= Z( , j)‘auﬂj'wke'@g(bj) - (wh9)
u>0 >0

0<j<u

On en déduit que le coefficient d’indice u de PQ — QP est

u+l—j
=3 W( g )-(auw-af(bj)—wj-a%j))
>0

0<j<u

Pour ¢ = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

nfu+l—j
=t Y WM 1)< l ) (aure—y - 0°(bg) = bure—j - 9(ay))

Quitte & normaliser P et @), on peut supposer que |P|; = |Q|r = 1. Chaque terme de la
somme a une norme inférieure a 1. La somme est donc aussi de norme inférieure a 1. Ainsi,
|| < ¥ =p7F et |PQ — QP|), = maxyen{|au|} <p~F. O

Remarque 4.1.8. L’algébre @;OEQ(U) D(O% (U) n’est pas quasi-abélienne puisque par

%7 7
evemple [0,x] = 1. Pour k >0, on a [w*0,z] = W avec |WFO|), = 1 = |z| et |w¥]| < 1.

4.1.2 Un premier microlocalisé &,

On suppose a partir de maintenant, et dans la suite de ce chapitre, que le niveau de
congruence k est supérieur ou égale & un. Ainsi la K-algebre (@gg)k@(U ), |- |k) est quasi-
abélienne. On peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multiplicative. On choisit
concrétement pour partie multiplicative de @g&’Q(U ) les puissance de 0 : S = {9, n € N}.
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Définition et premiéres propriétés

On localise dans cette partie 1’algébre @gg )k’Q(U ) pour la seule norme | - |;. Le microlo-
calis¢ €x(U) obtenu posséde de trés bonnes et plaisantes propriétés en tant qu’algébre
de Banach. En particulier, on peut déterminer facilement ses éléments inversibles. Cepen-
dant, il n’existe pas de morphismes de transition naturels ;11(U) — Ex(U) commutant

avec les morphismes de transition @QLA(U} — @g?gc(U) On ne peut donc pas obte-

nir a partir des algébres £;(U) un microlocalisé au niveau de l’algébre limite projective
. (0 (0
Dt oo(U) = lim, DY}, (U) = M Dk o (U)-

On introduit dans la partie suivante un autre mircolocalisé J, ,.(U) admettant quant a lui
des morphismes de transition injectifs Fjy1,(U) < Fj,(U). Néanmoins, ce microlocalisé
est plus compliqué : sa norme n’est plus multiplicative, mais seulement sous-multiplicative.
Cependant, on obtient facilement une injection naturelle Fy, .(U) < € (U) continue. Ainsi,
bien connaitre 'algébre £ (U) permet d’en déduire de nombreuses propriétés pour 'algebre
Fk,r(U). On commence donc par étudier le microlocalisé €4 (U).

Définition 4.1.9. On définit lalgébre Ex(U) = @gg)kQ(U)ﬂ |k, S) comme le microlocalisé

de l’algeébre 55?}@,@((]) donné par la partie multiplicative S et la norme | - |;. On note
O @QL,Q(U) — Ek(U) le morphisme de K -algébres associé.

Le microlocalisé £, (U) est une K-algébre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport a
la seule norme | - | de Dgg%Q(U ), la norme de £;(U) est encore multiplicative. De plus

le morphisme ¢y, : @ggo)kQ(U ) = Ex(U) est une isométrie. Autrement dit, la norme d’un

opérateur différentiel de @g?)k o(U) est la méme aussi bien dans € (U) que dans 55?2 oU)-
On identifie @gﬁ,@(U) a une sous-algébre de €, (U) via le morphisme ¢. On peut noter
encore | - | la norme de £;(U) sans ambiguité.

Remarque 4.1.10. [l revient au méme de prendre comme partie multiplicative les puis-
sances de wFO puisque l'uniformisante w est inversible dans @gf)k@(U)-

On a 0] = Ju]™
équivalente, [wFd|y,

p~*. Le lemme nous dit que |07, = |w|* = p*. De maniére
[(WFO) Y = 1.

Proposition 4.1.11. Tout élément S de Ei(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une
série S =Y pez an - (W)™ avec ay, € Ox g(U) tels que a, — 0 lorsque n — +oo. De plus,
S|k = maxnez{|an|}-

Démonstration. On commence par démontrer que E;(U) contient les sommes de cette
forme. Soit (ay,)nez une suite d’éléments de Ox o(U) vérifiant a,, — 0 lorsque n — £o0. On
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pose Sm = Y > an - (WFO)"™ pour tout entier m € N. Puisque Ex(U) contient @geo)k oU)
et les puissances de 971, les séries S, appartiennent a € (U). Pour tout £ > 0, on a
Smte = Sm = 3 (m+£)<n<—m An * (Wka)n

S — Sk < (Wro) |} =
| mtt m|k (m+r?2}7§< m{|an ) |k} f(m+%2};:z<fm{|an|}

Puisque la suite a, converge vers 0 pour n — —oo, la suite (S,,);, est de Cauchy dans
I'algebre compléte Ei(U). Elle converge donc vers un élément de Ei(U) que 'on note
S = Y nez an - (WFO)™. Par ailleurs, on a |Spy|r = max,>_n, |as|. En effet, S, - (w*9)™ =
% @y (WFO)™. Puisque la norme |- | est multiplicative et comme |w*d)|; = 1, on obtient

|Smlk = |Sm - (WFO)™ |k = T3§|“n—m| - nrlzl%)r{n |an|

On en déduit en passant a la limite m — oo que |S|; = max,ez |a,|. En particulier, S =0
si et seulement si tous ses coefficients a,, sont nuls. Ainsi, une telle écriture est unique.

On démontre maintenant que €;(U) coincide avec l'ensemble de ces séries. On note F' le
sous-ensemble de € (U) constitué des éléments de la forme S = Y ,cz a, - (W) avec
an — 0 pour n — #00. On va vérifier que F contient les éléments (w*9)™ - P pour n € Z et
Pe @gﬁ@(U} et que F' est fermé. Puisque I’ensemble des (w*9)™ - P est dense dans € (U),
on aura bien ;(U) = F.

Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de Ox g(U), alors 071 f €

F.Ona 0, f]=0f — f0=0(f), soit f = 9(f) + f0. Il vient
o tof=f=0"to(f)+0'fo

Ainsi, 071 f = f0~1 —0719(f)0~L. En réitérant ce calcule pour 9~19(f) et en modifiant ce
terme dans I'expression de 971 f, on obtient 9~10"(f) = 0"(f)0~t — 010" 1 (f)0~L. Une
récurrence montre alors que pour tout n € N*,

lf Z ]aj (j+1) + (_l)na—lan(f)a—n

On a
&7 (V) = 17 ()] - 107UV < [f] - 7P — 0
J—00
—1an -n 1 n _1A—n o —k(n+1)
070" (f)0 " e =10 - 10" (N - 107" [k < |f] P 0

La somme partielle définissant 0! f converge donc lorsque n — co. On en déduit que

lf Z nan . (n+1) cF
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Enfin puisque la norme d’un élément S = 3¢z ay, - (WFO)" de F est |S|p = max,ez |an|,
toute suite de Cauchy d’éléments Sy, = ez anm - (W)™ de F converge aussi vers un
élément de F'. En effet, le fait que la suite (S,,) soit de Cauchy implique que pour tout entier
n € 7, la suite (anm)m est de Cauchy. Elle converge donc vers un élément o, € Ox o(U).
La suite (Sy,)m converge alors vers S = 3,,cz oy, - (WF9)™. Cela prouve que F' est fermé. Il
en résulte que Ex(U) = F. O

Remarque 4.1.12. On a démontré dans cette preuve que pour toute fonction f € Ox o(U),
+oo
071 f =Y (=) (f) - o7 € &(U)
n=0

En particulier, 0~' commute avec les scalaires : pour tout A € K, 01 - A= X-07L

On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de € (U) induite par la norme
|- [k

Proposition 4.1.13. La K-algébre Ex(U) est noetherienne & gauche et a droite. De plus,
le morphisme d’algébres ¢y, : Dgg)kQ(U) — E,(U) est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Soit x un point donné de X. C’est un point ' rationnel pour une extension
finie ' de k de degré s € N*. On rappelle que la norme spectrale de Ox (U) relative au
point z est & valeur dans psZ (corollaire 1.5.4 de l'article [I0] de Laurent Garnier). Les
valeurs prises par la norme spectrale étant indexées par Z, on peut supposer que x est un
point s-rationnel et que |Oxg(U)| = p%. On munit Ox o(U) de la filtration indexée par Z
fournie par la norme spectrale :

Ox,0(U)(m) ={f € Ox0U) : |f| <p™} pour m € Z

Elle est croissante exhaustive. Soit gr(Ox q(U)) le gradué associé. Si |f| = p™, on définit
v(f) comme étant I'image de f dans le gradué gr,, Ox,o(U) = Oxo(U)(m)/O0x,o(U)(m—1).
On note v : Ox,g(U) — gr(Ox,g(U)) 'application associée, et v : K — gr K la restriction a
K. Cette application permet de doter Ox (U) d'un produit et donc d’une structure de gr K-
algebre. Le gradué gr(Ox g(U)) est noetherien puisque I'algébre Ox o(U) est noetherienne.

Soit P = S ez Gn - (WF0)™ un élément non nul de € (U). Par construction, sa norme
|P|, = max,ez{|a,|} appartient & p”. On munit aussi €,(U) de la filtration donnée par la
norme :

Ex(U)(m) = {P € Ex(U) : |Plx < p™} pour m € Z

C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant

Vm,m' € Z, E(U)(m) - Ex(U)(m') C Ex(U)(m +m)
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On note gr,, Ex(U) = EL(U)(m)/Ex(U)(m — 1) et grEx(U) = Pmez 8 €x(U) la gradué
associé. Soit (; I'image de w*d dans gry €4 (U). Pour tout A € Z, €, (U)(m) est isomorphe &
&,(U)(m+A) via la multiplication par w*. On en déduit que gr, &, (U) ~ gr,,,, 5 Ex(U) via
la multiplication par vy(w?”). On peut donc identifier y(w?*) - (& avec I'image de w* - (w*3)
dans le gradué gry E,(U).

On suppose que |P|y = p™ pour un certain entier m € Z. L’image de P dans le gradué
r,, Ex(U) est 1'élément
W= X )G

T (P)<n<Ny(P)

ou T, (P) le plus petit entier naturel ¢ pour lequel |P|; = |ag|. On définit ainsi une appli-
cation v : Ex(U) — gréx(U) dont 'image engendre le gradué en tant que gr K-algebre.
Puisque Ex(U) est une algebre quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en déduit que

gr&x(U) ~ gr(0x,0(U))[Crr G ']

en tant que gr K-algébre. En particulier, gr €4 (U) est une gr K-algébre noetherienne. La
proposition 1.1 de larticle [I7] implique alors que I'algébre € (U) est noetherienne a gauche
et & droite.

(0)

De méme, on munit ’algébre @x kQ(U ) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion
@g?gﬁ 0(U) = €,(U) induit une inclusion entre les gradués gr @geo)k oU) = gré&g(U). On a
@gg%c o) = gr(0x0(U))[Ck] en tant que gr K-algebre. Le morphisme de gr K-algebres

gr Dg?i 0U) = gré&,(U) est donc plat. D’aprés la propositions 1.2 de I'article [17], on en

déduit que le morphisme 55? )k: o(U) = &x(U) est plat a gauche et a droite. O

Elements inversibles de &, (U)
On rappelle que @(O) .(U) est I'ensemble des éléments de @gg L 0(U) de norme |- |, inférieure

ou égale a un. On note Dx 1, = Kk Vy ®g€)k la réduction modulo w de Dge)k C’est le faisceau

de k-algébres sur la fibre spéciale X = X Xy Speck de X engendré localement sur U par
Ox |y et par la dérivation Jy image de w*d aprés réduction modulo w. Les schémas X et X
ont méme espace topologique ; on identifie U & un ouvert affine de X. On a

Dx(U) = P 0x (U
neN

C’est une -algébre commutative puisque [w*d,t] = w¥ dans @gg L(U ) et puisque k > 1.
Ainsi, Dx ,(U) = Ox(U)[0k) est un anneau de polynéme en la variable J;. On en déduit
que Dx x(U)* = O0x(U)*.
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Soit €3 (U) I'ensemble des éléments de €x(U) de norme | - |, inférieure on égale & un. Cest

une V-algébre de Banach contenant @gg}c(U) On note Ex(U) = EL(U) ®y k la réduction
modulo w de €Z(U). C’est une -algébre contenant D x ,(U) dans laquelle la dérivation 0y,
est inversible. Puisque l'algébre (€4 (U),| - |x) est quasi-abélienne, E(U) est une x-algébre
commutative. Il en découle que Ey(U) = Ox (U)[0%, 9; *]. Aprés réduction modulo w, Ey(U)
est donc le localisé classique commutatif de ’algébre de polynémes O x (U)[0g] pour la partie
multiplicative constituée des puissances de la dérivation d;. On en déduit I'égalité

Ep(U)* ={a-0f, acOx(U)* et nel}
Définition 4.1.14. Pour tout élément P = Y ,cy @y - (WFO)* € E4(U), on pose
N(P) = max{n € Z: |an| = |Pls)
ik (P) =min{n € Z : |a,| = |P|r}
50

La fonction Ny, généralise celle de Xk Q(U ). La proposition suivante caractérise I'inversi-
bilité des éléments de € (U) en fonctions de Ny et de my.

Proposition 4.1.15. Un élément P de E(U) est inversible dans Ex(U) si et seulement si
Ni(P) =mng(P) et si son coefficient d’indice N(P) est inversible dans Ox g(U).

Démonstration. Quitte & normaliser P, on peut supposer que |P|, = 1. Alors P € £7(U).
On note P = (P mod w) l'image de P dans Ey(U) = &(U) ®y k. On commence par
démontrer que P est inversible dans £ (U) si et seulement si P est inversible dans E(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P est inversible dans Ex(U) : il existe Q € EL(U)
tel que PQ = 1. Ainsi PQ est de la forme 1 4+ wR pour un certain élément R € EL(U).
Puisque |wR|, < |w| < 1, I'élément 1 4+ wR est inversible dans €4 (U). En effet, son inverse
est donné par la série « classique »

(1+wR)™" => (~wR)'

i>0

Cette somme est bien convergente dans ’algébre de Banach £ (U) puisque |wR|r < 1. On
en déduit que P - Q(1 +wR)™! = 1 dans &(U). Autrement dit, P est inversible & droite
dans €;(U). De méme, P est inversible a gauche puisque QP = 1. Ainsi P est inversible
dans Ex(U).

On rappelle que E,(U)* = {a-0}, a€ Ox(U)* et n € Z}. L’élément P est inversible
dans € (U) si et seulement si P est de la forme a-07 avec a € Ox(U)*. La réduction modulo
w de P est un mondme si et seulement si Ny (P) = g (P). Le terme a est inversible dans
Ox(U) si et seulement si a est inversible dans Ox(U). 1l s’agit exactement des conditions
données dans I’énoncé de la proposition. O
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)
kQ
Remarque 4.1.16.
1. Ce critére est analogue a la condition d’inversibilité des séries de Laurent conver-
gentes K(T') a coefficients dans un corps ultramétrique complet K.

2. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo w les faisceaux @QL(U) et EL(U).
En effet, on peut raisonner de maniére analogue en utilisant le gradué de Ex(U) pour
la filtration induite par la norme | - |. On rappelle que

gr &,(U) ~ gr(0x,0(U)) ¢k, ¢ ']

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme a - (i
avec o inversible dans gr(Ox o(U)). Il est clair qu’un élément inversible de E(U)
est inversible dans le gradué gr Ex(U). La preuwve est alors similaire o celle de la

proposition [{.1.12,

Soit P = Y ez an - (WFO)™ un élément inversible de €(U). Son inverse s’exprime expli-
citement en fonction des coefficients a,. On note d = N (P) l'ordre de P. Puisque P est
inversible, on sait que N (P) = nx(P) et que le coefficient ay de P est inversible d’aprés la

proposition [£.1.15] On a
P=agq- (Z Intd (wka)”> (wka)?

nez dd

Q

Le coefficient constant de @ est égale a 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement
inférieures & 1. Son inverse est comme précédemment donné par Q! = Y ;5(—(Q — 1))".
On obtient

Pfl — (wka)fd . Z (_ Z M . (wka)n> . agl

ieN \| nez\{o}

Le lemme suivant servira dans la démonstration de I'inégalité de Bernstein pour les Dy -
modules coadmisibles.

Lemme 4.1.17. Soit J un idéal cohérent de @QL,Q(U)' On note Ei(U) - I lidéal a gauche
de Ei(U) engendré par 3. Si Ex(U) - I = Ex(U), alors IN ER(U)* # (.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition [£.1.13]vis & vis des gradués. Pour

tout m € Z, on pose J(m) = @g))k@(U)(m) N J. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive sur J. Le gradué associé grJ est un idéal de gr 5% Q(U). On note v :J — grJ

la restriction a J de ’application v : @g?)k,@(U) — gr @gﬂ@((]). On observe alors que

grd = gr(@ggag’Q(U)) -v(J). De méme, gr(€x(U)) -I) = gr(€x(U)) - v(J) pour la filtration
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(Ex(U)-9)(m) = E(U)(m) N (E4(U)) ). On rappelle que gr DY), o(U) = gr(Ox,0(U))[G]
et que gr&x(U) ~ gr(0x,(U))[¢r: G ']-

L’hypothése Ex(U) - I = Ex(U) implique gr(Ex(U) - I) = gr(Ex(U)) - v(I) = gré&x(U).
Autrement dit, il existe des opérateurs Pj,...,Ps € Jet Q1,...,Qs € grEx(U) tels que

Qr-v(P1)+-+Qs-v(Ps) =1

Puisque gr E4(U) =~ gr(0x.o(U))[Ck, ¢, '], on peut trouver un entier naturel n pour lequel
(0 (0
Qo (- Qs € gr DY) o(U) = gr(Ox,0(U))[G]. On note R; = (- Q; € gr DY) o (V).
Alors
(0
Gt = Ri-y(P) ++--+ Ry -(Py) € gr9 = gr(DF) o(0)) - 7(9)

Puisque ¢ est un monéme de norme un, ¢ € groJ = J(0)/I(—1). En particulier, (; se
reléve en un élément P de J vérifiant y(P) = (. Cela signifie que Ny (P) = ng(P) = n
et que le coefficient d’indice n de P est inversible. D’aprés la proposition [4.1.15] P est
inversible dans E(U). O

Pas de morphismes de transition &;.1(U) — E,(U)

On ne dispose pas de morphismes naturels de transition €441 (U) — €, (U) prolongeant les
inclusions Dgg L 1100) = ngg L(U ). La propriété universelle du microlocalisé ne fournit pas
de tel morphisme. En effet, le morphisme
(0
fe=dup0 - 9;,3§+1,@(U) — &(U)

X,k+1,Q
ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle appliquée
a lalgebre £j11(U). Cette condition s’écrit

3> 0 tq VneN, YPe DY), o), 187" Pl <c |0 - |Plim

On a |07 = |wF = p~* et |07yt = p¥L. Ainsi pour P = 1, il n’est pas possible de
trouver une telle constante c. Le morphisme f; ne se factorise donc pas naturellement en un
morphisme de E;11(U) dans E;(U) étendant I'inclusion de Dgﬁ_l o(U) dans @g?)k oU).

Pour tout P € @gg)kﬂ o(U), on a |Ply < |Pl11 avec égalité stricte dés que Nix(P) > 0. En

effet, si P = 3",>pay - 0", alors
Pl = pFnL <Pl = kD)0
[Pl = max {|an| - "} < [Plisr = max {an| - p*+"}

Puisque la norme de € (U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dés que I'on inverse
0. L’inclusion de ®£3¢+1,Q(U) — ’Dg?}k(U) est inversée dés que l'on considére des opérateurs
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dont les puissances de d sont toutes négatives. Par exemple, P = %, c7_ w™" - (wWhto)n
est un élément de €1 1(U)\Ex(U). Il n’existe donc pas de morphisme injectif continu de

Ek+1(U) dans € (U) prolongeant Iinclusion 5;07),6“7@(17) — @g?)kQ(U)

Le faisceau de K-algébres &,

Dans ce qui précéde, on a défini le microlocalisé £ (U) sur un ouvert affine U de X sur lequel
on dispose d’un systéme de coordonnée locale. On rappelle que la K-algébre (@gg LQ(U )y I lk)
ne dépend pas du systéme de coordonnée locale. Puisque 'algébre € (U) est définie par
une propriété universelle au dessus de 5% )k,Q(U)v le microlocalisé £ (U) est indépendant
du systéme de coordonnée locale.

On note U I'ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une coordonnée
locale. C’est une base de voisinages ouverts de X.

Proposition 4.1.18. [l existe un unique faisceau & de K-algébres sur X tel que pour tout
ouvert U de U, Ex(U) = DY) o(U) (| [ks {0 }nen).-

Démonstration. Soit V' C U deux ouverts de U. Puisque £;(V) ne dépend pas du choix
du systéme de coordonnée locale, le morphisme composé @gg ),€7Q(U) — @;O,L’Q(V) — &x(V)
vérifie les hypotheéses de la propriété universelle appliquée a Ex (V). Il existe donc un
unique morphisme E;(U) — Ex(V) induit par le morphisme 5?,)1@,(@(1]) — 59),“@(‘/) On
en déduit que & est un préfaisceau sur ’ensemble des ouverts de U.

Puisque U est une base de voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau i sur
X coincidant avec les Ex(U) sur les ouverts U de U.

L'unicité de Pécriture des éléments de €,(U) comme séries en les puissances de (wd)
implique que & est un faisceau sur les ouverts U de U. On en déduit que € est un faisceau
de K-algébres sur X. O
On a donc construit un faisceau de K-algébres € sur X admettant @gg )kQ comme Sous-
faisceau et pour lequel la dérivation 9 est localement inversible. Cependant, on ne dispose
pas de morphismes de transition naturels €x41 — € induits par les morphismes de départ
7O 7O)

Drki10 = Pxro

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de coor-
donnée locale associé a x. La proposition [£.1.15] se traduit de la maniére suivante :

Proposition 4.1.19. Un élément P € E,(U) est inversible dans Ex(V') pour un voisinage
V C U de x si et seulement si N(P) =ny(P) et si le coefficient d’indice Ny(P) de P est
inversible dans Ox (V).
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Soit P = 3,50 an - (w*d)™ un opérateur de @g?}c@(U). On note d = N(P). On rappelle
que si P est inversible dans £ (V), alors son inverse est donné par

)

Pfl — (wka)fd . Z _ Z M . (wka)n . a;l

iEN n>1 d

(0)

L’opérateur P! appartient a @x k@(V) si et seulement si d = 0. On retrouve ainsi les

éléments localement inversibles du faisceau @gg L oY déja donnés dans le corollaire [1.2.5

Corollaire 4.1.20. Soit P = Y2 ;a,, - (w*0)" un opérateur différentiel de @QLQ(U) Il

existe un ouvert V de U contenant x tel que P € @geo)k (V)™ si et seulement si Ni(P)=0

et si ag € Ox (V)*. Si de plus |P|p =1, alors P~' € @QL(V)

4.1.3 Des microlocalisés J;, avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord 'ouvert affine U sur lequel on dispose d’une cordonnée locale. Soit r un
entier naturel supérieur ou égale & un. On ne considére plus que les niveaux de congruences
k plus grands que r. En ne prenant plus la seule norme | - |, pour définir le microlocalisé

(0 . . L -,
de @ge)kQ(U), mais un certain nombre des normes précédentes | - |r,...,| - |k, la condition
d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition devient évidente.

Dans cette partie, entier » > 1 est fixé. On ne le fera varier que dans la partie [£.3] Le
niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou égale a r lorsqu’on considére
'algebre Jy, - (U). La partie multiplicative S est toujours constituée des puissances positives
de la dérivation 0.

Définition et propriétés

Définition 4.1.21. Pour tout entier k > r, on pose Fy, ,(U) = @gg)kQ(U)ﬂ gy [ k3 S).
On note @y, Dgc’@(U) — Fpr(U) le morphisme de K-algébres associé.

Soit || - ||k, la norme de Fy,(U); (Fpr(U),| - ||kr) est une K-algebre de Banach. Par
construction, gy, est une isométrie de (DY ) o (U), max{|-lr, ..., |"|¢}) dans (Fu, (U), |-|i)-
Pour tout opérateur différentiel P de @gg)ka(U), on vérifie que |P|, < .-+ < |P|g. On
en déduit I'égalité max{|P|.,...,|P|x} = |Plx. Autrement dit, @i, est une isométrie de
(5$£,Q(U), | |x) dans (Fj(U), || - ||kr). On identifie toujours @gg’)k’Q(U) a une sous-algébre
de Jy, »(U) via le morphisme ¢y, .. Cette identification est encore compatible avec les normes.
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La norme de Jy, . (U) n’est cette fois ci plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’aprés le lemme que

1 1 ———
0™ s = s 1017} = o (o) = o

Cependant, on a toujours |0k, = |0k = |w|™* = p*.

Remarque 4.1.22. Pour k = r, on a Fp1,(U) = Ex(U). En effet, on localise ’algébre

5;0}@,(@(U) seulement pour la norme | - |. En particulier, la norme de Fy, 1, (U) est multipli-
cative.

Le morphisme fi = ¢, : @gg}H_LQ(U) — Jr(U) vérifie de maniére évidente la

7»(0)
D, 00)

condition duniforme continuité pour F41 ., avec pour constante ¢ = 1. En effet, pour tout

entier n € N et pour tout opérateur P € 5?]4—1—1 oU), on a

max {|0" - P|;} < max {|07"P|;} < max {|0];"|P|i}

r<i<k r<i<k+1 r<i<k+1

Par propriété universelle du localisé Fj11,(U), le morphisme fj se factorise uniquement
par un morphisme continu de K-algébres

€kt Tap1,p(U) = T (U)
De plus, ce morphisme ¢y, est 1-lipschitzien, tout comme l’est 'inclusion de @g?);m Q(U)

dans 5&%(@([]) Ainsi, ||k (S)||kr < ||S|lk+1,» pour tout élément S de Fypq (V).

Proposition 4.1.23. Tout élément S de Fy,,(U) s’écrit uniquement sous la forme

S = Z an - (WFO)" + Z ap, - (W"o)"

0<n<oo —oo<n<0

avec an — 0 lorsque n — £o00. De plus, || S|k, = maxpez{|an|}.

Démonstration. On vérifie toujours que pour toute fonction f € Ox g(U),
1f Z nan .8—(n+1) c EFk,r(U)

Cette série converge bien dans J ,(U) puisque

1 n+1
o~y < ot < () =20

n—oo
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On montre comme dans la preuve de la proposition que la suite

S = Z an - (W)™ + Z

0<n<oo —m<n<0

est de Cauchy dans (F,(U),| - ||kr). La norme || - ||z, n’est maintenant plus que sous-
multiplicative. Il n’est pas clair que ||Sp, ||k, = max_pm<n<ioof{|an|}. Cette égalité nécessite
plus de travail que pour £ (U). L’élément

m—1
A e (5 Z ap - WMk gt 4 Z Ay - (W O)"
n=0 n=0

appartient a @ge)k (U). D’apreés la proposition [4.1.4] et le lemme [4.1.5, on sait que

ISl = 1+ (7 0) ™y = 1670) ™ - Shlr = max {1 D™ - 50,1}

Pour r </ <k, on a

o) m—1
— Z ap - me+kn—€(n+m) . (wﬁa)n—i-m + Z A - w(r—é)n . (wfa)n
n=0
Comme |w"d|;™ = |w|(*-7)™ on obtient
|WTB‘Zm ) |S;n‘€ — max {%g%qaﬂ ) |w|rm+kn—€(n+m)+(f—r)m : OSI%ELX - |w| r—)nt(1— r)m}
= max {?Lleai%( |an‘ . ’w‘(k‘—é)n , Osglgar};_l |an—m’ . ‘w’((f—r)(m—n)}

Le terme max,en{|an|- |w|*~9"} est maximum pour ¢ = k. En effet, lorsque £ € {1,...,k},
la puissance (k — )n de w est positive et |w|#0" < 1. De maniére analogue, le terme
maxg<n<m—14|an_m| - |w|{E"""™} est maximum pour ¢ = 7, auquel cas on obtient

Max0<n<m—1 |n—m| = MaxX_m<n<o |an|. On en déduit finalement que

Sl = e gl _g ot} e sl

Il en découle immédiatement que la suite (Sy,)men est de Cauchy. Elle converge donc dans
Fkr(U) vers un élément que l'on note S. Enfin, le passage & la limite m — oo donne
|S||k,» = maxpez{|an|}. Le reste de la preuve est analogue a celle de la proposition [4.1.11

O
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Soit S un élément de Fy, - (U). D’aprés cette proposition, il s’écrit uniquement sous la forme

S = Z an - (WO + Z an - (W"o)"

0<n<oco —oo<n<0

PeDY) L (U) Q@

avec a, — 0 lorsque n — £o00. L’opérateur P est dans 5?% oU). On a

1S]lk,r = max{lan|} = max{|P|k, Q| }
nel

Soient @ et Q' deux éléments de JFy,(U) formés seulement de puissances strictement né-
gatives de la dérivation w”d. On observe sans difficulté que [|Q - Q'[|kr = [|Qlk.r - |Q |lk.r-
Autrement dit, la norme ||- || » de Iy, (U) est multiplicative pour le produit de ces éléments,

comme elle I'est pour le produit d’éléments de @g])kQ(U) On peut noter |@Q|, pour ||Q||x,
et ||S|lk,r = max{|Plg, |Q|-}. Par ailleurs, I'action de la dérivation ! sur une fonction f
de Ox,(U) est encore donnée par

o7l f = +Zoo(—l)”@”(f) 07 € F (U)
n=0

On rappelle que le morphisme de transition ey, : Fyq1,(U) = Ty (U) est une factorisation
de l'inclusion de @&036 +1,0(U) dans F . (U). Comme le morphisme ey, envoie la dérivation
0 sur elle-méme, €5, ,.(0™) = 0" pour tout entier relatif n € Z. Puisque par construction ce
morphisme est continu, on en déduit que &,(S) = S pour tout élément S de Fyyq,(U).
Ainsi, €, injecte I'algébre Fy41,(U) dans JFy . (U). Pour récapituler, on dispose du dia-
gramme commutatif

(0] ( ~(0

Dh10 ()= DY) (V)

Pk+1,r Pk,
Srkﬁ-l,r(U)C Shor EFk,r(U)

ou iy et g, sont des inclusions 1-lipschitziennes et ¢, et @ri1, des isométries.

La proposition suivante relie les K-algébres Fy, . (U) et €4 (U) : T (U) est une sous-algébre
de Ex(U).
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Proposition 4.1.24. Le morphisme ¢y : @&OLQ(U) — Ek(U) se reléve en un mor-

phisme injectif de K-algébres vy, : Fpr(U) — Ex(U). De plus, Uapplication ~y, est 1-
lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme ¢y : @QL,Q(U) — & (U) vérifie clairement la condition
d’uniforme continuité dans la propriété universelle de F . (U). Il induit donc un unique
morphisme de K-algebres 1-lipschitzien vy, : Fj,(U) = E,(U). Ce morphisme envoie les
éléments de @gg)k@(U ) sur eux mémes et 9~ sur 1. Par continuité, il envoie tout élément
S de Fy ,(U) sur I'élément S de E,(U) (il s’agit bien d'une série convergente dans E;(U)).
Ainsi, le morphisme ~; , est injectif. O

Comme pour E;(U), on peut munir I'algeébre Fy, . (U) de la filtration croissante donnée par
la norme sous-multiplicative || - ||z,. Pour & = r, on rappelle que Jj ,(U) = Ex(U). On
suppose que k > r. La norme de F, . (U) étant sous-abélienne, le gradué gr Fy ,.(U) est une
gr K-algébre commutative. On note ¢, et ¢ les images respectives des dérivations w*d et
de (w"d)~! dans le gradué gry I ,(U). Puisque (w*d) - (w"9)~! = Wk,

150) - (@ 0) M = 5 F < Pl - 1wD) i = 1

On a donc ¢, - ¢, = 0 dans le gradué gr F; ,.(U). On en déduit un isomorphisme

gr Fir (U) ~ gr(0x,0(U))[Ck, 61/ (Ci - Gr)

de gr K-algébres. La premiére partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 4.1.25. La K-algébre Fy, . (U) est noetherienne & gauche et a droite. De plus,
le morphisme de faisceaux ey : Fpy1, — Fp, est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Puisque le gradué gr F, . (U) ~ gr(Ox,0(U))[Ck, ¢/ (Ck - ¢) est noetherien,
l'algeébre Jy, - (U) l'est aussi toujours d’aprés la proposition 1.1 de l'article [17].

Pour démontrer que le morphisme e, : Fyq1, — Fi, est plat a gauche et a droite, on
adapte la preuve de la proposition 2.2.16 de 'article [I3] aux cas des faisceaux JFj, pour
r donné. On fixe un ouvert affine U de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. Il
suffit de montrer que le morphisme de K-algébres Fyy1,(U) — Fj»(U) est plat a gauche
et & droite.

Onnote A = 0x(U) et I} ,.(U) 'ensemble des éléments de F,,(U) de norme ||- ||, inférieure
ou égale a un. Autrement dit, Fy (U) est I'ensemble des éléments de Fy,(U) dont tous les
coefficients sont dans A :

57, (U) = {fj - @O+ Y an- (@O € Fpp(U), an € A}
n=0

—oo<n<0
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EQ
C’est une A-algebre vérifiant I ,.(U) = F} . (U) @y K. On définit un A-module H par
o 0
H = 5341, (U) + D4 (U)
Le terme (w*d) n’appartient pas a I'algébre Fr11.,(U). Cependant, (Wk9) € Fpy1,(U) =

Fri1,-(U) ®y K. On vérifie tout d’abord que H est une A-algebre. Soit @ € I, .(U) et

P e Dgg)k(U ). Comme k > 7, on observe facilement que P - @) appartient au A-module H.
En effet, on introduit pour cela le A-module suivant :

Fp,(U) = { Z ap - (WEO)™ + Z an - (W), an € A}

0<n<oo —oo<n<0
Il est clair que 'on dispose d’inclusions Fjy;,(U) C F,(U) C H. On peut décomposer @
sous la forme @ = Q1 +w - Q2 avec Q1 € Fiy1,(U) et Q2 € F, . (U). On a (Whd) - Q; €
Fy.,.(U) C H. Par ailleurs, (w*0) - (wQ2) = (WF10) - Q2 € Fry1,-(U). Autrement dit,
(w*d) - Q € H. On en déduit que P-Q € H.
Pour montrer que H est une algébre, il suffit maintenant d’observer que ) - P € H. On
rappelle que pour toute fonction a de A, on a

+o0
@)t a= Y (- (@)™ - (W'O)" " € 57, (U)

n=0
avec (—1)"0"(a)w™ — 0. En particulier, comme k > r,
n—oo
+o00

(@)L a(whd) = W 3 (<)M (a) - 07" € Ty, (U)
n=0

On en déduit que pour tout entier £ € N,
T ay— o 0
(W'9)™" - P e H="57,(U) + DYLD)

Ainsi, pour tout élément fini Q de B"EHJ(U), il en découle que Q - P € H. Soit d le degré
de 'opérateur différentiel fini P. [’élément @) s’écrit uniquement sous la forme

Q= i an - (W)™ + Z an - (W0)" + Z ap - (W"0)"
n=0

—d<n<-1 —oco<n<—d

Q1 Q2 Q3

Puisque Q; € @gg)lc+1(U)’ il est clair que Q1 - P € @gggc+1(U) + ngg}f(U) C H. D’apres ce
que l'on vient d’établir ci-dessus, Q2 - P € H. Soit m > d et Qém) la troncation a ’ordre
—m de Q3 :

Q3 := Z ap, - (W"O)"

—m<n<—d
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Comme (w"d)~! diminue strictement le degré et comme d est le degré de 'opérateur P,
on vérifie que ng) - P € J7.,,(U). De plus, on vérifie aussi que la suite (ng) - P)im>d
est de Cauchy dans l'algebre (I3, ,.(U),[ - [[k,). Enfin, puisque la V-algebre F7 . (U)
est compléte, on en déduit que Q3 - P € ‘TIZ-H,T(U)' Pour conclure, on a bien montré que
Q- P € H. On a ainsi démontré que H est une A-algébre.

Comme Dg?)k-s-l oU) = D.g{(])k oU),ona Hy := HRyK = Fyi1,(U). Par ailleurs, il est clair
que H = F3 . (U). Puisque F3_, (U) € F3(U) et DL, (U) € T3, (U), on a H C T3, (H).
De plus, H contient Fy,(U) et I3 (U) est le complété w-adique de Fy,(U). Le complété
w-adique H de H est donc égale a "f,‘;’,,(U ). Pour montrer le résultat de platitude, il suffit
donc de prouver que l'algebre H est noetherienne. En effet, dans ce cas H est plat sur H
et donc Hg = Jy,(U) est plat sur Hg = Fp11,(U).

Lalgébre 57, .(U) est noetherienne d’aprés la proposition 1.1 de l'article [17]. En effet,
son gradué est isomorphe & 'algebre noetherienne gr(A)[Cx, 1/ (Ck - ¢r) et T,y ,.(U) est
complet pour la topologie w-adique.

L’algébre H est engendrée sur A par Fp ., (U) et par la dérivation (w*d). Pour toute
fonction a de A, on a
[WFD,a] = w*d(a) € A C Fps1,-U)
Comme [wFd,wFt19] = [wF0, (W)~ = 0, [WF0, P] € Fr11,-(U) pour tout opérateur
différentiel fini P de F3,, .(U). Enfin, puisque la V-algebre Fy ,, .(U) est compléte pour la
topologie w-adique, on en déduit que
VP e ?’2+1,T(U)7 [wka’ P] S ‘rfloc+1,r(U)

Une récurrence sur £ € N* implique alors que
-1
VP € i, (U), [(40), Pl € 3 T, (U) - () (4.1)
i=0

Le méme argument que celui de la fin de la preuve de la proposition 2.2.16 de article [13]
montre ensuite que H est noetherien. On le rappelle briévement ci-dessous.

Soit I un idéal a gauche de H. On note J l'ensemble des éléments R de Fy ., .(U) pour
lesquels il existe f e N, P € I et Ry,...,Ry_1 € ?IZ—H,T(U) tels que

(-1
P=R- (W) +3 R (w0)
=0

Soit R’ un autre élément de J, ot P’ = R - (w*0)’ + Zf;é R!- (w*d) € I. On suppose par
exemple que ¢ > ¢'. La relation implique que
/—1
P+ (o)~ P = (R+ R (W) + > R - (w*0)
i=0
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pour certains R;” € J3 . (U). Autrement dit, R + R’ € J et J est un idéal & gauche de

i1, (U). Ainsi, J est engendré sur S"ZHJ(U) par des éléments Ry, ..., R,. Par ailleurs,
I'NFpy,(U) est un idéal & gauche de F, .(U). 11 est donc engendré par des éléments
Py, ..., P, Enfin, on observe que I est engendré en tant qu’idéal a gauche de H par les
éléments Ry,..., Rs, P1, ..., P;.. Ceci prouve que H est noetherien a gauche. De méme, on
démontre que H est noetherien a droite. O

Le morphisme de faisceaux d’algébres ¢y, : @geo )k Q Fk» est probablement plat a gauche

et a droite. Cependant, je n’al pas réussi & le démontrer. Le morphisme entre les gradués

gr @g&’@ — gr F, » n’est pas plat puisque les algebres graduées gr Fy, . (U) ~ gr(0x,0(U))[Ck, ¢/ (Cr
(r) admettent de la torsion. On ne peut donc déduire la platitude de la filtration induite

par la norme.

Par ailleurs, soit toujours J7}, I’ensemble des éléments de Fj, de norme || - ||, inférieure

ou égale a un. Alors 3“2(? = Fir/ (W' - Fir) est un faisceau sur le (V/w')-schéma classique
@) .

7"’l :

X; = X; xy Spec (V/w?) et F- est la limite projective sur ¢ des F,
77, = lim 5
)T % T

(4)

. n’est pas plat. En effet, les faisceaux

Cependant, le morphisme de faisceaux @;02 Jwt — 6"‘,:

d’algébres ?2(;) admettent de la w-torsion. On ne pas peut donc pas démontrer ainsi, en pas-

(0)

sant a la limite projective sur i, que le morphisme initiale @x e ff“,‘gw est plat. Néanmoins,
(@)

.. est & priori indépendante de I'entier ¢ pour ¢ > k —r. En contro-

lant bien cette w-torsion, j’ai espoir de pouvoir montrer que le morphisme 55? )k — Jp . est
plat aprés tensorisation par K.

la torsion des algébres 9’2

On rappelle que U est I'ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une
coordonnée locale. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre comme pour le
faisceau &y le résultat suivant.

Proposition 4.1.26. Il existe un unique faisceau Jy, de K-algebres sur X tel que pour
tout owvert U de W, Ty, (U) = DLy o(0) (|- Iy - [y {0 bnew).

Les inclusions locales Fj11,(U) — Fj,(U) pour tout ouvert U de U induisent des mor-
(0)

. . . I~ (0
phismes de faisceaux Fj 41, — Fj, commutant avec les morphismes de transition D%’ k410
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@g)gg Q" On dispose ainsi du diagramme commutatif suivant :

7(0) 7»0)
®%,k+1,(@ Dx,k,Q
gjk—i-l,r 3:1%7‘

Eléments de @g&’@ inversibles dans le localisé J; ,

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de coor-
donnée locale associé a .

Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles de 'algebre JFy, . (U) que de €4 (U)
lorsque £ > r. En effet, soit S un élément de I}, .(U). Il s’écrit uniquement comme une série

S = Z an - (W) + Z an - (W)™

—oo<n<0 0<n<oo

On note Oy et (9,)~! les réductions modulo w respectivement de w*d et (w"d)~!. La réduc-
tion modulo w de S est de la forme

—oo<n<0 0<n<oo
Pour k > 7, on a 0 - 9,1 = 01 - 9, = 0 puisque (w¥9) - (w'9)~! = wWF". Autrement dit,
la dérivation Jj n’est plus inversible dans J3  (U)/w. On ne peut donc pas déterminer les
éléments inversibles de Ialgébre JFy . (U) aprés réduction modulo w. Le méme phénoméne

apparait en considérant le gradué gr J ,.(U). Bien que la dérivation 0 soit inversible dans
Fkr(U), 'image de 0 dans le gradué n’est plus inversible.

Cependant, on dispose d'un morphisme injectif d’algebres ey, : Fj, . (U) — E(U). Puisque
les éléments inversibles de 'algebre € (U) sont connus, on en déduit facilement les opéra-
teurs différentiels de @gg L,Q(U ) inversibles dans le microlocalisé F, ,.(U). Ce cas est suffisant
pour définir la variété caractéristique a partir du microlocalisé. En effet, comme il a été vu
dans la partie savoir déterminer les éléments de @gg)k@((] ) inversibles dans le microlo-
calisé Jy, . (U) permet de retrouver la variété caractéristique.

Soit P = 3,50 an - (w"d)"™ un opérateur différentiel de @gﬁ@((] ). Les normes de P dans
Er(U) et dans Fy, ,(U) coincident avec la norme usuelle |P|, de P dans @g]}f’@(U). Si P est
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inversible dans J, ,(U), alors P est inversible dans €;(U). Cet opérateur doit donc vérifier
I'égalité Ni(P) = n(P). On rappelle que
Ni(P) =max{n € N: |a,| = |P|x} et mp(P)=min{n € N: |a,| = |P|x}

On note d = Ni(P) = ni(P) cet entier. Pour que P soit inversible dans & (U), il faut
de plus que son coefficient dominant a4 soit inversible dans Ox o(U). L'inverse de P dans
Er(U) est alors

(wka)n—d _ Z Antd (wka)n>Z . a(;l

n>1 d

Pl= (o)} <_ dz_:l In

iEN n—o %d

L’opérateur P~! appartient a ’algébre Fkr(U) si et seulement si la somme sur ¢ converge

pour la norme || - ||, de Fj,(U). Une condition suffisante est d’avoir
d—1 a a
Yot @Rt 4 > L WRa)| <1
—o Qd aq
n=0 nZl ]{2,7”

On rappelle I'égalité démontrée dans la proposition [£.1.23]:

On a toujours

3 On+d Wroy| =

nx1 d k,r

k
En effet, 'opérateur -, a’;—*‘i - (w*9)™ appartient a I'algébre @gL’Q(U) et par définition
de d, |aptq| < |agq| dés que n > 1. Par ailleurs,

d—1 d—1

Qn, kayn—d __ Qn (k—r)(n—d) r oyn—d
(W0 = ) (w0
nz:% (@) Z:O py (w"d)
On obtient

d—1

S In (ko4 = max lan| . o] (k=) (=)

n—0 aq 0<n<d ]ad]

)

On en déduit que P est inversible dans le microlocalisé Iy, . (U) dés que

(k=r)(d—n

VO<n<d-—1, lay| -p ) < ag]

La réciproque est vraie. Cependant, elle n’est pas immédiate puisque la norme || - ||, de la
K-algébre Jy, (U) est seulement sous-multiplicative. La proposition suivante résume tout
ce qui vient d’étre dit.

Z a,i . (wka)”_d i Z M ) (wkﬁ)” — max Z aﬁ . ( ka)n—d 7 Z An+4d ( ka)n
n=0 %d n>1 4 o n=0 %d pp In>1
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Proposition 4.1.27. Soit P = %% ay, - (W*0)" un opérateur différentiel de @g)LQ(U) Il
eziste un ouwvert V.C U contenant x tel que P soit inversible dans le microlocalisé Fy, (V')
st et seulement si

1. Nu(P) = mn(P) = 4,

2. aq est inversible dans Ox o(V),

3. ¥n € {0,...,d—1}, |a,| - pF="E=") < qq].

Démonstration. Si P vérifie les trois conditions de la proposition, alors P est inversible dans
le microlocalisé Jy (V). Réciproquement, si P est inversible dans Jy ,(U), alors P vérifie
les deux premiéres conditions de la proposition. En effet, P est & fortiori inversible dans
Er(U). Il reste a établir que P vérifie le point 3. On rappelle que I'inverse P~! de P s’écrit

i

d—1
_ _ an, n an, n _
Pl=(wro)= -3 [ -3 2 (WPt = 3 T (k) | - ag?
ieN \ n=0 %d n>1 d

Il a été vu que

Z An+4d . (wka)n _ Z An4d . (wkayz <1
n>1 fp  n>1 &
d—1
On pose R = Z n. (Wkd)" 4. On a
n=0 @d
d—1
a a a
S @k 3 (ko] = max { ([ Rl[k | > - (wka)"
n=0 ad n>1 ad k,r n=1 “d k

)

On doit donc démontrer que | R||, < 1. Comme R ne contient que des puissances stricte-
ment négatives de 0, la norme || - ||, est multiplicative pour les puissances de R :

“Ri||k,r = |Ri‘r = ’R‘fn

On suppose tout d’abord que ||R|x, = 1. On montre alors que la somme définissant P~*
ne converge pas dans . (U). Comme [|R|y, = 1, on a ||[R||x, = 1. Puisque la norme
| - [[x,r de Fp,(U) est sous-multiplicative et puisque la norme de °,>; az:d (WkO)™ est
strictement inférieure & un, le produit d’une puissance de cette somme avec une puissance
de R converge dans J,(U). Il suffit donc de prouver que la somme des puissances de R

diverge pour arriver & une contradiction.

Or la suite {37 R'}, .y West pas de Cauchy dans D'algébre . (U) lorsque || R|[, = 1.
En effet, la différence de deux termes consécutifs est de norme égale & un :

n+1 ] n ]
> R R
=0 1=0

= R gy =1

k,r
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Ainsi la somme des puissances de R diverge dans 'algébre Jy, . (U).

Lorsque || R|g, > 1, on vérifie facilement que la somme définissant P~ diverge dans l'al-
gebre de Banach (F, - (U), || - ||k,r) par des arguments similaires au cas ||R||;,, = 1.

On en déduit finalement que ||R|x, < 1. L’implication directe de la proposition est donc
démontrée. O

4.2 Les microlocalisés J ,

On introduit dans cette section le faisceau F , limite projective sur k > r des faisceaux
Tk, pour r > 1 fixé. On détermine ensuite les opérateurs différentiels de Dy o (U) inver-
sibles dans le microlocalisé Foo(U). Contrairement a ce qu’il se passe pour les K-algébres
Fir(U), les éléments de Dy oo (U) N (Foo(U))™ seront des opérateurs finis. Leurs coefficients
dominants devront toujours étre inversibles. Il faudra de plus demander certaines inégalités
entre les normes des coefficients des opérateurs inversibles.

Définition et structure

Pour I'instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale a un et k désigne toujours un
entier plus grand que 7. On rappelle que tout élément S de Fy, ,(U) s’écrit uniquement sous
la forme

S = Z ap - (WFO)™ + Z an - (W0)" avec a, — 0

n—+oo
0<n<co —oo<n<0

Les morphismes de transition e, : Fpy1,(U) = T (U) sont injectifs et vérifient ||eg, - (S) ||k, <
||S||k+1,7- On note F1 1, — Ty, le morphisme de faisceaux de K-algebres induit localement
par les inclusions ey, : Fy11,(U) <= Fp(U). La limite projective des faisceaux Fy, , définit

un faisceau de K-algébres sur I'espace topologique sous-jacent & X.

Définition 4.2.1. On pose Foo , = @?k,r-
k>r

On a
Foor(U) = 1im Ty, (U) = [ Fir(U)
k>r k>r

C’est une K-algébre contenant l'algébre de Fréchet-Stein Dy o (U). La proposition |4.1.25
montre que F »(U) est aussi une algébre de Fréchet-Stein. La proposition suivante résume
les principales propriétés du faisceau Fu ;..

Proposition 4.2.2.
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1. Fo, est un faisceau d’algebres de Frechet-Stein sur les ouverts U de U dont la
topologie est induite localement par les normes || - ||, des algebres Ty, »(U) ;

2. g:oo,r(U) = l.&nkZT g:kﬂ"(U) = nkZT grk,r(U> ;

3. Foor(U) = {P+ Z ap - (WO)": PeDxo(U), an € OxoU) tq lim a,= 0}.

n——o0
—oo<n<0

L’algebre Fo ,(U) contient ’algebre des opérateurs différentiels Dy oo (U). Cette inclusion
correspond au morphisme continu Dy o (U) — Foor(U) induit par passage a la limite
projective sur k dans les diagrammes commutatifs de K-algébres topologiques

Eléments de Dx ., (U) inversibles dans le microlocalisé ., (U)

Soit P = $%_, a, - 0" un opérateur différentiel fini d’ordre d de Dy o (U). Pour k suffisam-
ment grand, Ni(P) = fg(P) = d d’aprés la preuve du lemme Ainsi, P est inversible
dans E(U) si et seulement si son coefficient dominant ag est inversible dans Ox g(U). On
déduit de la proposition que P est inversible dans F ,(U) si de plus

vne{0,....d—1}, |an| < |ag-p" ™

Cette condition ne dépendant pas de k, on peut expliciter les opérateurs différentiels finis
de Dz« (U) inversibles dans le microlocalisé T ,-(U) : un opérateur fini P = 3¢ _ga, - 0"
d’ordre d de Dx oo (U) appartient & F (U)* si et seulement si

1. aq € O};Q(U)X,

2. ¥n€{0,...,d -1}, l|an| < l|ag|-p" 4.
Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |a,| < |ag| pour

tout entier n € {0,...,d}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur différentiel
de Dy oo (U) inversible dans le microlocalisé Fo (U) est de cette forme.

Soit maintenant P = Y 7% a, - 0" un opérateur infini de Dy o(U). Il n’est pas vrai en
général qu’a partir d’un certain niveau de congruence k, 1'égalité Ni(P) = mg(P) soit
vérifiée. Autrement dit, P n’est pas forcément inversible dans € (U) pour k suffisamment
grand dés que son coefficient d’ordre N (P) est inversible.
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Exemple 4.2.3.
1. Soit P = [[n>1(1 —w"d) € Dx,oo(U). Alors N(P) = k et 1 (P) = k — 1 pour tout

entier naturel k£ non nul.
2. Soit P = anow”Q 0" € Dxoo(U). On a Ni(P) = ny(P) = k/2 si k est paire.

Sinon, N(P) = 5 et my,(P) = &5
Cependant, on dispose de morphismes de transition injectifs Fy1 ,(U) — F(U). Si P est
inversible dans le microlocalisé J, ,(U), alors P est inversible dans Fy,(U) pour tout entier
¢ € {0,...,k}. Ainsi, ou bien P est inversible dans tous les F,(U), ou bien P n’est plus
inversible dans les F, . (U) & partir d'un certain niveau de congruence k. Puisque Fy, . (U)
est une sous-algeébre de € (U), les deux opérateurs de I’exemple ne sont pas inversibles
dans Jy . (U) quelque soit le niveau de congruence k > r.

Soit P = Y ,enap - 0" un élément de Dx oo (U) inversible dans le microlocalisé Foo . (U).
Alors P est inversible dans tous les F, . (U) et tous les £4(U). Une condition nécessaire est
donc d’avoir N (P) = ng(P) pour tout entier naturel k. Par exemple, les deux opérateurs
différentiels de ’exemple ne sont pas inversibles dans le microlocalis¢ Fo ,(U). De
plus, on rappelle que 'opérateur P est inversible dans 1’algebre F}, ,.(U) si pour tout entier
n€{0,...,Ni(P) =1}, lan| < |‘Wk(P)| . prWNVe(P)=1) " On 'intéresse donc aux opérateurs
différentiels P = "9 ay, - 0" de Dx oo (U) vérifiant la condition

de = Ni(f) = 7n(f) et Yne{0,....d, —1}, lan| < |ag,|-p @™ (4.2)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour tout entier naturel
k, alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de Dx o(U) inversibles dans le
microlocalisé Fu - (U) seront donc des opérateurs finis.

On pose U = Spf A’ et A = A’ ®y K. Cest une K-agebre affinoide. La norme spectrale | - |
sur A est multiplicative puisque X est connexe et lisse, donc intégre. On fixe une cloture
algébrique K de K. Elle est munie d’une valuation, extension de la valuation de K, que I'on
note encore v. Soit P = Y, ¢y @y - 0" un opérateur différentiel de Dx o (U). Les coefficients
a, sont des éléments de A vérifiant la condition de convergence :

Vu eR, lim ap-w =0
n—oo

Pour tout p € v(K), on pose
|P|,, = max |ag - w ™|
LeN

Nu(P) =max {n € N: |a, -w " = |P|,}

7, (P) = min {n eN:|ay -w ™ = |P\M}
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Lorsque 4 = k € N, on retrouve les fonctions définies précédemment. La norme spectrale
| - | est a valeurs dans |K|. Pour toute fonction a de Ox g(U), on note v(a) I'élément u de

v(K) pour lequel |a] = |w|~H.

Définition 4.2.4. Soit P =Y ,cnan - 0" € Dx o(U). On définit son polygone de Newton
comme étant I’enveloppe convere des points A, = (n,v(ay)) de R?. Les pentes des segments
du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure [4.1] page représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur
différentiel P de Dx o(U). Les pentes sont écrites en bleu.

Si P est un opérateur différentiel fini, alors son polygone de Newton n’a qu’un nombre fini
de pentes. Dans le cas contraire, la suite des pentes (rangée dans l'ordre des indices des
coefficients) est strictement croissante et diverge vers +oo. La proposition suivante montre
que les pentes du polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et m de P.

Proposition 4.2.5. Soit P = ,cnan - 0" € Dx oo (U) et p € v(K).
1. Si p n'est pas une pente du polygone de Newton de P, alors N,(P) =mn,(P).
2. Si p est une pente du polygone de Newton de P, alors m,(P) < N ,(P).

Démonstration. On suppose tout d’abord que p n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P. La suite (|a,| - p*"), converge vers zéro. La condition N,(P) = m,(P) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
J < j tels que

1Pl = max{lan - "} = laa] - 9 = Ja] - p (4.3)

On note « la valuation commune des éléments a; - w™ " et a; -w™H . Les points A; et A;
appartiennent a la méme droite d’équation ¥ = u - X 4+ «. L’égalité signifie que «
minimalise la valuation des termes a, - w™#". La minimalité de o implique que [4;, A;] est
un cdté du polygone de Newton de P. Mais ce segment & pour pente u! Cela contredit
I'hypothése de départ. La suite (|ay|-p*™), a donc un unique élément maximal. Autrement
dit, N, (P) = n,(P).

Soit maintenant p une pente du polygone de Newton de P. Alors le polygone de Newton
admet un segment [A;, A;] de pente p pour deux indices i et j distincts. Les points A;
et A; appartiennent & une méme droite d’équation ¥ = p - X 4 3. Cela se traduit par
lai| - p"* = |aj| - p"7 = |P|, au niveau des normes. En particulier, 7, (P) < N,(P). O

La condition pour un niveau de congruence k > r fixé a d’importantes conséquences
sur les valeurs possibles des pentes du polygone de Newton de P. La proposition suivante
les résume.
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Proposition 4.2.6. Soit P =, cnan - 0" € Dx o(U). Si P vérifie la condition pour
un certain niveau de congruence k > r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de
pente appartenant au segment [r, k].

Démonstration. Soit p une pente du polygone de Newton de P appartenant & l'intervalle
[r,k]. On sait d’aprés la proposition qu’il existe deux indices distincts n < m tels
que |Pl, = |ay| - p*™ = |am| - p*™. On suppose m maximal. L’hypothése implique que
Ny(P) = ng(P). On note dj, cet entier. Le lemme nous assure que m < dj. Par
maximalité de m, on a |ay| - p*™ > |ag, | - p*¥. On en déduit que
jan] = P < Ja| > T AT g, | = pH BT ag, |

On rappelle que n < m < dj. Le fait que p soit supérieur ou égale a r contredit la seconde
partie de I'hypothese [4.3] :

Vn € {0,...,dr — 1}, |an| < ’adk‘ ,pT(dk—n)

Ainsi, aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment [r, k]. O

Lorsque P vérifie 'hypothése [£.2] pour tout entier naturel k > r, on en déduit que P est un
opérateur différentiel fini.

Corollaire 4.2.7. Soit P = Y ,enan - 0" € Dx oo (U). Si P vérifie la condition pour
tout entier k > r, alors P est un opérateur fini.

Démonstration. On suppose que P =2 jay, - 0" est un opérateur infini. Alors son poly-
gone de Newton admet une infinité de pentes Ay et la suite (\)y est strictement croissante
de limite 400. Mais la proposition [4.2.6| implique que pour tout entier k£ > r, il n’y aucune
pente dans le segment [r, k]. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de
pente dans l'intervalle [r, +00[. La suite des pentes (A7), est donc finie et P est un opérateur
fini. O

Soit P = > 92% gay, - 0" un opérateur différenciel de Dy o(U). Si P est inversible dans
le microlocalisé F (U), alors P est inversible dans Jj ,(U) pour tout entier k& > r. En
particulier, P vérifie la condition pour tout entier naturel k. Le corollaire permet
donc de décrire les éléments de Dy o (U) inversibles au voisinage de x dans Fu .

Théoreme 4.2.8. Soit P € Dy o (U). Alors P est inversible dans Foo (V') pour un ouwvert
V C U contenant x si et seulement si

1. P=%2_1a, 0" dans Dx oo (U),
2. aq est inversible dans Ox o(V),
3. ¥nel0,...,d—1}, l|an| < |ag|-p 4.
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FIGURE 4.1 — Polygone de Newton de P =Y, cnap - 0" € Dx oo (U)

valuation

coeflicient

Le critére du théoréme [£.2.8 n’est pas exactement la condition d’inversibilité souhaitée. On
désire que tout opérateur différentiel fini de Dy o (U) soit inversible dans le microlocalisé
dés que son coefficient dominant est inversible. La condition 3 du theoréme [4.2.8| contient
cependant beaucoup d’opérateurs : les coefficients a; peuvent étre bien plus grands que ag
pour la norme spectrale. On peut les autoriser a étre de plus en plus grands en augmentant
r. En considérant tous les entiers » > 1, la condition 3 donne exactement tous les opérateurs
finis dont le coefficient dominant est inversible.
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4.3 Le microlocalisé F

On observe que Foo 7 (U) C Foor+1(U). On peut alors considérer l'algebre Foo (U) limite in-
ductive des algébres Fo »(U). Les morphismes de transition sont simplement les inclusions.
Les éléments de Dy oo (U) inversibles dans Fo (U) sont exactement les opérateurs finis dont
le coefficient dominant est inversible, sans aucune autre condition sur les coefficients. Ce
critére d’inversibilité est la propriété désirée du microlocalisé discutée en introduction.

Soit toujours U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée lo-
cale. On introduit dans cette partie le faisceau de K-algébres F, sur le schéma formel X.
Concrétement, Foo(U) est I'union croissante dénombrable des K-algébres de Fréchet-Stein
Foor(U). 11 est clair d’aprés le yheéréme qu’un opérateur différentiel P de Dy o (U)
est inversible dans le microlocalisé Foo (U) si et seulement si P est un opérateur fini dont le
coefficient dominant est inversible.

On rappelle briévement la construction des faisceaux F,, avant de définir le microlocalisé
Fo. Pour tous les entiers k > r > 1, 'algebre J, ,.(U) est le localisé de 'algébre @g?)k o)
pour la partie multiplicative des puissances de la dérivation 9 et pour les normes complétes

quasi-abéliennes | - |, ..., | |r de 5&0)13@(U). Le microlocalisé Fy, ,(U) est une K-algébre

de Banach munie d’une norme seulement sous-multiplicative || - [|5, admettant @geo)k oU)
comme sous-algébre. Tout élément S de Iy, ,.(U) s’écrit uniquement sous la forme S = P+Q
avec

oo
_ (kg ~ ;(0) _ LT\
P= nZ::Oan (W"0)" € Dy joU) et Q= Z an - (W) tq an == 0

—oo<n<0

De plus, ||S||,r = maxpez{|an|}.

Pour tout entier k£ > r, on dispose de morphismes de transition Fy41, — Fi, commutant

avec les morphismes @gﬁ())k-f—l 0 @gﬁ@ Par définition, Fo , = I'&ka Fk,r. Les algeébres

Foor(U) sont des algébres de Frechet-Stein. Tout élément de . (U) s'écrit uniquement
sous la forme S = P+ Q avec P € Dxo(U) et Q = Y _o<pn<o@n - (W'0)" vérifiant
a, — 0. En particulier, I'algébre F (U) contient Dx o(U). Les éléments de Dx o (U)

n——oo

inversibles dans Fo,(U) sont donnés par le théoréme [4.2.8|

On regarde maintenant les liens entre les algébres Fy,,.(U) pour un niveau de congruence k
fixé et r variable. Soit r < r’ deux entiers strictement positifs et & > /. On se donne un
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élément S de Jy, - (U),

S = Z an - (W)™ + Z ap, - (W"O)"
n=0

—oo<n<0

P Q

Alors S appartient a JFy ,»(U). En effet, puisque P € @gﬂ@(U) C Fp(U), il suffit de
vérifier que @ est dans F,»(U). On a

Q= Z an - (W'o)" = Z anw_(’",_r)" (w" )"

—oo<n<0 —o0o<n<0

Comme |w|~("="" — 0, on a bien Q € Ty (U). 1l est clair que

n——oo

[1Pllkr = 11P]

k= max{lan|}

Par aillouss, [|Qlliy = maxnco{lan} ot [|Qlky = maxnco {Jan] -p~¢~"}. Ainsi, il en
découle que || Q|| < ||Q]k,r et que ||S]|kr < ||S]|k,r. Autrement dit, I'inclusion d’algebres
Fir(U) = Fi v (U) est 1-lipschtizienne. Elle est donc continue.

Cependant, la topologie de Fj, ,»(U) induite sur Fy, . (U) toujours pour r’ > r par I'inclusion
d’algebres Fy (U) — Fj,(U) ne coincide pas avec la topologie de I, (U). En effet, les
normes || - ||, et || - |5, ne définissent pas les mémes séries convergentes pour les éléments
de la forme Y _ <0 @n - (W"0)".

En conclusion, Jj . (U) est une sous-algébre de Fy, . (U) dés que k > 7" > r et la topologie
de Fy »(U) est plus fine que celle de Iy, ./ (U).

Ces inclusions F,(U) < Fi(U) pour k > 7' > r commutent avec les morphismes de
transition Fp 41, (U) = Tk (U). Le diagramme suivant est commutatif.

Frg1,(U) T, (U)

97k+1,r’ (U)C—> &rk,r’ (U)

En passant a la limite projective sur k dans la catégorie des K-algébres topologiques, on
obtient un morphisme injectif continu de K-algebres Foo (U) — Fog o (U).
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Définition 4.3.1. On pose Foo(U) = lim T, (U) = U Foorr (U).
r>1 r>1

C’est une K-algébre contenant toutes les algebres de Fréchet-Stein Fo (U) dés que 7 > 1.
Si P € F(U), alors P € F,(U) pour un certain » € N*. En particulier, P s’écrit

uniquement sous la forme P = Y,z ay, - 0" avec |ap| - R" — 0 pour tout réel R > 0
n—oo

" — 0. La premiére condition correspond a Y ,enan - 0" € Dx oo(U). Si
n——oo

et |an| - p"
lan|-p™ — 0, alors pour tout R > p" on a |a,|- R~ — 0. On obtient la description

suivante de Foo (U) :

—oo<n<0

H:OO(U):{P—F Z an.an’ PED}:,OO(U)’ IR>0 tq |an|Rnnj>w0}

On munit la K-algébre F,(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
Foor(U) = Foo(U) sont continues. II s’agit de la topologie localement convexe.

Puisque l'algébre Fo(U) est I'union croissante des algébres F - (U), on a

FooU)* = | Foorr (U)*
r>1

Le résultat suivant se déduit du théoréme [4.2.8] En effet, 'union sur » € N* des opérateurs
finis de Dx oo (U) vérifiant le point 3 de cette proposition est I’ensemble des opérateurs finis

de Dx}oo(U).

Théoreme 4.3.2. Un opérateur différentiel P de Dx (U) est inversible dans le microlo-
calisé Foo(U) si et seulement si

1. P=Y¢ _ya, 0" dans Dx oo (U),
2. aq est inversible dans Ox o(U).

Soir ' > r > 1. Les morphismes injectifs d’algebres Foo ,(U) — Foo v (U) induisent des
morphismes de transition Fo, — F,» au niveau des faisceaux. On note F la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algébres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algébres Foo(U). Puisque X est quasi-compacte et
puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, ¥, est un faisceau sur X
d’aprés [I8] Tag 009F|

Définition 4.3.3. On définit un faisceau Foo sur X dont les sections sont exactement les
unions croissantes | J,>1 Foor(U) en posant

?oo :hgffoo,r

r>1
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Chapitre 5

Variété caractéristique des modules
coadmissibles

On note 7 : T*X — X le fibré cotangent de X et s : X — T*X la section nulle. Le morphisme
7 est ouvert. En, effet la propriété d’étre ouvert étant topologique, il suffit de le vérifier sur
la fibre spéciale et de voir que le morphisme 7*X = Spec (Sym©x) — X est ouvert. Ici
Ox est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, ©x est un Ox-module localement
libre de rang fini. En particulier, le morphisme 7% X — X est plat de présentation finie. Il
est donc ouvert d’aprés |18, Tag 00I1].

On associe au faisceau Jj , défini sur X un faisceau J7 . sur le fibré cotangent T*X de X
de la maniére suivante. Pour tout ouvert V de T*X, on pose

. (V):{a:‘k,r(w(V)) si VNs(X) =0
b DY) o(m(V)) si VNs(x)#0

L’image w(V) de V est bien un ouvert de X puisque le morphisme 7 : T*X — X est
ouvert. D’'une maniére analogue, on construit un Jj -module cohérent a partir de tout

@g?)k Q—module cohérent. En effet, soit M un 5;% @-module cohérent et r € {1,...,k}. On
associe & My, le Sr,’;’r—module cohérent

Mz,r = 9j}:,r ® ) W_I(Mk)

ENQ
(D ko

Si V est un ouvert de T*X, on peut observer que

) (V>_{Mk,r(7T(V)) si VNs(X) =0
o Mu(r(V)) i VNs(X)£D
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ol J\N/[k,r =Ty ®7(0) . M}, est un Fj ,-module cohérent. On note Supp M};r le support de
X,k

- en tant que faisceau sur le fibré cotangent T*X. On démontre l'inégalité de Bern-

stein pour le support de M}Z’r D un @geoi Q—module M, est non nul si et seulement si

dim Supp(Mj, ,.) > 1.

On considére maintenant un Dx o-module coadmissible M = limk M. Pour r fixé, les
modules My, admettent des morphismes de transition My, — My ., T -lincaires et
induis par les morphismes Mj1 — M. Le faisceau limite projective M} des modules M, .
est un 5, = 1'£1k2r Foo -module coadmissible. Le support du module M coincide avec
la fermeture de I'union croissante des supports des faisceaux M :

Supp M. = U Supp M, C %
k>r
Le J -module M vérifie lui aussi I'inégalité de Bernstein. La variété caractéristique de

M est alors définie comme ’'intersection pour r > 1 des supports des modules coadmissibles

5.1 J;,-module cohérent associé a un @gg)k@—module

cohérent

On fixe dans cette section les entiers k > r > 1. On définit le faisceau 7 . sur le fibré
cotangent T*X de X de la maniére suivante.

Définition 5.1.1. Soit V un ouvert de T*X. On pose

Feo(m(V)) i VNs(X)=0

T (V) = {@gg’)k@(ﬁ(v)) si VNs(X)#£0

C’est une K-algébre de Banach munie d’'une norme seulement sous-multiplicative lorsque
V' N s(X) = 0 et multiplicative dans le cas ot V' N s(X) # (. On note la norme de F (V)
toujours par || - ||g,. Si V N s(X) = 0, il s’agit de la norme de Fj . (w(V')). Sinon pour
VNs(X)#0, |||k est la norme multiplicative | - |, de @g))k,@(TF(V))

On vérifie que Fj; . est un préfaisceau sur 7%X. En effet, soient W C V deux ouverts de
T*X.SiV et W n’interceptent pas la section nulle s(X), ou s’ils I'interceptent tous les deux,
alors les morphismes de restrictions sont respectivement ceux du faisceau Fj , ou ceux de

@gg)k@. On suppose maintenant que W N s(X) = 0 mais que V N s(X) # (). Par définition,

5, (W) = T (x(W)) et F7,(V) = DY) o (x(V))
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L’inclusion W C V implique que 7(W) C m(V). Le morphisme de restriction d’algébres
4r (V) = F% (W) est simplement le morphisme composé

(0 (0

Dera(T(V)) = DEpo(m(W)) = Fir(w(W))
La condition de recollement est claire puisque 552%7@ est un sous-faisceau de JFj .. Ainsi,
F}.,» définit bien un faisceau sur le fibré cotangent 7*X de X.

Soit 7'('71(@(%07)]67(@) — 7., le morphisme de K-algébres induit sur les ouverts V' de TX par
les inclusions
Fer(m(V)) st VNs(X)=10

-1 @(0) 1% :@(0) |4 Fr (V :{A
T Pk =Priam VD 2 TV =50 ) s vas@) 20

Ce morphisme induit une structure de ﬂfl(@gg}c Q)—module pour le faisceau ?};r. On consi-

dére maintenant un 5&% Q—module cohérent M. On rappelle que le est le Jj ,-module

cohérent My, = Fr., @~ M.
’ 7 Drke

Définition 5.1.2. On associe 4 My, le 9’;;77,-m0dule cohérent

Mz,r = 3:;;,7” ® Tr_l(Mk)

= 1(DF) o)

On vérifie que localement sur les ouverts V' de T*X, le module M7 , est défini par

Mi (n(V))  si VNs(X)=0

M, (V) = {Mk(ﬂ(v» si Vs(x)#£0

Soient W C V' deux ouverts de T*X tels que W N s(X) =0 et VN s(X) # 0. Le morphisme
de restriction My, (W) — Mj (V) est donné par

Mi(m(V)) = My(m(W)) 28 Ny, (r(W)) = T (n(W) @500

X,k,Q

Pour V.1 s(X) =0, My (V) = My (7(V)) est un F5 (V) = Fgp(7(V))-module cohérent.

Lorsque V N s(X) # 0, Mj (V) = My((V)) est un I (V) = @$L7Q(W(V))—module
cohérent par hypothése.

Soit My, un @gg}c@—module cohérent. On note Supp JV[}';T le support du module Mj . en tant
que faisceau sur le fibré cotangeant T7*X. C’est un fermé de |T*X| d’aprés le lemme suivant
puisque My = est un 7 -module cohérent.
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Lemme 5.1.3. Le support Supp My, de My, . est un fermé de [T*X|.

Démonstration. On rappelle que T*X est quasi-compact et que M} . est un JF7  -module
cohérent. Soit V1,...,V, un recouvrement ouvert affine fini de 7*X tel que Mj v, soit un

;;J,Wi—module de type fini pour tout entier i € {1,...,n}. Il existe des sections ey, ..., es de

M, (Vi) telles que Ml:,qvi = &"};’TM cep e+ ?Z’T‘W

Supp 5560)1@» Q= X, le faisceau ?,’;T est supporté par T*X tout entier. On en déduit que

- es. Par ailleurs, comme Supp Jj,, =

Supp(Mj, ) NV; = U Supp(e;)
j=1

Le support Supp(e;) d'une section e; de My, . est fermé dans [7X| d’aprés [18, Tag 01AU].
On en déduit que Supp(MZm) N V; est fermé car union finie de fermés. Puisque les V;
recouvrent T*X, le support Supp Mj; , est une partie fermée de |T*X]. O

Inégalité de Bernstein

Soit My, = @gg L 0 /g un @gﬁ Q—module cohérent, ol J; est un idéal & gauche cohérent de

0 PN s P
Dge)k o- On commence par redéfinir briévement la variété caractéristique Car(My) C T*X
du module My. On note J; I'ensemble des éléments du faisceau d’idéaux Jj, de norme |- |,
inférieure ou égale & un :

T(U) ={P € I(U) : [Pl < 1}

C’est un idéal cohérent de @g?gﬁ En effet, J; est localement sur tout ouvert U de X suf-
fisamment petit un idéal de type fini engendré par des opérateurs différentiels Py, ..., Ps
de D$L7Q(U). Quitte & normaliser les P;, on peut supposer que Pp,..., P € DggL(U). Il
est clair que JZlU est aussi engendré par les sections P, ..., Ps. Ainsi, J}, est localement un

(0)

idéal de type fini. Comme le faisceau d’algébres @x .. est cohérent, I’déal J7 est cohérent.

On identifie U & un ouvert affine de la fibre spéciale X de X. On munit T*U C T*X
du systéme de coordonnées locales (t,€) associé a la coordonnée étale de U. Soit P =
%0 o @y - (wWFO)™ un élément de I3 (U). On associe a P I'élément de T*U donné par

o ay, (p) € Ox(U) est la réduction modulo w de ax, (p)- On @ o(P) = o(P), ou o(P) est

le symbole principal de P € (I3 ®y £)(U). On appelle encore o(P) le symbole principal de
P il dépend du niveau de congruence k. Avec cette notation, on a

Car(My) NT*U = {(t,€) € T*U : o(P)(t,€) =0 ¥P € I2(U)}


https://stacks.math.columbia.edu/tag/01AU
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On peut relier la variété caractéristique de My, au support de Mj; . en les considérant comme
des parties fermées de |T*X| = |[T* X|.

Proposition 5.1.4. Pour tout @gg)k: Q—module cohérent My, et pour tout entierr € {1,...,k},
Car My, C Supp My, en tant qu’espaces topologiques.

Démonstration. On peut supposer X affine et se ramener au cas ot M, = @&03{: @/J pour

un idéal cohérent J de @gg% @ comme dans la preuve de la proposition [2.6.4] Dans ce cas,

J\?E;w =Tk /Fpr-J, 00t Fj - T est I'idéal & gauche de Fy, , engendré par J.

On commence par montrer que Car M}, et Supp M}, coincident au niveau de la section
nulle. Soit U un ouvert affine de X. Alors V = 7~ }(U) intercepte la section nulle. On a
rr(V) = Mi(U) et (M, )(z,e) = (Mg)e pour tout point (z,&) de V. On se restreint a

Pouvert V quitte & supposer que X = U. On rappelle que J° est 'idéal de @gg% constitué

des éléments de J norme |- | inférieure ou égale & un. Soit I = J° ®y k la réduction modulo

w de J°. C’est un idéal cohérent de Dx j, = @(x())k ®v k. On se donne des éléments P, ..., Ps
de J°(U) tels que o(P),...,0(Ps) engendrent le gradué grI. Alors Py, ..., Ps engendrent
I’idéal J. De plus,

Car(My,) = Car(Dx /1) = {(t,€) € T*X : o(P)(t,€) =0 VP e I}
={(t,§) eT"X: o(P1)(t,§) = =0(P)(t,§) =0}

On écrit 0(P;) = o(P;) = a;-£% € gr I(X). La section nulle est une composante irréductible
de la variété caractéristique Car M}, si et seulement si les ordres d, ..., ds des opérateurs
P, ..., P, sont supérieurs ou égaux a un. Puisque I'idéal gr I est engendré par les mondémes
o(P1),...,0(Ps), I'idéal gr I ne contient pas de terme d’ordre zéro en £. On en déduit que
I'idéal J ne contient pas d’opérateur P vérifiant Ni(P) = 0. Dans le cas contraire, o(P)
serait un élément d’ordre Nj(P) = 0 en & de grl. Les points du support Supp Mzﬂ, sur

la section nulle sont donnés par le support du module My = @ge())k Q /J vu en tant faisceau

sur le schéma formel X. Puisque tout élément P de l'idéal J(U) vérifie Ni(P) > 1, aucun

(0)
X

élément de J n'est inversible dans D k. au voisinage de chaque point de X d’aprés le

corollaire 2.3.34 Ainsi, (M}, ) (z,0) = (@gso)k(@/ﬁ)x # 0 en tout point # de X = U. Autrement
dit, Supp My, = X et le support Supp Mj, . contient la section nulle.

Réciproquement, le support du module @gg L 0 /I n’est pas X = U tout entier si et seulement

si I'idéal J(U) contient un opérateur P vérifiant Np(P) = 0. Dans ce cas, le support du
module @gg)k@ /J consiste en un nombre fini de points contenus dans I'ensemble des zéros
du coefficient constant ag de P. Par ailleurs, o(P) = ap est un ¢élément du gradué gr I(U).
La variété caractéristique Car(Dy /I) ne contient donc pas la section nulle. On vérifie,
en raisonnant de maniére analogue & ce que l'on a fait dans le paragraphe précédent, que
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la variété caractéristique Car M}, intercepte la section nulle exactement en les points du

support du module @g{o)k Q /3, autrement dit parmi les zéros du coefficient constant ag de P.

On regarde maintenant ce qu’il se passe en dehors de la section nulle. Soit V' un ouvert
affine de T*X n’interceptant pas la section nulle. On pose U = w(V') C X. C’est un ouvert
de X. Quitte a restreindre V', on peut supposer que U est affine et que X = U. Avec ces
notations, My, (V) = F,(U)/(Fg, - I)(U). On reprend les notations de la partie du

microlocalisé Ly, du faisceau Dy j sur le fibré cotangeant 7% X de X.

Soit P € J(U) un opérateur de norme un. On rappelle que P = (P mod w) est inversible
dans le microlocalisé Lj, au voisinage d’un point (z,€) € Ty X = T* X \s(X) si et seulement
si o(P)(z,§) # 0. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante, pour que P soit
inversible dans le microlocalisé £ au voisinage du point x. En effet, cette condition implique
seulement que le coefficient d’indice Nj(P) de P est inversible dans Ox au voisinage de z.
D’apreés la proposition il faut de plus avoir N (P) = 7 (P) pour que P soit inversible
dans €, au voisinage de z. Ainsi, si P est non inversible dans Ly (W) pour tout voisinage
ouvert W du point (z,§) dans 75X, alors P est non inversible au voisinage de = dans
et donc a fortiori dans Jy, .

On se donne un point (z, ) dans Car(My) V75X . On rappelle qu'un point (z, {) appartient
a la variété caractéristique Car(My) NT§X si et seulement pour tout opérateur P de J(U)
de norme un, o(P)(x,&) = 0. On en déduit qu'aucun élément P de J(U) n’est inversible
dans &j au voisinage du point x. En effet, le coefficient dominant a de tout opérateur P
de J(U) s’annule en x puisque le point (x,£) n’appartient pas a la section nulle du fibré
cotangent : & # 0 et o(P) = a(x) - N:(P) = 0 implique a(x) = 0. D’aprés le lemme
I'idéal € - J de & engendré par l'idéal J ne contient pas d’élément inversible au voisinage
de x. Autrement dit, E(W) - I(W) C Ex(W) pour tout ouvert affine W de X = U. 1l
en découle que 'idéal Fy ;. - J de Fj, ne contient aucun élément inversible au voisinage de

x dans Jj,. Dans le cas contraire, il existerait un voisinage ouvert W de x pour lequel
Foe (W) - T =T, (W). Alors

Ek(W) - Fppe (W) - I(W) = Ex(W) - I(W) = ER(W) - Fpo,r (W) = Ex(W)

Ainsi (W) - I(W) = EL(W) et I(W) contiendrait un élément inversible au voisinage de
x d’aprés le lemme Il en découle qu'aucun élément de I'idéal Ty, - J n’est inversible
au voisinage de x dans le microlocalisé Fy,. On en déduit que (Fy /T, - )z # 0 et que
(z,£) € Supp M - On a donc montré que Car M, C Supp MZ,T en dehors de la section
nulle. O

Remarque 5.1.5. Soit My un @gg}c@-module cohérent et r € {1,...,k}. On a démontré
que la variété caractéristique Car(My,) et que le support Supp(M;;’r) coincident au niveau de
la section nulle. Cependant, l'inclusion Car(My) C Supp(Mzw) peut étre stricte en dehors
de la section nulle. Cela provient du fait qu’il est plus « difficile » d’étre inversible dans le
localisé Ty, que dans le localisé Ly, de Dx . Soit par exemple P un opérateur différentiel
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infini de Dx oo(U). Les variétés caractéristiques Car(@gg)k@/P) sont toutes de dimension
un, maits Supp(M};yr) =T*X pour r et k suffisamment grands d’aprés [’exemple .
Puisque X est une courbe, on dispose de I'inégalité de Bernstein pour les @gg)k’@—modules
cohérents M, : M, est un module non nul si et seulement si dim Car M > 1. On fixe dans
la suite un entier r € {1,...,k}. On déduit de la proposition que dim(Supp My, ) =1
implique dim(CarMy) = 1. En effet, il suffit de vérifier que My # 0. Si My = 0, alors
= 0 et SuppMj, = (. Autrement dit, si dim(SuppMj ;) = 1, alors My, est un

@gg)k@—module holonome non nul.
Réciproquement, soit M}, un 5;039 g module cohérent non nul. Alors dim(Car M) > 1 et

la proposition [5.1.4] montre que dim(Supp J\/[}';r) > 1. On en déduit I'inégalité de Bernstein
pour les 3’",’;T—modu es cohérents énoncée dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.6. Un @i({)k -module cohérent My, est non nul si et seulement si

dim(Supp My, ,.) > 1

Puisque X est connexe et lisse, X est intégre. En particulier, X est irréductible. Dans ce cas
T*X est aussi irréductible. Comme dim(7X) = 2, si le support de M}, ,. est de dimension
deux, alors Supp MZ}T = T*X. Lorsque dim(Supp Mk,r) =1, la proposition suivante montre
que le support de My, est une partie conique de T*X constituée de composantes irréduc-
tibles verticales et potentiellement d’une composante irréductible horizontale d’équation

€=0.
7(0)

Proposition 5.1.7 (inégalité de Bernstein). Soit My un Dy} o-module cohérent non nul.
Si dim(Supp M, T) =2, alors Supp M}, . = T*X. Sinon, dlm(Supp My T) =1 et les compo-
santes irréductibles du support Supp Mk » sont toutes de dimension un.

Démonstration. On suppose que dim(Supp MZT) = 1. Comme pour la preuve de la propo-

sition [2.6.4] on peut se ramener au cas ou My = @g?)k Q/jk avec Jp un idéal cohérent de

@g?)k o On a J\?(km = Fkr/Fir - Ii, ot Fy - Jp; est I'idéal de Fy, engendré par J,. On peut
supposer que X = U est affine.

Il a été vu dans la proposition que le support Supp Mz,r et la variété caractéristique
Car(My) coincident au niveau de la section nulle et que Car(My) C Supp Mj, .. Puisque les
composantes irréductibles de Car(M}y) sont toutes de dimension un, Supp J\/[}:,J n’a pas de
point isolé sur la section nulle. Il reste & regarder ce qu’il se passe en dehors de la section
nulle.

Soit (z,&) € T"X\s(X). On rappelle que (M}, ,)(z.6) = (M)~ En effet, pour tout voisinage
ouvert V' suffisamment petit de (z,£) dans 7*X, on a M’:ﬂ"w = ?k,r\v/jk|v~ On en déduit
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que si (Mkr)x # 0, alors le support du module M, contient la droite verticale passant
par x sauf potentiellement pour le point situé sur la section nulle. Il faut donc élucider ce
qu’il se passe au niveau de la section nulle. Si le support du module M, ,. contient la section
nulle, il n’y a rien a montrer. Dans ce cas, le support Supp M, . consiste en une composante
horizontale d’équation & = 0 et en un nombre fini de Composz;ntes verticales.

On suppose maintenant que la section nulle n’est pas une composante irréductible du sup-
port Supp M, ... Il faut montrer que si (M} )z e) = (Mi;)e # 0 pour tout € # 0, alors

(M) (@0) = My)z # 0. Autrement dit, il faut prouver qu’aucun élément P de Jx(U),
pour U un voisinage ouvert affine de x dans X, n’est inversible au voisinage de x dans

@g?)k(@' Si Ni(P) > 1, alors le corollaire [2.3.3) montre que P n’est jamais inversible au
(0)

voisinage de x dans @x k.- Néanmoins, il a été vu dans la preuve de la proposition |5.1.4

que 'idéal Jx(U) contient des opérateurs différentiels P vérifiants Ni(P) = 0 lorsque la
section nulle n’est pas une composante irréductible des variétés caractéristiques. Soit P un
tel élément. L’hypothese (M, ) (ze) = (Mkm)z # 0 implique que le coefficient constant ag
de P s’annule en x. Autrement P serait inversible au voisinage de tout point (x,&) pour
¢ # 0 dans le microlocalisé Jy , d’aprés la proposition En effet, puisque Nj(P) =0
implique 7 (P) = 0, ap serait inversible au voisinage de ! Ceci impliquerait en particulier
que (M) (z6) = (J{/[k,r)x = 0. Ainsi, aucun élément P de Jx(U) vérifiant Ny(P) = 0 n’est
inversible au voisinage de . On en déduit que (M), # 0. Le support du module Mj ,.
contient donc la droite verticale d’abscisse x. O

5.2 Bonnes filtrations des J; -modules cohérents

Soit M, un @gg Ly(@—module cohérent. On associe maintenant au "f};r—module cohérent Mz,r
des bonnes filtrations locales. Ce module étant localement de présentation finie, on considére
la norme induite par cette présentation et la filtration donnée par cette norme. Le gradué
gr MZ,T correspondant est un gr ?,’;T—module cohérent. Dans cette section, on montre que
localement, Supp(MZyT) = Supp(gr MZ}T). Enfin, on termine par donner une preuve directe
de l'inégalité de Bernstein sans utiliser I'inclusion Car(My) C Supp My, . et I'inégalité de
Bernstein pour le module My, démontrée dans la partie [2.4]

La filtration de 7,

Soit U un ouvert affine contenant z sur lequel on dispose d’une cordonnée locale. On rappelle
que la norme spectrale de Ox o(U) est dénotée par |-|. C’est une valuation discréte a valeurs
dans p%. On pose

Ox,@(U)(m) ={f € Oxo(U) : [f| <p™} pour m € Z

La suite (Ox,¢(U)(m))mez est une filtration strictement croissante exhaustive de Ox o(U) :
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1. Ox,(U)(m) est un sous-groupe additif de Ox o(U);

2. 0x,Q(U) = Umez 0x,0(U)(m);
3. Ox0(U)(m) - O0x(U)(m') C Ox,o(U)(m + m') pour tous m, m' € Z.
Le gradué associé est défini par

gr0zqU) = € gr,, Ox (U

meZ
ou gr,, 0xo(U) = 0x0(U)(m)/Oxo(U)(m — 1). Soit a € gr,, Ox,o(U). Autrement dit,
la| = p™ pour un certain entier relatif m. On note y(a) I'image de a dans le gradué

gr,, Oxo(U). On définit ainsi une application v : Oxg(U) — grOxo(U). On munit
gr Ox o(U) de la structure de gr K-algébre induite par 7.

(0)

On considére aussi pour les algébres @% 1.0(U) et Fi,(U) les filtrations strictement crois-
santes exhaustives indexées par Z données par les normes |- | et || - || :

—~(0 ~0 .
Dk o(U)(m) = {P € DL} o(U) : |Pli <™}
Frer(U)(m) ={P € Fpop (U) : [| Pl < p™}
On identifie Ox o(U) aux opérateurs différentiels finis d’ordre zéro de @gg}g’@(U). Ces fil-

trations sont compatibles avec les inclusions Ox g(U) C @g)L’Q(U) C Fir(U).

Soit P = 2% ay, - (wkO)" D;L (U) et m € Z tel que |P|p = maxpen{|an} = p™.
Alors P appartient a Dge)k (U)(m)\D gg)k@(U)(m —1). On note v(P) I'image de P dans
er,, @g))]CQ(U) On a

> lan) - G

|an|=p™

oil ¢, = 7(w*d) est 'image de w*d dans gry, @gg)k’Q(U) C gro Fk,(U). On obtient ainsi une

application 7 : 5522@((]) —gr @g)LQ(U)

On définit de méme une application Fy, .(U) — gr Iy (U) que 'on note aussi v puisqu’elle
prolonge I'application - : @gg}c’@(U) — gr @gg}g’@(U).

Ces applications v induisent des structures de gr K-algébres sur les gradués gr(@gg )]CQ(U))
et gr(Jy,(U)) compatibles avec I'inclusion gr(@gg),c’Q(U)) C gr(Fpr(U)). Soit ¢, 'image de
(w"d)~t dans gry Fy.(U). On dispose des isomorphismes suivants de K-algébres

gr DY) o(U) = gr(0x,0(U))[Gi]
gr Stk,r(U) = gr(ox,Q(U))[Clw (r]/((k : (r)

En particulier, ces gradués sont des gr K-algébres commutatives noetheriennes.
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Exemple 5.2.1. Soit X = Spf (V(t)). On a Ox o(X) = K(t) et gr(0x (X)) ~ (gr K)[t]. Si
at) = 3nZo an-t" € K(t), alors ¥(a) = Yja,|=ja| V(an) 1" € K[t] avec |a = max,en{|an|}
et y(ay,) 'image de «;, dans gr K. Par exemple lorsque K = Q,, on a

grQ, = P{0,....p—1}-p" = { > Pt M€ {0,---,p—1}}
nez —00<n< oo
Ainsi, gr @gg)k(@(%) ~ (gr K)[t][Ck]. Soit P = "%, a,, - (w*0)" € @gg)k(@(%) Les coefficients
ay, sont des éléments de I'algébre de Tate K (t). On a |P| = maxpen{|an|} € p” et y(P) =
Plan|=|Pl, V(an) - G- On a aussi gr Fy . (X) == (gr K)[t][Cr, ¢]/ (G - Gr)- Soit
Q= Z an - (W)™ + Z ap - (WO)" € Ty (X)
0<n<oo —oo<n<0

Alors [|Q|lk,r = maxpez{|an|} et

Q)= Y Al G+ Y lan) ¢
lan|=[1Qllk,» lan|=[1Qllk,»
n>0 n<o
On définit une filtration croissante exhaustive globale sur le faisceau Ox g de la maniére sui-
vante. Pour tout ouvert W de X, on pose Ox o(W)(m) = {a € Ox o(W) : ajy € Oxq(U)(m)
pour ouvert affine U de W muni d’une coordonnée étale}. Soient V' C U deux ouverts af-
fines de X et a € Ox g(U). On vérifie alors que |ay| < |a)y], o | - | est la norme spectrale.
Autrement dit, Ox o(V)(m) C Oxq(U)(m) et la filtration se recolle bien sur les ouverts
affines. De méme, pour un ouvert W de X, on pose

59/{@(‘/‘/)(7”) ={P¢ @(xO)kQ(W) : Py € @QCQ(U)(m) pour tout ouvert affine U C W}

Cette filtration se recolle bien sur les ouverts puisque la norme |- |5 de @gg )k @(U) ne dépend
pas du choix du systéme de coordonnées locales d’aprés le lemme De maniére analogue,

(0)

on munit le faisceau JFj,, d'une filtration croissante exhaustive. Enfin les filtrations de @x %.Q
et Jj, induisent une filtration croissante de J7 .. Pour tout ouvert V' de T*X, le gradué
grJ; (V) correspondant est donné par

y gr Fp - (m(V)) si VNs(X)=10
gr gjk,r(v) = ~(0) .
gr Dy ro(m(V)) st VNns(X)#0
En particulier, lorsque U = 7(V') est un ouvert affine munit d’une coordonnée locale, on a

gr(Ox,Q(U))[Ck: G/ (G- &) st VNns(X) =0
gr(0x,o(U))[Ck] si VNns(X)#0

On note v : I (V) — grFj (V) Papplication induite par v : I (U) — gr Ty (U) et par
7 : DY oU) = g2 DY) o ().

g 97, (V) = {
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Bonnes filtrations des modules Mj |

(0)

On se donne maintenant un Dy kQ—module cohérent M;, non nul. On fixe un entier r €

{1,...,k}. On rappelle que J\?[;w =T, ® My, est un J, ,-module cohérent.

HO)
D%,k,@

On appelle filtration exhaustive du @gg% (U)-module cohérent My (U) une suite croissante

(Mg (U)(m))mez de sous-groupes additifs de M (U) vérifiant

L M (U) = Umez Mi(U)(m) ;

2. 5;?)14(@(U)(”) - My(U)(m) € Mg(U)(n + m) pour tous n,m € Z.
On munit Mg(U) de la norme induite par une présentation finie de My(U) en tant que
@gg)k@(U )-module cohérent. Cette derniére est compléte d’aprés la proposition [1.2.3, On
considére la filtration sur My (U) donnée par cette norme. On note gr My(U) le gradué

associé. C’est un gr @gL’Q(U)—module cohérent. En effet, soit
~(0 ~(0 n
Do) = DL o(U)" = Me(U) = 0

une présentation finie de My (U). On considére sur @gL’Q(U)e et @gg)k’@(U)" les filtrations

naturelles données par la norme de @gg )k@(U). On munit le module My (U) de la filtration

(0)

image de celle de @}t,k,Q(U )™. La suite exacte ci-dessus est alors compatibles avec les filtra-

tions. Elle passe donc aux gradués et fournit une présentation finie du gr @gg’)k@(U )-module
gr M (U).

En partant de la méme présentation de My (U), on obtient une présentation finie de J{/Ekyr(U )
comme J ,(U)-module aprés tensorisation par F.(U). On munit Mk,r(U) de la norme
induite par cette présentation. On note cette norme || - [|5,. Une telle norme est compléte
pour la topologie w-adique puisque la norme || - || de Fj,(U) est sous-multiplicative. On
considére la filtration sur My, (U) induite par cette norme. Le gradué associ¢ gr My, ,.(U)

est un grJFy (U)-module cohérent, pour des raisons identiques a ce qu'’il vient d’étre dit
pour gr My (U).

Soit V' un ouvert affine de 7*X. On rappelle que U = 7(V') est un ouvert de T*X. Quitte
a réduire V', on peut supposer que My est de présentation finie sur U. On obtient une fil-
tration croissante exhaustive du module M} ,. (V) correspondant a I'une des deux filtrations
précédentes : 7

My, (U)(m) si VOs(X)=0

Me(U)(m) st VNs(X)#0

On note encore || - [[x, la norme du module Mj (V) obtenue ainsi. Elle est compléte. On
peut donc associer & My (V') un gradué gr Mj, (V) donné par la présentation de départ

Mg (V) (m) = {
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du @gg)kQ(U)—module M (U) Cczhérent. Ce gradu¢ grMj (V) est un grF .(V)-module
cohérent puisque les gradués gr My, . (U) et gr My (U) sont cohérents.

Définition 5.2.2. Soit My un @&OL @-module cohérent et r € {1,...,k}. Soit V un ouvert
de T*X tel que My, soit de présentation finie sur ouvert U = w(V') de X. On appelle bonne
filtration de MZ”\V une filtration induite par une présentation finie de Mg

On a montré ci-dessus que le F , -module M}, admet localement des bonnes filtrations.
En effet, soit V un ouvert affine de T*X tel que le module M}, soit de présentation finie sur
Pouvert U = 7(V'). Alors toute filtration du module M}, v induite par une présentation

finie de My, ;y est une bonne filtration.

On fixe un ouvert affine V' de T*X sur lequel M} v admet une bonne filtration. On note
U = n(V). Par définition, M|y est de présentation finie. Soit {M/“”W( m) }mez une bonne
filtration de Mk e La filtration est strictement croissante car induite par la norme. On note
T My v — gr M’fﬂv I’application canonique donnée par la filtration. Par construction,

7(e) # 0 des que e € My .(V)\{0}. On pose 7(0) = 0. L’image de 7 engendre le gradué

gr My, v en tant que gr ff,’;rlv—module.

Lemme 5.2.3. On suppose que My T\V admet une bonne filtration. Alors gr M. v est un

gr I .., -module cohérent. Soientey, ..., es des éléments de My, (V) tels que T(e1), ..., T(es)

ea\%
engendrent le gradué gr My, .. Alors les sections e1, ..., es engendrent le module MZ,r(‘/)-

De plus, si 7(e;) € grp,, M .(V) avec m; € Z, alors
Vm € Z, M’”W ZEF,”W m—m;)-e

Démonstration. On a déja vu gr M v est un gr J, TW—module cohérent pour toute bonne

filtration. Il existe donc des sections 7(e1),...,7(es) € grMj (V) engendrant gr M’”\V

*
kv
-module. Les éléments 7(e;) sont homogenes : 7(e;) € gr,,,, M. (V) pour certains

puisque l'image de l'application 7 : — gr M}, v engendre le gradué en tant que

8 Ty

m; € Z. De maniere équivalente, e; € Mj, T\V(mi)\MzﬂV(mi —1).

On démontre maintenant que pour tout entier m € Z,
Mkr‘v Z?kr“/ m— ml) © €

Soit e € My ,.(V))(m) tel que [[e]|,» = p™. On note 7(e) son image dans le gradué gr,, Mj, (V).
Il existe ay,...,as € grIF3 (V) tels que 7(e) = 377 a; - 7(e;). En écrivant les a; en sommes
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de leurs composantes homogénes, on se raméne au cas ol a; est homogéne de degré m —m,.
Autrement dit, a; € grp, _,, I (V). Soit alors o; un relevé de a; dans I3 (V) : v(a;) = a;
et a; € F . (V)(m)\F,.(V)(m —1). On pose

S
fi= Zai e € I, (V)(m—mi)-er+ -+ T, (V)(m —my) - es
i=1

On peut montrer que ey est de norme p™ et que

s

T(f1) =7(Q_ai-e) = Y _ylow) - T(ei) =Y ai-7(ei) = 7(e)
i=1 i=1

i=1

Si e — fi est de norme p™, alors 7(e — f1) = 7(e) — 7(f1) = 0. On en déduit que e — f; =0
et donc que e = f1 € 37, T (V) (m —my) - e;.

On suppose ensuite que e # f1. Dans ce cas, e — f € MZT(V)(m — 1) car e — f1 ne peut
pas étre de norme p™. Une récurrence sur m montre qu’alors il existe un élément f,, de
3Py }:ﬂv(m—mi)-ei tel que e— f, € My, .(V)(m—n). Autrement dit, [le— fullg,r < p™ "

|t.) est complet. Comme p™~" — 0, la suite
’ n—o00

fn converge vers e dans le module My (V). Par ailleurs, 374 F; (V) - €; est un sous-
Fr.+(V)-module fermé de Mj (V). On en déduit que e € 3774 Ff (V) - ;. Puisque pour
tout entier naturel n, f, € 3771 Fj .(V)(m —m;) - e; et les coefficients de e sont aussi dans
les % .(V)(m —m;). On a ainsi montré que

On rappelle que le module (M}, .(V), || -

ke (V)(m) € DT, (V) (m —mi) - e
i=1

L’autre inclusion s’obtient immédiatement en regardant la norme. On a donc montré que
pour tout entier relatif m,

Mz,r‘v(m) = Z?l:,qv(m - ml) =
=1

Enfin, on en déduit que les sections eq,...,es engendrent le module MZTW puisque la
filtration est exhaustive. O

*

. .. .
kv différent d’un indice fini.

On déduit de ce lemme que deux bonnes filtrations de M

Proposition 5.2.4. Soient {J\/[};”V(m)}mez et {Mi,r,v(m)’}mez deuz bonnes filtrations

¥ Alors il existe un entier a tel que

pour le module Mkﬁ’\v'

Vm € Z, M, (V)(m—a) C M, (V)(m) € M ,.(V)(m+a)
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Démonstration. D’aprés le lemme m il existe des sections e1,...es € M (V) telles que

Mz,r‘v(m) = Z?I:,qv(m - ml) =
=1

Pour tout i € {1,...,s}, on peut trouver un entier n; pour lequel e; € M} ,.(V)(n;)’. On en
déduit 'inclusion suivante en posant b = maxj<;<s{n; — m;} :

M, (V)(m) = T, (V)(m —my) - e;
=1
- Z ?Z,T(V)(m - ml) ) Mz,r(v)(nl)/
=1

C Z M (V) (m 4 n; —my)’
i—1
MG, (V)(m + b

Par symétrie, on obtient 'autre inclusion pour un autre indice de décalage c. Alors a =
max{b, ¢} satisfait I’énoncé de la proposition. O]

Proposition 5.2.5. Soit M un @gg}c@-module cohérent etr € {1,...,k}. Soit V un ouvert
de T*X sur lequel My, . admet une bonne filtration. Alors Supp( zyr)ﬁV = Supp gr( Z’rlv)

*

pour toute bonne filtration de M’fﬂv'

Démonstration. On peut supposer que X = U est affine et que My est de présentation
finie sur X. On note gr M7 . le gradué induit par cette présentation. Par construction,
Papplication 7 : M}, ,.(X) — gr M, .(X) envoie un élément non nul sur un élément non nul.
L’inclusion Supp My, ,. C Supp gr(Mj, ,.) en découle.

Par ailleurs, le lemme [5.2.3] dit qu'il existe toujours un systéme de générateurs du gradué
gr My | se relevant en un systéme de générateurs du module Mj . On en déduit que si
le graaué gr Mj . est non nul en un point, alors le module M} . est aussi non nul en ce
point. Autrement dit, Supp gr(M};yr) C Supp Mj .. On a ainsi pré)uvé I’égalité des supports
Supp M}, ,. = Supp gr( }zr) O]

On explicite dans I'exemple suivant le gradué lorsque My = @g) L 0 /J pour un idéal cohérent

J de @g?)k o D’aprés la preuve de la proposition [2.6.4] on peut toujours se ramener au cas

ou My, = @gg)k@/J pour étudier les supports des @g{%ﬂ’@-modules cohérents.
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Exemple 5.2.6. On suppose que X = U est affine et que My, = @;O)k Q/J. On décrit dans

cet exemple le gradué gr M,’;r et application 7 : M",;m — gr M,’Zm. On a M,’;r = @gg)k Q/JT,
ou J, est I'idéal de F7 . engendré par J. Pour tout ouvert affine V' de T*X, on a

9,(V) = {(Cﬂw‘j)((ﬂ(v)) si Vs(X) =0
r J(’]T(V)) si Vﬂs(%);ﬁ@

On rappelle que Fj,, - J est I'idéal a gauche de Fj, engendré par J. On munit M; . de la
filtration quotient induite par la norme || - |, de Fj (%) :

MG, (m) = 57, (m) (T, (m) N3,) Ym € 7

C’est une bonne filtration de Mj ;. On note grMj, . le gradué¢ associé. On pose Jr(m) =
Fr.-(m) NI, Alors le gradué associé gr(J;) est un idéal a gauche de grFj . On vérifie que
gr My, >~ gr sz/gr Jr en tant que gr ¥ ,-module. On note v : J, — grJ, la restriction de
lapplication v : . . — grJy . a Jr. Alors grJ, est I'idéal a gauche de gr J7 , engendré par
v(Jr) : grdr = gr Iy .- v(9r).

Soit V' un ouvert de T*X. On suppose par exemple que V N s(X) = (. Dans ce cas,

M (m) )y = My () vy = (Fror (M) /(T - I) (M) (1)

On peut décrire plus explicitement ’application 7 : M}ZJ'V — gr MZ#’W' Soit m € Z et

@ un élément du gradué gr,, Mj (V) = J\?[kr(V)(m)\J\?[k?T(V)(m —1). Alors [|Q|lk, =
p™. Soit S un élément de l'algebre Fy (V) = T, (m(V)) dont 'image dans le quotient
Fer(m(V))/(Fhy - I)(w(V)) est Q. On écrit

S= > an- W+ D an- (W), an € Oxg(n(V))

0<n<oo —o00<n<0

On a [|Q|x,r = [[Slkr = maxpez{lan|} = p™. Alors

T(Q)Z( > 7(%)-@”) mod gr(Fp - I)(m(V))

|an |=p™

avec (; = (i sin > 0 et ; = ¢, sin < 0. Puisque S n’appartient pas a I'idéal (Fy,-J)(7(V)),
la somme Y|q, |=pm Y(an) - (' n'est pas un élément de l'idéal gr(Fy, . - I)(V). Ainsi, 7(Q) #
0. La situation est analogue lorsque V N s(X) # 0, bien qu'un peu plus simple puisque

£ (M) = Me(m)n) = (D) 0 (M) /I(m))r(r)-
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Lien entre le fibré cotangeant 7*X et les faisceaux @g&@ et Jj,

Soit U un ouvert affine de X = X ®y Speckx muni d’une coordonnée locale. On note
m:T*X — X la projection canonique. On rappelle que gr Dx iy ~ OX\U[fk] et donc que
Spec(grDx ) ~ T*X en tant que x-shémas. Ainsi, un Dy p-module cohérent M défini
naturellement un Op+ x-module cohérent

M = Op=x ®7T_1(grDX,k) 7r_1(gr M)

Par définition, la variété caractéristique de M est donnée par Car(M) = Supp(M). On ne
dispose plus d’une telle interprétation pour les modules M};r. Soit Mg un @g?}c’@—module
cohérent. On note encore 7 : T*X — X la projection canonique. Le module M} = 71 (My)
défini par M (V') = My (7(V')) pour les ouverts V' de T*X n’est pas naturellement un Op«x-
module. Le module Mj . est un S’Z7T-m0dule cohérent, mais n’est pas un Op«x-module.

Soit maintenant V' un ouvert affine de 7*X muni de coordonnées locales (t,&). On suppose
que U = 7(V) est un ouvert affine muni d’une coordonnée locale. On a Op«y = Oy (£).
En particulier, le gradué gr @;Jo;f ~ or(Op)[&k] n’est plus isomorphe au faisceau structural
Op=y du fibré cotangent. Cependant, cela devient vrai en considérant le gradué du faisceau
Op=y pour la topologie w-adique puisque gr Op=yr ~ gr(Oy)|[&k]. Ainsi, gr(Op-y) ~ gr 5%%
La composante de degré zéro gry(Or-r) du gradué est isomorphe au faisceau structural
Oxv[8k] en tant que schéma de r-algebres. On note (5 ,.)° le sous-faisceau de Fj, . constitué

des éléments de norme || - || inférieure ou égale & un. On a (53 )°(V) =~ (3 )(U) si
Vins(U)=0et (J7,)°(V) ~ @;OL(U) sinon. Ainsi,

gr(Fy,)° (V) ~ gr(F%,)(U) ~ gr(0x(U)) &k &1/ (&k - &)
Autrement dit, gr(frr};r)“’w,lw) est un faisceau quasi-cohérent sur gr(Oz+yr) et une O x|7[&x]-
algebre gradué. Ainsi, le gradu¢ grJy . est une gr Op«x-algebre de type fini et une Op«x-
algebre graduée. On peut définir le schéma Spec (gr @g?)k) au dessus de 7" X et Spec (gr J}, ,.)

au dessus de Spec (gr @;OL) On note € : Spec (gr @&OL) — T*X et e’ : Spec (grJ; ) - T"X
les morphismes associés.

Soit toujours My un @gg)k Q—module cohérent et M} un modéle entier de Mj. On peut
supposer que le schéma X est affine afin que My soit de présentation finie sur X. Alors
le gr(J% ,.)°-module cohérent gr(Mj )° est un gr Or«x-module quasi-cohérent. Il est plus

naturel d’étudier directement les modules
—1 *
oSpeC (gr D;O)k) ®6*1(gr D;O)k) € (gr(Mk,r))

OSpec (er 77 ,) ®a’—1(gr T Elil(gr( z,r))
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Le premier est quasi-cohérent et le second cohérent. Cependant, on ne dispose plus dans ce
cadre de morphismes de transition non triviaux induits par les morphismes de transition
des modules coadmissibles. En effet, on rappelle que les inclusions @g?,)k 1U) = @g?, L(U )
deviennent presque triviales en passant aux graduations. Le méme comportement apparait
en réduisant modulo w les faisceaux @gg )k,Q' Les morphismes induits D x +1(U) = Dx x(U)
envoient un opérateur différentiel sur son coefficient constant.

Une preuve directe de ’inégalité de Bernstein

Soit My un @ggag Q—module cohérent non nul et » € {1,...,k}. On peut démontrer I'inégalité
de Bernstein pour le support Supp szr sans utiliser I'inclusion Car M C Supp M}';r de la
70)

proposition |5.1.4{et I'inégalité de Bernstein pour les Dx A Q—modules cohérents obtenue dans
la proposition [2.3.2 Il faut montrer que les composantes irréductibles du ?* -module M7
sont toutes de dimension au moins un. D’aprés les preuves des proposmons et [5.1.7 -
il suffit de regarder ce qu’il se passe au niveau la section nulle et de montrer qu’aucune
composante irréductible du support Supp My, ne consiste en point fermé¢ sur la section
nulle.

Une preuve directe de l'inégalité de Bernstein. On peut supposer que X est affine et que

My, ~ 5?3{ Q/J avec J un idéal cohérent de @gv 0 On note J, = Jy, - J I'idéal a gauche du

microlocalisé Jj, . engendré par J. On a M, =Ty ®A(o) J\/[k ~ F»/Jr. On suppose que

la section nulle n’est pas une composante irréductible. Dans le cas contraire, la preuve est
identique & celle de la proposition Cette condition implique I'existence d’un élément
Q € J(X) vérifiant Np(Q) = 0.

On raisonne par I’absurde : on suppose qu’une composante irréductible du support Supp MZ}T

est un point (z,0) appartenant a la section nulle du fibré cotangent 7*X. Autrement dit,

(Dg])k o/Dz # 0 et (Fy,;/Ir)e = 0. Le coefficient constant de @ n’est pas inversible dans
7(0)

Ox,0 au voisinage de z. Autrement @) serait inversible au voisinage de = dans 9%7 5.0 d’aprés

la proposition [2.3.3 puisque Nj(Q) = 0. Dans ce cas, J, = (D&OL Q) On aurait alors

(@gg’)k@/ﬂ)x = 0. Par ailleurs, I'hypothése (Fy,/J,), = 0 implique que (J;)y = (Fgr)s et
donc que

Le lemme |4.1.17| assure alors l'existence d’un élément P € J, inversible dans (€),. D’aprés
4.1.19

la proposition 4.1.19} on sait que P € (€)X si et seulement si Ny(P) =ni(P) = d et si le
coefficient d’indice d de P est inversible. On peut supposer que ce coefficient d’indice d est
égale & un.
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On note vy l'application (5&,@% — gr(@gg}g’@)x = gr(0x,0)z[¢k]. On a y(P) = (¢ et
Y(Q) = a € gr(0x,g)e. Ce sont des éléments de v(J,) puisque P, Q € J,. On rappelle que
(Ox,0)z est un anneau de valuation discréte d’uniformisante t. Le gradué gr(Ox q), reste
un anneau de valuation discréte. En effet, il s’agit du gradué pour la filtration induite par la
valuation de (Ox g)z. On note encore t I'uniformisante de gr(Ox g)s. Puisque le coefficient
constant de @ n’est pas inversible dans (Ox @)z, @ n’est pas non plus inversible. Quitte a
multiplier @ par un élément inversible de (Ox )z, on peut écrire v comme une puissance

(0) )

strictement positive de ¢, : o =™ avec m > 1. L’idéal grJ, = gr(@x kQ)w - ~v(Jz) contient

donc un élément de la forme C,f et un élément de la forme ¢ pour certains d, m > 1.

On a gr(Mg), = gr(@&}c(@) /erJ;. Le module gr(My), est annulé par ™ et par (. On
va montrer que gr(My), est un gr K-espace vectoriel de dimension finie puis que (Mg),
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit y(e1),...,7v(es) une famille génératrice
de gr(My), avec eq,...,es € (Mg)z. On rappelle que gr(@gg)k@)x = gr(0x,0)x[Ck). Comme
¢4 gr(My)z = 0, les éléments ¢! - y(e;) pour i € {0,...,d—1} et j € {0,...,s} engendrent
(M), en tant que gr(Ox g),/t™-module. On montre ensuite comme dans la preuve du
lemme que gr(My), est un gr K = gr(Ox q)/t - espace vectoriel de dimension finie.
Soient fi,..., f; une gr K-base de gr(Mj ,),. En écrivant les f; comme sommes de leurs
composantes homogenes, on peut trouver une famille finie d’éléments {7(g91),---,7(gm)} de
~v(My) engendrant gr(My), en tant que gr K - espace vectoriel :

gr(Mp)e = gr K -y(g1) + -+ gr K - v(gm)
On montre ensuite, comme pour le lemme que gi, .. ., gm engendrent (My,), sur gr K :
(Mk)x:K’gl+"’+K'9m

Ainsi, (M},), est un K-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que [w*0, t] = w¥-id.
Comme (My), est un K-espace vectoriel de dimension finie, on a

Tr([wd,t]) = 0 = Tr(w® - id) = w* - Tr(id) = (W* dimg (My),) - id

Puisque K est de caractéristique nulle, dimg (M), = 0. Donc (M), = 0, ce qui contredit
I’hypothése de départ affirmant que (My), # 0. O

5.3 J7 ,-module coadmissible associé & un Dy -module
coadmissible

On va maintenant associer a tout Dy o-module coadmissible M un F7_ ,-module coadmis-
sible M, ot FZ, . est la limite projective sur k des faisceaux d’algebres F7 .. Le module My
est simplement la limite projective sur k des J} -modules cohérents J\/[k L’inégalité de
Bernstein pour le support Supp M découle dlrectement des inégalités de Bernstein pour
les ?Z’T-modules cohérents M7 o
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: *
Le faisceau J7_ .

On considére les morphismes de transition Jj f1r ?lt,r induis localement sur les ou-
verts par l'inclusion Fjyq,(7(V)) — Fpr(7(V)) lorsque V N s(X) = 0 et par l'inclusion

@g?}HLQ(W(V)) — @QL’Q(W(V)) dans le cas ou V N s(X) # 0.

Comme pour F ,, on définit le faisceau JF% , comme la limite projective sur & > r des
faisceaux Jp . On déduit de la proposition [4.1.25) et du corollaire 2.2.20 de [13] que les

morphismes de transition ¥y, — S"Z,r sont plats & gauche et a droite.

Définition 5.3.1. On pose F5 | = r&lkzr e

On vérifie que F5 . est un faisceau sur le fibré cotangent 7*X défini localement par les

algébres de Fréchet-Stein Foo . (U) et Dy oo (U) -

< W)= Foor(@(V)) st VNs(X)=
cor Dynol(n(V)) si Vs(X) 2

Les J ,-modules J\N/[oo,,n

On se donne maintenant un Dy -module coadmissible M = @k M. Pour tout k& > r, on
rappelle que

My = Tpor ®5 My,

(0)
X,k,Q
C’est un Jj ,-module cohérent. On note g; le morphisme de transition My — My et
iky @ Tpt1, — Tk, le morphisme donné localement par 'inclusion de Fjiq,(U) dans
Fkr(U). On considére le morphisme de transition g, = ix, ® gi : 3\~/Ek+1,r — J\?Ek’,q. Il est
Fk+1,-linéaire. Pour ces morphismes de transition, on pose

jVtoor:

)

5

i Mk,?“

>
I\
3

Proposition 5.3.2. On a J{/[k,r ~ Frr @501, J\~/[k+17r. Autrement dit, J\?(OO’T est un Foo -
module coadmissible.

(0)

Démonstration. L’algébres Fp, .(U) est naturellement un @x 111,0(U)-module via la com-
position des morphismes d’algébres 5;0)k+1 oU) = @g& o(U) = Fpr(U). Alnsi, Fy ;- est

un @$L+17Q—module. On dispose de I'isomorphisme suivant de @gg}f_i_l’(@-modules :

Frr @51, Mit 1,0 = T Oy, Fot1,r Q50 Mg
’ ’ X,k+1,Q

> Fpr Q50 Mpg
x,k+1
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La structure de Jj ,-modules prolonge celle de @;O)k 41 Q—modules. Cet isomorphisme est

. . ~(0 .
donc un isomorphisme de J}, ,-modules. Comme 955,)1@@ ®5(o>k . M1 =~ Mg, on obtient
X,k+1,

Fir Ox0) M1 = Fpr ©50 Diho @50 My
D k10 + T T Dy ke X.k,Q Dx kt1,0 +
~ Ty 50 Mi = Mg,y
X,k,Q
en tant que @geo)k Q—modules. Puisque la structure de Jj ,-modules étend celle de Dgg )k, o
modules, c’est aussi un isomorphisme de Jj ,-modules. On obtient donc l'isomorphisme
souhaité de Fj ,-modules :

Frer @Fpp1, Mir10 = My
OJ

On note Supp J\N/[kﬂn le support de J\?[;w comme faisceau sur le schéma formel X. Puisque
M, est un JFj, ,-module cohérent, il s’agit d'un fermé de X. Soit y € X, l'isomorphisme
My = Fgr @7, Miy1, induit un isomorphisme

(Mkﬂ")y = (ffk,r)y O (Frt1,)y (Mk"‘lﬂ")y

En particulier, Supp J\?(k’r C Supp J\~/Ek+17r. On note Supp J\?[OO,T le support de f/[oo,r en tant
que faisceau sur le schéma X.

Lemme 5.3.3. Le support de 3\7[007,1 coincide avec la fermeture de 'union croissante des
supports des My, , :

Supp J\N/[oo,v" = U Supp Mk,r
k>r

Démonstration. Soit € X. On montre que (Moo, )z # O si et seulement si (J\?[kr)m # 0
pour k sufﬁsamn}ent grand. L’égalité des supports s’obtient ensuite en prenant la ferme:cure.
Il est clair que (Moo )2 7# 0 implique (M} ), # 0 pour k suffisamment grand. Comme Mg

est un module coadmissible, on a M}, . ~ Fp11, @5, Mo Il en découle que

(Mz,r)x ~ (Fkt1)x O (Foor)a (Moo,r)a

On en déduit que (Mj, ), = 0 implique (Moor)e = 0. On a donc démontré 1'équivalence

souhaitée. m

Exemple 5.3.4. On suppose que la courbe formelle X est affine munie d’une coordonnée
locale. Soit P un opérateur différentiel de Dx oo (X) et M = Dy oo /P. C’est un Dy oo-module
coadmissible. On a My, = Fj /P et Moo = Foor /P
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1. Si P est un opérateur infini, alors P n’est jamais inversible dans F ,(X) d’apres
le théoréeme Ceci implique que P n’est pas inversible dans JFj ,.(X) pour k
suffisamment grand. Ainsi, Supp Jj /P = X pour k assez grand. On en déduit que
Supp J\N/[ooﬂa =X.

Prenons par exemple P = [[,>1(1 — ap - w" - 0) € Dx (X) avec a, € Ox(X) de
norme un. Alors P s’écrit -

P=1+ i By - w2 g =1 4 i By, - WM HD/2=R) (R gyn
n=1 n=1

avec B, = €p a1 ...an + ay 00 g, € VX et |ay,| < 1. On a donc |5,| = 1. On observe
que N(P) = ng(P) = k. De plus, pour que P soit inversible dans le microlocalisé
Tk (%), on doit avoir (proposition [4.1.27)) :

Vn € {0’ o k— 1}’ ’w‘n((n-‘rl)/Z—k) _p(k—r)(k—n) < ’w‘k((k-‘rl)/Q—kz)

Cette condition se réécrit

k(k+1) n(n+1)

Vn € {0,...,k— 1}, 5 — 5 +r(n—k)<0
Pour n = 0, on obtient w —rk < 0. Ce n’est possible que pour % < r. Ainsi,

dés que k est supérieur ou égale a 2r — 1, P n’est jamais inversible dans Jj (%) et
Supp I, /P = X.
2. On suppose maintenant que P = Y¢_; a,, - 0" est un opérateur fini d’ordre d. Pour

k suffisamment grand, disons k > ko, Ni(P) = d. Pour r assez grand, disons r > 7,
et pour k > k{j = max{ko,ro}, P vérifie la condition 3 de la proposition :

vne{0,...,d—1}, lan|-p" @™ < |agl

Ainsi, pour tout entier k > k{ et pour tout entier r > rg, P est inversible dans le
microlocalisé F}, , au voisinage de x si et seulement si son coefficient dominant aq est
inversible au voisinage de x (proposition . Dans ce cas, Supp J\?C;w, = V(aq).
On en déduit que Supp Moo’r = V(aq) pour tout entier r > rq.

Pour les autres valeurs de r, P n’est jamais inversible. Donc Supp Mk,r = X pour
tout k dés que r < rg en prenant 7o minimal. Ainsi, Supp Moo,r = X pour r < rg.

Le F7, ,-module M;

On considére toujours un Dx o-module coadmissible M = @k M. Pour tous les entiers

k > r > 1, les morphismes de transition @gg)kﬂ 0~ @gEO)k Q’ brtr = Tp et My — M,

induisent des morphismes de transition My ,; . — Mj . En effet, ces morphismes induisent
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des morphismes de transition 771 (M, 1) — 7 1(My) et W_l(@gggﬁl@) — w_l(@gg)k@).

On rappelle que

Z,r = EFZ,T ® ) Wﬁl(Mk)

71D o

Le morphisme My, . — My . est alors induit par les trois morphismes de transition expli-
cités ci-dessus.

On définit maintenant un F5, ,-module M & partir de M en prenant la limite projective
sur k des J}, ,-modules cohérents Mj . Ce module va étre coadmissible.

Définition 5.3.5. On pose M. = 1@1@ M -
Le 5, ,-module M} - est caractérisé localement sur les ouverts V' de T*X par

M (V) = Moo, (7(V)) si VNs(X) =0
M(m(V)) si VNs(X)#0

Comme MOO,T est un Fo -module coadmissible et comme M est un Dy -module coad-

missible, My est un F5, .-module coadmissible.

Remarque 5.3.6. Soient M et N deuxr Dx o-modules coadmissibles. S’il existe un entier
r > 1 tel que M} =N, alors M = N. En effet, pour tout ouvert V. de T*X interceptant la
section nulle, on a par hypothése M (w(V')) = M(w(V)) = Ni(w(V)) = N(w(V)). Puisque
les ouverts w(V') recouvrent X, on en déduit bien ’égalité M = N. Ainsi M = N si et
seulement My = N.

On a vu que la suite des supports (Supp Mk,r)er est croissante. On montre de maniére
analogue que la suite des supports (Supp My)r>1 est elle aussi croissante. On en déduit
que la suite des supports des modules M , est croissante. Soit Supp M le support de My
en tant que faisceau sur le fibré cotangean’t T*X. On démontre exactement comme dans le
lemme (.3.3] le résultat suivant.

Lemme 5.3.7. Le support de N\ est égal a la fermeture de l'union croissante des supports
des modules My, ,. -

Supp M = U SuppMj, . C T°X
k>r

Lorsque M est un Dy o-module coadmissible non nul, les supports Supp M sont des parties
fermées coniques de 7*X. On en déduit que Supp M est une aussi une partie fermée conique
de T*X.
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Exemple 5.3.8. On suppose que X = U est affine. On rappelle que T*X et T*X ont
le méme espace topologique. On note (¢,&) les coordonnées locales de T*X associées a la
coordonnée étale de X = U. Soit P € Dy oo(U). On considere le Dy -module coadmissible

M = Dy oo/ P = lim, My, avec My, = DY) o/ P.
On a My, = Fp,/P. Soit V un ouvert de T*X. Si V N s(X) = 0, alors M ,(V) =

Fkr(m(V))/P. Sinon lorsque V' N s(X) # 0, M5, (V) = My (7 (V)) = @ge L’Q(W(V))/P.

)

1. On suppose tout d’abord que P = ZZ:O ay - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Pour
k assez grand, Nj(P) = d. A partir de ce rang la et pour r suffisamment grand, le
support Supp MZJ, de M*,;T coincide avec la variété caractéristique de @gEO,)k,Q /P. En
effet, pour r et k assez grand, le support de Mj . est donné par

3
X
x
Ty 0 T2 T Ts
Supp Mf,
Ici zq,..., x5 sont les zéros du coefficient dominant ag de P. Ce support admet la

section nulle comme composante irréductible si et seulement si d > 0.

Soit (z,£) € T*X. Si (,§) € s(X), alors (M, ) (z6) = (5586@/13)&" Sid > 0, alors
(0)

P n’est jamais inversible dans @x k@ U voisinage de z. En effet, pour que P soit

inversible dans @gg ),CQ, une condition nécessaire est d’avoir Ni(P) = 0 d’aprés le
corollaire Mais pour k suffisament grand, Ni(P) = d > 0. On en déduit que

(MZ’T)(L@ = (@geo)k Q/P)x # 0. Autrement dit, le support du module My, . contient
la section nulle. Les variétés caractéristiques Car(@gg L,Q /P) la contiennent aussi. Si
d =0, alors P = a est une fonction de Ox o(X). Le support du module @g?)k Q/a est
I'ensemble des zéros de a (en dehors de ces zéros, a est inversible dans Ox g(X)). Dans
ce cas, le support de Mz’r coupe la section nulle seulement en les zéros x1,..., T
de a. La section nulle n’est donc pas dans le support du module MZ,T- Lorsque



138 CHAPITRE 5. VARIETE CARACTERISTIQUE

d = 0, la section nulle n’est pas non plus une composante irréductible des variétés
caractéristiques Car(Dgg )k o/ P) pour k suffisamment grand.

On suppose maintenant que (z,£) € T*X\s(X). Alors (M}, ,)(ze) = (Frr/P)z- On
a déja vu dans I'exemple que pour r et k assez grands, (Fj,/P), # 0 si et
seulement si z est un zéro du coefficient dominant ay de P. Le support du module
M, contient ainsi les droites verticales d’équations x = z;, o x1,...,xs sont les
zéros de ag4, auxquelles on a retiré les points de la section nulle. Mais ces points de
la section nulle sont compris dans le cas traité précédemment.

Les supports SuppMj, . ne dépendent donc plus de k pour k suffisamment grand
et SuppM; , = Car(Mk) en tant qu’espace topologique. On en déduit que pour 7
suffisamment grand, le support du module M est donné par ’ensemble des points
(z,€) € T*X vérifiant ag(z) - €4 = 0.

2. On traite maintenant le cas d’un opérateur différentiel infini P. Pour (x,¢) € s(X),
on a My, )me = (@?LQ/P)I La suite (Ng(P))x est croissante et diverge vers
+00. Pour k suffisamment grand P n’est donc pas inversible au voisinage de x dans
5@& (- Autrement dit, ( 3€ % Q/P) # 0. Ainsi le support du module Mj, . contient
la section nulle pour k assez grand. Enfin, pour tout point (z,&) € T*X\s(X) et pour
k suffisamment grand, (M}, ,)we) = (Fgr/P)s # 0 d’aprés 'exemple On en
déduit que Supp JV[Z’T = T*X pour k suffisamment grand. Donc si P est infini, alors
Supp My = T*X quelque soit r € N*.

Inégalité de Bernstein

Soit M = lim, M} un Dy -module coadmissible et 7 un entier supérieur ou égale a
un. Si dim(SuppM}) = 1, alors M # 0. Dans ce cas My # 0 pour k assez grand. On
a donc dim(Supp M* ,) = 1 pour k suffisamment grand d’aprés le corollaire car

dim(Supp M}, ,.) < dlm(Supp M!) = 1. On en déduit que les D;LQ-modules M, sont
holonomes pour k assez grand. En effet, d’aprés la proposition u Car My, C SuppM
et donc dim(Car My) < 1.

7(0)

La réciproque est néanmoins fausse. Les Dx & Q—modules My, peuvent étre tous holonomes
pour tout niveau de congruence k, ie dlm(Car M) < 1, tout en ayant dim(SuppM;) =
2. Clest le cas par exemple pour M = Dx /P dés que P est un opérateur infini de

Dy oo(U). En effet, on a vu dans l'exemple que Supp M} = T*X. Cependant, d’aprés

la proposition [2.4.8| le @gg L g-module cohérent @gg L 0 /P est holonome pour tout niveau de

congruence k.

On déduit du corollaire I'inégalité de Bernstein pour le support du Fu -module co-
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admissible M. On rappelle que son support vérifie I’égalité suivante

Supp M = U Supp M, .
k>r

Proposition 5.3.9 (inégalité¢ de Bernstein). Soit M un Dy -module coadmissible. Alors
M est non nul si et seulement si dim(Supp M;) > 1.

Le fibré cotangent T*X de X est noethérien. Ainsi, les supports des F7 , -modules cohérents
%, D’ont qu'un nombre fini de composantes irréductibles. On déduit le résultat suivant

de la proposition [5.1.7}

Proposition 5.3.10. Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Si dim(Supp M;) =
2, alors Supp M = T*X. Sinon dim(SuppM;) = 1 et SuppM: = Supp M}, ,. pour k
suffisamment grand. En particulier, les composantes irréductibles du support Supp M sont
toutes de dimension un.

Démonstration. Soit M = l'mk My, un Dy o-module coadmissible non nul. Si la dimen-
sion du support Supp M est deux, alors SuppM) = T*X puisque le fibré cotangent
T*X est irréductible. On suppose maintenant que dim(SuppM;) = 1. On a alors vu que
dim(Supp Mzr) = 1 pour k suffisamment grand. On ne considére maintenant que ces ni-
veaux de congruences k. Le support Supp M, n’a qu'un nombre fini de composantes irré-
ductibles. Elles sont toutes de dimension un. En effet, si une composante irréductible de
Supp M. est réduite & un point point, alors ce point appartient a l'un des supports Supp My, .
pour k suffisamment grand. Mais les composantes irréductibles des supports Supp M,’;J sont
toutes de dimension un d’aprés la proposition Comme Supp M}, C Supp M7, le sup-
port Supp M contient cette composante de dimension un. Ainsi, ce point ne peut étre une
composante irréductible de Supp M.

Les composantes irréductibles des supports Supp MZ,T et du support Supp M sont donc
toutes de dimension un. Pour une raison de dimension, les composantes irréductibles des
Supp Mj, . sont des composantes irréductibles de SuppM;. On en déduit que SuppM; =
Supp My, ,. a partir d’'un certain rniveau de congruence k > r. En effet, puisque le support
Supp M7 n’a qu’a nombre fini de composantes irréductibles, les supports sont nécessairement
égaux & partir d’'un niveau de congruence k suffisamment grand. O

5.4 J7 -module associé & un Dx -module coadmissible

Les morphismes de transition Foo, — Foory1 et id : Dy oo — Dx o induisent des mor-

phismes de transition F5,, — F5 ... Comme T*X est quasi-compacte et comme les

morphismes de transition F5,, — J%, . sont localement injectifs, la limite inductive
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des F5,, définie un faisceau F5, sur le fibré cotangent T*X. Soit M un Dy -module co-
admissible. Les F%, -modules coadmissibles M} admettent des morphismes de transition
My — M, induit par des morphismes de transition J\N/[ooyr — MOO,TH et le morphisme
identité id : M — M. On associe alors & M le I -module M7, = lim _, M.

Définition 5.4.1. On définie un faisceau sur T*X par F5, = hﬂffﬁo
r>1

Pour tout ouvert V' de T*X, on vérifie que

(V) = {?Oo(w(V)) si VNs(X) =0
> Dxoo(m(V)) si VNs(X)#0

Soit M = @k My, un Dx oo-module coadmissible. Pour tout entier & > r, on rappelle que

J\?E;g’r = Fir ®z M et que J\?(Oo,r = lim 3\7[;6# est un Fo -module coadmissible. Pour

;O’)k’(@ —k>r
k > r+1, on note ji, : Iy, — Fp 41 le morphisme induit localement par les inclusions
Fkr(U) C Fgr+1(U). Les morphimes

jk,T ® ld : j;/[k,r — ?kJ ®5(0) Mk; — Mk,r+1 = ?k7r+1 ®/\ Mk‘

(0)
x,k,Q Dk

sont Fy, ,-linéaires. Ils commutent avec les morphismes de transition. En effet, le diagramme
suivant commute.

~ jk,r®id ~
Mk,r Mk,r-i—l
9k,r 9k, r+1
M M
k+1,r Jer1.r@id k+1,r+1

En passant a la limite projective sur k& > 7 + 1, on obtient un morphisme continu Fu ;-
linéaire j, : Moo = Moo r41. On a

Fer+1 Qg Migr = Fpr1 @7, T Q50 My,
X,k,Q
>~ Frrt1 Qg0 Mg
5,0

= Mk,r—i—l
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en tant que @ggi Q—modules. Puisque la structure de F}, ;. 1-modules étend celle de @;L

modules, on obtient un isomorphisme de Fy, ;41-modules
gjk,r—&-l ®rfk,r Mk,r = Mk,r—H
On en déduit que Supp J\~/[k7r+1 C Supp J\~/[k7r. Donc

Supp Moor41 C Supp Moo,

On rappelle que Foo = lgl >1 Foo,r- La limite inductive sur 7 des modules Moo o pour les

morphismes j, : Moo = Moo r+1 est un préfaisceau de Fo-modules.

On considére les morphismes de transition My — M7 +1 induis par les morphlsmes Jr
MOOT — My r+1 et id : M — M. Les inclusions Supp Moo 741 C Supp Moor permettent
d’obtenir des inclusions Supp M C Supp M;, ;

Définition 5.4.2.

1. On associe un F% -module N, a M en prenant le faisceautisé du préfaisceau de
%) 3 *
F% -modules thl M.

2. On définit le support de M}, comme [lintersection décroissante des supports des
Fior-modules coadmussibles M. :

Supp M7, = ﬂ Supp M,

r>1

Exemple 5.4.3. On reprend 'exemple m : X = U est affine et M = Dy /P pour un
opérateur P € Dx o(U). On rappelle que My, = Fj, /P et que Mooy = Foor/P.

1. Si P est un opérateur infini, alors Supp 3\7[0077« = X pour tout » > 1 d’aprés 'exemple
Ainsi, Supp M}, = T*X.

2. Si P = Z%:o an -+ 0" est un opérateur fini d’ordre d, alors il existe un rang ro tel
que Supp My, = V(aq) pour tout r > ro et Supp Moo, = X pour tout r < r.
Pour r > rg, ces supports sont ’ensemble des abscisses des composantes irréduc-
tibles des variétés caractéristiques Car (@gg ),%Q / P) pour k assez grand. L’exemple
montre que pour r su{ﬁ)samment grand, le support de M} coincide avec la

~(0

variété caractéristique de Dy o /P pour k suffisamment grand. Ainsi, le support
SuppM%, = Ny>1SuppM; redonne les variétés caractéristiques Car (55& Q/P)
pour k suffisamment grand.
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5.5 Variété caractéristique

Soit M = l‘mk My, un Dx oo-module coadmissible. On rappelle que la suite des supports
(Supp M), est décroissante. L’object qui nous intéresse est l'intersection de ces supports.
C’est une partie fermé du fibré cotangeant T*X de X. On définit la variété caractéristique
Car(M) de M comme cette intersection. L’inégalité de Bernstein est vérifiée par cette variété
caractéristique : M # 0 si et seulement si dim Car(M) > 1.

Définition 5.5.1. Pour tout Dx o-module coadmissible M, on définit la variété caracté-
ristique de M par
Car(M) := Supp M, = ﬂ SuppM; C T*X

r>1

Exemple 5.5.2. On continue 'exemple On suppose que X = U est affine, que
PeDxoo(U) et que M =Dy /P = lim, M, avec My, = ®g£0)k o/ P

1. SiP= Zzzo ap - O™ est un opérateur fini d’ordre d, alors pour k suffisamment grand,
CarM = {(x,g) cT*X : ag(x)- %= 0} = Car(My)
2. Si P est un opérateur différentiel infini, alors Car M = T*X.

Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Si dim(Supp M}) = 2 pour tout r > 1, alors
SuppM;} = T*X et donc Car(M) = T*X. Sinon, dim(SuppM}) = 1 & partir d’'un rang
ro et dim Car(M) < 1. On montre dans la proposition suivante que dim Car(M) > 1. Il
s’agit de 'inégalité de Bernstein pour les Dy -modules codamissibles : un Dx o-module
coadmissible M est non nul si et seulement si dim Car(M) > 1.

Proposition 5.5.3. Soit M = P—k My, un Dy oo-module coadmissible non nul. Il existe un
rang v € N* a partir duquel Car(M) = Supp M. Si dim(Car(M)) = 2, alors Car(M) =
T*X. Sinon, dim(Car(M)) = 1. On rappelle que pour les niveaux de congruence k > r

suffisamment grands (dépendant de r), Supp M} = Supp My -

Démonstration. On suppose que dim(SuppM;) = 1 a partir d’un certain rang ro9. On ne
considére maintenant que les rangs r plus grands que 7. Puisque Supp My ; C Supp M;. et
comme les composantes irréductibles des supports Supp M sont toutes de dimension un, les
composantes irréductibles de Supp M, ; sont des composantes irréductibles de Supp M.

On suppose que dim ((,>1 Supp M) = 0. Soit L une composante irréductible de Supp M7,
Elle est de dimension un. Si L est une composante irréductible de tous les Supp M, alors
L est aussi une composante irréductible de Car(M) = (0,1 Supp M. Cela contredit 'hy-
pothése dim Car(M) = 0. On en déduit que L n’est plus une composante irréductible des
Supp M pour r assez grand. Enfin, comme le support Supp M n’a qu’un nombre fini de
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composantes irréductibles, aucune composante irréductible de Supp Mj; n’est une compo-
sante irréductible des supports Supp M} pour un rang r suffisamment grand. Il en découle
que dim(Supp M) = 0. Alors M = 0 d’aprés la proposition Puisque M # 0, on
en déduit que dim(CarM) = 1 et que les composantes irréductibles de CarM sont les
composantes irréductibles communes a tous les supports Supp M.

Les supports des modules M et la variété caractéristique Car(M) n’ont qu'un nombre fini
de composantes irréductibles. On en déduit que Car(M) = Supp M & partir d'un certain
rang r. Enfin, on sait toujours d’apreés la propositionque Supp M = Supp Mz’r pour
un niveau de congruence k suffisamment grand. O
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Chapitre 6

Dx ~-modules holonomes

On regroupe dans ce chapitre les propriétés vérifiées par les Dx oo-modules coadmissibles
holonomes. Un Dy -module coadmissible M est appelé holonome si sa variété caractéris-
tique est de dimension inférieure ou égale & un. De maniére équivalente, M est holonome si
et seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que M,y soit un module & connexion
intégrable. Cette caractérisation n’est vraie qu’en dimension un. Un tel module va étre fai-
blement holonome. On démontre enfin que le dual d’'un module holonome reste holonome.

6.1 Variété caractéristique

On introduit maintenant la catégorie des Dy oo-modules holonomes. On démontre que cette
catégorie est abélienne. Elle contient les Dy o-modules coadmissibles de la forme Dy /P
pour P un opérateur différentiel fini.

Définition 6.1.1. Un Dy o-module coadmissible M est dit holonome si dim(Car(M)) < 1.

Soit M un Dy -module coadmissible holonome. D’aprés I'inégalité de Bernstein (proposi-
tion [5.5.3), ou bien M = 0 et Car(M) = (), ou bien M # 0 et dim Car(M) = 1. Par ailleurs,
siM = 1&1,{ My, alors les @g{%ﬂ’@—modules cohérents M, sont tous holonomes & partir d’un
certain niveau de congruence k. En effet, Car M C Supp MZk C Supp M = Car(M) pour

k suffisamment grand. Il en découle que dim(CarMy) < 1.

Exemple 6.1.2. D’aprés 'exemple le Dy o-module coadmissible Dy o, /P est holo-
nome si et seulement si P est un opérateur différentiel fini.

On établit dans la suite de cette section que la catégorie des Dy -modules holonomes

est abélienne. Soit 0 M N L 0 une suite exacte de Dx o-modules
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coadmissibles. La proposition assure que Car(N) = Car(M) U Car(£). Il en résulte
que le module N est holonome si et seulement les modules M et £ le sont.

Cette égalité des supports n’est pas immédiate. En effet, bien que le morphisme de faisceaux
Dgc,(@ — Jr soit probablement plat a gauche et a droite, il faut se passer du fait qu'une
suite exacte de pg))k Q—modules cohérents reste exacte aprés tensorisation par JFy .

On note M = lglk My, N = gnk Npet L= @kﬁk. Par définition, My, N et Ly sont des

@g?)k Q—modules cohérents. La suite exacte précédente induit une suite exacte de @gg )k o

modules pour tout niveau de congruence k :

0 My N Ly, 0

On rappelle que My, = Fy, D50, . My, N = T D50, . Ni et Ly, = Ty, D50, . L.
Xk, Xk, Xk,
On dispose alors de la suite exacte suivante de Fj, ,-modules cohérents

Mkr Nkr Lkr 0

Ainsi, on ne sait pas si la premiére fleche de la suite exacte de J}, , -modules cohérents
b

est injective. On en déduit seulement que
Supp(Nj ) C Supp(M,,.) U Supp(L )

Ainsi N est holonome dés que M et £ le sont. Il reste & démontrer la réciproque. Pour
cela, on utilise le fait qu'un module coadmissible M est holonome si et seulement si il
existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connexion intégrable, ie
Car(M;7) C X. Cette caractérisation des modules holonomes n’est vraie que lorsque X est
de dimension un.

On identifie dans la suite le schéma X avec la section nulle s : X — T*X du fibré cotangent
T*X de X.

Définition 6.1.3. Soit M un Dx o-module coadmissible. On dit que M est un module a
connezion intégrable si Car(M) C X.

On démontrera dans la section suivante que tout Dy -module a connexion est un Ox -
module libre de rang fini. La proposition suivante fait le lien entre les modules a connexion
intégrable et les modules holonomes.
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Proposition 6.1.4. Soit M un Dy -module coadmissible. Alors M est holonome si et
seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connexion
intégrable.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que M est holonome. La variété ca-
ractéristique de M a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
louvert de X obtenu en otant & X les abscisses des composantes verticales de Car(M). Par
construction de U, on a Car(M;y) C U. Autrement dit, My est un module & connexion
par définition.

Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X tel que M,;; soit un module & connexion.
Par définition, Car(M;) C U. Si M n’est pas holonome, alors Car(M) = T*X d’apres la
proposition . On aurait alors Car(M;;) = T*U. Cela contredit 'hypothése Car(My;) C
U. On en déduit que le module M est holonome. O

Soit M = lim, M un module & connexion intégrable : Car(M) C [X| = |X|. D’aprés
I'inégalité de Bernstein, ou bien Car(M) = ) et M = 0, ou bien Car(M) = |X|. On
suppose que me module M est non nul. Il existe un rang r > 1 & partir duquel Supp M =
Car(M) = |X|. Ainsi, pour tout entier k > r, Car(My) C Car(M) = | X|. Puisque M est non
nul, les modules My sont non nuls pour k suffisamment grand. L’hypothése Car(M) = X
implique donc que Car(Mj) = X a partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand.
Autrement dit, il existe un niveau de congruence a partir duquel les modules M, sont tous
des modules & connexion intégrable. On sait alors d’aprés le lemme que le module My,
est localement de la forme @gEO,)k,Q /P, pour P un opérateur différentiel fini unitaire. Cette

propriété sert dans la preuve de la proposition [6.1.5)

Proposition 6.1.5. Soit 0 M N vy 0 wune suite eracte de Dx -
modules coadmissibles. Alors Car(N) = Car(M) U Car(L). En particulier, N est holonome
si et seulement st M et £ le sont aussi.

Démonstration. On note M = im, Mg, N = im, N et L = @kﬁk. Pour k£ > 7, on
rappelle qu’on dispose d’une suite exacte de 7 -modules cohérents

o o o 0 (6.1)
En prenant les supports de ces modules, on obtient 'inclusion

Supp(N,,) € Supp(Mj ) U Supp(Ly,,.) (6.2)

On suppose dans un premier temps que les modules M et £ sont tous deux holonomes.
D’aprés la proposition il existe un rang r > 1 pour lequel Car(M) = Supp M},
Car(N) = Supp N} et Car(L) = Supp £7. De plus, il existe un niveau de congruence k, > r
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tel que Car(M) = SuppM; = SuppMj . et Car(L) = SuppL; = Supp L}, pour tout
entier k > k,. La relation montre que pour tout k > k,,

SuppNj,, € Supp(M;,,) U Supp(Li,) = Car(M) U Car(£)

On en déduit que
Supp Ny = U Supp N . C Car(M) U Car(£)

k>r

Il en découle que

Car(N) = ﬂ Supp Ny C Supp Ny C Car(M) U Car(L)

r>1

On obtient donc l'inclusion Car(N) C Car(M) U Car(£). Autrement dit, N est holonome
dés que M et £ le sont.

On suppose maintenant que le Dx o-module coadmissible N est holonome. Si N = 0, alors
M =L =0et il n’y arien a faire. On considére que N # 0. On sait d’aprés la proposition
que dim Car(N) = 1 et que Car(N) = Supp Ny pour k et r suffisamment grands.

Le support Supp £y, . est contenu dans la variété caractéristique Supp N}:ﬂn = Car(N) tou-
jours d’aprés la suite exacte [6.1] Puisque ces inclusions sont vérifiées pour tous les ni-
veaux de congruence k suffisamment grands, on a Supp(£;) C Car(N). Il en découle que
Car(L) C Supp(L)) C Car(N). Ainsi, la dimension de la variété caractéristique Car(L)
est inférieure ou égales a la dimension de Car(N). Autrement dit, £ est holonome car

dim Car(N) = 1.
On note U l'ouvert de X obtenu en retirant les abscisses des composantes verticales de la
variété caractéristique Car(N). On sait d’aprés la proposition que

Car(N|U) cU

On note 7 : T*X — X la projection canonique. Soient toujours r > 1 et k. > r tels que
Car(M) = Supp M} = Supp M, Car(£) = Supp £} = Supp £} . et Car(N) = Supp N} =
Supp N;;T pour tout entier k > k.. En vertu de la proposition on a

Car(Lyr) C Supp(Ly, ,-1(1r)) = Car(L)y) € Car(Njy) C U

Ainsi, pour tout entier k > k., Ly est un module a connexion intégrable. Le lemme
implique que localement, sur un voisinage V' C U de tout point donné de U, le module Ly,
est de la forme @%ﬁ o/ Pk pour un certain opérateur Py de @gg)k (V). On a

0 ~Y — r ~Y
Torzo) (Fhrvs L) = Firpy D50, Ly = Lipw = FTppv /P
V,k,Q LA
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On rappelle que Jj, (V) est une sous-algébre de €,(V') et que la norme de |- |5, de Ex(V) est
multiplicative. Ainsi, 'algébre Fj (V') est intégre. La multiplication par P dans F (V)
est donc injective. On en déduit que

1
Torso) (Ferv, Lapyv) =0
V,k,Q

En effet, une resolution projective de £ k,r[v en tant que Fy ,y-module & gauche est donnée
par la suite exacte courte

X P ~
0 ——=Fppy — Fppv —= Lppv = Ty /P —0
On obtient finalement la suite exacte courte suivante de Fy ,-modules cohérents
0—— My —=Nigpjy —= Lipjy —>0

Il en résulte que la suite de F , -modules cohérents

*

kyr|lm—1(U)

0——M; — —0

kyr|lm—1(U)

%
kyr|lm—1(U

est exacte. Autrement dit, Car(Nj r\n—l(U)) = Car(M; (U)) U Car(L} r|7r—1(U))' Comme

kyr|m—1
Car(My) = Supp(MZ}r‘ﬂ_l(U)), Car(L|y) = Supp(Lzﬂﬂ_l(U)) et Car(Njyy) = Supp(N;rh_l(U))
pour tout entier k > k., il en découle que

Car(N|y) = Car(Myy) U Car(Lyy) C U

On en déduit que Car(Mj;) C U et donc M est holonome d’aprés la proposition
De plus, I'égalité des variétés caractéristiques sur U implique que les composantes irréduc-
tibles verticales de Car(M) et de Car(£) sont parmi celles de Car(N). Comme ces variétés
caractéristiques coincident au niveau de la section nulle, on obtient 'inclusion

Car(M) U Car(£L) C Car(N)

Enfin, puisque M et £ sont holonomes, 'inclusion réciproque est vérifiée. Ainsi, dés que N
est holonome ou dés que £ et M sont holonomes, on a

Car(N) = Car(M) U Car(L)

On a donc démontré que N est holonome si et seulement si M et £ le sont aussi. Si N n’est
pas holonome et si M ou £ n’est pas holonome, alors la proposition implique que

Car(N) = T7"X = Car(M) U Car(L)

Autrement dit, I’égalité des supports tient dans tous les cas possibles! O
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6.2 Propriétés

On rappelle qu'un Dx o-module coadmissible M est un module & connexion intégrable
si Car(M) C X. On démontre dans cette section que les modules & connexion sont des
Ox,g-modules libres de rang fini. Enfin, on établit une caractérisation cohomologique des
Dx oo-modules holonomes.

Soit M = 'mk My, un Dy o-module a connexion. Il a été vu dans la section précédente que
Car(Mj) C X pour un niveau de congruence k suffisamment grand. On sait alors, d’aprés
le lemme [2.4.9, que chaque M}, est un Ox g-module libre de rang fini. On démontre que les
rangs des Ox g-modules libres M}, ne dépendent pas de k. On en déduit ensuite que M est
un Ox g-module libre de rang fini.

Lemme 6.2.1. Soit M = fim, My un D 0o-module holonome tel que Car(M) = X. Alors
pour k suffisamment grand, les My, sont des Ox g-modules libres de méme rang fini.

Démonstration. Soit r € N* un rang pour lequel Supp M} = Car(M) = X. On ne considére
maintenant que les niveaux de congruences k > r pour lesquels Car(My) = X. Soit x un
point de X. Quitte a étendre les scalaires par une extension finie de K, on peut supposer que
x est un point r-rationnel. D’aprés le lemme [2.4.9] il existe un voisinage ouvert Uy, de x dans
X et un opérateur différentiel Py de ﬁgg,)k@(Uk) fini dominant tel que My, ~ 5927k7@/Pk~ Si
dj, est I'ordre de Py, alors M, est un Ox g-module libre de rang dj.. Il suffit de montrer que
le degré di ne dépend pas de k. Puisque M = @k My, est un Dx o-module coadmissible,
on a
DO »0)

~ )
U Ui s1,k:Q OO Dyetess k+1.0/ o1 = Dy, au, 1 kof Pr
UpNUp g1 ,k+1,Q

Autrement dit,

7 (0) Q)
Dyt 0/ et = Dy, av, 1 e/ Pr

Le corollaire [1.3.14| implique que Nj(Py) = Ng(Pxy1). De plus, on sait par le lemme
que Ngi1(Prs1) > Ng(Piy1). On en déduit que la suite (Nj(Py))x est croissante. I1 faut
prouver qu’elle est stationnaire.

On suppose par 'absurde que la suite (N (Pg))s diverge vers l'infini. Soit & > r un entier
tel que d = Nk(Pk) >dp_1 = Nkfl(Pk) = Nkfl(Pkfl). L’hypothése

Supp (M) jr—1(vy)) = Supp (Fi ) jm-1()/Pe) € Car (M), ) = Ui

implique que P, est inversible dans F, . (Ug). Autrement le support du module (M5, ) r—1 (1)
contiendrait des composantes irréductibles verticales. On écrit P, = ZZ’;O an - O", ol a, €
Ox,0(Uk). On rappelle que Py, € (Fy(Ux))* si et seulement si Ny (Py) = g (Py) = dy; et

Vn € {0,...,dr — 1}, |an| < ’adk‘ ,pT(dk—n)
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Pour n = dj._1, on obtient

|adk_1| < |adk| -pr(dk—dk_l)

La condition di_1 < dj implique

|adk—1‘ > |adk| 'p(k_l)(dk_dk_l)

Comme la suite (N (P)), n’est pas bornée, on peut choisir k > r+1. Sous cette hypothése,
les deux inégalités précédentes sont incompatibles! On en déduit par I’absurde que la suite
(dg ) est stationnaire. O

Ce lemme permet d’obtenir I’équivalence suivante : les Dy -modules & connexion intégable
sont exactement les Dx -modules coadmissibles qui sont des Ox g-modules libres de rang

fini.

Proposition 6.2.2. Soit M = l‘mk My un Dx oo-module coadmissible. Alors M est un
module a connexion intégrable si et seulement si M est un Ox g-module libre de rang fini.

Démonstration. On peut se ramener au cas ou X est affine muni d’une coordonnée locale.
On suppose tout d’abord que M est un Ox g-module libre non nul de rang n € N*. Il
existe des sections eq,...,e, de M(X) telles que M ~ Oxg-e1 @ --- ® Oxq - €, en tant
que Ox g-module. Les sections eq,...,e, engendrent aussi M en tant que Dx o-module :
M~ Dxo-e1+ -+ Dxoo - n On en déduit que Car(M) C i, Car(Dx oo - €;). 1l
suffit de montrer que Car(Dx o - €;) C X pour chaque indice i € {1,...,n}. On peut
donc se ramener au cas n = 1 : M est un Ox g-module libre de rang un engendré par une
section e. Puisque M ~ Ox g - e en tant que Oy g-module, la famille {0™ - e}, ey est liée sur
Ox,0(%). Il existe donc un opérateur différentiel unitaire P € Dx o(X) tel que P-e = 0. En
particulier, P appartient a I'idéal annulateur de e et M est sous-Dyx oo-module de Dy o/ P.
On en déduit que Car(M) C Car(Dx o0/P). Comme P est un opérateur fini de coefficient
dominant unitaire, on a Car(Dx oo /P) = X. Donc Car(Dx o - €) C X.

Réciproquement, on suppose que M = I&Hk M}, est un module & connexion non nul. D’aprés
le lemme [6.2.1], il existe un entier n € N* et un niveau de congruence kg € N* tels que My,
soit un Ox g-module libre de rang n pour tout niveau de congruence k > kg. Alors M est
un Oz g-module libre de rang fini n d’aprés le lemme [3.3.8| O

Soit M = gnk My, un Dy -module a connexion intégrable. On sait par la proposition
que M est un Ox g-module libre de rang fini 7 € N. Pour k assez grand, M, est aussi un
Ox,g-module libre de rang r. D’aprés le lemme|2.4.9) et le corollaire|2.2.6) les @gg),c7Q—modules
cohérents My n’ont qu’une multiplicité non nulle égale & r. On rappelle le résultat suivant
de la proposition : tout Dx o-module a connexion intégrable M est un Dy -module

de longueur finie inférieure ou égale au rang rgp, Q(M).
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Soit M = 'mk My, un Dx o-module coadmissible. Si M est holonome, alors les modules
M. sont holonomes pour k suffisamment grand. En particulier, M est faiblement holonome
d’aprés la proposition . Son dual M? est un module faiblement holonome. On montre
maintenant que si M est holonome, alors son dual M? reste holonome.

Proposition 6.2.3. Soit M = @k My, un Dy o-module coadmissible. Alors M est holo-

nome si et seulement si M est faiblement holonome et si son dual M? est holonome.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si M est holonome, alors son dual M? 'est aussi.
L’équivalence énoncée provient ensuite de l'isomorphisme de bidualité. On suppose donc
que M est un module holonome. D’aprés la proposition il existe un ouvert non vide
U de X tel que My soit un module & connexion. On peut donc supposer que X est affine et
que M est un module & connexion de rang n. Toujours d’aprés la proposition on peut
se ramener & montrer que M? est aussi un module & connexion. On écrit M = @k M.
Comme M est un module & connexion, les modules M sont des modules & connexion de
rang n pour k suffisamment grand. On sait alors d’aprés le lemme que

~(0 _
Jv[% = Ext~ (M, Qgg}g,@) ®ox0 w}:}@

X,k,Q

est un module & connexion de rang n. Enfin le lemme [3.3.8 implique que

d_ 1 1 70) —1
o = (erthy, 06D 0) oox b

est un module & connexion de rang n. O

Je conjecture que tout Dx o.-module holonome M = l'mk M, est de longueur finie. Puisque
Car(My,) C Car(M) pour k suffisamment grand, les composantes irréductibles des modules
M}, sont parmi celles de la variété caractéristique Car(M). Les composantes irréductibles des
modules M}, sont donc contenues dans un nombre fini donné de composantes irréductibles.
Pour démontrer que M est de longueur finie, il suffit de montrer que les multiplicités des
variétés caractéristiques Car(My) sont bornées pour tous les niveaux de congruence k afin

d’appliquer la proposition [3:3.6]

Les multiplicités des composantes horizontales des variétés caractéristiques Car(My) sont
constantes a partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand dés que M est holo-
nome. En effet, d’aprés les propositions et les modules Mj, sont, sur un certain
ouvert non vide U de X, des Opg-modules libres de rang n € N. Le lemme et le
corollaire [2.2.6] impliquent que n est la multiplicité de la composante irréductible verticale
des variétés caractéristiques Car(My). Cette condition devrait probablement imposer que
les multiplicités des composantes verticales sont bornées.
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Comme le D( ) Q- module cohérent M, est holonome pour k suffisamment grand, il existe un

idéal coherent non nul J; de ®( ) %0 tel que M, ~ Dx %0 /3. Soit x 'abscisse de 'une com-
posante verticale de la variété Caracterlsthue Car(M) Le lemme |2 - 2.2.1| permet de ramener le
probléme & montrer que les multiplicités des modules M, au point x sont bornées. D’aprés
le corollaire |2 et ce quil vient d’étre dit dans le paragraphe précédent, on a N (J;) = n
pour k assez grand. En effet, la multiplicité de la composante irréductible horizontale du
module (My), coincide avec 'entier N (Jx). On ne considére maintenant que les niveaux
de congruences k suffisamment grands tels que N (J;) = n. On note my, la multiplicité de
la composante irréductible verticale de (My,),. On sait, toujours d’aprés le corollaire
que my = N (J). On aimerait donc démontrer que la suite (Ny(Jx))r est bornée.

Cependant, il n’est pas évident de le montrer directement. En effet, il n’y a pas de lien
directe entre les fonctions Ny et N1 d’un opérateur différentiel. Ces derniéres dépendent
des degrés Ny, et Njyq de I'élément. Plus précisément, soit P un opérateur de (Jjy1). tel
que dpy1 = Npq1(P) > dp = Np(P). Si P = Y02 gay - 0", alors Ny 1(P) = Niy1(ag,, )
et Np(P) = Ni(ag,). On rappelle que si aq,,, = 2zt et aq, = =", alors Niy1(aq, ) = ¢
et Ni(aq,) = m. Toutes les valeurs de ¢ et m sont potentiellement possibles. Bien que
Ni11(P) > Ni(P), on ne peut néanmoins comparer les entiers Ni(P) et Nj1(P).

Puisque le module M = @k M}, est coadmissible, on dispose d’un isomorphisme de @ge)k
modules cohérents

/\

M D Q/jk ~ 9(%)16 0 D(O) Mk+ ~ Di({o,)k,(@/@f(g)k,@ . Jk+1

Le lemme|1.3.20implique que les idéaux Jj, et Dge )k, @-JkH ont le méme exposant. Soit Py un

élément de I'idéal (i), tel que Ni(Py) = Ni(Jx) = n et de fonction Ny minimale. Puisque
my = Ni(Jx) < Ni(Pg), il est suffisant de montrer que la suite (Ng(Py))r est bornée. Par
définition, Ny 1(Pxy1) = n. On vérifie aussi que Ni(Pyy1) = n. En effet,

Ni(Pey1) < Npg1(Peg1) =n

L’égalité Nk(@geo)k “Jgs1) = Ni(Jx) = n implique que Nj(Pyi1) > n. Par ailleurs, comme
Exp(J) = Exp(DY}, g - Jks1), on en déduit que Ny(P) < Nyt (Prga).

Ainsi la suite (Ni(Pg))r est croissante. Je conjecture qu’elle est stationnaire. Je pense
qu’elle ne peut croitre tout en préservant le degré n fixé de ses éléments. Il est & priori
plus facile de répondre a cette question que de montrer directement que la suite (mg)g
des multiplicités est bornée. En effet, on étudie maintenant une suite croissante. De plus,
le degré de ses éléments ne dépend pas du niveau de congruence k. Pour k¥’ > k, on a
Ni(Py) = Ny (Py) = n.

La figure [6.1] résume tout ce qui vient d’étre raconté. La conjecture signifie que le point P,
ne peut pas se décaler a I'infini vers la droite lorsque £ — oo tout en ayant n pour ordonnée.
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FIGURE 6.1 — Exposants des idéaux Jj et T
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By Py
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0 Nir1(Trs1) Nig(Pr) < Nig1(Prs1)




Annexe A

Variété caractéristique

Soit X un V-schéma formel lisse de dimension r de type fini dont l'idéal de définition
est engendré par 'uniformisante w. On note @gg )k le faisceau des opérateurs différentiels
pour un niveau de congruence k € N. Soit U un ouvert affine sur lequel on dispose d'un
systéme de coordonnées locales (z1,...,x,). On note (04, ...,0,) les dérivations associées.
Les puissances wkl . 9" pour n € N', ou 9" = ot .0 et In| =nyg + -+ + n,, forment
une base du faisceau Dy, en tant que Oy-module :

DY) = @ 0u - (WHnlem)
neN”

klnl . on definissent des applications V-linéaires

9 0y = Oy, a s Wk -0"(a)

Les dérivations w

Le faisceau Dg) L est une sous-algebre de la V-algebre (Endy(Oy, Oy ), +, 0). On note [P, Q] =
PQ—QP le commutateur usuel de I'algébre Endy(Or, Oy). La loi multiplicative de I'algébre
Dg))k est caractérisée par les crochets suivants. Pour tous a,b € Ox(U) et n,m € (N*)", on
a

WFPlan a] = WHIM o™ (), [WFMOm, WHIMO™ =0, [a,b] =0

On note @ggi le complété w-adique de ’algébre Dgg’i et @g&@ = @gg;{: ®vy K. Localement,

@g?)k(U)—{Z ag - O ... 09, aq € 0x(U) tels que P L 0}

’ aend |a| =00

On dénote par X = X x Speck la réduction modulo w du faisceau @;O)k On rappelle que

X et X ont le méme espace topologique. On note Dx ;. la réduction modulo w de @gao)k :
~(0 0
D =k @y DY) = K Gy DY),
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C’est une O x-algébre, non commutative pour £ = 0 mais commutative dés que k > 1. On
note 0; I'image de wkInlgn dans Dx k(U). Alors Dy, est la k-algébre engendrée par Oy et
par les dérivations O} :
Dy = P Ov - %
neN”
Cette annexe rappelle comment Berthelot définit dans [7] la variété caractéristique d’un
pggo)k g-module cohérent.

A.1 Variété caractéristique des Dy ;-modules cohérents

On munit le faisceau Dy, de la filtration donnée par I'ordre des opérateurs différentiels :

Fil’(Dy ) = > oy - o
In|<¢

C’est une filtration croissante exhaustive indexée par N. On note oy la projection de Fil* Dk
dans grf Dyp = FilZ(DUJﬁ)/ Filz_l(Qka). Par convention, Fil_l(ﬂka) = 0. Ces applications
induisent une structure de x-algebre sur gr Dyr ;. définie par

00(P) - 04(Q) = 0414(PQ)

lorsque P est de degré £ et @ de degré q. On note o : Dyrj, — gr Dy, Papplication induite
par les oy. Soit ; ;, I'image de wkd; modulo Oy = Fil° Dy k. Autrement dit, &; 1 est I'image
de w*0; dans le gradué gr' Dy k. Le gradué associé gr Dy, est isomorphe a I'anneau de
polynomes O [€1 k, - - -, & k) en tant que k-algébre. En particulier, le gradué est commutatif.
Cela provient du fait que le degré de tout commutateur [P, Q)] est strictement inférieur a
la somme des degrés des opérateurs P et () lorsque P et () sont tous deux non nuls. Il en
découle que le commutateur de o(P) et de o(Q) est nul dans le gradué gr(Dy ,(U)). De
plus, si P =Y enr an - (wF0)™ € Dx 1 (U) est un opérateur différentiel d’ordre ¢, alors

o(P) = Z an - & € gre Dy avec & = ﬂ”k .. §Z{"k
[n|=¢

On appelle o(P) le symbol principal de P.

On définit globalement une filtration croissante exhaustive sur D x j de la maniére suivante.
Pour tout ouvert V' de X, on pose

(Fil' Dx ) (V) = {P € Dx (V) : Py e Fil’ Dy, pour tout ouvert affine U C V}

Elle vérifie les trois points suivants :
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1. Dxx = Usen Fil* Dx 1. ;
2. Fil’ Dy = 0x;
3. V0,n €N, (Fil* Dx ;) (Fil" Dx ;) = Fil“™ Dy 1.

Soit T* X le fibré cotangeant de X et m : T* X — X la projection canonique. On rappelle que
si ©x est le faisceau cotangeant de X, alors 7% X = Spec (Sym(©x)) est le spectre relatif
de l'algébre symétrique de O x. Localement, Oy = @i, Oy - 0; en tant que Oy-module.
On dispose donc d’un isomorphisme de Og-algébres

Sym(Oy) = Oy[T,..., Ty ~ gr Dy

Autrement dit, Sym(©x) ~ gr Dx j en tant que faisceaux de O x-algébres. Ainsi, on peut
identifier le fibré cotangent T X avec le spectre relatif de gr Dy : T*X = Spec (gr Dx ).
On a alors m,Op«x ~ gr Dy i.

Une filtration Fil = (Fil‘(E))seny d'un D p-module quasi-cohérent E est une suite crois-
sante (Fil‘(F)), de sous O x-modules quasi-cohérents de E telle que

1. E=JpoFil'(B);
2. V0,n €N, FilY(Dx ) - Fil'(E) C Fil*™(E).

Définition A.1.1. Une filtration Fil d’un Dx j-module cohérent E est dite bonne si
1. V0 e N, Fil* E est cohérent sur Ox ;
2. 3y € N tel que VI > Ly, Vn € N, Fil"(Dx ) - FilY(E) = Fil"(E).

Proposition A.1.2. Soit E un Dx j-module cohérent. Une filtration de E est bonne si et
seulement si le gradué gr E est cohérent sur gr Dx i, Soit U un ouvert affine de X pour lequel
il existe des sections ey, ...,eq de E(U) tels que leurs symboles principauz o(eq),...,o(eq)
engendrent le gradué gr B sur gr DXJg'U. Alors les sections ex, ..., e, engendrent Eyy en
tant que DX7k|U-module.

Démonstration. On se donne une bonne filtration locale de E sur un ouvert affine que 'on
note encore X. On suppose tout d’abord que le gradué gr E est cohérent sur gr Dx ;. Soit
o(er),...,0(eq) un systéme de générateurs du gradué gr E, avec ey, ..., e, des relévements
dans E(X). Le systéme o(eq),...,0(eq) est homogene, de degré d; < --- < d, quitte &
permuter les e;. Les e; sont de degré d;.

Soit z € Fil™(E(X)) et o(x) son image dans gr'(FE(X)). On a o(z) = 1, a; - o(e;)
pour certains a; € gr(Dy ;(X)). En écrivant les a; comme somme de leurs composantes
homogénes, on peut se ramener au cas ol a; est de degré m — d;. Soit «; un relevé de a;

dans Dx ;(X). On a
q
x— Y aie; € FiI"H(E(X))

=1
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Une récurrence sur m montre que 2 € 37_; ¢ Fil™ "% (D x (X)) - ¢;. Autrement dit,

q
Fil"™(E) C Y Fil"™ % (Dy j-)e;
=1

Alors Fil™(E) est cohérent sur Ox puisque les O x-modules Fil™(Dx ;) le sont. De plus, le
gradué gr'™(E (X)) contient les éléments de la forme 2%, a;-0(e;) pour a; € Fil™ % (Dx x(X)).
On en déduit pour m > d, que

q
Fil"(E) =Y Fil™ %(Dx ) -
=1

Ainsi pour tout entier m > dg, Fil"(Dx ) - Fil™(E) = Fil"*™(E). La filtration du module
E est donc une bonne filtration.

On suppose maintenant que la filtration est bonne. Il existe un entier mg tel que pour
tout m > mg et pour tout n > 0, (Fil" Dy y) - (FiI™ E) = Fil"™™(E). Soient ey, ..., ¢,
des générateurs de Fil™(F) sur Ox. Si m > mg et si x € Fil™(E(X)), alors il existe des
éléments a; € Fil" 7 (Dy (X)) tels que x = 37, a; - ;. Quitte a rajouter aux e; des

relévements des générateurs des gradués gr/ D X,k pour tout entier j € {0,...,mg — 1}, il
est clair que les symboles principaux o(e;) engendrent le gradué gr £/ en tant que gr Dy ;-
module. O

Remarque A.1.3. La réciproque est fausse. Des générateurs du module M n’engendrent
pas nécessairement le gradué gr M. Par exemple, l’idéal ¢ gauche I = Dx - 0 de Dx est
engendré par les opérateurs 92 + 0 et 0? mais 0(0? + 9) = 0(0%) = £ n’engendre pas le
gradué grJ = Ox[¢] - €.

Proposition A.1.4. Tout Dy j-module cohérent E admet localement une bonne filtration.
De plus si Fily et Fily sont deuzx bonnes filtrations définies sur un méme ouvert V de E,
alors il existe un indice £ € N tel que

Vi€ Z, FiliY(E\y) C Fily(E)y) C Fil{*(Ey)

Démonstration. D’aprés la proposition appliquée a la filtration Fily, il existe des
sections ey,...eq de E(V) telles que

q
vm e Z, Filj'(Ey)=> Fﬂm—di(pxyk‘v) e
=1



A.1. VARIETE CARACTERISTIQUE DES Dy ,-MODULES COHERENTS 159

Pour tout entier i € {1,...,q}, on peut trouver un entier n; pour lequel e; € Filj'(E(V)).
On en déduit 'inclusion suivante en posant b = maxj<;<s{n; — d;} :

Fil*(Ey) = ZFﬂ1 {(Dxkpy) - €

c ZFﬂm—d%DX,kW) Fil (By)
i=1
q i
C Y Fily Y (Ey)
i=1
C Filg" ™ (Ey)

Par symétrie, on obtient 'autre inclusion pour un autre indice de décalage c. Alors a =
max{b, c} satisfait I’énoncé de la proposition. O]

Soit ' un D x p-module cohérent et U un ouvert affine de X sur lequel Ey admet une bonne
filtration. On note gr(E|yr) le gradué de E associé. C'est un gr(Dyx)-module cohérent. On
note J(Ej;r) I'idéal de gr(Dy,x) donné par le radical de 'annihilateur du gradué gr(Ey) :

I(Ejy) = \/Anng(n,, (er(Ejr))

On appelle I'idéal J(E|y) idéal caractéristique du module Ej.

Lemme A.1.5. L’idéal J(E‘U) ne dépend pas du choiz de la bonne filtration de Ejy.

Démonstration. Par définition de I'idéal J(E;), on a Supp(gr(E)y)) = V(I(Ey)). 1l suffit
donc de montrer que le support Supp(gr(£);r)) ne dépend pas du choix de la bonne filtration
de Ejy. Ce résultat a été démontré dans le lemme D.3.1 de [L1]. O

On peut donc recoller ces idéaux pour obtenir un idéal cohérent J(F) de Op-x appelé idéal
caractéristique de E. On rappelle que 7% X = Spec (gr Dx ).

Définition A.1.6. La variété caractéristique Car E de E est le sous-schéma fermé de T* X
défini par l’idéal cohérent J(E) de Op+x

Lorsque X est quasi-compact, F est engendré sur Dy ; par un Ox-module cohérent Ej.
En effet, soit (Uy,...,U,) un recouvrement affine fini de X sur lequel Ey, est un Dy, k-
module cohérent. Alors Fjy, est engendré par un Oy,-module cohérent L;, par exemple le
Oy,-module engendré par une famille génératrice de Ej,. Classiquement, L; s’é¢tend en un
O x-module cohérent que ’on note encore L; tel que L; C E. On pose ensuite Ey = > 1 L
C’est un O x-module cohérent engendrant F en tant que D x p-module.
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On en déduit que F admet une bonne filtration globale définie pour tout £ € N par Filg(E) =
Fil¢ (Dxk) - Eo. On définit alors un Op«x-module cohérent par

E = OT*X ®ﬂ'71(grDX,k) ﬂ_l(gr E)
La variété caractéristique de E coincide avec le support du module E dans T*X :

Car(E) = Supp(OT*X ®7r_1(grDX7k) m! gI‘(E))

On appelle multiplicités de E les multiplicités des composantes irréductibles de Car £. On
note I(Car F) 'ensemble des composantes irréductibles de la variété caractéristique de E.
On définit le cycle caractéristique de F par

CCE)= )  me-C
Cel(Car E)

ot mc est la multiplicité de C. Soit n le point générique de C. Alors (Car E), est un
(O« x)p-module artinien. Par définition, la multiplicité mc est la longueur de ce module.

Proposition A.1.7. Soit 0 M N L 0 wune suite exacte de Dy j-
modules cohérents. Alors Car N = Car M U Car L. De plus, si C est une composante irré-
ductible de Car N, alors mc(N) = ma(M) + me(L) (avec me(M) =0 ou me(L) = 0 si
C n’est pas dans Car M ou Car L respectivement).

(A

Démonstration. Soit 0 M-~ N L 0 une suite exacte de D x -modules
cohérents. On peut supposer que X est affine et que N admet une bonne filtration globale
{Fil" N} nen. On identifie M & un sous-module de N via ¢. On peut munir M de la
filtration Fil” = M NFil™ N. On considére sur L la filtration Fil” L = ¢ (Fil™ N). La suite
exacte initiale induit alors une suite exacte courte de gr(Dx j)-modules :

0 — gr(M) —> gr(N) —> gr(L) — 0

Par hypothése, le module gr(/N) est cohérent. On en déduit que les modules gr(M) et gr(L)
sont aussi cohérents. En particulier, les filtrations considérées de M et L sont des bonnes
filtrations. Enfin, comme Op- x est plat sur 7—1(gr D X,k), on obtient la suite exacte suivante
de Op«x-modules cohérents

00— Opx @ L gr(M) —— Op«x Q1 gr(N) —— O« x @1 gr(L) —0
Il en découle que

Supp(O7+x @ 7 gr(N)) = Supp(Or+x @ 7' gr(M)) U Supp(Or-x @ 7' gr(L))
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Or par définition, ces supports sont les variétés caractéristiques respectivement des modules
N, M et L. Ainsi, Car N = Car M U Car L. Soit maintenant 1 un point générique d’une
composante irréductible C' de Car(N). L’égalité Car N = Car M U Car L implique que C'
est une composante irréductible de Car M ou de Car L. La suite exacte précédente induit
la suite exacte

0— (Opex @7t gr(M))y — (Op+x @ 7 gr(N)))y — (Op«x @ w ' gr(L)), —0

Le module du milieu est de longueur finie m¢c (V). Les deux autres longueurs sont me (M) et
me (L) respectivement (1'une éventuellement égale & zéro). On en déduit finalement 1’égalité
mc(N) =me(M) +me(L). O

A.2 Variété caractéristique des @gg)k@—modules cohérents

Soit € un 55? )kQ module cohérent. Il admet un modéle entier d’apres [6]. Il s’agit d’un

@g?gﬁ—module cohérent £° sans w-torsion tel que € ~ £° ®y K en tant que @gg% Q—modules.

On note & = &° @y & la réduction modulo w de €°. Cest un D x y-module cohérent. On
peut donc définir sa variété caractéristique comme dans la partie précédente.

Soit U un ouvert sur lequel & admet une bonne filtration. On note J(éw) I'idéal du gradué
gr Dy donné par le radical de l'idéal Anngp,, (gr ). Il ne dépend pas du choix de la
bonne filtration de &;. Le recollement J(€) de ces idéaux est l'idéal caractéristique de €.
C’est un idéal cohérent du fibré cotangeant 7% X = Spec (gr Dx i).

Proposition A.2.1. L’idéal I(€) ne dépend pas du choix du modeéle entier E° de €.

Démonstration. Le probléme étant local pour avoir une bonne filtration, on peut supposer
X affine. On se donne deux modéles entiers &1 et €5 de &. Il existe deux entiers a et b tels
que w?&; C & C wl&;. On va commencer par montrer que &; et w’&; ont méme idéal
caractéristique. Comme €] est sans w-torsion, on dispose d’un isomorphisme &; ~ w’&; de

@g?)k—modules donné par la multiplication par w®.

Soit Fil une bonne filtration de &;. Elle induit une filtration sur w?&, donnée par Fil¢ (Wh&) =
Im(File &1 — wb&). Par construction, on a un morphisme surjectif de gr D x j-modules

gr(€1) — gr(w€1). Puisque gr(€1) est cohérent sur gr Dx x, gr(wb€;) lest aussi. Autre-

ment dit, la filtration induite sur wb&1 est encore une bonne filtration. De plus, on en déduit
que Anng g, gr(€1) C Anngp,, gr(w’€1). En particulier, I'idéal caractéristique du mo-

dule & est contenu dans celui du module w?&;. En partant d’une bonne filtration de w?&1,
on obtient 'autre inclusion. Donc les modules &; et w?&; ont le méme idéal caractéristique.
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Comme Dy j, est noetherien (on a supposé X affine), une bonne filtration Fil de w?&; induit
une bonne filtration sur &5 donnée par Fil’ £y = Fil(wb&;)NEy. On a alors gr(&,) C gr(wbé)
et donc

\/AnngrDX’,C ar(€y) C \/Anngr@XJC gr(wb&y) = \/Anngrgx’k gr(€y)

Par symeétrie, 'autre inclusion est aussi vérifiée. Ainsi J(€) ne dépend pas du choix du
modéle entier. O

Définition A.2.2. La variété caractéristique Car € d’un 5§))k@—module cohérent € est la

variété caractéristique du D x -module cohérent & pour n’importe quel modéle entier £° de
E.

C’est par construction le sous schéma fermé de 7% X donné par I'idéal J(€) de gr Dx ;. Elle
ne dépend pas du choix du modéle entier.
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