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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Riaume

Definition

Eine Menge X heifit ein topologischer Raum, wenn es zu jedem Element x € X
ein nicht-leeres System % von Teilmengen U C X mit x € U (sogenannten
,Elementarumgebungen®) gibt, so dass gilt:

1. Sind Uy, Us € %, so gibt es ein V € %, mit V C Uy N Us.
2. Ist U e % undyeU,sogibtesein V€ %, mit VCU.

Eine Menge W C X heiit Umgebung von x € X, falls es eine Elementarumge-
bung U € %, mit U C W gibt. Die Elemente von X nennt man Punkte.

1.1.1. Satz

Die Umgebungen in einem topologischen Raum besitzen folgende FEigenschaften:

1. Jeder endliche Durchschnitt von Umgebungen eines Punktes xqg € X 1ist
wieder eine Umgebung von xg.

2. Ist V' eine Umgebung von xo und W eine Elementarumgebung von xog mit
W CV, soistV auch Umgebung eines jeden Punktes y € W.

Der Beweis ist trivial.

1.1.2. Beispiel

Ein metrischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit einer Funktion
d: X x X — R (der sogenannten , Metrik*), so dass gilt:

1. d(z,y) > 0 fir alle z,y € X, und d(z,y) =0 <= z=uy.
2. d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X.

3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).
Ein Beispiel ist der Raum X = R” mit der Metrik d(x,y) := ||y — x|
Ist X ein metrischer Raum, xy € X und € > 0, so nennt man

Uc(xg) :={x € X : d(z,x0) < €}

eine e-Umgebung von x.
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Setzt man %, := {U:(zo) : € > 0}, so wird X damit zu einem topologischen
Raum.

Definition

Sei X ein topologischer Raum. Eine Menge M C X heifit offen, falls es zu jedem
Punkt x € M eine Umgebung U von x mit U C M gibt. Eine Menge A C X
heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

Das System aller offenen Mengen von X werde mit &'y bezeichnet.

1.1.3. Satz

Die offenen Mengen in einem topologischen Raum X haben folgende Eigenschaf-
ten:

1. X und @ sind offen.
2. Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist wieder offen.

3. Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist wieder offen.

BEWEIS: 1) Bei der leeren Menge ist nichts zu zeigen. Und da jeder Punkt von
X eine Umgebung besitzt, ist X offen.

2) My, M, seien offen. Ist xy € My N M, so gibt es Umgebungen Uy = Uy (x¢) C M,
und Uy = Us(xg) C M,. Dann ist U; N Uy eine Umgebung von zg, die in M; N M,
enthalten ist. Also ist M; N M offen.

3) Sei (M,),er ein System offener Mengen. Ist zg € M := |J,.; M,, so liegt x( in
einer Menge M,,. Dann gibt es eine Umgebung U = U(zy) C M,,. Weil U erst
recht in M liegt, ist damit nachgewiesen, dass M offen ist. "

Bemerkung: Man kann einen topologischen Raum auch als eine Menge X mit
einem System Oy von offenen Mengen definieren. Eine Teilmenge M C X wird
Umgebung von zy genannt, falls es eine offene Menge U mit xqg € U C M gibt.
Der Umgebungsbegriff ist auf diese Weise festgelegt, nicht aber der Begriff der
Elementarumgebung. Zum Beispiel konnen im R"™ sowohl Kugeln als auch Quader
benutzt werden.

Definition

Ein topologischer Raum X heifit ein Hausdorffraum, falls es zu je zwei ver-
schiedenen Punkten von X disjunkte Umgebungen gibt.

Jeder metrische Raum ist ein Hausdorflraum.
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Die Hausdorff-Eigenschaft ist wichtig, wenn man mit Folgen arbeiten mochte. Wie
iiblich heifit ein Element xq € X Grenzwert einer Folge von Punkten x,,, wenn es
zu jeder Umgebung U = U(xg) ein ng gibt, so dass z,, € U fiir alle n > nq gilt. In
einem Hausdorffraum ist der Grenzwert (wenn er existiert) eindeutig bestimmdt.

Definition

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rédumen heifit stetigin x( €
X, falls es zu jeder Umgebung V' = V(f(zo)) C Y eine Umgebung U = U(x)
mit f(U) C V gibt.

f heifit stetig auf X, falls f in jedem Punkt von X stetig ist. Ist f auflerdem
bijektiv und f~! stetig, so spricht man von einem Homd&omorphismus (oder
einer topologischen Abbildung.

Auf metrischen Rdumen entspricht die Definition der Stetigkeit in einem Punkt
dem iiblichen e-6-Kriterium. Eine Abbildung f : X — Y zwischen beliebigen topo-
logischen Réumen ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge V' C Y auch
F7HV) offen in X ist.

Definition

Sei X ein topologischer Raum und zy € X. Ein System % von Umgebungen von
xg heift Umgebungsbasis von x, falls es zu jeder Umgebung U = U(xg) eine
Umgebung V' € % mit xqg € V C U gibt. Der Raum X erfiillt das 1. Abzdhlbar-
keitsaxiom, falls jeder Punkt von X eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Bemerkungen:

1. Jeder metrische Raum erfiillt das 1. Abzahlbarkeitsaxiom. Man wéahle einfach
die Umgebungen Uy /,,(20) mit n € N.

2. Erfullt X das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom und ist Y ein beliebiger topologischer
Raum, so ist f : X — Y genau dann in xy € X stetig, wenn fiir jede Folge
(x,) in X, die gegen xy konvergiert, die Folge f(x,) gegen f(z() konvergiert.

BEWEIS: 1) Sei f stetig in zo und (z,,) eine Folge, die gegen z, konvergiert.
Sei V' eine Umgebung von f(xy). Dann gibt es eine Umgebung U von z mit
f(U) C V. Ist ng groB genug, so liegt x,, fir n > ng in U, also f(z,) in V.
Das zeigt, dass (f(x,)) gegen f(x¢) konvergiert.

2) Nun sei das Kriterium erfiillt, V' eine Umgebung von f(zo) und (U,) eine
abzéhlbare Umgebungsbasis von xy. Wenn f in xg nicht stetig ist, dann gibt
es in jedem Durchschnitt Uy N...NU, ein z, mit f(x,) & U. Die Folge (z,)
konvergiert gegen ¢, aber (f(z,)) nicht gegen f(x¢). Das ist ein Widerspruch.



6 1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Ein topologischer Raum heifit kompakt, falls er ein Hausdorffraum ist und jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

1.1.4. Satz

Sei X ein kompakter Raum, der das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt. Dann besitzt
jede unendliche Folge in X eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS:  Sei (x,,) eine Folge in X. Dann gibt es einen Punkt zy € X, so dass jede
Umgebung von zy unendlich viele Folgenglieder enthélt. Sei (U,) eine abzdhlbare
Umgebungsbasis von zy. Dann kann man in jedem Durchschnitt U; N ... N U ein
Element x,,, der Folge finden. Das liefert eine Teilfolge, die gegen x( konvergiert. m

1.1.5. Satz

Sei X ein beliebiger topologischer Raum, der das 1. Abzihlbarkeitsaziom erfillt.
Fine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (x,) eine
Folge in A, die gegen einen Punkt xq € X konvergiert, so gehort o zu A.

BEWwWEIS: 1) Sei A abgeschlossen und (z,,) eine Folge in A, die gegen ein xy € X
konvergiert. Wenn z( in der offenen Menge X \ A liegt, so gibt es eine Umgebung
U =U(xg) C X\ A. Andererseits miissen die Punkte z,, fiir grofie n in U liegen.
Das ist ein Widerspruch.

2) A erfiille das Kriterium. Wir miissen zeigen, dass X \ A offen ist. Sei zy € X'\ A
und (U,,) eine abzidhlbare Umgebungsbasis von xy. Wenn jede der Umgebungen U,
einen Punkt z,, € A enthilt, dann gewinnt man eine Folge, die gegen xy konvergiert.
Das bedeutet, dass xg in A liegen muss. Widerspruch! Also liegt eine komplette
Umgebung von zp in X \ A. .

Definition

Sei X ein topologischer Raum. Ein System 2% von offenen Teilmengen von X
heifit Basis der Topologie von X, falls jede offene Menge in X Vereinigung
von Elementen aus 4 ist. Der Raum X erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom,
falls er eine abzéahlbare Basis besitzt.

Erfiillt ein Raum das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom, so erfiillt er auch das erste. Die Um-
kehrung gilt nicht.Selbst metrische Raume brauchen das 2. Axiom nicht zu erfiillen.
Sie tun dies aber, wenn sie eine abzdhlbare dichte Teilmenge enthalten (M ist dicht
in X, wenn M = X ist). Insbesondere erfiillt der R" das 2. Abziihlbarkeitsaxiom.

Definition

Ein Hausdorffraum X heifit lokal-kompakt, falls jeder Punkt von X eine kom-
pakte Umgebung besitzt.
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1.1.6. Satz

Der Hausdorffraum X sei lokal-kompakt und erfiille das zweite Abzihlbarkeitsazi-
om. Dann qilt:

1. X besitzt eine abzihlbare Basis B = (Bj)jey, so dafl alle Mengen Ej kompakt
sind.

2. Es gibt eine Folge (Ag) von kompakten Teilmengen von X mit folgende
FEigenschaften:

(a) X =UpZ; Ar-
(b) AkC/Zik:—i—l-

BEWEIS: 1) Sei (B;)er eine abzahlbare Basis von X, und
J:={i €I : B; kompakt }.

Wir miissen zeigen, dafl (B;);e; immer noch eine Basis von X ist.

Sei S C X offen und z € S. Dann gibt es eine offene Umgebung W = W (z) und eine
kompakte Menge K mit W C K. Also ist W kompakt. Weiter ist W Vereinigung
von gewissen Basis-Elementen B;, i € I,. Weil dann B; C W kompakt ist, gehoren
alle 7 € Iy zu J. Da S Vereinigung solcher W’s ist, folgt die Behauptung.

2) Nach (1) gibt es eine abzihlbare Basis (U, )nen von X, so dafl U,, kompakt fiir
jedes n ist. Wir setzen

A1 = Ul-
Ist Ay konstruiert und my, die kleinste Zahl > k + 1, so daB8 Ay C (J*, U, ist, so
setzen wir
mg
Ak+1 = U Un
n=1

Die Mengen A; sind dann kompakt und haben die gewiinschten Eigenschaften. m
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1.2 Topologische Mannigfaltigkeiten

Seien % = (U;)ic; und ¥ = (V) e zwei offene Uberdeckungen von X. 7 heifit eine
Verfeinerung von %, falls es eine Abbildung 7 : J — I gibt, so dass V; C U
fiir alle j € J gilt.

Die Uberdeckung # = (V;) e heifit lokal-endlich, falls es zu jedem Punkt 2o € X
eine Umgebung U = U(x) gibt, so dass V; N U nur fiir endlich viele Indizes j € J
nicht leer ist.

Definition

Ein topologischer Raum heifit parakompakt, falls er ein Hausdorfiraum ist und
jede offene Uberdeckung von X eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt.

1.2.1. Satz

Sei X ein parakompakter topologischer Raum. Ist A C X eine abgeschlossene
Teilmenge und xy € X \ A, so gibt es eine offene Umgebung U = U(xq) und eine
offene Menge Vmit ACV und UNV = &.

BEWEIS:  Zu jedem Punkt x € A gibt es eine offene Umgebung U, = U,(x) und
eine offene Umgebung V, = Ve (x9) mit U,NV, = &. Dann gibt es eine lokal-endliche
Verfeinerung (W;);c; der Uberdeckung von X durch X \ A und die Mengen U,.

Sei V4 eine Umgebung von z, die nur endlich viele W; trifft, etwa Wy, ..., Wy. Zu
jedem i € {1,..., N} gibt es ein x; mit W; C V,,. Dann setze man
U= |J Wi wd V:=%nV,n..NV,.

W;NA#D

Offensichtlich ist UNV = @. n

Definition

Eine offene Menge V' liegt relativ-kompakt in der offenen Menge U (in einem
topologischen Raum X)), falls V' kompakt und in U enthalten ist. Man schreibt
dann: V CC U.

1.2.2. Satz

Sei X ein lokal-kompakter topologischer Raum, der das 2. Abzihlbarkeitsaziom
erfillt. Dann ist X parakompakt.

Zu jeder offenen Uberdeckung von X g¢ibt es eine abzdhlbare lokal-endliche Ver-
feinerung, die aus relativ-kompakten offenen Teilmengen von X besteht.
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BEWEIS:  Sei (Ay) eine Folge von kompakten Teilmengen von X, so dass gilt:

1 X =2, A

2. Ak- C Iik+1.

Sei (U;) eine offene Uberdeckung von X. Die offenen Mengen
Wik =U;N (z‘olkﬂ \ Ai_2)

tiberdecken die kompakte Menge Ay \ Aj_1. Das erreicht man aber schon mit mit
endlich vielen dieser Mengen, von denen jede in einem geeigneten U; liegt. Aufler-
dem {iiberdecken die Mengen W, := U; N 14.13 die kompakte Menge As, und auch von
denen kann man endlich viele auswéahlen.

Nimmt man die ausgewéhlten Mengen zusammen, so erhélt man eine abzihlbare
Uberdeckung von X, die eine Verfeinerung von (U;) darstellt. Diese Uberdeckung
ist lokal-endlich, denn nur endlich viele Uberdeckungselemente treffen f(ikﬂ \ Ap_a.

Weil W, i, in der kompakten Menge Ay und W; in Ajg liegt, liegen alle Uberde-
ckungselemente relativ-kompakt in X. "

1.2.3. Lemma

Sei X ein parakompakter topologischer Raum. Ist K C X kompakt und U eine
offene Umgebung von K, so gibt es eine offene Umgebung W von K, die relativ-
kompakt in U liegt.

BEWEIS: Zu jedem x € K gibt es eine offene Umgebung U, = U,(x) und eine
offene Umgebung V, = V(X \ U) mit U, NV, = &. Auflerdem gibt es (weil X
lokal-kompakt ist) eine offene Umgebung U, von z, so dass U! kompakt ist.

Sei W, := U, NU.. Dann ist W, eine offene Umgebung von =z, W, kompakt und
W.NV, = @. Die kompakte Menge K wird von endlich vielen Mengen W, , ..., W,

) TN

tiberdeckt. Sei W := W,, U...UW,,. Dann ist W eine offene Umgebung von K,

W kompakt und W N (V,, Nn...NV,, )=, also W CU. n
1.2.4. Satz

Sei X ein parakompakter topologischer Raum. Dann gibt es zu jeder offenen
Uberdeckung % = (U;)ier von X eine lokal-endliche Verfeinerung ¥ = (Vi)rek
mit einer Verfeinerungsabbildung T : K — I, so dass Vi, (fir jedes k € K)
relativ-kompakt in Uy, liegt.

Bewers: Mit Hilfe des Lemmas kann man eine (beliebige) Verfeinerung # =
(W;)jes mit einer Verfeinerungsabbildung o : J — I finden, so dass W; relativ-
kompakt in Us,(;) liegt. Dann sei ¥ eine lokal-endliche Verfeinerung von %' "
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Definition

Ein topologischer Raum heifit (n-dimensional) lokal-euklidisch, falls es zu
jedem Punkt zqg € X eine offene Umgebung U = U(zy) C X und einen
Homdoomorphismus ¢ : U — B auf eine offene Menge B C R"™ gibt. Die Abbil-
dung ¢ bezeichnet man als lokale Karte oder lokales Koordinatensystem.
Ist pr, : R* — R die Projektion auf die i-te Komponente, so nennt man die
Funktionen z; := pr; o ¢ : U — R lokale Koordinaten auf U.

Bemerkung: O.B.d.A. kann man annehmen, dass B eine Kugel mit dem Mittel-
punkt xo = ¢(zg) ist. Offensichtlich ist ein lokal-euklidischer Raum lokal-kompakt,
vorausgesetzt, er ist ein Hausdorffraum.

1.2.5. Beispiele

A. Sei X :=RU/{i}, wobei i =+/—1 die imaginire Einheit bezeichnet. Man
konnte auch irgend ein anderes Objekt benutzen, das nicht in R liegt. Eine
Elementarumgebung um ein zy € R soll einfach ein offenes Intervall der
Gestalt (zg — &, 0 + €) sein. Eine Elementarumgebung von i sei eine Menge
der Gestalt (—¢,0)U{i }U(0, ). Das ergibt eine Topologie auf X . Dieser Raum
ist kein Hausdorffraum, denn die Punkte 0 und i besitzen keine disjunkten
Umgebungen. Der Raum ist aber 1-dimensional lokal-euklidisch.

B. Sei X := R x (0,1). Eine Elementarumgebung eines Punktes (xg,ty) € X
sei eine Menge der Gestalt {(zo,t) € X : [t —ty| < e}. Damit wird X zu
einem topologischen Raum, der 1-dimensional lokal-euklidisch und ein Haus-
dorffraum ist. Er ist dann auch lokal-kompakt und erfiillt das erste Abzéhl-
barkeitsaxiom, aber nicht das zweite.

Réume wie die eben betrachteten sind aber nicht die, um die es hier gehen soll.

Definition

Eine (n-dimensionale) topologische Mannigfaltigkeit ist ein (n-
dimensional) lokal-euklidischer Hausdorffraum, der das zweite Abzahlbarkeitsaxi-
om erfiillt.

1.2.6. Beispiele

A. Jede offene Menge im R" ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit.

B. Sei M C R” eine offene Menge, f : M — R eine stetige Funktion und
X ={(x,y) € M xR : y = f(x)} der Graph von f. Wir versehen X
mit der vom R"*! induzierten Relativtopologie. Die wird folgendermafien
definiert: Ist (xo,79) € X und U eine Umgebung von (xo, o), so ist U :=
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UNX eine Umgebung von (xg, yo) in X. Da der R™™! ein Hausdorffraum ist,
iibertréagt sich das auf den Unterraum. Auch das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom
ist offensichtlich erfiillt. Und X ist lokal-euklidisch: Ist U C M offen, so

ist U := (U x R) N X eine offene Teilmenge von X, und ¢ : U — U mit
¢(x,y) := x ein Homdomorphismus mit ¢~ (x) = (x, f(x)).

C. Durch
S"i={x e R"™ : |x|| =1}

wird die n-Sphére definiert. Als Unterraum des R™*! ist sie ein Hausdorffraum
und erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom. Sie ist sogar kompakt. Fiir ¢ =
1,...,n+1 sei

Uur = {x=(v1,...,0p01) €5" : 7; >0}

(2

und U7 = {x=(x1,...,%p41) € S" : x; <0}

Jeder Punkt auf der Sphére liegt in einer der Mengen U;" oder U; . Sei B :=
B, (0) die Einheitskugel im R” und ¢;" : U — B definiert durch

90?:('%17 s axn—‘rl) = (xlv s 7@7 s 7$n+1)'

Die Umkehrabbildung wird durch

—1
(05) (g, -y un) = (ury g1, /T = U2 s, )

gegeben.Damit ist klar, dass die n-Sphére lokal-euklidisch ist, als eine n-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

D. Wir kommen nun zu einem etwas komplizierteren Beispiel. Es sei RP”
die Menge aller 1-dimensionalen linearen Unterriume des R"*!. Ist x =
(zg,...,z,) ein Punkt aus R"* \ {0}, so werde der von x erzeugte Raum
mit [x] bezeichnet. So gewinnt man eine Abbildung 7 : C"*! \ {0} — RP",
deren Fasern die Geraden durch den Nullpunkt sind, aus denen der Null-
punkt herausgenommen wurde. Man nennt RP™ den n-dimensionalen (reell-
)projektiven Raum. Der Punkt [x] wird auch mit dem Symbol (zq : ... :
x,) bezeichnet. Diese Bezeichnung ist nicht eindeutig, denn fiir A € R\ {0}

ist

(Ao oot day) = (201 ... i xy)).
Die Zahlen xy,...,x, nennt man die homogenen Koordinaten von (z :
Firi=0,...,nsei U; := {(xo: ... : z,) € RP" : x; # 0}. Jeder Punkt

des RP™ liegt in einer der Mengen U;. Nun definiert man die Abbildung
; : Uy — R™ durch

Zo T T
oilro:...imy)i=—,...,—, .., — ).
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Sie ist offensichtlich wohldefiniert, und sie ist bijektiv, mit
07 Uy ) = (U st L Uy e Uy,

Die Bilder von e-Umgebungen unter ¢; ' kann man als Elementarumgebungen
einer Topologie auf dem RIP" benutzen. Dadurch werden die Abbildungen ¢;
zu Homoéomorphismen, RP” ist lokal-euklidisch. Auflerdem ist der projektive
Raum ein Hausdorffraum: Gegeben seien zwei Punkte z = (z¢ : ... : z,,) und
y=(yo:...:y,) mit z # y. Liegen beide Punkte in der gleichen Menge
Ui, so ist klar, dass sie disjunkte Umgebungen besitzen (weil das ja im R”
gilt). Liegen die Punkte nicht in der gleichen Umgebung, so muss x;y; = 0

fir i =0,...,n gelten. O.B.dA.seix =(1:2;:...:25:0:...:0) und
y=0:...:0:Ysr1:...:Yp_q:1). Dann sind
Vi= {(liw:.iwy) : wy] <1}
und Vo = {(wo:...:wy_1:1) : |w| <1}

disjunkte offene Umgebungen von x bzw. y.
Ist [w] € V4 und w,, = 0, so liegt [w] nicht in V5.

Ist dagegen w, # 0, so ist [w] = (1/w, : wi/w, : ... Wy_1/w, : 1) und
11/w,| = 1/|w,| > 1, also [w] & V5.

Wir wollen nun sehen, dass 7 stetig ist. Offensichtlich ist fiir jedes ¢ die
Abbildung «; := @; o : 7 H(U;) — C" stetig. Ist W C RP™ offen, so sind
auch alle Mengen W; := ¢;(W N U;) C R™ offen, und dann ist auch

r W) = W) = e () = o ()

offen im R™*!. Also ist 7 stetig.

Da 7 die kompakte Sphére stetig und surjektiv auf den projektiven Raum
abbildet, erweist sich auch dieser als kompakt. Dann ist insbesondere klar,
dass das 2. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt und RP" eine topologische Mannig-
faltigkeit ist.
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1.3 Differenzierbare Strukturen

Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, also ein lokal-euklidischer Hausdorffraum,
der das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Insbesondere ist X dann lokal-kompakt
und parakompakt.

Definition

Zwei Karten ¢ : U — R und ¢ : V — R" heilen €*-vertrdglich, wenn
UNV = @ ist oder die Abbildung

(pol/}_l:lﬁ(UﬂV)—Mp(UﬂV)

ein ¢*-Diffeomorphismus (also eine umkehrbare differenzierbare Abbildung mit
ebenfalls differenzierbarer Umkehrabbildung) ist.

Die Abbildungen ¢ o+~ und 1 o ¢! nennt man Koordinatentransforma-
tionen.

Definition

Ein System von Karten ¢, : U, — R" (mit ¢ € I) heifit ein €*-Atlas fiir X, falls
gilt:

1. UUL:X.

2. Alle Karten ¢, sind untereinander ¢*-vertriglich.

Eine €*-Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit, versehen mit
einem €*-Atlas.

Ist k = oo, so sprechen wir kurz von ,,differenzierbarer Vertréglichkeit,,, , diffe-
renzierbaren Atlanten“ und , differenzierbaren Mannigfaltigkeiten*.

Bemerkung: Kiinftig sprechen wir nur iiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten
(also eigentlich €*°-Mannigfaltigkeiten).

Zwei differenzierbare Atlanten fiir X heiflen differenzierbar vertriglich, falls jede
Karte aus dem einen Atlas mit jder Karte aus dem anderen Atlas differenzierbar
vertriglich ist. In diesem Falle ist die Vereinigung der beiden Atlanten wieder ein
differenzierbarer Atlas. Vereinigt man alle vertréglichen Atlanten, so erhélt man
einen ,,maximalen Atlas“. Unter einer differenzierbaren Struktur auf X ver-
steht man die Festlegung eines (maximalen) differenzierbaren Atlasses.
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1.3.1. Beispiele

A. Sei X = S™ die n-Sphire, versehen mit den Karten 3 : U — B;(0). Dann

15t
gpfcogof(ul,...,un) =
B (U1, .., uy) falls i = j,
N (Uty ooy Uiy ujm1, /1 — |JU]|? 0y, ..o uy,)  falls @ # 5

Da die Kartenwechsel differenzierbar sind, ist S™ eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit.

B. Sei X = RP", versehen mit den Karten ¢; : U; — R™. Dann ist

1 . (51 Uit Uj 1 Uj+1 Un
piow; (uy,...,uy) = e e , , e
Ui41 Ui41 Ujp1 Uipr Ui+l Uit

(fiir i < j), und das ist eine differenzierbare Abbildung auf
ei(UinUj) ={(u,...,up) €R™ : uz # 0} (fir i < ).

Also ist auch RP™ eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1.3.2. Satz

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigheit und U = (Us)ier
eine offene Uberdeckung von X. Ist 0 < r < R, so gibt es eine lokal-endliche
Verfeinerung V = (V;)es von U, so dass gilt:

1. Zu jedem j € J gibt es ein Koordinatensystem (W, ¢;) fir X mit V; C W;
und ¢5(V;) = Br(0).

2. Die Mengen go}l(Br(O)) tiberdecken X.

BEWwWEIS: Es gibt eine Folge von kompakten Mengen K, die X ausschopft.

Wir setzen M; = K; und M, = K, \ K, , fir v > 2. Dann ist (M,) eine
abzéhlbare Uberdeckung von X durch kompakte Mengen.

Sei M = M, fiir ein festes v. Zu jedem = € M gibt es einen Index i = i(z) € I
und eine offene Umgebung W = W(z) C U; N (K41 \ K,—s). Dabei kann W so
klein gewéhlt werden, dass es ein Koordinatensystem ¢ : W — Bg(0) C R" gibt.
Sei V' := ¢~ }(B,(0)). Endlich viele solcher Umgebungen iiberdecken M. Fiihren
wir das Verfahren fiir alle M,, durch, so erhalten wir eine abzédhlbare Verfeinerung
V von U. Nach Konstruktion ist V' lokal-endlich. n
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Definition

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und M C X eine
offene Teilmenge. Eine Funktion f : M — R heifit differenzierbar, falls fop ! :
o, (M NU,) — R fiir jede Karte (U,, ¢,) eine €°°-Funktion ist.

Die Menge aller differenzierbaren Funktionen auf M sei mit (M) bezeichnet.
Ist f € €°(M), so nennt man die Menge

Tr(f) :={z e M : f(x) # 0}

den Trdger von f. Mit €>°(M) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f €
¢ (M) mit kompaktem Tréiger.

1.3.3. Satz vom Hut
Seta e R", 0 <r < R. Dann gibt es eine C*-Funktion f : R" — R, so dass gilt:

f(x)=1 auf B.(a) wund f(x)=0 auf R"\ Bg(a),

sowie 0 < f(x) < 1 dberall sonst.

BEwEIS: Durch )
| exp(—1/z*) firxz>0
g(t) = { 0 fir z <0

wird eine ¢ *°-Funktion auf R definiert, die genau fiir x > 0 Werte > 0 annimmt.
Dann ist h(t) := g(1+t)g(1 —1t) genau auf dem Intervall (—1, 1) positiv und tiberall
sonst = 0.

Die Funktion )

oty = ([ wiwrar) /([ aiwyar)

ist wieder eine ¥ *°-Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Fiir ¢ < —1
ist p(t) = 0 und fiir ¢ > 1 ist p(t) = 1. SchlieBlich setzen wir

) = (BT 2= aly

Diese Funktion nimmt auch nur Werte zwischen 0 und 1 an. Fiir ||x — a|| > R ist
f(x) =0, und fiir ||x —al| < rist f(x) = 1. .

Definition

Eine Teilung der FEins auf X ist eine Familie (f,),c; von differenzierbare Funk-
tionen auf X, so dass gilt:
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1. f, > 0 {iberall.

2. Das System der Trager Tr(f,) ist lokal-endlich.
3. > e fi=1

1.3.4. Satz

Zu jeder offenen Uberdeckung % = (U).er von X gibt es eine Teilung der Bins
(fL)LEI mat TI'(fL) C UL.

BEwEIS:  Sei ¥ = (V))xer eine lokal-endliche Verfeinerung von %/, so dass es
lokale Koordinaten ¢, : V) — Bg(0) gibt und fiir ein 7 mit 0 < r < R auch noch
die Mengen V| := ¢, '(B,(0)) iiberdecken.

Sei f : R" — R eine ¥*°-Funktion, so dass iiberall 0 < f(x) < 1 ist, sowie f(x) =1
auf B.(0) und f(x) =0 auf R"\ Bg(0). Dann setzen wir

| fopi(z) firz eV,
ga(x) = { 0 sonst.

Sei 7 : L — I eine Verfeinerungsabbildung, also Vi C U;y). Dann ist # = (W,),cr
mit W, :=J Aer—1(0) V) eine offene Verfeinerung von % mit W, C U,. AuBerdem ist
# lokal-endlich, denn zu jedem z € X gibt es eine Umgebung P = P(z) und eine
endliche Teilmenge Ly C L, so dass PNV, # & nur fiir A € Ly gilt. Aber dann ist
PN W, # @ hochstens fiir « = 7(A\), A € Ly, und das sind auch nur endlich viele.

Sei g, := Z)\ET_l(L) gx. Diese Summe ist iiberall endlich. Deshalb ist g, differen-
zierbar, und auBerdem ist Tr(g,) C W,. Da jeder Punkt z € X in einer Menge V{
enthalten ist, gibt es zu « mindestens ein ¢ mit g,(z) > 0. Also ist g := ), g, eine
iiberall positive differenzierbare Funktion. Schliellich setzen wir

9.
fL =
g
Offensichtlich besitzen die f, alle gewiinschten Eigenschaften. "

1.3.5. Folgerung

Sei U C X offen und V CC U ebenfalls offen. Dann gibt es eine differenzierbare
Funktion f auf X mit flv =0 und f|x\v) = 1.

BEWEIS:  Sei (f1, f2) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U, X \ V). Dann ist
Tr(f1) C U, Tr(fy) € X\ V und f; + fo = 1. Wir nehmen f; als Funktion f. =
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Definition

Es seien X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine stetige Abbil-
dung ® : X — Y heifit eine differenzierbare Abbildung, falls gilt: Fiir jede
offene Menge V' C Y und jede differenzierbare Funktion g : V' — R ist auch
go®: & (V) — R eine differenzierbare Funktion.

1.3.6. Satz

FEine stetige Abbildung ® : X — Y st genau dann differenzierbar, wenn fir jede
Karte (U, @) von X und jede Karte (V,v) von Y mit ®(U)NV # @ gilt:

YodopipUNE (V) — (V)

ist eine differenzierbare Abbildung.

BEWEIS: 1) Sei @ eine differenzierbare Abbildung, ¢ = (y*,...,y™). Da die y*
differenzierbare Funktionen auf V sind, ist y* o ® differenzierbar auf ®~1(V), also
y" o ® o p~! differenzierbar auf (U N &~ H(V).

2) Nun sei das Kriterium erfiillt. Ist g eine differenzierbare Funktion auf Y, so ist
g o ¢~ differenzierbar, also auch

(go®)op ™ = (g0 )o(Yodoyp™).
Das bedeutet, dass auch g o ® eine differenzierbare Funktion ist. "

Ist ® : X — Y ein Homdomorphismus und sind ® und ®~! differenzierbare Abbil-
dungen, so nennt man ® einen Diffeomorphismus.

1.3.7. Beispiele

A. Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, X ein Hausdorfl-
Raum und 7 : X' — X eine stetige Abbildung. Man nennt 7 lokal-topologisch,
falls es zu jedem Punkt py € X eine offene Umgebung U von py in X und
eine offene Umgebung V' von xg = 7(pg) in X gibt, so dafl 7|y : U — V ein
Homd&omorphismus (also eine ,,topologische* Abbildung) ist.

Man kann nun X so mit einer differenzierbaren Struktur versehen, dafl 7 zu
einer differenzierbaren Abbildung wird. Ist ndmlich 7 : U — V' topologisch
und ¢ : V. — B C R" eine Karte, so kann man ¢ := ¢ o 7 als Karte fiir X
nehmen. Sind ¢, = o7 : Uy — R” und ¢y = pgom : Uy — R"™ zwei Karten
mit Uy NUs # &, so gilt fiir x € ¢y 0 w(U; N Uy)

Yoyt = (promly) o (peomy,) "t =promy, o () oy =0t
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Das zeigt, daB die Karten differenzierbar miteinander vertréglich sind. Man
beachte allerdings, dafl X nicht automatisch parakompakt ist.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf X und v = p o eine Karte fiir X , SO
ist auch (for)ow™ = fop! differenzierbar. Also ist 7 eine differenzierbare
Abbildung.

B. Sind X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten (mit den Dimensionen
nund m), so ist X x Y ein topologischer Raum. Ist (z¢,yo) € X xY und sind
U=U(zg) C XundV =V (yy) C Y offene Umgebungen, so kann man U x V'
als Elementarumgebung von (zg,yo) benutzen. Mit der so eingefithrten To-
pologie ist X x Y ein Hausdorrfraum, der das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.
Offensichtlich ist X x Y eine (n + m)-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit. Und X x Y kann leicht zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
gemacht werden. Ist (U, ¢) eine Karte fiir X und (V, ¢) eine Karte fiir Y, so ist
(UxV, px1)) eine Karte fiir X XY (mit (ox9)(x,y) := (p(z),¥(y)) € R*™™).
Die differenzierbare Vertréglichkeit solcher Karten rechnet man leicht nach.

Die kanonischen Projektionen pr; : X XY — X und pr, : X XY — Y sind
differenzierbare Abbildungen.

Bemerkung: Eine R-Algebra ist ein R-Vektorraum A mit einer zusétzlichen
assoziativen Multiplikation, so dass die Distributivgesetze gelten und r(f - g) =
(rf)-g=f-(rg) firr e Rund f,g € A ist.

Ist U C X offen, so ist €°(U) eine kommutative R-Algebra.

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und (z1,...,2,) = ¢ : U — R” eine
Karte fiir X in 2y € X. Ist f eine differenzierbare Funktion in der Néhe von g, so
definiert man die partiellen Ableitungen von f in xy beziiglich ¢ durch

of
0@-

(z0) == Di(f o o™ ")(p(0)), firi=1,...,n.

1
Dabei sei D;g(xq) := lir% n (9(x0 + te;) — g(xo)) die gewdhnliche i-te partielle Ab-
leitung einer Funktion g im R"™.

Ist (y1,---,Yn) = 1 eine weitere Karte, so ist laut Kettenregel

af ~1
v = Do i)

= 3D o pln)) - Dylons o 00 YW (r0))

= S ) (o), ((a0)),

i—1 6%

wobei mit J -1 die Jacobi-Matrix bezeichnet wird.
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1.4 Tangentialvektoren

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition

Eine Derivation auf X in p ist eine R-lineare Abbildung D : €°°(X) — R, so
dass gilt:
D(f-g)=D(f) 9(p) + f(p) - D(g)-

Bemerkung: Da D(1) = D(1-1) = D(1)-1+1-D(1) = 2D(1) ist, folgt D(1) = 0.
Wegen der Linearitét ist dann D(c) = D(c-1) = ¢-D(1) = ¢-0 = 0 fiir jede konstante
Funktion c.

1.4.1. Lemma

Sei f € €°(X), U =U(p) C X eine offene Umgebung und f|y = 0. Dann ist
D(f) =0 fir jede Derivation D in p.

BEWEIS:  SeiV = V(p) CC U eine offene Umgebung. Zu der offenen Uberdeckung
{X\V,U} von X gibt es eine passende Teilung der Eins {¢,1}. Es ist ¢l = 0
und p|x\v =1 —¢|x\v =1, also

[ 1f=f mX\U
Sp'f_{a,o-ozozf in U.

Damit ist
D(f) = D(¢- f) = ¢(p)- D(f) + D(¢) - f(p) =0
und alles gezeigt. n

Die Werte D(f) einer Derivation in a auf den Funktionen f € ¢°°(X) héngen also
nur vom Verhalten von f in der Néhe des Punktes a ab, und zwar vom Keim von
fin a.

1.4.2. Beispiel

Ist (U, ¢) eine Karte fiir X und a € U, so kann man die Tangentialvektoren
D, (oder 0/0z,) in a definieren durch

0
oz,

Dy(f) = 5—(f) = Du(f o™ )(pla)), firv=1,....n

Diese partiellen Ableitungen héngen natiirlich von der Karte ¢ ab. Fiir die
lokalen Koordinaten x, = pr, o ¢ gilt dann:

D,(x,) =0y, firv,p=1,...,n.
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Die Derivationen in a bilden einen Vektorraum 7,(X), den wir den Tangential-
raum von X in a nennen.

1.4.3. Lemma

Sei f eine €°-Funktion auf einer Umgebung U des Nullpunktes im R™ mit
f(0) = 0. Dann gibt es €*°-Funktionen g, auf U, so dass gilt:

=igu(><)-wu, mit g,(0) = gf (0) firv=1,...,n

(tx)dt, fir v = 1,...,n und x nahe 0.

BEWEIS:  Sei g,(x / 3
Ty

Nun sei ein x festgehalten und ¢(t) := f(tx). Dann ist

f(x) = (1) - g(0) = / J(t)d

0

1 n af n
— /0 3331/ (tx)z, dt = Zg,,(x)-a:,,.

v=1 v=1

1.4.4. Satz

Die partiellen Ableitungen D+, ..., D, bilden eine Basis des Tangentialraumes

To(X). Insbesondere ist dim(T, (X)) = n.

BEWEIS:  Sei ¢ eine Karte mit ¢(a) = 0. Ist D € T,(X) und f € €>°(X), so ist
Fop(x) = Fog(0) + 3 ) o,
v=1
mit ¢,(0) = df/0x,(0) fir v =1,...,n. Sei h, := g, o p. Dann ist
a) + i h,(z) - x,,
v=1
wobei jetzt die lokalen Koordinaten mit x, bezeichnet werden und h,(a) = D, (f)

ist. Dann folgt:
=Y Du(f)- D(w)
v=1

Weil das fiir jedes f gilt, ist D = ) ¢, D,, mit ¢, := D(z,). Das zeigt, dass die
partiellen Ableitungen D, ein Erzeugendensystem des Tangentialraums bilden.
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Ist umgekehrt D = " ¢, D, = 0, so ist 0 = D(z,) = > cD,(z,) = ¢, fir
w=1...,n. "

1.4.5. Beispiel
Sei B C R" offen, a € B. Dann sei 0, : R" — T,(B) definiert durch

bav(f) = Duf(a) = Df@)(V) = D v, 0 (a).
v=1 v
Dies ist eine lineare Abbildung. Ist #,v = 0, so ist

0= 6av(z,) = v, fir alle px.

Das bedeutet, dafl 6, injektiv, aus Dimensionsgriinden also sogar bijektiv ist.
So kann man den Tangentialraum von B in a mit dem R" identifizieren.

Es gibt noch zwei andere, dquivalente Beschreibungen von Tangentialvektoren:

1) Aquivalenzklassen von Kurven als Tangentialvektoren:

Betrachtet werden differenzierbare Kurven a : (—¢,¢) — X mit o(0) = a. Zwei
solche Kurven a und (3 heiflen dquivalent (in a), falls gilt:

(foa)(0)=(fop)(0) firr alle differenzierbaren Funktionen f.
Eine Aquivalenzklasse [a] von Kurven definiert eine Derivation D durch
D(f) := (f e )'(0).

Ist umgekehrt D eine Derivation in a und ¢ eine Karte in a mit zugehorigen lokalen
Koordinaten z1, ..., z,, so kann man « : (—¢,¢) — X wie folgt definieren:

a(t) == ¢ ' (p(a) + t(D(z1), ..., D(x,))).

Dann ist

(fea)(0) = Za—%@(a)) - D(xy)

v=1

= > " D(x,)D,(f) = D(f).

2) Aquivalenzklassen von Vektoren mit Transformationsverhalten:

Betrachtet werden Paare (v, ), wobei v € R™ und ¢ eine Karte in a ist. Zwei
Paare (v, ) und (w, ) heiflen dquivalent, falls gilt:

VT = Ty () - W
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Es ist klar, dass das eine Aquivale_pzrelation ist. Die Vektorraum-Struktur des R"”
tibertriagt sich auf die Menge der Aquivalenzklassen [v, ¢].

Ist ein Paar (v, ¢) mit v = (vy,...,v,) gegeben, so kann man eine Derivation D in
a definieren durch D := " v,D,. Ist (w,4) dquivalent zu (v, ¢), so ist

S0 22 )y 3 (30 20 gy ) 22

v=1 83:'/ v=1 p=1 ayp’
oy, Of oy
= ; wua—yuw(a))-

Also ist die Definition von D unabhéngig vom Représentanten.

Ist eine Derivation D gegeben, so setzt man v := (D(x1),..., D(x,)). Dieser Vek-
tor héngt von den gewéhlten Koordinaten ab. Wechselt man die Koordinaten, so
transformiert sich der Vektor wie oben.

Detfinition

Ist ® : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und
a € X, so wird die Tangentialabbildung ®, . : T,(X) — T (Y) definiert durch

®,.D(g) :=D(go ®).

Offensichtlich ist ®, , linear, und es gilt:

1. (idx)*ﬂ - idTa(X)-
2. Ist ¥:Y — Z differenzierbar, so ist (Vo ®),, = ¥, ¢(a) © Pu g

1.4.6. Satz

Ist (U, ) eine Karte fiir X und (V,v) eine Karte firY , so wird @, beziglich der
von den Karten induzierten Basen durch die Matriz Jyogop—1(p(a)) beschrieben.

BeweLs:  Sei D,(f) = 9(f o ¢™")/0x,(¢(a)) und D,(g) = d(g o) /0y, (¥(a)).
Dann ist @, ,D, = ZTzl ayuD,,, mit

ayp = (PuaDy)(Yu) = Du(yp o ®) = Dy(yuop o P o §0_1>(0>‘

Man kann nun viele Sédtze aus dem R™ auf Mannigfaltigkeiten iibertragen. Dazu
definieren wir noch:

18, (P) :=1rg(Py0).
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Der Rang ist unabhéngig von den Koordinaten.
Wenn klar ist, um welchen Punkt es geht, lassen wir den auch weg: ®, = @, ,.

Ist ein Tangentialvektor als Aquivalenzklasse [o] (von Kurven) gegeben, so ist
®.([a]) = [®oal
Der Tangentialvektor [« kann auch in der Form

30) = lal = an(5) = - al(0)5 -

geschrieben werden, mit «, := x, o a.

1.4.7. Satz (iiber inverse Abbildungen)

Ist ® : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten glei-
cher Dimension und det(®.,) # 0, also O, @ T,(X) — To@)(Y) ein Isomor-
phismus, so gibt es offene Umgebungen U = U(a) C X und V =V (®(a)) C Y,
so dass ® : U — V ein Diffeomorphismus ist.

Der Beweis kann aus dem R" iibernommen werden.

1.4.8. Satz (vom Rang)

Sei dim(X) = n, dim(Y) =m, a € X und ® : X — Y eine differenzierbare
Abbildung. Ist r = rg, (®) auf einer Umgebung W = W (a) C X unabhingig von
x € W, so gibt es Koordinatensysteme (U, ) um a und (V,v) um ®(a), so dass
auf U gilt:

podop (... 2") = (2 ...,2",0,...,0).

BEwEIS:  Wir konnen annehmen, dass W = W(0) C R” eine offene Umebung
des Nullpunktes und ® : W — R™ eine differenzierbare Abbildung mit konstantem

*

A(x) € M,,(R) und det A(x) # 0 fiir jedes x € W ist. Dann sei

Rang r ist. Auflerdem kénnen wir annehmen, dass Jg(x) = ( Alx) : ) ist, mit

F(x) = (P1(x),..., 00 (X), Tpr1, ..., Tp).

Weil Jp(x) = AE)X) E* regulér ist, ist F' ein lokaler Diffeomorphismus.
n—k

Es gibt differenzierbare Funktionen v, 1, ..., %, so dass gilt:
Dol Nz)=(21,...,20,0r41(2),...,0Um(2)),

also



24 1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Jo(x) - Jp(z) ™' = Jpop-1(z) = ( Z Jﬁz) ) :

Weil rg Jg = r konstant ist, hat auch die rechte Matrix den Rang r, und Jj(z)
muss verschwinden. Das bedeutet, dass die 1, nur von 2, ..., 2, abhingen.

Sei G(Y1,- -+, Ym) =

=Wy Ur Yt — U1 (Y1, U)oy U — Vi (Y1, - Ur))-

Dann ist Jo(y) = ( lir EO ), also G ein lokaler Diffeomorphismus. Und nun

ist
Go®oF Nz, ..., 20) = (21,...,2,0,...,0).
Damit folgt die Behauptung des Satzes. "
Definition

T7(X) := Hom(7,(X),R) heifit Cotangentialraum von X in a. Die Elemente
von T*(X) nennt man Cotangentialvektoren.

1.4.9. Beispiel

Ist f eine differenzierbare Funktion (auf einer Umgebung von a), so bezeichnet
man den durch
(df)a(D) := D(f)
gegebenen Cotangentialvektor als das (totale) Differential von f in a.
: 0 0 . . R .
Weil (dzx,) (—) = —(z,) = 60, ist, bilden die Differentiale {dz1, ..., dz,}
Oz, oz,

eine Basis von T)/(X), die duale Basis zur Basis {Dy,...,D,}.

Man rechnet leicht nach:

L. d(01f1 + cof2) = c1 - dfy + 2 - dfs.
d(fg) = f(a)-dg+g(a) - df.
d(c) = 0 fiir jede nahe a konstante Funktion c.

(5 = L o) df — Fla) -
5) (a>2(g()df f(a) - dg).

Definition

Ist ® : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und
a € X, so wird die Cotangentialabbildung ®* : Tg ,(Y') — T;(X) definiert durch

®*w(D) := w(P.D).
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®* ist die zu @, duale lineare Abbildung, und es gilt:
L. (idx)* = idps(x)-
2. Ist U : Y — Z differenzierbar, so ist (Vo ®)* = ®* o U*.
3. Esist ®*(df) = d(f o ®).

Zum Beweis der letzten Aussage:

®*(df)(D) = df (®.D) = ®.D(f) = D(f o ®) = d(f o ®)(D).
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1.5 Untermannigfaltigkeiten

Definition

Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge Y C X heifit (p-
dimensionale) Untermannigfaltigkeit von X, wenn es zu jedem a € Y eine
Karte (U, ¢) fiir X in a gibt, so dass gilt:

UnY = '({xepU) : apy1=... =z, =0}).

UNY istoffenin Y, und ¢ : UNY — RP mit

(x) = (pry 0 p(x),...,pr, 0 p(x))
ist eine Karte fiir Y. Man sieht leicht, dass Y eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist.

Ist f: U — R differenzierbar, so ist fo ™' : o(U) — R differenzierbar. Sei
i 1Y — X die Inklusionsabbildung. Dann ist ¢ o i(z) = (¢(z),0) fir z € Y NU.
Ist y := ¢(x), so ist

poiod (y)=ypoi(x)=(y,0),
also
flyav o @7 y) = foiod (y) = fop ' (y,0).
Das zeigt, dass f|yny differenzierbar ist.

Die von i induzierte Abbildung i, : T,.(Y) — T,(X) ist gegeben durch (i, D)(f) :=
D(fly)-

Sei nun f eine differenzierbare Funktion auf der Untermannigfaltigkeit Y, x € Y
und ¢ : U — R" eine Karte fiir X in z, die im obigen Sinne eine Karte ¢ fiir Y
induziert, sowie g := f o @~ !. Dann wird durch g(z1,...,z,) = g(z1,...,2,) eine
differenzierbare Fortsetzung von g auf einer Umgebung von ¢(x) im R™ definiert.

~

Sei f := g o p. Dann ist
foioZ™y)=Ffou (y.0) =3(y,0) =g(y) = fo & (y).

also ﬁy = f, d.h. ]?eine lokale differenzierbare Fortsetzung von f. Ist D € T,(Y)
und i, D = 0, so ist D(f]y) = 0 fiir jede differenzierbare Funktion auf X, also
D(f) = 0 fiir jede differenzierbare Funktion auf Y, d.h. es ist D = 0 und damit i,
injektiv.

Definition

Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
f heifit eine Immersion (bzw. Submersion) in z € X, falls f, : T,(X) —
Tt (Y) injektiv (bzw. surjektiv) ist.
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Die Abbildung f heifit eine Einbettung, falls f(X) C Y eine Untermannigfal-
tigkeit und f : X — f(X) ein Diffeomorphismus ist.

1.5.1. Satz

Sei f: X — Y eine Immersion (auf ganz X ). Dann gibt es zu jedem x € X eine
offene Umgebung U = U(x) C X und eine offene Umgebung W = W (f(x)), so
dass f(U) C W und f|ly : U — W eine Einbettung ist.

BEwEIs: Man wihle Karten ¢ fiir X in x mit () = 0 und ¢ fir Y in f(z)
mit ¢(f(z)) = 0. Die Abbildung 1) o f o ¢~! hat konstanten Rang, stimmt also
(nach weiteren Koordinatentransformationen) in der Ndhe von 0 mit der Abbildung
g (ug, .o un) = (ug, ..o uy, 0,00, 0) diberein (Satz vom Rang).

Wir kénnen annehmen, dass schon ¢ o fo ™! = jist, also f|y =~ o jop. Das
ist offensichtlich eine Einbettung. u

Selbst eine injektive Immersion braucht (global) keine Einbettung zu sein (Beispiel
Lemniskate).

Definition

Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen heifit ei-
gentlich, falls mit jeder kompakten Teilmenge K C Y auch f~'(K) kompakt
ist.

f heifit lokal eigentlich, wenn es zu jedem y € Y eine kompakte Umgebung A
gibt, so dass f~1(A) kompakt ist.

1.5.2. Satz

Sei f: X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Ist
f lokal eigentlich, so ist f(X) in'Y abgeschlossen. Ist f auferdem noch injektiv
und wird f(X) mit der Relativtopologie von Y wversehen, so ist f : X — f(X)
ein Homdéomorphismus.

BEWEIS:  Sei (y,) eine Folge in f(X), die gegen ein yy € Y konvergiert. Dann
gibt es Punkte z, € X, so dass f(z,) = y, ist. Sei K eine kompakte Umgebung
von 4 in Y. OBdA liegen alle y, in K. Weil f lokal eigentlich ist, ist f~(K)
kompakt. Die Menge Ky := {y, : v € N} U{yo} ist eine abgeschlossene Teilmenge
von K. Also ist f~'(Kj) eine abgeschlossene Teilmenge von f~!'(K) und damit
auch selbst kompakt. Die Folge () liegt in f~!(Kj), enthiilt also eine konvergente
Teilfolge (x,,), die gegen ein xy € X konvergiert. Weil f stetig ist, konvergiert die
Folge y,, = f(x,,) gegen f(xq). Weil (y,,) zugleich auch gegen yo konvergiert, liegt
yo = f(xo) in f(X), d.h. f(X) ist abgeschlossen.
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Ist f zusitzlich injektiv, soist f : X — f(X) bijektiv. Es bleibt nur zu zeigen, dass
7! stetig ist. Wieder sei K eine kompakte Umgebung von yo in Y. Da f(X) mit
der Relativtopologie versehen wird, ist K N f(X) eine Umgebung von yo in f(X).
f7YK) ist kompakt, und f : fYK) — f(X) N K ist stetig und bijektiv, also
ein Homoomorphismus. Ist (y,) eine Folge von Punkten in f(X), die gegen yo
konvergiert, so liegen die y, oBdA in K N f(X). Aber dann konvergiert f~!(y,)
gegen = (yo)- -

1.5.3. Folgerung

Sei f: X — Y eine injektive, lokal eigentliche Immersion. Dann ist f eine
Einbettunyg.

BEwEIS: Trivialerweise gilt auch die Umkehrung.

Ist f injektiv, lokal eigentlich und eine Immersion, so gibt es zu jedem xy € X eine
Umgebung U = U(xzg) C X und eine offene Umgebung W = W(f(zy)) C Y, so
dass f|y : U — W eine Einbettung ist. Da f einen Homéomorphismus von X auf
f(X) induziert, kann man annehmen, dass f(U) = f(X) N W ist. Aber dann ist
f(X) eine Untermannigfaltigkeit von Y.

Nach dem Satz vom Rang ist f: X — f(X) ein Diffeomorphismus und damit eine
Einbettung. "

1.5.4. Folgerung

Ist X kompakt und f : X — 'Y eine injektive Immersion, so ist f eine Einbettung.

BeEwers: Da X kompakt ist, ist f lokal eigentlich. "

1.5.5. Satz

Sei ' : X — Y eine differenzierbare Abbildung (zwischen Mannigfaltigkeiten).
Sei g € X und yo := F(xg). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. F ist eine Submersion in xo, d.h., es ist rg, (F) = dim(Y).

2. Es gibt Umgebungen U = U(xg) C X und V =V (yo) C Y mit F(U) C V,
eine Mannigfaltigkeit Z und eine differenzierbare Abbildung G : U — Z,
so dass x +— (F(x),G(x)) einen Diffeomorphismus von U auf eine offene
Teilmenge von V' x Z definiert.

3. Es gibt eine offene Umgebung V = V(yo) C Y und eine differenzierbare
Abbildung s : V — X mit s(yo) = xog und F os =idy. (Man nennt s dann
einen lokalen Schnitt fir F.)
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BEWEIS: (1) = (2) : Wir konnen uns auf die lokale Situation beschrénken und
annehmen, dass U = U(0) C R"” und V = V(0) C R™ offene Umgebungen sind
und F : U — V eine differenzierbare Abbildung mit F'(0) = 0 und rg(Jr(0)) = m
ist.

Wir schreiben Jg(0) = (J5(0),J4(0)), mit Jz(0) € Mym(R) und JE(0) €
My n—m(R). Nach Wahl geeigneter Koordinaten konnen wir annehmen, dass
det J(0) # 0 ist. Wir definieren eine neue differenzierbare Abbildung F:U—
V x R"™™ C R" durch

F(x',x") = (F(x',x"),x"), firx' e R" x" e R"™.
Dann ist

J(0) = ( J%éO) ﬁ(‘g ) . und daher det.J(0) 0.

Nach dem Satz iiber inverse Abbildungen gibt es Umgebungen U (0) € U und
W(0) C R", so dass F': U — W ein Diffeomorphismus ist.

Z = R"™ ist eine Mannigfaltigkeit und G := pr, : U — Z mit (x/,x") — x" ist

eine differenzierbare Abbildung, so dass (F,G) = F' nahe 0 ein Diffeomorphismus
ist.

(2) = (3) : Sind U, V, Z und G gegeben, so dass F(U) C V und (F,G) : U —
W C V x Z ein Diffeomorphismus ist, so kann s : V' — X definiert werden durch

s(y) :== (F,G) "' (y, G(x0)).

Dann ist (F, G)(s(yo)) = (yo, G(z0)) = (F, G)(x) und daher s(yy) = x¢. AuBerdem
ist (F,G) o s(y) = (F.g) o (F,G)™(y, G(x0)) = (y, G(x0)), also Fos(y) =y.

(3) = (1) : Ist s ein lokaler Schnitt fiir /' mit s(yo) = zo, dann ist Jp - J; nahe
yo die Einheitsmatrix. So folgt unmittelbar, dass Jr eine surjektive Abbildung
représentiert, dass also rg, (F) = m ist. n

1.5.6. Folgerung

Ist F: X — Y eine Submersion, so ist fiir jedesy € Y die Faser F~(y) leer oder
eine (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von X . Fiir jedes v € F~(y)
ist T,(F~'(y)) = Ker F, .

Ist F' zusdtzlich surjektiv und K C'Y eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
so ist F7Y(K) C X eine (n —m + k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

BEWEIS: Wir betrachten einen Punkt xp € X. Es sei M := F~!(yy) die Faser
tiber yo := F(x). Dann kénnen wir Umgebungen U = U(xy) C X,V =V (yy) C Y,
eine (n —m)-dimensionale Mannigfaltigkeit Z, und eine differenzierbare Abbildung
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G : U — Z finden, so dass (F,G) : U — W C V x Z ein Diffeomorphismus ist.
Folglich ist M NU = (F|y,G) ™ ({yo} X Z) eine Mannigfaltigkeit der Dimension
n—m.

Da f|a konstant ist, ist Fl ., = 0. Also liegt T, (M) in Ker(F. ,,). Aus Dimensi-

onsgriinden muss dann sogar Gleichheit gelten.

Ist K C V eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so ist F"Y(K) N U =
(Fly, G)™ (K x Z) eine Mannigfaltigkeit der Dimension n —m + k. n

Bemerkung: Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite
Funktionen und umfasst damit auch die Theorie der Untermannigfaltigkeiten des
R™.

1.5.7. Beispiel
GL,(R) ist eine offene Teilmenge von M, ,(R) = R"™ . Sei
SL,(R) := {A € GL,(R) : det(A) = 1}.

Die Determinante det : GL,(R) — R* ist eine differenzierbare Abbildung,
mit det”'(1) = SL,(R). Wir wollen zeigen, dass det, 4 : T4 GL,(R) —
Taet a(R*) = R fiir jedes A € GL,(R) den Rang 1 hat. Dazu sei ay : (—¢,¢e) —
GL,(R) definiert durch

(I+t)ay; -+ (I+ta,
aa(t) = : :
a1 . Am
Dann ist a4(0) = A und as(t) € GL,(R) fiir geniigend kleines ¢. Und es ist
(detoay)'(0) = 4 ‘0 (14 t)det(A) = det(A) # 0, also rgdet, 4 = 1. Also ist
SL,(R) eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Nun ist Tg(SL,(R)) = Ker(det, ). Wir wollen noch det, g berechnen.

Die Matrizen E;; mit einer 1 an der Stelle (4, j) und Nullen sonst bilden eine
Basis von M, ,,(R). Sei «;;(t) := E + tE;;. Dann ist ;;(0) = E und

14+t fallsi=y
<wmmxﬂ={ 1 fallsi 4. °

also
1 fallsi=7j

(det oar;;)'(0) = { 0 fallsi#j. ~’

Eine andere Linearform auf M, ,(R) ist die Spur. Fiir sie gilt:

1 fallsi=j
wmwm_{Ofﬂm#j’
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Das zeigt, dass det, p = Spur ist, und damit

Tp(SLa(R)) = {A € M, ,(R) : Spur(A4) = 0}.

Definition

Eine Liegruppe ist eine Gruppe G mit einer differenzierbaren struktur, so dass
gilt:

1. Die Abbildung g +— ¢! (von G nach G) ist differenzierbar.

2. Die Abbildung (g1, g2) — ¢192 (von G X G nach G) ist differenzierbar.

Beispiele sind R” (mit Addition), R* (mit Multiplikation), GL,(R) und SL,(R).

Der Tangentialraum in der 1 wird auch als Liealgebra der Liegruppe bezeichnet.
Uber die Algebrastrukturkénnen wir erst im néchsten Abschnitt sprechen.
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1.6 Vektorfelder

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition

Sei U C X eine offene Teilmenge. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung
£:6°U) — €>(U) mit folgenden Eigenschaften:

1. £ ist R-linear.

2.6(f-9)=[f-&9)+g-&(f), fur f,g € T=().
Die Menge aller Vektorfelder auf U werde mit 2 (U) bezeichnet.

1.6.1. Satz

1. Ist ¢ eine konstante Funktion auf U und & € Z°(U), so ist £(c) = 0.

2. Z(U) ist ein €°(U)-Modul, d.h.: Ist§ € Z(U) und f € €>°(U), soist f€
mit (f€)(g) := f-&(g) ein Element von 2 (U), und es gelten die iblichen
Vektorraum-Aziome.

3. Ist&e Z(U), V CU offen, f € €°(U) und fly =0, soist £(f)|v = 0.

BEWEIS: 1) Wie bei den Derivationen folgt, dass £(1) = 0 ist, und aus der R-
Linearitét folgt die Behauptung.

2) Es ist zu zeigen, dass f¢ die Derivationseigenschaft besitzt. Das ist aber trivial
nachzurechnen.

3) Sei x € V. Dann gibt es eine differenzierbare Funktion ¢ auf U mit ¢(z) = 0 und

¢lovy = 1. Dannist - f = f, also £(f)(z) = £(f-0)(x) = (f-£(0)+9-E(f)) (z) = 0.
Da z beliebig war, folgt die Behauptung. "

Ist U C X offen, p € U und £ € 2 (U), so kann man §, : €>°(U) — R definieren
durch &,(f) := &(f)(p). Damit ist &, eine Derivation (also ein Tangentialvektor) in
p.

Sei (U, ) ein Koordinatensystem mit p € U. Fiir z € U gibt es dann eine Darstel-

lung
o = En (@)
T v aflf,/

v=1
Dabei ist a,(x) = &(x,) = &(z,)(z). Also sind die Koeffizienten a, differenzierbare
Funktionen. Und jedes Vektorfeld hat eine solche Darstellung.

Die Abbildung von 2 (X) nach T,(X) mit £ — ¢, kann natiirlich nicht injektiv
sein, sie ist aber surjektiv: Ist U = U(p) C X eine offene Koordinaten-Umgebung
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und V = V(p) CC U, so kann man eine differenzierbare Funktion ¢ auf X finden,
sodass ¢ =1 auf V und ¢ = 0 auf X \ U ist. Ist v = > a,0/0z, € T,(X), so
wird dadurch ein Vektorfeld n (mit konstanten Koeffizienten a,) auf U gegeben.
Nun sei £ € Z(X) definiert durch

&f)(x) = { Y(x) -n(f)(x) firzel,

0 sonst.
Dann ist §, =1, = v.

Definition

Sei € ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit X. Eine Integralkurve von ¢ durch
xo € X ist ein stetig differenzierbarer Weg o : I — X mit folgenden Figenschaf-
ten:

1. I ist ein offenes Intervall, und es gibt ein tg € I mit a(tg) = xo.

2. Bs ist a(t) = . (0/0t) = Eqqpy fiir alle t € 1.

1.6.2. Satz (Translationsinvarianz)

Sei o : I — X eine Integralkurve des Vektorfeldes £. Dann ist fiir jedes ty € R
auch [(t) := a(t — tg) eine Integralkurve.

BEWEIS: Wir setzen s := ¢ — to. Dann ist 3(t) = a(s) = as) = &a(p)- n
Sei o € X und (U, ¢) eine Karte in x¢ mit ¢(z9) = 0. In den lokalen Koordinaten

habe ¢ die Gestalt
= 0
§|U - ;fua_xy

Setzt man dann F(x) := (&(¢7'(x)), ..., & (x))), soist F: G := p(U) — R"
differenzierbar. Ist y(¢) Losung der ,autonomen® (d.h. zeitunabhéngigen) DGL
y' = F(y) mit y(0) = 0, so gilt fiir a(t) := ¢ (y(¢)):

at) = (') = (¢ )Fy()

= el )

& 0
= D 6(a), = Lo
v=1 v

sowie a(0) = ¢~1(0) = x.
Aus der Theorie der Differentialgleichungen folgt:
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1.6.3. Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei & ein differenzierbares Vektorfeld auf X und xq € X. Dann gibt es ein offenes
Intervall I C R und eine differenzierbare Kurve oo : I — X, so dass gilt:

1. 0 € I und a(0) = zy.
2. aft) = Eaqy fiir alle t € I (d.h., o ist Integralkurve von &).

3. Ist B : J — X eine weitere Integralkurve von & mit (0) = o, so stimmen
a und B auf I N J tberein.

1.6.4. Satz

Sei I, die Vereinigung aller offenen Intervalle I C R mit 0 € I, zu denen eine
Integralkurve o : I — X wvon & mit a(0) = x existiert. Dann gibt es auch eine
smazimale“ Integralkurve o, : I, — X von & mit a,(0) = z.

BEWEIS: Seit € I,. Dann gibt es ein Intervall I mit 0 € I und eine Integralkurve
a: ] — X von £ mit a(0) = x, so dass t € [ liegt. Dann setze man o, (t) := «a(t).
Wegen des lokalen Eindeutigkeitssatzes ist «, wohldefiniert. "

Ebenfalls aus der Theorie der Differentialgleichungen iibernehmen wir:

1.6.5. Differenzierbare Abhingigkeit von den Anfangsbe-
dingungen

Sei & ein differenzierbares Vektorfeld auf X und xg € X. Dann gibt es ein € >
0, eine offene Umgebung U = U(xg) C X und eine differenzierbare Abbildung
O (—g,6) x U — X, so dass gilt: Fir jedes v € U ist a,(t) := ®(t,x) eine auf
(—¢,¢) definierte Integralkurve von £ mit a,(0) = x.

1.6.6. Satz

Unter den obigen Bedingungen ist
O (s, D(t, 7)) = B(s + 1, )

fiir alle s, t, fiir die beide Seiten der Gleichung definiert sind.

BEWEIS: Sei # € U festgehalten und ¢ € (—¢,¢) ebenfalls fest gewihlt, y :=
®(t,x). Liegt ¢ nahe genug bei 0, so liegt auch y in U, und wir kénnen definieren:

a(s) = (s, 0(t,z)) ==D(s,y) = oy(s)
und  f((s) = P(s+t,z) = au(s+t).
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Dann ist 5(0) = ®(¢,z) =y = ¢(0,y) = a(0), sowie

Oé(S) = 54y<3) = gay(s) = fa(5>

und

B(s) = Qa5 +1) = Eansrn) = Eags):

Also miissen o und 3 auf dem gemeinsamen Definitionsbereich iibereinstimmen. =

Definition

Ein dynamisches System oder ein globaler Fluss auf X ist eine differenzier-
bare Abbildung ® : R x X — X mit folgenden Eigenschaften:

1. ®(0,z) =z fiir alle x € X.
2. O(t,d(s,z)) = P(t+ s,x) fir x € X und s,t € R.

Fir ¢t € R sei dann ®; : X — X definiert durch ®;(z) := &(¢,z). Dann ist d,
differenzierbar, und es gilt:

1. (I)O - ldX,
2. ®t o q)s = ®t+8'

Insbesondere ist jede Abbildung ®, ein Diffeomorphismus, mit ®;' = ®_,. Man
nennt das System (®;)icr auch eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomor-
phismen auf X.

Fir z € X sei a, : R — X definiert durch
ag(t) == d(t,x).

Man nennt «, eine Integralkurve oder Flusslinie von ®. Die Bildmenge «,(R)
heifit Bahn oder Orbit von x. X ist disjunkte Vereinigung der Bahnen von .

1.6.7. Satz

Sei o, : R — X Flusslinie eines dynamischen Systems ® auf X. Entweder ist
oy konstant, oder es ist &, (t) # 0 fiir allet € R (also oy eine Immersion), und
dann ist genau eine der beiden folgenden Aussagen erfiillt:

1. «y st ingektiv,

2. «ay ist periodisch.

BEWEIS: Sei «, nicht konstant, t, € R fest. Fiir jedes andere t € R ist dann

ot +to) = Bt + to, ) = Blty, D(t, ) = Dy (va (L))
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Daraus folgt:
(@1)u2(0) = & (o).

Das bedeutet: Entweder ist & (t) # 0 fiir alle ¢ € R, oder es ist a,(t) = 0 (und
damit a, konstant, was wir ausgeschlossen hatten). Also ist a, eine Immersion.

Ist a, nicht injektiv, so gibt es Zahlen ¢; < to mit a,(t1) = a,(t2). Dann ist
O, (z) = Dy, (2), also @y, 4, () = z. Es ergibt sich:

p(t) = O(x) = Ppy () 1,)(7) = @t + (1 — 12)),

d.h. ay ist periodisch. "

Definition

Sei M C R x X offen. Eine differenzierbare Abbildung ® : M — X heiflt lokaler
Fluss, falls gilt:

1. {0} x X C M und ®(0,2) = z fir alle z € X.
2. Zujedem x € X gibt es ein offenes Intervall I, mit MN(Rx{z}) = I, x{z}.

3. Esist ®(t,P(s,x)) = ®(t + s,x), wenn beide Seiten erklart sind.

Fir € X ist I, = (ay, b,) der Definitionsbereich der Kurve o, (t) := ®(¢, z). Durch

€2 := 0,(0) wird ein Vektorfeld auf X definiert, das Geschwindigkeitsfeld von
P.

Behauptung: «, ist die Integralkurve von ¢ mit «,(0) = =.

BEWEIS:  Seit € I, und y := «,(t). Dann ist

1.6.8. Satz

Sei & ein Vektorfeld auf X. Dann gibt es genau einen mazimalen lokalen Fluss
O auf X, dessen Geschwindigkeitsfeld & ist. Ist X kompakt, so ist ® ein globaler
Fluss.

BEWEIS: Zu jedem Punkt x € X gibt es eine maximale Integralkurve a, :
(az,b;) — X von & mit a,(0) = z. (Der Beweis folgt — dhnlich wie im R™ — aus
dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei

20&) ={(t,x) e Rx X : t € (az,b,)}
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und ¢ : Z(§) — X definiert durch ®(¢,z) := a,(t). Dann ist ®(0,z) = z und
O(t, d(s,z)) = ®(s +t,x), wenn beide Seiten definiert sind.

Wir miissen zeigen, dass Z(§) offen und @ differenzierbar ist.

Sei g € X, I = I, der Definitionsbereich von a = «,, und

J = {tel: Je>0,U=U(xg), sodass (t —e,t+¢)xU C Z2(¢)
und @ dort differenzierbar ist}.

Definitionsgeméf ist J offen und 0 € J. Um zu zeigen, dass J auch in I abgeschlos-
sen ist, betrachten wir einen Haufungspunkt sy von J in I. Es sei 3y := ®(sq, x¢).
Dann gibt es ein € > 0, eine offene Umgebung V' = V(1) und eine differenzierbare
Abbildung ¢ : (—e,e) x V. — X, so dass t — (¢, x) die Integralkurve von £ mit
(0, x) = x ist, fiir x € V.

Weil sy ein Haufungspunkt von J ist, gibt es ein s; € J, so dass |s; — sg| < € und
D(s1,20) € V ist. Weil s; € J ist, gibt es ein 6 > 0 und eine offene Umgebung
U = Ulxg) C X, sodass U = (s; — 6,51 +6) x U in 2(¢) liegt und ® auf U
differenzierbar ist. Weil ®(s1,z9) € V ist, konnen wir U so klein wéhlen, dass
O({s1} x U) C V ist.

Fir 2 € U sei 8(s) := ¥(s — s1,P(s1,2)). Da ®(s1,x) in V liegt, ist [(s) fiir
|s — s1] < € definiert. Offensichtlich ist § eine Integralkurve von & mit ((s;) =
(0, P(s1,x)) = P(s1,2) = a(s1). Also ist f = a, auf J; = (51 — e, + ¢). Fiir
r € U und s € J; ist daher

(*) @(s,x) = ¢(s — 51, D(s1,)).

Nun sei 0 < o < € —|sp—s1| und Jy := (so — 0,50 + 0). Ist s € Jy, so ist
|s — s1] < |s — so| + [so — s1| < 0+ |so — s1] < ¢, also ®(s,z) auf Jy x U definiert
und differenzierbar, d.h. Jo x U C Z(¢).

Die Menge {0} x X liegt immer in Z(&), und zu jedem = € X gibt es ein € > 0
und eine offene Umgebung U = U(z) C X, so dass (—¢,e) x U in Z(€) liegt. Ist X
kompakt, so enthédlt Z(§) also auf jeden Fall eine Menge der Gestalt (—¢,¢) x X.
Durch ®(t, z) := ®(¢/2, ®(¢/2, x)) kann man den Fluss auf (—2¢, 2¢) x X ausdehnen.
So fahrt man fort und erhélt schliellich einen globalen Fluss auf R x X. "

Definition
Sind §,n € Z(U), so wird die Lieklammer [{,n] € 2 (U) definiert durch

€, n(f) == € (f)) = n(&(f))-

Die Lieklammer ist wieder ein Vektorfeld: Die Linearitdt auf ¢°°(X) ist trivial.
AuBerdem ist
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&n(fg) —né(fg) = &(g-(f)+f-(mg) —nlg-(Ef) + f(&g))
= (9)nf)+g-(Enf)+(&f)ng) + f-(Eng)
—mg)(&f) —g-m&f) — nf)(€g) — f- (n€g)
= g-([&nlf) + f- (& n)9).

1.6.9. Satz
Die Lieklammer besitzt folgende Figenschaften:

1. Die Abbildung (&,m) — [£,n] ist R-bilinear.
2. Es ist [£,n] = —[n,&] (Anti-Kommutativitit).

306 [ Al + [, [N €+ [N [€,m]] = 0 (Jacobi-Identitit).

BEWEIS: (1) und (2) sind trivial.

3) Es ist
(€[ Al = [&nA = An] = &nA — EAn — nAL + Mg,
[ €L = [0 A= €Al = A& = nsA — Agn + &
und (A [En]] = [N &n—ng] = Ay — A& — A+ néA.
Addiert man die rechten Seiten, so kommt offensichtlich Null heraus. "

Allgemein bezeichnet man einen R-Vektorraum, der mit einem zusétzlichen Pro-
dukt [...,...] versehen ist, das die obigen Eigenschaften besitzt, als Liealgebra.

Was die Liealgebra der Vektorfelder mit der Liealgebra einer Liegruppe zu tun hat,
werden wir spater sehen.

Detfinition

Sei @ : M — N eine differenzierbare Abbildung, £ € 2 (M) und n € Z(N).
Die Felder ¢ und 7 heiflen ®-verwandt, falls gilt:

E(fo®)=(nf)o®, fir alle differenzierbaren Funktionen f € €°°(NV).

Bemerkung: ¢ und 7 sind genau dann ®-invariant, wenn fiir jeden Punkt a € M
gilt:
q)*,a<€a) = Nad(a) -
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1.6.10. Satz

Sind die Felder & und & (auf M) ®-verwandt zu den Feldern n, bzw. ny (auf
N), so ist auch [£1, &) P-verwandt zu [y, ns).

BEwEIS: Es ist

[€1,&](fo®) = &i(&(fo®)) —&(&i(fo®))
= & ((mf)o®) = &((nf) o @)
= (m(mf)) o ®— (n(nf)) o®
= ([Ul,ﬁz]f)oq)

Sei G eine Liegruppe, g € G ein festes Element. Die Abbildung ¢, : G —
G mit i,(x) = gxg™' ist ein Diffeomorphismus und zugleich ein Gruppen-
Automorphismus. Man spricht bei den Abbildungen ¢, von inneren Automorphis-
men. Ahnliche Automorphismen sind die Linkstranslationen Ly : h— gh und die
Rechtstranslationen Ry : h +— hg. Offensichtlich ist i, = Ly 0 Ry-1.

Definition

Sei G eine Liegruppe. Ein Vektorfeld £ € 2°(G) heifit links-invariant, falls
gilt:
(La)ss(&r) = Eug, fiir alle a, 2z € G.

Mit L(G) sei der Vektorraum der links-invarianten Vektorfelder auf G' bezeichnet.
Ist ¢ links-invariant und f € 2°(G), so ist

§(f 0 La)(@) = &(f 0 La) = (La)u&alf) = &u(f) = (€F)(az) = (£f) o La(@).
also &(f o L) = (¢f) o La.

1.6.11. Satz
L(G) ist eine Liealgebra (mit der Lieklammer fiir Vektorfelder).

BEWwWEIS: Sind ¢ und 7 zwei links-invariante Vektorfelder auf G, so sind sie jeweils
zu sich selbst L,-verwandt, fiir jedes a € G. Dann ist

1€,0](f o Ly) = ([§,m]f) o L, fiir jedes a € G.

Also ist auch [£, n] links-invariant. n
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1.6.12. Satz
Die (lineare) Abbildung ¢ : L(G) — T.(G) mit £ — &, ist ein Isomorphismus.

BeEwEIs: 1) Injektivitéat: Ist € € L(G), so ist &, = (Lg)«&e. Ist also & = 0, so ist
auch &, = 0, fiir alle a € G, also £ = 0.

2) Surjektivitit: Sei v € T.(G) vorgegeben, &, := (L,).v. Zu zeigen ist, dass dadurch
ein links-invariantes Vektorfeld ¢ auf G definiert wird. Zunéchst ist

(EN) (@) = &(f) = (La)w) (f) = v(f o Ly).
Die Funktion ¢ : G x G — R, definiert durch g(x,y) = fo L,(y) = f(zy),

ist differenzierbar. Sei nun (U;xy,...,x,) ein Koordinatensystem in einem Punkt
x € Gund (V;1,...,y,) ein Koordinatensystem in e mit e — 0. AuBerdem sei
2 0
v = Cy—or-.
; Yy
Dann ist
&(f) =E(foLy) = ch,%(xl,...,xn,(),...,())
v=1 v

differenzierbar in x, also £ ein Vektorfeld.

Nun zur Links-Invarianz:

(Lg)*ga = (Lg)*<La)*§6 = (Lg o La)*fe = (Lga)*fe = gga-

Damit ist alles gezeigt. "

1.6.13. Satz

Sei & ein links-invariantes Vektorfeld auf der Liegruppe G. Ist a : [ — G eine
Integralkurve von &, so ist auch B := Lyo o : I — G eine Integralkurve von §.

BEwEIS: Es ist

(Ly 0 a)*(t) = (Lg)x(t) = (Lg)say) = Eryoatn-

Also ist L, o v eine Integralkurve. "

Definition

Eine FEin-Parameter-Gruppe in G ist ein Liegruppen-Homomorphismus « :
R — G. Speziell ist dann «(0) = e.
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Bemerkung: Ein Liegruppen-Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphis-
mus zwischen Liegruppen, der zugleich differenzierbar ist.

1.6.14. Satz

Sei Pq die Menge aller Ein-Parameter-Gruppen in G. Dann ist die durch o +—
a(0) gegebene Abbildung P — L(G) bijektiv.

BEWEIS: 1) Surjektivitiat: Sei v € L(G) und « : (—¢,e) — G die Integralkurve

des links-invarianten Vektorfeldes € (mit &, = v), mit (0) = e. Dann ist &(0) = v.
Sei nun oy (t) := a(s)a(t) und aq(t) := a(s +t), fir |s| < e/2 und || < £/2. Dann
ist a1(0) = a(s) = ax(0), und es gilt:

a1(t) = (Lags) © @)* () = (La(s))+(t) = (La(s))s(La@)«0 = &art)

und

a(t) = a(s + 1) = Easre) = San(t)-
Das bedeutet, dass «; und s Integralkurven von ¢ durch «(s) sind. Daraus folgt,
dass a(s +t) = a(s)a(t) fir kleine s, gilt.
Ist ¢ ,,grof, so setzen wir a(t) := «(t/n)", mit geniigend groBem n. Dabei hiangt
die Definition von & nicht von dem gewéhlten n ab, denn es ist

)= alm- )" = a(——)"™ = a(n- )" = a()".

t
al—
n mn mn mn m

Offensichtlich ist @ eine Ein-Parameter-Gruppe in G, die nahe 0 mit « iiberein-
stimmt, und es ist @*(0) = (0) = v.
2) Injektivitét.

Sei « eine Ein-Parameter-Gruppe mit &(0) = v, und ¢ das durch v bestimmte
links-invariante Vektorfeld. Dann ist

a(t +s) = a(t)a(s) = (Law 0 @)(s), also a(t) = Lawy o a(0),

und

&(t) = (La()+(0) = &

Damit ist « Integralkurve von £ mit «(0) = e. Diese Integralkurve ist durch v
eindeutig bestimmt. "

Definition

Die Exponentialabbildung exp : L(G) — G wird definiert durch exp(v) :=
a,(1), wobei «, die Ein-Parameter-Gruppe mit o/ (0) = v ist.
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1.6.15. Satz

Ist v € L(G) und & das zugehorige linksinvariante Vektorfeld, so ist a,(t) =
exp(tv), und «, ist die Integralkurve von & durch e.

BEWEIS: Es ist exp(tv) = ay,(1). Wir miissen also zeigen, dass oy, (1) = a,(t)
ist. Dazu sei 3;(s) := «,(st). Dann ist

Bi(s +8") = (st + §'t) = a(st)a,(s't) = Bi(s) B (s"),

also ; eine Ein-Parameter-Gruppe. Auflerdem ist ét(s) =t ay(st), also Bt(O) =
t - 0y (0) = tv. Damit ist 4 = ay, und daher a;,(1) = Bi(1) = a,(t).

Dass «, Integralkurve von &, ist, wurde oben schon gezeigt. "

1.6.16. Satz

Seiv € L(G). Dann wird durch ®(t,g) := L, o exp(tv) ein globaler Fluss fir das
durch v bestimmte linksinvariante Vektorfeld & gegeben.

BEWEIS:  Wir miissen zeigen, dass t — ay(t) := ®(¢, g) fiir jedes feste g eine auf
ganz R definierte Integralkurve von £ mit ay(0) = g ist. Fiir ¢ = e haben wir
das oben schon gezeigt. Ist aber g beliebig, so ist auch ay = L, o a. wieder eine
Integralkurve von &, mit o, (0) = g. .

Man kann leicht zeigen, dass die Exponentialabbildung exp : L(G) — G differen-
zierbar ist.

Fir v € L(G) sei hy(t) := tv. Durch v — h/(0) wird ein Isomorphismus L(G) =
T.L(G) definiert. Mit diesen Bezeichnungen ist

d
exp, v = exp, 1, (0) = (expoh,)(0) = 2 |, exp(to) = v,

also exp in der Néhe von 0 ein Diffeomorphismus.

1.6.17. Satz

Sei G = GL,(R), also L(G) = Tg(G) = M,(R). Fir A,B € M,(R) ist dann
[A, B] = AB — BA.

BEweEIs: Ist B € G gegeben, L : G — G die Links-Translation, X € M und
ax(t) :==exp(tX), also a/yx(0) = X, so ist

(LB)*X = — 0 B Oéx<t) = BX.
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Fiir A € M sei £4 das zugehorige links-invariante Vektorfeld. Dann ist
Eaf(X) = (foLxoaa)(0), fiir X € Gund f € €°(G).
Ist f Einschréankung einer linearen Funktion F': M — R auf G, so ist
ET(X) = 5| F(X-aa(t) = P(XA).
Insbesondere ist {4f(E,) = F(A). Weil {gf = F o Rp und dies wieder Ein-
schriankung einer Linearform ist, folgt:

§a08pf(En) = &a(€S)(En) = F o Rp(A) = F(AB).

Damit ist
F([A,B]) = &an/f(En)
= (§aoépf—Epo&af)(En)
F(AB) — F(BA) = F(AB — BA).
Da dies fiir alle Linearformen F' gilt, ist [A, B] = AB — BA. n

Ist A€ L(G) = M,(R), so ist

1
aalt) :=>_ A
n=0

eine differenzierbare Kurve in G, mit a4(0) = E und o/4(t) = A - as(t). Au-
Berdem ist aa(s) - aa(t) = aa(s +t), also t — aa(t) die (eindeutig bestimmte)
Ein-Parameter-Gruppe zu A in G. Damit ist A — a4(1) = exp(A) die Exponenti-
alabbildung der Liegruppe G, also

o0

1 n
exp(A) = 2 o A",

Anhang: Ein paar Sétze iiber Differentialgleichungen.

Definition

Sei G C R x R* ein Gebiet und F : G — R" eine stetige Abbildung. Unter einer
Losung der Differentialgleichung

y =F(y)
versteht man eine Abbildung ¢ : I — R¥ mit folgenden Eigenschaften:
1. I C R ist ein Intervall, und der Graph {(¢,p(t)) : t € I} liegt in G.

2. ¢ ist differenzierbar, und es ist ¢'(t) = F(t, ¢(t)) auf I.
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Ist ¢ eine Losung von y' = F(t,y) und ¢(ty) = yo, so sagt man, ¢ erfiillt die
Anfangsbedingung (ly,yo). Die Losung heifit maximal, wenn sie sich nicht zu
einer Losung mit gréfferem Definitionsbereich fortsetzen léasst.

1.6.18. Satz

Ist ¢ Losung der DGL y' = F(t,y) und F r-mal (stetig) differenzierbar, so ist
@ (r+1)-mal (stetig) differenzierbar.

BEWEIS: Definitionsgeméf ist ¢ einmal differenzierbar. Ist F stetig, so folgt aus
der Gleichung ¢'(t) = F(t, ¢(t)), dass ¢ sogar stetig differenzierbar ist.

Ist F differenzierbar, so folgt aus der selben Gleichung, dass ¢’ differenzierbar, also
¢ zweimal differenzierbar ist, u.s.w. "

Definition

Sei G C R x R™ ein Gebiet. Eine stetige Abbildung F : G — R" geniigt auf G
einer Lipschitz- Bedingung mit Lipschitz-Konstante k, falls gilt:

|F(t,x1) — F(t,x2)|| < k- ||x1 — x2|, fiir alle Punkte (¢,x;), (¢,x2) € G.

F geniigt lokal der Lipschitz-Bedingung, falls es zu jedem (tg,x0) € G eine Um-
gebung U = U(tg,x9) C G gibt, so dass F auf U einer Lipschitz-Bedingung
genugt.

Bemerkung: Ist F = F(¢,xq,...,2,) auf G stetig und nach den Variablen
x1, ..., T, stetig partiell differenzierbar, so geniigt F lokal der Lipschitz-Bedingung.

Sei G C R x R™ ein Gebiet und F : G — R” stetig. Geniigt F auf G lokal der
Lipschitz-Bedingung, so gibt es zu jedem (ty,X¢) € G ein € > 0 und ein r > 0, so
dass F auf T := [ty — €, ty + €] x B,(x¢) einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-
Konstante k < 1/(2¢) gentigt.

1.6.19. Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei G C R x R™ ein Gebiet, F : G — R" stetig. Geniigt ¥ lokal der Lipschitz-
Bedingunyg, so gibt es zu jedem (ty,yo) € G eine > 0, so dass auf I := [to—e, to+
e|] genau eine Lisung ¢ der Differentialgleichung y' = F(t,y) mit ¢(ty) = yo
existiert.

BEWEIS: Siehe Analysis 3. Essei T = I x B = [ty —¢, to+¢] x B,(Xo) so gewihlt,
dass F auf T einer Lipschitz-Bedingung mit einer Konstanten k& < 1/(2¢) geniigt.
Sei E der Banachraum aller stetigen Abbildungen ¢ : I — R™ und

A={pecE: pl)C Bund ¢(ty)) =Yyo}-
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Offensichtlich ist A eine abgeschlossene Teilmenge von E. Die Abbildung S : A — E
sei definiert durch .
(Se)t) =30+ [ Fluplu))du.
to
Dann bildet S die Menge A auf sich ab. Weil S kontrahierend ist, folgt, dass S genau
einen Fixpunkt ¢* besitzt, und ¢* ist eine Losung der DGL mit ¢*(ty) = yo. Das
Losungsverfahren nennt man das Verfahren von Picard-Lindeldf. u



