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Losung zu Afg. 24:
A

N

Sei ¢ die Spiegelung an ¢, B’ := ¢(B). Weil B und B’ auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen,
schneidet AB’ die Gerade £ in einem Punkt S. Fiir den Bauern wird der Weg vorgeschlagen,
der sich aus den Strecken AS und SB zusammensetzt.

Beh.:Ist Q €/, Q# S, soist AQ +QB > AS + SB.

BEWEIS dafiir: Weil ¢ eine Bewegung ist, sowie p(Q) = @ (Spiegelung an £) und ¢(B) = B,
ist QB = QB’. Daraus folgt:

AQ+ QB = AQ +QB'.
Weil auflerdem SB = SB’ ist, folgt:

AS+SB=AS+SB' =AB' < AQ + QB’ = AQ + QB.

Dabei gilt das <-Zeichen aufgrund der Dreiecks-Ungleichung im Dreieck AQB’ (Satz der neu-
tralen Geometrie).

Losung zu Afg. 25: Sei £ = X7 X5 Weil p(X;7) = X7 und p(X3) = X5 ist, bildet ¢ die
Gerade ¢ auf sich ab, aber auch (zum Beispiel) den Strahl X; X5 auf sich.

Nun sei ein Punkt P € &\ £ beliebig gewéhlt und @ := ¢(P). Nach Axiom (B.3) gibt es genau

eine Bewegung ¢ € Z mit ¢¥(X;1) = X3, ¥(X2) € X1 X und ¢(P) € (¢, Q). Deshalb muss
1 = p sein. Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Liegen P und @ auf der gleichen Seite von ¢, so ist ¢ = ¢ = idg
b) Liegen P und @ auf verschiedenen Seiten von ¢, so muss ¢ = 1 die Spiegelung an ¢ sein.

Zusatzaufgabe: Fiir die Fixpunktmenge einer Bewegung ¢ gibt es folgende Moglichkeiten:

e Enthilt Fix(yp) wenigstens drei nicht-kollineare Punkte A, B und C, so ist ¢(A) = A,

¢(B) =B € AB und ¢(C) = C € J(AB,C). Nach Axiom (B.3) muss ¢ dann schon die
Identitét sein, also Fix(¢) = & die ganze Ebene.

. Enthéilt"FiX(go) wenigstens zwei Punkte X; # X5 und ist ¢ # idg, so muss ¢ nach den
obigen Uberlegungen die Spiegelung an der Geraden ¢ = X X5 sein, also Fix(¢) = £ eine
Gerade.

e Fix(y) konnte aus einem einzelnen Punkt bestehen. Gibt es dazu eine passende Bewegung?
Die Aufgabenstellung in Aufgabe 26 lisst das vermuten.



P € & sei ein fester Punkt, g # h seien zwei Geraden mit g N h = {P}. Weiter seien
und A die Spiegelungen an diesen Geraden, sowie ¢ := p o A. Dann ist ¢ eine Bewegung
und ¢(P) = P, also P € Fix(p).

Annahme, es gibt noch einen Punkt @ # P mit ¢(Q) = Q. Dann ist

AQ) =p'(Q) wd  AP)=pu~(P).

Das bedeutet, dass die beiden Spiegelungen A und p~! jeweils die Gerade PQ auf sich ab-
bilden, und dann muss PQ sowohl fiir A als auch fiir =1 (und damit fiir 1) die Spiegelachse
sein. Damit ist aber A = u, im Widerspruch zur Annahme. Also besteht Fix(yp) = {P}
tatséichlich aus einem einzelnen Punkt. Solche Bewegungen nennt man ,, Drehungen®.

e Alsletztes bleibt noch die Méglichkeit, dass Fix(¢) = @ ist. Gibt es eine solche Bewegung?

Es bietet sich eine Translation an, aber wie soll man die im axiomatischen Umfeld beschrei-
ben? Es stehen keine Koordinaten zur Verfiigung, und auch nicht das Parallelenaxiom.
Wenn ¢ so etwas wie eine Translation ist und den Punkt A auf den Punkt B abbildet,
dann bildet ¢ die Gerade £ = AB auf sich ab, und von jeder Geraden ¢, die zu £ parallel
ist, erwartet man ebenfalls, dass sie durch ¢ auf sich abgebildet wird.

Sei also £ die Gerade durch zwei gegebene Punkte A und B, m die Mittelsenkrechte der
Strecke AB und s die Senkrechte zu ¢ im Punkt B. Sodann sei ¢ := ¢ o 7, wobei 7 die
Spiegelung an m und o die Spiegelung an s ist.
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Speziell ist p(A) = oo 7(A) = o(B) = B, also ¢ # ide.
Annahme, ¢ hat einen Fixpunkt Xy. Dann ist
co7(Xo) =Xo, also 7(Xg)=01(Xg)=0(Xg) =Y.

Wire Yy = X, so wire X gleichzeitig Fixpunkt von ¢ und von 7, also ein Element von
m N s. Das ist nicht moglich, weil m und s parallel sind (wiirden sich m und s treffen, so
wiirde ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln entstehen).

Wiire Yy # X, so wire die Mittelsenkrechte von XYy die Spiegelachse von ¢ und von 7.
Dann wiire ¢ = 7 und damit ¢ = co7 = cor~! = ide. Das ist aber gerade ausgeschlossen.

Also besitzt ¢ keinen Fixpunkt.

Losung zu Afg. 26:
1) Aus den Beziehungen X — P — (X)) und ¢(P) = P folgt: p(X)— P —pop(X). Damit liegen

X und o ¢(X) auf der gleichen Seite von P (auf der Geraden g = PX), also po¢(X) € PX.
Offensichtlich ist PX = Py o p(X), und wegen des Satzes von der Eindeutigkeit der Strecken-
Abtragung ist @ o (X)) = X.

2) Es seien ¢ und ¢ zwei Bewegungen mit Fix(¢) = Fix(¢) = {P}. Auflerdem gelte X —P—p(X)
und X — P — ¢(X) fiir alle X # P. Dann ist PyY(X) = PX = Pp(X), und ¢(X) und ¥ (X)




liegen beide auf der Geraden PX und genauer auf demjenigen in P beginnenden Strahl auf PX,
der P nicht enthélt. Wieder folgt mit dem Satz von der Eindeutigkeit der Strecken-Abtragung,
dass ¢(X) = (X) ist.

3) Sei ¢ C & eine beliebige Gerade. Es gibt zwei Moglichkeiten:

a) Liegt P auf ¢, so gilt fir X € £: £ = PX und X — P — p(X), also p(X) € ¢. Damit ist
©(£) = £ und somit p(¢) ,parallel” zu £.

b) P liege nun nicht auf £. Annahme, es gibt ein Q € £N (), aber es ist p(£) # £. Dann liegt
(@) in p()yNpopl) =pl)Nt={Q}, und es ist ¢(Q) = @, also @ # P ein Fixpunkt von
. Das kann nicht sein, ¢(¢) ist parallel zu £.

4) Seien g und h zwei Geraden, die sich in P unter einem rechten Winkel treffen, p und A die
jeweiligen Spiegelungen an diesen Geraden. Auflerdem sei ¢ := o A
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Zunichst soll gezeigt werden, dass ¢ genau einen Fixpunkt hat:

Offensichtlich ist ¢)(P) = P. Sei X € &\ {P} beliebig. Liegt X auf h, so liegt /(X ) = p(X) auf
der anderen Seite von g, ist also # X. Liegt X auf g, so auch A(X), allerdings auf der anderen
Seite von h, und p #ndert daran nichts mehr. Also ist auch in diesem Fall ¢(X) # X. Die
Geraden g und h teilen die Ebene in vier ,,Quadranten“. Liegt X in einem dieser Quadranten,
so schickt 1 den Punkt in den gegeniiberliegenden Quadranten (wie man sich leicht iiber die
Eigenschaften der Spiegelungen iiberlegt). Damit ist klar: Fix(y) = {P}.

Nun geht es darum, die Beziehung X — P — ¢ (X) fiir alle X # P zu beweisen:

Wenn X auf g oder h liegt, siecht man das sofort. Sei also X ein Punkt in einem der 4 Quadranten.
Die Strecke X A\(X) trifft h in einem Punkt S (weil A die Spiegelung an h ist), die Dreiecke X PS
und SPA(X) sind kongruent (SSS). Also ist ZXPS = ZSPAX) =: a.

Die Strecke A(X)p o A(X) trifft g in einem Punkt 7. Hier sind nun die Dreiecke PTA(X) und
PTu o MN(X) kongruent, und deshalb ist Z\(X)PT = ZTPuo A(X) =: 8. Weil die Geraden g
und h bei P aufeinander senkrecht stehen, ist & + 8 = R ein rechter Winkel, und damit ist
2a:+ 25 = 2R. Das bedeutet, dass ZX PA(X) und Z\(X)Pu o A(X) Nebenwinkel sind. Damit
liegen X, P und t(X) = po A(X) auf einer Geraden, und es gilt X — P — ¢(X).

WEeil die hier betrachtete Bewegung durch ihre Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, ist ¥ = .

Anmerkungen: Die Skizze ist nicht optimal, weil sie suggeriert, dass a = 3 ist. Das braucht
natiirlich nicht der Fall zu sein. Fiir die 3 Punkte fiir Teil 4 der Aufgabe erwarte ich auch nur
die oben dargestellte (oder eine andere brauchbare) Idee, es miissen nicht unbedingt alle Details
komplett ausgefiihrt worden sein.



