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Losung zu Afg. 23:  (A) a) Eine Menge ./ ist konvex, wenn mit zwei Punkten stets auch
deren Verbindungsstrecke in .# enthalten ist.

Seien also zwei Punkte 21 = zp+u1v und 29 = 29 +ugv in S gegeben. Dann ist y; := Im(uy) >
0 und ys := Im(ug) > 0. Ein Punkt auf der Verbindungsstrecke von z; und 2 hat die Gestalt

(1—t)z1 +tze = 21+t(z2—21) = 20 +urv+t(ug —ug)v
= zy+wv- ((1—t)u1 -‘rtUg)
20+ v (Re((1 = t)ug + tug) + i ((1 — t)yy + ty2)).

Ist 0 <t<1,soist auch 0 <1—¢ < 1. Weil y; > 0 und yo > 0 ist, ist auch (1 —¢t)y; + tye > 0.
Das bedeutet, dass (1 —t)z1 + tz2 in S liegt. Also ist 524 konvex.

., - und L sind natiirlich Teilmengen von C. Sei umgekehrt z € C beliebig vorgegeben.
Setzt man u := (z — 2¢)/v, so ist z = zp + wv. Es gibt nun die drei Méglichkeiten: Im(u) > 0,
Im(u) < 0 oder Im(u) = 0. Das bedeutet, dass z in 7% U #Z U L liegt.

b) Sei z; € S und 2o € . In (a) wurde schon ausgerechnet, wie ein Punkt z auf der
Verbindungsstrecke von z; und zs aussieht. Der Punkt z = z; = (1 — t)2z1 + t22 liegt genau
dann auf L, wenn y; — t(y1 — y2) = (1 — t)y1 + ty2 = 0 ist, und das gilt genau dann, wenn
t=y1/(y1 — y2) ist. Weil 53 > 0 und yo < 0 ist, ist 0 < t = y1/(y1 + |y2|) < y1/y1 = 1. Also
liegt dieser Punkt z; tatsédchlich zwischen z; und zs.

(B) Die Axiome (B.1) bis (B.5) finden sich in der Vorlesung und werden hier deshalb nicht noch
mal zitiert.

1) Axiom (B.1) (Gruppeneigenschaft):

idc kann man als Translation T auffassen. Weiter gilt: Die Translationen bilden eine additive
Gruppe, die Drehungen eine multiplikative Gruppe und {idc, S} bildet ebenfalls eine Gruppe.
Bewegungen sind Abbildungen der Gestalt f = fi o fo o...0 f, mit Elementen f; aus den
genannten Gruppen. Offensichtlich ist die Verkniipfung zweier solcher Abbildungen wieder von
dieser Gestalt, und auch die Umkehrung einer solcher Abbildung ist von dieser Gestalt. Also
bildet auch die Gesamtheit aller Bewegungen eine Gruppe.

Man beachte, dass man hier z.B. auch negative Winkel zulésst, die es im euklidischen Axio-
mensystem eigentlich nicht gibt.

2) Axiom (B.2) (Respektierung der Zwischen-Beziehung):

Sei a(t) := zp + t(21 — 29) die Parametrisierung einer Geraden g in C. Dann gilt:

alt)+a = (20+a)+t((z1+a)— (20 +a)),
ela(t) = (e'f2)+ t((emzl) - (eiezo)
und  at) = Zo+t(Z1 — Zo).

Ist 0 < ¢t < 1, so liegt «(t) zwischen zy und z;. Wie man sieht, liegt dann auch ¢(a(t))
zwischen ¢(zp) und ¢(z1), wenn ¢ eine der drei Standard-Bewegungen (Translation, Drehung
um 0 oder Spiegelung an der reellen Achse) ist. Offensichtlich gilt es deshalb auch fiir beliebige
Bewegungen.

3) Axiom (B-3): Gegeben seien drei nicht kollineare Punkte z1, 22, z3 und drei andere, ebenfalls
nicht kollineare Punkte w1, wo, ws.



a) Die Translation T'(z) := z +w; — 21 bildet z; auf w; ab. Also kann man 0.B.d.A. annehmen,
dass wy = z1 = 0 ist.

b) Sei 29 = |zp| ¢'? und wy = |wy|e'*. Dann bildet die Drehung R(z) := ¢'*~% 2 den Punkt 2y
auf einen Punkt 24 € wrwg ab. Also sei 0.B.d.A. wy; € R und 29 = zwy mit reellem x > 0.

¢) Haben die Imaginérteile von z3 und w3 verschiedenes Vorzeichen, so wende man noch die
Spiegelung S an. Danach liegen w3 und das Bild von z3 in der gleichen Halbebene beziiglich
der reellen Achse.

Die Eindeutigkeit ist etwas schwerer zu beweisen. Hilfreich ist es, C mit dem R? zu iden-
tifizieren (vermoge x + iy — (z,y)). Jede Bewegung in C ist eine Isometrie, denn es ist
|(z 4+ 20) — (w+ 20)| = |z —wl|, ez —e'Pw| = |z —w| und |Z —®W| = |z — w|. Jede Isome-
trie des R? besteht aus einer Translation und einer orthogonalen Transformation. Und jede
orthogonale 2 x 2-Matrix A (mit AT - A = E5) hat die Gestalt

A= “ —b = L0 A —b mit a®> + 5% =1 und €2 = 1.
eb €a 0 ¢ b a

Deshalb hat jede Bewegung in C die Gestalt ¢(z) = 2o + U(eitz), wobei o die Identitiat oder
die Konjugation ist. Wenn ¢ den Nullpunkt auf den Nullpunkt, eine positive reelle Zahl auf
eine ebensolche und einen Punkt der oberen Halbebene in die obere Halbebene abbildet, dann
muss zp = 0, e'? reell und > 0 und o = id sein, also auch ¢ = id.

Es seien nun drei nicht-kollineare Punkte A, B,C und drei weitere nicht-kollineare Punkte
O, P, Q gegeben. Die schon bewiesene Existenzaussage zeigt, dass es eine feste Bewegung ¢,
gibt, die 0 auf A, ein r > 0 auf B und ein z mit Im(z) > 0 auf C abbildet, sowie eine feste
Bewegung o, die 0 auf O, ein s > 0 auf P und ein w mit Im(w) > 0 auf @ abbildet.

Ist nun 9 eine Bewegung, die A, B, C' auf O, P, ) abbildet, so bildet ¢ = ()02—1 oo die Punkte
0, 7 und z auf 0, s und w ab. Wie oben festgestellt wurde, ist dann automatisch ¢ = id und
deshalb ¢ = g 0 <p1_1. Das zeigt, dass 1 eindeutig bestimmt ist.

4) Axiom (B-4): Sind Punkte a # b gegeben, so kann man wegen (3) 0.B.d.A. annehmen, dass
a = 0 und b reell und > 0 ist. Dann bildet B(z) := b — %z den Punkt a = 0 auf b und den Punkt
b auf a ab. B ist die Spiegelung an der Geraden x = b/2 und setzt sich zusammen aus einer
Translation und der Spiegelung z — —Z an der y-Achse.

5) Axiom (B-5): Ist ein Winkel ZBAC gegeben, so kann man annehmen, dass A =0, B=5> 0
reell und C' = re'® mit 7 > 0 und 0 < 6 < 7 ist. Dann bildet D(2) := e¢'Z den Punkt A auf

A, den Strahl AB = {z € R : x > 0} auf den Strahl AC und den Strahl AC = {ge'? : o > 0}
auf AB ab, denn es ist D(gei0> =eil.p.e710 =p,



