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Losung zu Afg. 30:
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a) Man verlingere OM iiber M hinaus zu einem Punkt F, so dass MF = OM ist. Nach
Voraussetzung ist AM = M@, und auflerdem liegen bei M Scheitelwinkel vor. Danach ist
AOM = MQF (SWS), und ZMFQ = ZAOM = R.

Annahme, MO > 1PQ. Dann ist FM > PQ. Man verlingere PQ iiber @ hinaus zu einem
Punkt X, so dass PX = OF ist.

Der Winkel ZOF X ist grofler als ein Rechter, weil er den rechten Winkel ZM F'@Q enthélt. Weil
das Viereck OPXF ein Saccheri-Viereck ist, muss ZPXF = ZOFX sein (Gipfelwinkel), also
auch grofler als ein Rechter. Damit ist die Winkelsumme in OPX F' grofler als 4 Rechte. Nach
dem 2. Satz von Saccheri-Legendre ist die Winkelsumme in jedem Dreieck < 2R, in jedem
Viereck also < 4R. Das ist ein Widerspruch.

b) Sei eine Strecke ST gegeben. Nach dem Axiom von Archimedes gibt es ein n € N, so dass
n-OM > ST ist. Triigt man die Strecke AM n-mal von A aus auf dem Strahl AC ab, so erhiilt

man Punkte Y1 = M, Y5 = Q, Y3, Yy, ..., Y, = Y auf dem Strahl AC mit Y;Y; 1 = AM.
Sei F; der Fulpunkt des Lotes von Y; auf AB, fiir ¢ = 1,...,n. Speziell ist dann F} = O und
F, = P. Nach Teil (a) ist

Y, >2-OM, F3Y;3>3-OM, ..., F,Y,>n-OM > ST.
Aber F,Y, ist das Lot von Y auf AB. Also ist Y der gesuchte Punkt.

Losung zu Afg. 31: Sei F' der FuBlpunkt des Lotes von P auf g. Nach Aufgabe 30 gibt es
einen Punkt Y € AC, so dass das Lot h := Y X von Y auf AB grofler als FP ist.
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Man verléngere nun . FP iiber P hinaus bis zu einem Punkt Q mit F — P — Q und FQ = XY.
Dann trage man AX bei F auf g ab, der Endpunkt sei mit E bezeichnet.




Die Dreiecke AXY und EFQ sind kongruent (SWS). Insbesondere ist ZFEQ = ZBAC = «y.
Der Winkel o = ZFEP ist in ag enthalten, also kleiner als cig. Und die Gerade ¢’ = E'P durch
P trifft g in E unter dem Winkel a.

Losung zu Afg. 32: a) Gegeben sei das Rechteck ABCD, sowie ein Punkt S auf der
Diagonale AC' (mit A — S — C).

i) Die Parallelen zu den Seiten des Rechtecks durch S fithren zu einer Aufteilung in vier Teil-
Rechtecke AUSX, UBY S, XSV D und SYCV. Dazu muss man allerdings wissen, dass sich

die Schnittpunkte der Parallelen mit den Seiten des Ausgangs-Rechtecks dort befinden, wo sie
laut Skizze zu sein scheinen.
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Man kann zum Beispiel so argumentieren:

Die Parallele ¢; zu AD durch S trifft die Seite AC des Dreiecks AC'D in S, muss nach Pasch
also noch eine weitere Seite dieses Dreiecks treffen. Wegen der Parallelitét von AD und ¢; kann
dies nur die Seite DC sein (denn ¢; trifft natiirlich keinen der Punkte A, C oder D). Also gilt
D —V —C. Nach dem Satz iiber Winkelbeziehungen an Parallelen wird DC von ¢; unter einem
rechten Winkel getroffen.

Analog beweist man die entsprechenden Aussagen iiber den Schnittpunkt U von ¢; mit AB
und die Schnittpunkte X und Y von ¢y (der Parallele zu AB durch S) mit AD bzw. BC.
Offensichtlich sind die Vierecke X SV D und UBY S Parallelogramme mit drei (und damit auch
vier) rechten Winkeln, also Rechtecke.

ii) Die Dreiecke ABC und ACD sind kongruent, aber auch die Dreiecke AUS und ASX bzw.
SYC und SCV. Nach dem Prinzip von der Ergédnzungsgleichheit haben dann die Rechtecke
XSV Dund UBY S die gleiche Fliche. Und nach dem gleichen Prinzip folgt daraus, dass ABY X
und AUV D die gleiche Fliche haben.

b) Nun zum eigentlichen Problem:
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1. Fall: Ist X = M der Mittelpunkt von AB, so haben AMC und M BC den gleichen Flichen-
inhalt, man kann also Y = C setzen.

2.Fall: Ist X # M, so kann man o0.B.d.A. annehmen, dass M — X — B gilt. Dann spiegele
man X an der Mittelsenkrechten von AB, man erhélt X’ mit A — X' — M und X'M = MX.




AnschlieBend verlingere man AB iiber B hinaus zu einem Punkt S mit A — B — S und BS =
X'X.

Nun errichte man iiber AB ein Rechteck ABEF, dessen obere Seite F'E durch C geht, sowie iiber
AS ein Rechteck ASWV mit gleichem Fliicheninhalt. Dieses erhilt man nach (a), indem man
zuniichst iiber AS das Rechteck ASTF (mit der gleichen Hohe wie der des Rechtecks ABEF)
errichtet und dann die Senkrechte BE zu AS in B mit der Diagonalen AT zum Schnitt bringt.
Der Schnittpunkt sei mit U bezeichnet, und die Punkte W und V sind dann die Schnittpunkte
der Parallelen zu AS durch U mit ST bzw. AF.

Dann sei Y der Schnittpunkt von AC mit VW. Der existiert, weil A und C auf verschiedenen
Seiten der Geraden VW liegen.

Fiir Punkte K, L sei wie in der Vorlesung [K L] die Linge der Strecke KL (also die Aquivalenz-
klasse beziiglich der Relation ,gleich lang®). Dann ist

[AX] = [AX"|+][X'X] = ([AM]—[X'M])+[X'X] = ([MB]-[MX])+[BS] = [XB]+[BS] = [X 9],

also X der Mittelpunkt von AS. Daraus folgt:

W(AXY) = %[AX] [AV] = i[AM] [AV] = iu(ASWV) - iu(ABEF) - %M(ABC).



