Axiomensysteme der Geometrie

Das Axiomensystem (V)

Die Ebene ist eine Menge &, ihre Elemente heiflen Punkte. Gewisse Teilmengen
von & werden Geraden genannt. Ist X ein Punkt, g eine Gerade und X € ¢, so
sagt man: X liegt auf g.

Inzidenz- Axiome:

(I.1): Jede Gerade enthélt wenigstens zwei Punkte.

(I.2): Je zwei verschiedene Punkte liegen auf genau einer Geraden (mit AB be-
zeichnet).

(I.3): Es gibt wenigstens drei Punkte in der Ebene, die nicht auf einer Geraden
liegen.

Anordnungs-Axiome:

Zwischen gewissen Punkten A, B,C € & besteht eine Beziechung A — B — C' (ge-
sprochen ,, B liegt zwischen A und C*).

(A.1): Gilt A — B — C, so sind die Punkte A, B,C' paarweise verschieden und
kollinear (d.h., sie liegen auf einer gemeinsamen Geraden).

(A.2): Gilt A— B —C, so gilt auch C' — B — A.

(A.3): Sind A, B, C paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden, so gilt ge-
nau eine der drei Beziehungen A — B—C, B—(C — Aoder C — A— B.

(A.4): Fiir alle A, B € & mit A # B gibt es ein C mit A — B — C.
Pasch-Axiom (A.5): Sei ¢ eine Gerade und A, B, C' paarweise verschiedene Punk-
te, die nicht auf ¢ liegen. Ist ABN{ # @, so ist ACN{ =@ oder BCN/{=0.

Bewegungs- Axiome:

Es gibt gewisse bijektive Abbildungen von & auf sich, die Bewegungen genannt
werden.

(B.1): Die Menge £ aller Bewegungen bildet eine Gruppe.

(B.2): Gilt A— B — C und ist p € A, so gilt auch p(A) — p(B) — ¢(C).

(B.3): Es seien A, B,C drei nicht-kollineare Punkte und O, P, drei ebenfalls
nicht-kollineare Punkte. Dann gibt es genau eine Bewegung ¢ mit folgenden Ei-

genschaften: ¢(A) =0, ¢(B)€OP und ¢(C)QNOP =wa.

(B.4):  Zu je zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es eine Bewegung ¢ mit
©(A) = B und p(B) = A.

(B.5):  Zu jedem Winkel a = ZBAC gibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(AB) = AC
und p(AC) = AB.



Zwei Figuren (Teilmengen von &) .#; und .#5 heilen kongruent (in Zeichen
M = M), falls eine Bewegung ¢ mit o(.4) = M, existiert.

Stetigkeits- Axiome:
Das Kreis-Axiom (S.1): Sind J#;, J#; Kreise um die Punkte A bzw. B und

enthiilt % sowohl einen Punkt aus dem Inneren als auch aus dem Auferen von
4, so gibt es auf beiden Seiten von AB je einen Schnittpunkt der beiden Kreise.

Das Archimedes-Axiom (S.2): Zu zwei Strecken PQ < AB gibt es stets ein
n € Nmit n- PQ > AB.

In den meisten modernen Axiomensystemen ersetzt man das Kreis-Axiom durch
das (stéarkere)

Cantor-Axiom (C): Es sei eine Gerade g und eine Folge von Strecken s; =
A;B; C g gegeben, so dass jeweils s,,; C s; ist und zu jeder Strecke PQ ein n € N
mit A,B, < PQ existiert. Dann gibt es einen Punkt X € g mit X € s; fiir alle i.

Die beiden Stetigkeitsaxiome (C) und (S.2) kénnen ersetzt werden durch das gleich-
wertige

Dedekind-Axiom (D):  Sind ein Punkt O, ein von O ausgehender Strahl s und
zwei Teilmengen m,, m, C s gegeben, so dass fiir alle X € m, und alle Y € m,
die Beziehung O — X —Y gilt, so gibt es einen Punkt S mit folgender Eigenschaft:
Fiir alle X € m, \ {S} und alle Y € m, \ {S} ist X — S —Y.

Parallelen- Axiome:

Es gilt entweder

das euklidische Parallelenaxiom (E-P): Ist g eine Gerade und P ¢ g, so
geht durch P genau eine Parallele zu g (dies Axiom ist dquivalent zum Postualt V
von Euklid).

oder
das hyperbolische Parallelenaxiom (H-P): Es gibt eine Gerade g und einen
Punkt P ¢ g, so dass durch P mindestens zwei verschiedene Parallelen gehen.
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