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2.4 Inzidenz, Anordnung und Pasch-Axiom

Wir haben davon gesprochen, wo bei Euklid grole Ungenauigkeiten liegen. 1863
auBerte Gaufl bereits: ,,Es miissen solche Worte wie 'zwischen’ auch erst auf klare

Begriffe gebracht werden, was sehr gut angeht, was ich aber nirgends geleistet
finde.“

Der Mann, der das leistete, war Moritz Pasch (1843 - 1930). Er wurde in Breslau
geboren, studierte in Berlin und lehrte spéter in Giessen. Zunéchst arbeitete er iiber
Algebraische Geometrie, spiter wandte er sich den Grundlagen der Geometrie zu,
einem bis dahin kaum existenten Gebiet. Er stellte erstmals deutlich fest, dass jede
axiomatische Theorie mit primitiven Termen beginnen muss. In der Geometrie
entdeckte er zahlreiche Liicken bei Euklid, die darauf beruhten, dass unzuléssige
Annahmen iiber die Lage der Punkte zueinander gemacht wurden. Das fiihrte zu
den sogenannten ,, Anordnungsaxiomen®, die u.a. sicherstellen, dass eine Gerade die
Ebene in zwei disjunkte Teile zerlegt. 1882 veroffentlichte Pasch seine ,, Vorlesungen
iiber neuere Geometrie®.

Pasch hat sicherlich David Hilbert mafigeblich beeinflusst, der ab 1894 in mehre-
ren Versionen unter dem Titel ,, Grundlagen der Geometrie® das erste vollstandige
Axiomensystem der ebenen euklidischen Geometrie herausgab.

Wir wollen in der Vorlesung ein modernes Axiomensystem fiir die ebene Geometrie
aufstellen, das noch ein klein wenig den Geist Euklids atmet. Parallel sollen andere
Axiomensysteme betrachtet werden, allen voran das System von Hilbert.

Wir benutzen einige Begriffe aus der elementaren Mengenlehre (Element- und Teil-
mengenbeziehung, leere Menge, endliche Durchschnitte und Vereinigungen, Diffe-
renzen). Man konnte — wie bei Hilbert — auch darauf noch verzichten und alles mit
den Methoden der formalen Logik beschreiben, aber das wiirde die ganze Darstel-
lung recht schwerféllig machen.

Seit Hilbert fasst man die Axiome der Geometrie gerne in Gruppen zusammen.
Wir beginnen mit der Gruppe der , Inzidenzaxiome®, die noch am ehesten wie bei
Euklid aussehen.

Die primitiven Terme sind ,,Punkt®, ,,Gerade*, ,,Ebene* und ,,Inzidenz*.

Die Ebene ist eine Menge &, ihre Elemente heilen Punkte. Gewisse Teilmengen
von & werden Geraden genannt. Ist X ein Punkt, g eine Gerade und X € g, so
sagt man , X liegt auf g*, oder auch ,,g enthdlt X“.

Bei Hilbert ist von einer Beziehung (der ,Inzidenz“) zwischen den primitiven Ter-
men die Rede, die in gewissen Féllen erfiillt ist. Ndheres regeln die Axiome.

Fiir die Inzidenz zwischen Punkten, Geraden und der Ebene gilt:
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Inzidenz-Axiom (I.1):
Je zwei verschiedene Punkte liegen auf genau einer Geraden.

Inzidenz-Axiom (I.2):

Jede Gerade enthélt wenigstens zwei Punkte.

Axiom (I.1) entspricht dem Postulat I von Euklid, wobei zusétzlich die Eindeutig-
keit gefordert wird. Das Axiom (I.2) hétte Euklid sicher fiir iiberfliissig gehalten.

Definition

1. Sind A, B zwei verschiedene Punkte, so bezeichnet AB die dadurch eindeu-
tig bestimmte Gerade.

2. Punkte A, B,C, ..., die auf einer Geraden liegen, heiflen kollinear.

Offensichtlich ist AB = BA.

Inzidenz-Axiom (I1.3):

Es gibt wenigstens drei Punkte in der Ebene, die nicht kollinear sind.

Man nennt (I.3) auch das ,,Dimensions-Axiom*. Eine Gerade enthélt mindestens 2
verschiedene Punkte, eine Ebene mindestens 3 Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, und im Raum wird man die Existenz von 4 Punkten fordern, die nicht alle
in einer Ebene liegen.

In Beweisen benétigt man oft eine Folgerung aus Axiom (I.1):

Stimmen zwei Geraden in wenigstens zwei verschiedenen Punkten tberein, so
miissen sie gleich sein.

Daraus ergibt sich insbesondere:

Satz: Zwei verschiedene Geraden haben héchstens einen Punkt gemeinsam.

Definition

Haben die Geraden g und h genau einen Punkt X gemeinsam, so sagt man, ,sie
schneiden sich® in X. Wenn sie gleich sind oder keinen Punkt gemeinsam haben,
nennt man sie parallel.
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Im Gegensatz dazu sind bei Euklid parallele Geraden immer verschieden.

Satz: Fs gibt mindestens drei paarweise verschiedene Geraden in & .

Beweis:  Sind A, B,C paarweise verschiedene Punkte, die nicht kollinear sind
(Axiom I.3), so sind die drei Geraden AB, AC und BC' paarweise verschieden. m

Ein Modell fiir die Inzidenz-Axiome kann schnell angegeben werden. Man nehme
fiir & eine beliebige Menge mit 3 Elementen A, B,C. Die Geraden seien die 2-
elementigen Teilmengen {A, B}, {A,C} und {B, C}. Dieses Modell, das wir mit
M bezeichnen wollen, zeigt schon die Widerspruchsfreiheit der Inzidenz-Axiome.

Als Modell M5 bezeichnen wir die gewohnliche Ebene der analytischen Geometrie:
&=R*=RxR.

Dieses Modell haben wir in Kapitel 1 schon genau studiert.

Wenn wir als Ebene die Einheits-Sphére
S i=A{(w,y,2) eR? [2® + 97 + 2" =1}

nehmen, und als Geraden die ,,Groflkreise®, die sich als Schnitte von S? mit Ebe-
nen durch den Nullpunkt ergeben, so sind die Inzidenz-Axiome nicht erfiillt (siehe
Ubungsaufgabe).

Man kann dies aber etwas modifizieren, um ein echtes Modell M3 zu erhalten:

Ein ,projektiver Punkt® soll eine 2-elementige Menge der Gestalt [x] = {x, —x}
sein, mit x € S2. Dadurch wird jeweils ein Punkt der Sphére mit seinem Anti-
podenpunkt identifiziert. Als Ebene & nehmen wir die Menge aller projektiven
Punkte. Da ein Grofkreis mit jedem Punkt der Sphére auch den entsprechenden
Antipodenpunkt enthélt, kann man sagen: Eine Gerade in & ist die Menge aller
projektiven Punkte [x] = {x, —x}, bei denen x einen Groflkreis durchlduft. Eine
solche ,,Gerade“ ist eine geschlossene Kurve (der Liange 7), und man kann sich
davon iiberzeugen, dass die Inzidenz-Axiome fiir das Modell M3 erfiillt sind.

Um besser zu verstehen, was hier passiert, soll eine etwas allgemeinere Situation
betrachtet werden:

Mit K sei einer der Korper R oder C bezeichnet, und dann werde auf K"+'\ {0}
wie folgt eine Aquivalenzrelation eingefiihrt:

v~w <<= JAXEK, A#0, mit v=\w.

Die Aquivalenzklassen sind Geraden durch 0 (also 1-dimensionale K-Unterriume
von K1), ohne Nullpunkt.
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Definition

Die Menge P,(K) der Geraden durch 0 in K™™' bezeichnet man als den n-
dimensionalen projektiven Raum (iiber K). Im Falle n = 2 spricht man von
der projektiven Ebene.

Ist £ C K" ein (k + 1)-dimensionaler K-Unterraum, so nennt man

P(E):={L € P,(K) : L C E}

einen (k-dimensionalen) projektiven Unterraum.

0-dimensionale projektive Unterrdume sind Punkte, die 1-dimensionalen projekti-
ven Unterrdume nennt man projektive Geraden.

Satz: Seien M, N C P,(K) zwei projektive Unterriume mit

dim M +dim N > n.

Dann ist M NN # @.

Beweis: Sei M = P(E) und N = P(F). Nach der Dimensionsformel fiir Unter-
vektorrdume ist
dim(ENF) = dim(E)+ dim(F) — dim(E + F)
> dim(£) + dim(F) — (n+1)
= dimM+dimN+2—-—n—-1 > 1.

Also ist P(E)NP(F) =P(ENF) # @. .

Folgerung: Zwei projektive Geraden in der projektiven Ebene schneiden sich
immer.

Beweis:  Sind /1, s C P5(K) zwei projektive Geraden, so ist

Es gibt also in der projektiven Ebene keine Parallelen!

Satz: Zu zwei Punkten p # q im projektiven Raum P,(K) gibt es genau eine
projektive Gerade durch p und q.

Beweis: In K? gibt es Geraden L # M durch 0 mit P(L) = {p} und P(M) = {q}.
Diese Geraden spannen eine eindeutig bestimmte Ebene E C K3 auf, und dann ist
¢ = P(F) eine projektive Gerade mit p, ¢ € ¢. Offensichtlich ist ¢ dadurch eindeutig
bestimmt. "
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Manchmal méchte man ja gerne mit Koordinaten rechnen. Woher bekommt man
die im projektiven Raum?

Jeder Punkt x = (zg,x1,...,7,) € K"\ {0} definiert genau eine Gerade Ly C
K™™' durch 0, die man aber auch als projektiven Punkt auffassen kann. Das ergibt
eine surjektive Abbildung 7 : K"\ {0} — P,(K) mit 7(x) = Ly und 7 (Lyx) =
Ly \ {0}. Man nennt 7 die kanonische Projektion und schreibt auch

m(x) = [x] oder w(xg,x1,..., %) = (To:T1:...:Typ).
Die Komponenten zg, x1,...,z, nennt man die homogenen Koordinaten des
projektiven Punktes (zg : xy : ... : x,). Sie sind nicht eindeutig bestimmt, denn fiir
A #£ 0 ist
(Axg: Axy i i Amy) = (mo:xy 1.0t y).

Die Gleichung einer projektiven Geraden in P,(K) ist zugleich die Gleichung einer
Ebene durch 0 in K3, also von der Form az + by + cz = 0 (mit festen Koeffizienten
a, b und c).

Satz: Die Gleichung der projektiven Geraden durch die beiden verschiedenen
projektiven Punkte (xo : x1 : xo) und (yo : y1 : y2) ist gegeben durch

x Yy z
det | ¢ x1 22 | =0.
Yo Y1 Y2

Beweis:  Durch die Gleichung wird die Menge der Punkte (x,y, z) beschrieben,
die von (xg, 1, z2) und (yo, y1,y2) linear abhéngig sind. .

Die Nicht-Eindeutigkeit der Darstellung eines projektiven Punktes mit Hilfe homo-
gener Koordinaten kann manchmal ziemlich lastig werden. Fiir die Punkte gewisser
Teilmengen von P,(K) kann man aber eine eindeutige Darstellung finden. Sei etwa
Upi={(zo:x1:...:2,) € P(K) : x; #0}. Liegt (x¢: 21 :...:x,)in U;, so kann
man alle Komponenten durch z; teilen. Die Komponente z;/z; = 1 wird dadurch
iiberfliissig, und die restlichen Komponenten sind eindeutig bestimmt.

Ist zum Beispiel © = 0, so erhélt man

x T
(33'033713---337n):(13x—;3~--3x—0),
und der Punkt (ﬂ, ce x—n) € K" und der projektive Punkt (zg : 1 : ... : x,)
o Zo

bestimmen sich gegenseitig eindeutig. Auf diese Weise kann man K" als Teilmenge
von P,(K) auffassen. Der Rest P,(K) \ K" besteht aus den Punkten

{(0:21:...:2,) € Py(K) : (xg,...,2,) #(0,...,0)} = P,_1(K).
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Man kann die Punkte (xz¢ : xy : ... : x,) mit 2y # 0 als ,endlich“ bezeichnen,
die anderen als ,,unendlich-fern®“. Also ist der n-dimensionale projektive Raum die
Vereinigung eines n-dimensionalen affinen Raumes mit einer ,unendlich-fernen®
(n — 1)-dimensionalen , projektiven Hyperebene*:

P(K)=KU{oco}, BAK)=K*UP(K), BK)=KUP(K) usw.

Ist K = R, so ist P;(K) ein Kreis, und P»(R) erhélt man, indem man in der Sphére
S? Antipodenpunkte miteinander identfiziert.

Ist K = C, so ist P;(K) die sogenannte , Riemann’sche Zahlenkugel“ C := CU{o0}.
Sie stimmt iiberein mit der Sphiire S := S? = {(2,h) € Cx R | |z|* + h? = 1} im
R3. Ist n := (0,1) € S der ,Nordpol“, so wird die stereographische Projektion
¢ : S\ {n} — C folgendermafien definiert:

Ist x = (2,h) € S\ {n}, so trifft der Strahl, der von n ausgeht und bei x die Sphére
S durchstoit, in einem Punkt ¢(x) die komplexe Ebene:

h

Ist w = p(z, h), so liegen w und z auf dem gleichen Strahl in C, der von 0 ausgeht.
Also muss w = Az sein, mit einem reellen Faktor A\ > 0.

Wir unterscheiden zwei Falle: Ist h > 0, so ist z # 0, A > 1, und nach dem
Strahlensatz besteht das Verhaltnis

h:1=|w-—z|:|w|
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Also ist h:u, und daher A = ——
A 1—h
jw — 2|
1 1
h
Z‘
jw — 2| w b |w
h>0 h <0

Ist =1 < h < 0, so ist ebenfalls z # 0 und 0 < A < 1, und man kommt zum gleichen
Ergebnis. Schliefllich ist ¢(0, —1) = 0. Somit ist die stereographische Projektion
gegeben durch

1
1—h

QO(Z,h) =

cZ.

Diese Abbildung ist sogar bijektiv! Ist namlich w € C, so ist der Strahl, der von n
aus durch w geht, gegeben durch die Menge

{(t(w,0) + (1 —=¢)(0,1) : t >0} ={(tw,1 —t) e Cx R |t > 0}.

2
Es gibt genau ein ¢ > 0 mit |[tw]* + (1 —¢)? = 1, ndmlich ¢ = s Bei diesem
w
Parameter trifft der Strahl die Sphére im Punkt

o) = (w10 = (2 ).

w> + 17 [w]> +1

Néhert sich x = (z,h) € S dem Nordpol (0,1), so wandert ¢(x) = (1/(1 — h))z
immer weiter ins Unendliche, denn es ist

|2|? 1-h> 1+h

|90(Z7h)|2: (1—h)2 = (1_h)2 T 1k

(denn es ist |z|* + A% = 1).

Erweitert man die komplexe Zahlenebene C zur ,abgeschlossenen Ebene“ C =
CU {oo},_so kann man auch die stereographische Projektion ¢ zu einer Abbildung
»: S — C erweitern, mit n = (0, 1) — oc.

Um eine anschauliche Vorstellung von der reellen projektiven Ebene zu be-
kommen, benutzt man besser eine andere Projektion. Man projiziert die untere
Halb-Sphére vom Mittelpunkt der Einheitskugel aus auf die Tangentialebene im
Stidpol:
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oo-ferne Punkte Halb-Sphiire

. Ebene

Auf diese Weise werden alle projektiven Punkte (bzw. ihre Reprisentanten in der
unteren Halbsphére) auf die Ebene abgebildet. Die Punkte auf dem Aquator miissen
allerdings mit ihren Antipoden-Punkten identifiziert werden, und ihre Bilder sind
yunendlich ferne Punkte®, die nicht mehr zur affinen Ebene gehoren.

Es ist natiirlich unbefriedigend, dass man sich die projektive Ebene so schlecht
vorstellen kann. Was soll man schon von unendlich fernen Punkten halten? Das
Problem ist, dass die projektive Ebene in sich geschlossen und eine sogenannte
,hicht orientierbare Fliache® ist, also eine Flache, auf der nach einem ,Rundgang*
um die Welt die Unterscheidung von Rechts und Links wechselt, so dhnlich, wie bei
einem Mobiusband. Eine solche Fliche kann man im R? nicht ohne Selbstdurch-
dringungen (die es in Wirklichkeit natiirlich nicht gibt) realisieren, man miisste in
den 4-dimensionalen Raum ausweichen.

Eine andere Moglichkeit, einen Uberblick iiber P(R) zu gewinnen, bietet sich noch
an: Man ersetzt die Punkte der projektiven Ebene, die ja eigentlich Geraden durch
0 im R? sind, durch die Schnittpunkte dieser Geraden mit einer affinen Ebene, die
nicht durch 0 geht. Allerdings erwischt man dabei erst mal wieder nur die Punkte
im Endlichen.

\ affine Ebene F; = {x : z3 =1}

% Punkte in der oo-fernen Geraden

\ sind Geraden in der Ebene Ey = {x : 3 = 0}

Die Geraden in der Ebene Ej := {x : x3 = 0} treffen die affine Ebene E; := {x :
x3 = 1} nicht, also muss man sie als unendlich ferne Punkte auffassen. Alle anderen
Geraden treffen E; jeweils in genau einem Punkt. Das ergibt den affinen Teil des
projektiven Raumes.

Ist ¢ eine projektive Gerade durch zwei projektive Punkte p; und py (die ihrerseits
durch zwei Geraden Ly, L, C K3 repriisentiert werden), so spannen L; und L, eine
Ebene £ C K? durch den Nullpunkt auf. Diese Ebene schneidet Ej entlang derjeni-
gen Geraden L, die den unendlich-fernen Punkt von ¢ reprisentiert. Das bedeutet,
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dass die Gerade Ly die Richtung vorgibt, in der man den durch L, représentier-
ten unendlich-fernen Punkt suchen muss. Man beachte, dass die Gerade nur eine
Richtung vorgibt. Egal, ob man von links nach rechts oder von rechts nach links
an dieser Geraden entlang lduft, man erreicht immer den gleichen unendlich-fernen

Punkt.
2\
pN
\\ I affiner Teil einer projektiven Gerade
/
%\k oo-ferner Punkt

\ der projektiven Gerade

Der primitive Term ,,zwischen*:

Wir kommen jetzt zu den von Pasch angestellten Uberlegungen:

Zwischen gewissen Punkten A, B, C' € & kann eine Beziehung A — B — C bestehen.
Ist dies der Fall, so sagt man: B liegt zwischen A und C.

Fiir diese Beziehung gelten die Anordnungs-Axiome:

Anordnungs-Axiom (A.1):

Gilt A — B — (), so sind die Punkte A, B, C' paarweise verschieden und liegen
auf einer gemeinsamen Geraden.

Anordnungs-Axiom (A.2):
Gilt A— B — C, so gilt auch C' — B — A.
Anordnungs-Axiom (A.3):

Sind A, B, C' paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden, so gilt genau
eine der drei folgenden Beziehungen:

A—B—-C oder B—-C—-—A oder C—-A-B.

Die Axiome A-1 bis A-3 sind die Formulierungen ganz simpler und anschaulicher
Sachverhalte. Von Euklid wéren sie sicher als iiberfliissig abgetan worden. Weiter
unten folgen noch zwei etwas weniger triviale Anordnungsaxiome.



58 2 Synthetische Geometrie

Im Modell M; sind die Axiome A-1 bis A-3 gegenstandslos, weil nie mehr als 2
Punkte auf einer Geraden liegen.

Im Modell M5 kann man die Axiome leicht verifizieren: Sind a, b und ¢ Punkte in
R?, so liegt b zwischen a und ¢, wenn es ein ¢t € (0, 1) gibt, so dass b = a+t(c —a)
ist. Nun muss man nur noch ein bisschen rechnen. Die Widerspruchsfreiheit ist
damit schon mal gesichert.

Im Modell M3 (also der projektiven Ebene) haben die Geraden kreisférmige Ge-
stalt, und sie enthalten jeweils genau einen unendlich fernen Punkt:
00

Dann liegt von drei Punkten auf einer Geraden jeder zwischen den beiden anderen.
Also sind im Modell M3 die Anordnungsaxiome nicht erfiillt.

Definition
Seien A,B € &, A+# B.

1. AB .= {AYU{B}YU{X € & | A~ X — B} heiBt Strecke mit den
Endpunkten A und B.

—
2. AB:=ABU{X € & | A— B— X} heiit Strahl von A in Richtung B.

Satz: Sind A,B € &, A+# B, so gilt:
- —
1. ABC AB C AB.
2. AB = BA.

— — _ — —
3. ABNBA = AB und ABUBA = AB.

Beweis: 1) und 2) sind trivial. Aulerdem ist offensichtlich

EC%TBHQ und JTBUQCAB.

—_— — _
Seinun X € ABNBA. Ware X € AB, so miisste zugleich A—B—X und B—A—X
gelten. Das ist aber nicht moglich.

. —
Ist X € AB, so ist entweder X € AB = A—é N BA, oder es muss X — A — B oder
— —
A — B — X gelten. In jedem Fall liegt X in ABU BA. u
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Wie angekiindigt, brauchen wir noch zwei weitere Anordnungsaxiome:

Anordnungsaxiom (A.4):

Fiir alle A, B € & mit A # B gibt es ein C mit A — B — C.

Dieses Axiom entspricht dem Postulat II von Euklid iiber die Verldngerbarkeit von
Geraden iiber einen Punkt hinaus. Hier wird nur etwas genauer gesagt, was das
bedeuten soll.

Anordnungsaxiom (A.5):

Seien A, B,C drei nicht-kollineare Punkte und [ eine Gerade, die A, B und C
nicht enthélt. Ist AB N[ # &, so ist

ACNI#@ oder BCNI+#@.

Das Axiom (A.5) bezeichnet man als Pasch-Axiom. Es schlieit eine echte Liicke
im Euklidischen Axiomensystem.

Sind A, B, C drei nicht-kollineare Punkte, so heif3t

ABC := ABUBC U AC
das Dreieck mit den Ecken A, B und C und den Seiten a = BC, b = AC und
c= AB.
Das Pasch-Axiom bedeutet nun anschaulich folgendes:

Wenn eine Gerade eine Seite eines Dreiecks trifft, aber keine der Ecken, so trifft die
Gerade notwendigerweise noch eine andere Seite des Dreiecks.

Folgerung: Fir beliebige Punkte A # B gibt es ein D mit A— D — B.

Beweis: Sei g = AB und E ein Punkt, der nicht auf g liegt (Axiom I-3).
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Es gibt nach Axiom A-4 einen Punkt F' mit A — F' — F. Da AENg = {A} und
F # Aist, kann F nicht auf AB liegen und insbesondere nicht = B sein. Also gibt
es auch einen Punkt G mit F' — B — G.

F

Wir wollen zeigen, dass FG einen Punkt zwischen A und B enthélt. Zunéchst trifft
EG die Seite AF des Dreiecks ABF in E, aber nicht die Seite BF, denn dann
gébe es neben GG noch einen Punkt # G von EG auf F B, und es wiare EG = F' B,
also F € FG und damit auch FF = FG und A € FG. Das wiirde bedeuten, dass
FG = g ist, was unmoglich ist.

Nach dem Axiom von Pasch trifft EG die Seite AB in einem Punkt D. Es ist
A—-D—B. =

Folgerung: Jede Gerade enthdlt unendlich viele Punkte.

Beweis:  Schon jede Strecke AB enthélt unendlich viele Punkte. Man kann nach
dem gerade bewiesenen Satz einen Punkt P, mit A — P, — B finden, dann einen
Punkt P, mit A — P, — P; usw. "

Eine Gerade ¢, die keine der Ecken eines Dreiecks ABC' enthilt, kann nicht durch
alle drei Seiten dieses Dreiecks gehen. Wenn es nédmlich Punkte X,Y, Z mit A —
X—B,B—Y —Cund C — Z — A gibt, so konnen diese nicht kollinear sein (siehe
Ubungsaufgabe!), also nicht alle auf ¢ liegen.

Was passiert, wenn eine Gerade auf drei kollineare Punkte trifft?

Gilt A— B—C und ist X € AC, so sollte man meinen, dass X zu AB oder zu BC
gehort. Der Beweis erweist sich als nicht so einfach. Man braucht einen technischen
Hilfssatz.

Satz von der 4-er-Relation:
Gilt A— B—C und B—C — D, so gilt auch A—C — D und A— B — D.

Beweis:  Die Punkte A, B, C' und D liegen alle auf einer Geraden ¢, das folgt aus
den ,,Zwischen“-Beziehungen.
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1) Nach Axiom 1.3 gibt es einen Punkt E auBerhalb der Geraden ¢, und nach Axiom
A4 gibt es einen Punkt F' mit C' — F — F.

2) Wenn F auf ¢ lage, so hitten ¢ und die Gerade F'C' zwei Punkte gemeinsam,
miissten also {ibereinstimmen. Das kann nicht sein, weil E nicht auf ¢ liegt. Also
ist auch F ¢ /.

3) Verbindet man A mit E, so erhilt man die Gerade h := AFE und das Dreieck
ACFE. Verbindet man auflerdem B mit F', so erhélt man die Gerade g := BF und
das Dreieck BC'F.

Punkt ¢ existiert nach Pasch:

a B oD ‘
4) Im Dreieck ACE schneidet g = BF die Seite AC' (wegen A — B — C im Punkt
B), trifft aber keine der Ecken. Lige namlich A oder C' auf g, so wére (wegen
B € g) g = ¢, was nicht sein kann. Und ldge E auf g, so wire ¢ = C'F und wieder
g==_.

Nun kann man das Pasch-Axiom A.5 anwenden: g muss noch eine weitere Seite
von ACE treffen, also AE oder EC. Wiirde g die Seite EC treffen, so hétten BF
und C'F' zwei Punkte gemeinsam und wéren gleich. Da das nicht sein kann, triftt g
die Seite AE in einem Punkt G. Dann gilt A — G — E.

5) Die Gerade h = AF trifft keine der Ecken des Dreiecks BC'F' (man argumentiert
wie in (4)). Da h die Seite C'F dieses Dreiecks trifft, aber die Seite BC nicht treffen
kann (weil dann h = ¢ wére), muss h nach Pasch noch die Seite BF treffen. Weil
G € hN BF und h # BF ist, folgt, dass B — G — F gilt.

6) Nun betrachten wir die Gerade m := G'D und das Dreieck BC'F. Weil m die
Seite BF (in G) schneidet und B — G — F gilt, liegen B und F nicht auf m. Der
Punkt C' kann auch nicht auf m liegen, sonst wiare m = ¢ und G € ¢, was nicht
sein kann. Also muss m nach Pasch noch eine weitere Seite des Dreiecks BC'F
treffen. Die Seite BC kann es nicht sein, denn dann hitten m und ¢ zwei Punkte
gemeinsam. Also trifft m die Seite C'F in einem Punkt H. Dann gilt C — H — F.

7) Die Gerade C'F trifft die Seite BD des Dreiecks BDG im Punkt C' (wegen der
Voraussetzung B—C'— D). Die Punkte B, D und G liegen nicht auf C'F'. Bei B und
D ist das wieder klar, weil sonst CF = (¢ wire. Lige G auf CF, so wiare CF = BF
und damit C'F = £. Wieder einmal kann man Pasch bemiihen und erhélt, dass C'F’
eine der Seiten BG oder DG trifft. CF kann BG aber nicht treffen, denn sonst
wire CF = BF und damit CF = (. Also trifft CF die Seite DG. Weil H der
einzige Schnittpunkt von C'F und DG ist, folgt die Beziechung G — H — D.
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8) Im Dreieck ADG trifft CF die Seite DG im Punkt H. Die Punkte A, D und
G liegen nicht auf C'F, das ist fiir D und G schon bekannt und folgt fiir A wie in
(7) fiir B. Wegen A — G — E (siehe (4)) liegt E nicht auf AG. Weil E der einzige
gemeinsame Punkt von CF und AFE ist, kann C'F die Seite AG nicht treffen. Also

muss C'F nach Pasch die Seite AD treffen, und das kann nur bei C' passieren. Also
gilt A—C —D.

H

A B ¢ D

9) Wir haben gezeigt: Aus den Beziehungen A — B — C und B — C' — D folgt die
Beziechung A — C — D.

Gilt aber A— B—Cund B—C — D, so so gilt auch D — C — Bund C — B — A,
und daraus folgt dann D — B — A, also A— B — D. .

Jetzt kann man den Satz iiber eine Gerade und drei kollineare Punkte beweisen:

Satz: FEs gelte A— B — C'. Dann folgt fiir jeden Punkt X € AC':

X € AC += X liegt in AB oder in BC.

Beweis:  Sei X € AC gegeben. Ist X = A oder X = C, so ist nichts weiter zu
zeigen.

Es gelte also A — X — C. Fiir die Lage der Punkte A, B und X zueinander gibt es
drei Moglichkeiten:

1) Gilt A — X — B, so liegt X in AB.

2) Gilt X — A — B, so gilt auch B — A — X. Zusammen mit C' — B — A ergibt das
nach dem Satz von der 4-er-Relation die Beziehung C' — A — X. Das ist aber ein
Widerspruch zu der Relation A — X — C.

3) Es gelte A— B — X.
a) Man wéhle einen Punkt G auerhalb ¢ := AC und einen Punkt F' mit B—G—F.

b) Die Gerade g := FX trifft im Dreieck ABG nicht AB (wegen A— B — X) und
nicht BG (sonst wire BF = F X und damit g = ¢). Also kann ¢ im Dreieck ABG
nach Pasch auch die Seite AG nicht treffen.
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¢) Im Dreieck ACG trifft g die Seite AC im Punkt X (wegen A — X — (), aber
nicht AG, muss nach Pasch also noch die Seite C'G in einem Punkt H treffen.

F

H

A B X C ¢

d) Im Dreieck BOG trifft g die Seite CG in H, nicht aber die Seite BG (denn es
ist B— G — F). Also muss g noch die Seite BC treffen, und das kann nur in X
passieren. Demnach gilt B — X — C', also X € BC.

Nun zur umgekehrten Richtung:

Es gelte A — B — C, und auBerdem sei X € AB. Wieder withle man Punkte G, F'

aulerhalb von ¢ = AC mit B—G — F.
F

G

. ‘ . . 0
A X B C

Im Dreieck ABG trifft h := FX die Seite AB im Punkt X, aber nicht die Seite
BG, muss also auch noch AG in einem Punkt H treffen. Dann gilt A — H — G.

Im Dreieck ACG trifft h die Seite AG, nicht aber CG. Also muss h noch AC treffen,
und dafiir kommt nur der Punkt X in Frage. Also gilt A — X — C.

Wenn X in BC liegt, argumentiert man analog. "

Jetzt kann man wie in der Vorlesung fortfahren.

Satz: Sei l eine Gerade, A, B,C paarweise verschiedene Punkte, die nicht auf
¢ liegen und ABN{ = &. Dann gilt

1. Ist BCN{ =@, soist auch ACN{=@.

2. Ist BCN{ # @, so ist auch ACN{ # @.

Beweis: Man muss zwei Falle unterscheiden.

1. Fall: A, B und C liegen auf einer Geraden. Dann muss einer der Punkte zwischen
den beiden anderen liegen.
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a) Es gelte A — B — C. Aufgrund des vorigen Satzes sind die beiden Aussagen (1)
und (2) trivial.

b) Gilt A — C — Bund ABN/{ = @, so muss auch BCN{ =@ und ACN{ =g
gelten. Das ergibt (1), und (2) ist gegenstandslos.

c) Es gelte B— A — C. Ist Eﬂ ( # @, so ist erst rechtEﬂ ¢ # &, und per
Kontraposition gilt (1). Ist BC'N ¢ # &, so ist entweder ABN{ # & (aber das
kann nicht zutreffen), oder es ist AC'N ¢ # &, und das will man zeigen.

2. Fall: A, B und C sind nicht kollinear. Dann bilden die Punkte ein Dreieck,
und /¢ trifft keine der drei Ecken. Nach Pasch trifft / dann keine der Seiten oder
mindestens zwei. Daraus folgen (1) und (2) sofort. .

Nun kann man die Punkte der Ebene in Bezug auf ihre Lage zu einer Geraden besser
klassifizieren. Sei also eine Gerade g C & festgehalten. Fiir Punkte A, B € &\ ¢
erkldren wir eine Relation

A~B :<= A=DBoder ABNg=0.

Wir sagen dafiir auch: A und B liegen auf der gleichen Seite von g.

Satz: ,Auf der gleichen Seite von g liegen® ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:  Offensichtlich ist A ~ A (Reflexivitit), und mit A ~ B ist auch B ~ A
(Symmetrie). Die Relation ist aber auch transitiv: Sei A ~ B und B ~ C. Ist
A = B oder B = (| so ist offensichtlich auch A ~ C. Wir kénnen uns daher
auf den Fall beschrinken, dass A, B, C' paarweise verschieden sind. Dann folgt die
Transitivitdt aus dem vorigen Satz. "

Liegen A und B nicht auf der gleichen Seite von g, so sagen wir, sie liegen auf
verschiedenen Seiten von g. Wir wollen zeigen, dass jede Gerade genau zwei
Seiten hat.

Definition
Ist g C & eine Gerade und A € &\ g, so heifit

H(g,A) :={X € &\ g| X liegt auf der gleichen Seite von g wie A}

die durch A bestimmte Seite von g.

H(l, A) ist nichts anderes als die Aquivalenzklasse von A beziiglich der oben be-
trachteten Aquivalenzrelation. Damit ist schon einmal klar, dass &\ g in disjunkte
derartige Klassen zerfallt.
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Satz: Jede Gerade hat genau zwei Seiten.

Beweis:  Sei g die gegebene Gerade.

1) Es gibt einen Punkt A, der nicht auf ¢ liegt (Axiom (1.3)).

2) Es gibt einen Punkt O € g (Axiom (1.2)).

3) Es gibt einen Punkt B mit A — O — B (Axiom (A.4)).

4) Dann ist AB N g # @, also nicht A ~ B.

Demnach gibt es wenigstens zwei verschiedene Aquivalenzklassen.

Seien A und B die Représentanten zweier verschiedener Aquivalenzklassen, sowie
S der Schnittpunkt von g und AB. Aulerdem sei C' ein beliebiger Punkt aus &\ g.
Ist C'= A oder C' = B, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei also C' # A und C' # B.

Liegt C' auf AB, so ist C' # S (weil C' nicht auf g liegt). Es gilt dann: C — A — S
oder A—C — S oder §—C — Boder S—B—C.In all diesen Féllen ist entweder
ACNg=@ oder BCNg=a,also C ~ A oder C' ~ B.

Es bleibt nur die Moglichkeit, dass A, B, C' nicht kollinear sind. Dann kann g von
den drei Strecken AB, AC' und BC nur genau zwei treffen. Wenn C' nicht dquivalent
zu A ist, dann ist ACNg # @. Da auBerdem schon ABNg # @ ist, muss BCNg = @
sein, also C' ~ B. Damit gibt es nur die beiden durch A und B représentierten
Klassen. "

Definition

Eine Teilmenge M C & heifit konvex, wenn gilt:
Fiir alle A, B € M mit A # B ist AB C M.

Satz: Die Mengen (¢, A) sind konvex.

Beweis: Sind X,Y € (¢, A), soist X ~ Aund Y ~ A. Also ist auch X ~ Y,
und das bedeutet, dass XY C &\ £ ist.

Wir nehmen an, dass es ein Z € XY mit Z # X und Z # Y gibt, so dass Z nicht
zu A dquivalent ist. Dann ist X — Z — Y und Z weder zu X noch zu Y dquivalent
(weil beide Punkte zu A dquivalent sind).

Es muss also zum Beispiel ein R € ¢ mit X — R — Z geben. Das bedeutet, dass R
zu X Z gehort. Wegen X — Z — Y liegt R dann erst recht in XY. Das kann aber
nicht sein. Also liegt die ganze Strecke XY in 72(¢, A). n

Zusammenfassend erhalten wir den
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Satz von Pasch: Fine Gerade { teilt den Rest der Ebene in zwei disjunkte
m'cht—l_eere konvexe Teilmengen 76 und 76, so dass fir A € 74 und B € 76
gilt: ABN{ # @.

Die (eindeutig bestimmten) Teilmengen 7 und 7% werden als die durch ¢ be-
stimmten Halbebenen oder Seiten bezeichnet.

So wie eine Gerade die Ebene in zwei Halbebenen zerlegt, so zerlegt ein Punkt eine
Gerade in zwei Halbgeraden.

Satz: Wenn der Punkt O zwischen den beiden Punkten A und B liegt, dann
gilt:

— —
1. AB=0OAUOB.

— —
2. OANOB = {0}.

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O teilt also die durch A
— —
und B bestimmte Gerade ¢ in die disjunkten Mengen {O}, OA\{O} und OB\{O},

und man kann sagen, wann zwei Punkte von ¢ auf der gleichen Seite oder auf zwei
verschiedenen Seiten von O liegen.

Definition
Es seien O, A, B drei nicht-kollineare Punkte. Unter dem Winkel ZAOB ver-

steht man die Vereinigung der Strahlen OA und OB. Der Punkt O heifit Scheitel
des Winkels, die beiden Strahlen heiflen die Schenkel des Winkels.

Es kommt beim Winkel nicht auf die Reihenfolge der Schenkel an, und statt der
Punkte A und B kann man auch beliebige andere Punkte auf den Schenkeln zur
Beschreibung heranziehen.

Definition

Sei @« = ZAOB. Dann nennt man I(«) := 5 (0OA, B) N (0B, A) das Innere
des Winkels ov. Die Menge A(«) aller Punkte, die weder auf o noch in I(«) liegen,
bezeichnet man als das AufSere des Winkels.

Das Innere eines Winkels
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Das Innere eines Winkels ist immer eine echte nicht-leere konvexe Teilmenge einer
Halbebene. Anschaulich bedeutet das, dass wir nur Winkel o mit 0° < o < 180°
betrachten. Das Auflere eines Winkels ist niemals konvex.

Definition
A, B, C seien drei nicht-kollineare Punkte. Unter den Winkeln des Dreiecks
ABC versteht man die Winkel o« = ZBAC, f = ZABC und v = ZACB.

Die Menge [(ABC') := I(a)NI(S)NI(y) nennt man das Innere des Dreiecks.
Die Menge A(ABC) aller Punkte, die nicht auf dem Dreieck und nicht im Inneren
liegen, bezeichnet man als das AujBere des Dreiecks.

A

Das Innere eines Dreiecks ist konvex, das Auflere nicht.

Jede Ecke eines Dreiecks gehort gleichzeitig zu zwei Seiten. Die dritte Seite, die die
Ecke nicht enthélt, nennt man auch die der Ecke gegeniiberliegende Seite.

Folgerung: FEine Gerade, die durch eine Ecke und einen inneren Punkt eines
Dreiecks geht, schneidet die der Ecke gegeniiberliegende Seite.

Beweis:  Gegeben sei das Dreieck ABC und ein Punkt X € I(ABC). Wir be-
trachten die Gerade | = C'X. Wiirde [ zwei Ecken des Dreiecks ABC' enthalten,
so konnte X nicht im Innern des Dreiecks liegen. Also befinden sich die Punkte A
und B nicht auf [.

Nach Axiom (A.4) gibt es ein S mit B —C — S. Dann liegen B und S auf verschie-
denen Seiten von AC. AuBerdem liegt S auf der Geraden BC' und damit nicht im
Innern des Dreiecks.

Es ist nun ein neues Dreieck entstanden, ndmlich ABS. Da BSN1 = {C} ist, trifft
[ die Seite BS des neuen Dreiecks, aber keine der Ecken. Nach Pasch muss [ dann

noch eine andere Seite treffen. Ist dies die Seite AB, so sind wir fertig. Also nehmen
wir an: [N AB =@ und [N AS # O.

Es gibt dann ein Z mit A — 7 — S und Z € [.

Da SA # CA ist, treffen sich SA und C'A nur im Punkte A. Wegen S — 2 — A
liegen S und Z auf der gleichen Seite von AC und damit Z im Aufleren von ABC.

Weil nun Z und X auf verschiedenen Seiten von AC liegen, gibt es ein Y € AC
mit Z —Y — X (und damit ZX N AC = {Y'}).
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Mit Z und X liegt auch Y auf [.

A B B

Weil X im Innern von ABC' liegt, sind X und A auf der gleichen Seite von BC' =
BS. Aus der Beziehung A — Z — S folgt, dass auch A und Z auf der gleichen Seite
von BS liegen. Also sind schlieflich auch X und Z auf der gleichen Seite von BS.
Insbesondere ist Y # C. Also ist AC' = YC = [. Das kann aber nicht sein! Die
Annahme war demnach falsch. "

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch einmal das Modell .#5 betrachtet werden.
Allerdings soll diesmal nicht die Vektorgeometrie benutzt werden, sondern einfache
Koordinatengeometrie.

Als Ebene & benutzt man die Menge R? = R x R aller Paare von reellen Zahlen.
Eine Gerade in & ist eine Menge der Form

g={(z,y) € & : ax + by = ¢}, mit (a,b) # (0,0).

Ist b =0, s0ist ¢ = {(z,y) : © = ¢} (mit ¢ = g/a) eine sogenannte , vertikale*
Gerade. Ist b # 0, so ist g = {(z,y) : y = mz + t} (mit Steigung m = —a/b und
Achsenabschnitt ¢ = ¢/b) eine ,schrige Gerade“ (mit m = 0 sind die , horizonta-
len“ Geraden Spezialfille der schrigen Geraden). Eine vertikale Gerade kann nicht
schriag sein, und umgekehrt.

Die Inzidenz-Axiome sind erfiillt:

(I.1) Gegeben seien zwei Punkte (z1,y1) # (2, y2). Ist 21 = x5 =: x¢, so verbindet
die vertikale Gerade x = x( die beiden Punkte, und nur die. Ist x; # x5, so
verbindet die schrige Gerade y = mx + t mit

T2 — Yoy

Y2 — 1
m = und t:=y; —mz =
To — X1 Lo — X1

die Punkte.

(I.2) Sei ax + by = q eine beliebige Gerade g. Ist die Gerade vertikal, also b = 0,
so liegen z.B. die Punkte (¢/a,0) und (¢/a,1) auf g. Ist g schrég, also b # 0,
so liegen (¢/a,0) und ((¢ —b)/a,1) auf g.
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(I.3) Die Ebene enthiilt die drei paarweise verschiedenen Punkte (0,0), (1,0) und
(0, 1), die nicht auf einer Geraden liegen.

Um die Giiltigkeit der Anordnungsaxiome zu iiberpriifen, muss man zunéchst de-
finieren, wann ein Punkt X = (x,y) zwischen zwei Punkten A = (aj,as) und
B = (by,by) (mit A # B) liegt (in Zeichen A — X — B). Das ist natiirlich genau
dann der Fall, wenn X ein ,innerer Punkt® der Verbindungsstrecke von A und B
ist. Will man nicht (wie in Kapitel 1) mit Parametrisierungen arbeiten, dann kann
man ,,zwischen® folgendermaflen erkléren:

a) Ist a; = by, so muss as # by sein. O.B.d.A. sei as < by. In diesem Fall liegt X
genau dann zwischen A und B, wenn as < y < by ist.

b) Ist a; # b1, so kann man 0.B.d.A. annehmen, dass a; < by ist. In diesem fall
liegt X genau dann zwischen A und B, wenn a; < x < by ist.

Die anderen Fille (z.B. a; = by und ay > by) behandelt man analog.

Die Anordnungsaxiome sind nun einfach zu tiberpriifen (zum Teil war das auch
Inhalt von Ubungsaufgaben).

(A.1) Dies folgt aus der obigen Definition des ,zwischen“-Begriffs.

(A.2) Dies ist trivial, beim Ubergang von A — X — B zu B — X — A muss man nur
einige <-Zeichen in >-Zeichen verwandeln.

(A.3) Sind drei Punkte A, B und C' auf einer Geraden gegeben, so handelt es sich
entweder um eine vertikale oder um eine schriige Gerade. In beiden Féllen
stellt man sehr leicht fest, dass genau eine der drei Beziechungen A — B — C,

B —C — Aoder C — A— B gilt.

(A.4) Auch die Existenz eines Punktes C' (zu gegebenen Punkten A # B) mit
A — B — C ist offensichtlich.

(A.5) Dies ist das Pasch-Axiom. Gegeben seien drei nicht kollineare Punkte A =
(a1,as2), B = (b1,by) und C' = (cq, ¢2), sowie eine Gerade ¢, die A, B und C

nicht enthélt, aber AB in einem Punkt X zwischen A und B trifft.

Die Schwierigkeit besteht nun darin, dass man so viele verschiedene Félle un-
tersuchen muss. Das kann man sich etwas erleichtern, wenn man sich an die
[sometrien erinnert, die in Kapitel 1 behandelt wurden. Es geht ja um Gera-
den, Strecken und die Schnittpunkte dieser Linien, und deren Konstellation
andert sich nicht, wenn man eine Isometrie darauf anwendet. Deshalb kann
man 0.B.d.A. annehmen, dass die gegebene Gerade ¢ die z-Achse ist. Die
Koordinaten der Punkte A, B und C' kénnen dann natiirlich nicht mehr frei
gewihlt werden. Weil ¢ allerdings die Seite AB trifft, kann man annehmen,
dass ay > 0 und by < 0 ist.
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x>0

14
z <0 \/
B

Der Punkt C' liegt entweder in der oberen oder in der unteren Halbebene. Es
sei angenommen, dass c2 > 0 ist (dass also C' in der oberen Halbebene liegt).
AuBerdem sei noch angenommen, dass b; < ¢; ist (d.h., dass C rechts von B
liegt), sonst wende man eine Spiegelung an der Achse z = by an.

Die Strecke BC' ist der Graph der Funktion f : [by, c;] — R mit

Die Gleichung f(x¢) = 0 hat die eindeutige Losung

caby — bacy
Xrg= ———
cy — by

Also trifft ¢ die Seite BC im Punkt (z,0).

Liegt C' in der unteren Halbebene, so ist ¢z < 0, und man zeigt auf die gleiche
Weise wie oben, dass ¢ die Seite AC trifft. Ist ¢; = by, so ist BC' die vertikale
Gerade © = by, die die z-Achse bei (z1,0) trifft.

In jedem Fall ist das Pasch-Axiom erfiillt.

Es soll noch ein anderes Modell .#, betrachtet werden, wir machen nédmlich ein
kleines Gedankenexperiment. Wir lassen den alten Pythagoras ein Modell fiir die
Ebene konstruieren.

Ein naheliegender Ausgangspunkt ist die rationale Ebene Q x Q, zu Ehren der
von den Pythagordern gelehrten Harmonie der Zahlen. Die Inzidenz-Axiome gelten
auch hier; denn bei der Bestimmung von Schnittpunkten zweier Geraden muss man
nur ein lineares Gleichungssystem mit rationalen Koeffizienten 16sen. Die Losung
ist wieder rational. Auch bei den Anordnungs-Axiomen braucht man nur rationale
Operationen.

Aber wie steht es nun mit irrationalen Léngen, die etwa als Hypotenusen rechtwink-
liger Dreiecke mit rationalen Katheten auftreten kénnen. Da bisher Langen keine
Rolle gespielt haben, konnte es natiirlich sein, dass das nichts ausmacht. Will man
aber Standard-Konstruktionen wie etwa die einer Winkelhalbierenden ausfiihren,
so muss man eine durch zwei Punkte (z.B. (0,0) und (1,0)) gegebene Strecke an
einem gegebenen Strahl antragen kénnen, etwa beim Nullpunkt auf der reellen
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Achse. Das ergibe hier speziell die Strecke mit den Endpunkten (0,0) und (v/2,0).
Aber der Punkt (v/2,0) liegt iiberhaupt nicht in der rationalen Ebene. Also reichen
die rationalen Punkte wohl doch nicht aus.

Normiert man eine Kathete zu 1 und hat die zweite Kathete die Lange w, so hat die
Hypotenuse die Lange /1 4+ w?. Solche irrationalen Zahlen miissen auch zugelassen
werden. Deshalb unternehmen wir einen kleinen Ausflug in die Algebra.

Ist K ein Kérper mit Q C K C R und a € K, aber /a ¢ K, so setzen wir
K(Va):={a+b/a|a,be K} (in Worten: , K adjungiert v/a*).

Man rechnet leicht nach, dass K(y/a) ein Unterring von R ist, d.h. die Addition
und die Multiplikation in R fiihren aus K (y/a) nicht heraus. Aber es gilt noch
mehr: Ist © := a + by/a # 0, so muss a # 0 oder b # 0 sein, und damit auch
a — by/a # 0. Daher ist

I a—by/a
 (a+bya)(a—bya)

a b
T @—bBa  a®— an\/a’
und diese Zahl liegt wieder in K (y/a). Das bedeutet, dass K (y/a) sogar ein Kérper
ist. Man bezeichnet diesen Korper als eine quadratische Koérpererweiterung
von K. Diese Erweiterung ist zugleich ein 2-dimensionaler K-Vektorraum, mit der

Basis {1, v/a}.

8|

Definition

Ein Element x € R heift pythagordisch, wenn es eine Folge von quadratischen
Korpererweiterungen
QCcK,CcKyC...CK,

der Form K; = K; 1(y/1 + w?) mit w; € K;_; gibt, so dass z in K, liegt.

Eine pythagoriische Zahl gewinnt man also aus rationalen Zahlen, indem man
endlich oft die Operationen +, —, -, : und w — /1 + w? anwendet.

Mit Pyth(Q) bezeichnen wir die Menge aller pythagoriischen Zahlen.

Allgemein heifit ein angeordneter Korper K pythagordisch, falls mit jedem a € K
das Element 1+a? in K eine Quadratwurzel besitzt. Dann ist natiirlich auch R ein
pythagoréischer Korper, und Pyth(Q) ist der kleinste pythagordische Unterkorper
von R. Manchmal wird Pyth(Q) auch als der Hilbert- K&rper bezeichnet, weil er
besonders von Hilbert studiert wurde. Dass es sich tatséchlich um einen Koérper
handelt, kann man sich relativ leicht iiberlegen.

Jetzt kann man das Modell .#, mit der Ebene

&, := Pyth(Q) x Pyth(Q)



72 2 Synthetische Geometrie

einfithren. Die Geraden seien die Mengen der Gestalt
g={(z,y) €&, : ax +by=r}, a,brePyth(Q), (a,b)F#(0,0).

Man rechnet leicht nach, dass die Inzidenz-Axiome erfiillt sind. Die Grofien a, b, r
der Geraden durch zwei gegebene Punkte erhélt man iiber rein rationale Operatio-
nen.

Die Zwischen-Beziehung vererbt sich von R? auf &, ebenso wie die Axiome (A.1)
bis (A.4). Beim Pasch-Axiom (A.5) geht es um Schnittpunkte von Geraden. Im R?
existieren diese Schnittpunkte, und wenn die beteiligten Geraden durch Daten aus
Pyth(Q) bestimmt werden, dann liegen auch die Schnittpunkte in &,. Also erfiillt
die pythagorédische Ebene alle bisher eingefiihrten Axiome.

An dieser Stelle ist vielleicht nicht so recht klar, warum man sich nicht mit dem R?
als Modell begniigen soll. Allerdings ist klar, dass Euklid und seine Zeitgenossen
keinerlei Vorstellungen von den reellen Zahlen hatten. Vielleicht war ihre Ebene
doch eher so etwas wie &,7



