1.2 Abstinde und Winkel

Im Folgenden werde zunéchst der m-dimensionale affine Standardraum A" =
(R™,R™, 7) zugrunde gelegt und in der Regel auch A™ = R"™ gesetzt.

Im Vektorraum R" stehen das (euklidische) Skalarprodukt
Xy = Z TyYv
v=1

n 1/2
und die euklidische Norm x| = v/xex = (Z(xl)2> zur Verfiigung.

=1

Satz: Das Skalarprodukt erfillt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

[x oyl < x|l llyll fiir alle x,y € R*.

Gleichheit gilt genau dann, wenn X und 'y linear abhdingig sind.

Beweis: 1) Ist y = A\x, so ist [x+y| = [\ - [|x]|? und auch ||x|| - |ly]| = |A| - [|x]*.
2) Sind x und y linear unabhéngig, so gilt fiir beliebiges t € R: x + ty # 0, also
0 < flx+tyl? = (x+ty)s(x+ty) =[x +2t- (xey) +*[y|*

Xy 2 s (xey)?
= (Tt llyl) Il - .
(ot e

Wihlt man ¢ := —(x+y)/|y||?, so erhélt man die Ungleichung (x+y)? < ||x||*-|ly|*.

Definition

H
Sind P, € A" zwei Punkte und v := OP und w := OQ die zugehorigen
,, Ortsvektoren®, so heifit
A(P,Q) == |w —v]|

der Abstand von P und Q. Die Ldnge ciner Strecke PQ ist der Abstand der
Endpunkte P und Q.

Satz: Der Abstand von Punkten in A™ hat die Eigenschaften einer Metrik:
1. Es ist stets d(P,Q) > 0 und d(P,Q) =0 < P =Q.
2. Fiir alle Punkte P,Q ist d(P,Q) = d(Q, P).
3. Es gilt die Dreiecksungleichung: Bei drei Punkten P,(Q), R st
d(P,Q) < d(P,R) + d(R, Q).
Wenn R auf der Strecke zwischen P und Q) liegt, tritt Gleichheit auf.
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Beweis: 1) Es ist ||x]| > 0 fiir jeden Vektor x, und es gilt ||x|| = 0 genau dann,
wenn X = 0 ist. Alsoist [w—Vv|| =0 <= w—-v=0 < w=v.

2) Esist [[w—v| =|v—w]|.

3) Unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt:
la+bl* = [lall* + b|*+2a<b] < [la]*+[[b]|* +2[|a]| - [b]|
2
= (lall +1bll)", also [la+ bl < |al| + [[b]|.
— — —
Ist v=0P, w=0@ und z = OR, so ist
[w—=v||=l(w—-2)+(z-v)[ <|w—2z|+]z—v].

Liegt z zwischen v und w, so gibt eseint € Rmit 0 <¢ < 1,s0 dass z = v+t(w—v)
ist. Dann ist auch 0 <1 —1¢ < 1, sowie

z—v=tw—v) und w-—z=(1-t)(w-—-v).

Daraus folgt: [|[w —z|| + ||z — v|| = (1 —t)[|w — V|| + t]|w — V]| = [|[w — V|| .

Definition
Xey

Sind x,y € R" zwei linear unabhéngige Vektoren, so ist ‘ = Iy
XY

Es gibt also eine Zahl o € (0, 7) mit x+y = [|x] - ||y]| - cos a.

| < 1.

Diese Zahl o nennt man den Winkel zwischen x und y, und man bezeichnet
diesen Winkel mit dem Symbol Z(x,y).

Winkel werden mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet: o, 3, v, ...

In der euklidischen Ebene A2 versteht man unter einem Winkel ZBAC die Verei-
nigung der Strahlen AB und AC.

C

A

In Vektorschreibweise ist der Wlnkel die Verelmgung der Strahlen R,x und R,y
(mit Ry = {t € R : ¢t >0}, X—ABundy AC’)

Die beiden Strahlen nennt man die Schenkel des Winkels, den Punkt A den Schei-
telpunkt.

Es gibt nun eine kleine Diskrepanz zwischen den beiden Winkeldefinitionen. Die
Zahl o = arccos <Xy/(HXH : HyH)) ist ein Maf fiir den Winkel, und sie nimmt
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nur Werte im offenen Intervall (0, 7) an (weil x und y linear unabhéngig sind). Im
Falle x = y kann man natiirlich « := 0 setzen, und im Falle x = —y dann «a := 7.
Doch wo bleiben die Winkel zwischen 7 und 27 7 Bei der arccos-Definition kommen
sie nicht vor, bei der Vereinigung von zwei Strahlen kann man sie aber nicht von
vornherein ausschliefen. Wie findet man den richtigen Winkel?

ungiiltiger Winkel giiltiger Winkel
X £(x,y) i’ X
y y

Tatséichlich zerteilen die von x und y aufgespannten Geraden die Ebene in vier
Gebiete. Die Strahlen R, x und R,y begrenzen genau eines der Teilgebiete, ndmlich

I(a) :={x=sx+ty : s,t >0}.

Man nennt dieses Gebiet das Innere von «.

(07

y I(a)

Zu dem von R, x und R,y begrenzten Gebiet I(«) gehort das Winkelmafl o =
arccos(x+y/(||x| - l¥]l)). Auf diesem Wege werden tatséichlich Winkel > 7 ausge-
schlossen.

Man verwendet folgende Sprechweisen:

a=m/2 a>7/2
ﬁ a<m/2 \i—\ @

»Spitzer* Winkel ,rechter* Winkel nstumpfer® Winkel , gestreckter® Winkel

Es folgen nun ein paar bekannte Aussagen iiber Winkel.

Satz m y
Nebenwinkel erginzen sich zu 180° : B o x

—X &

Beweis:  Die Umrechnung zwischen Winkeln im Grad-Mafl und im Bogenmafl
darf als bekannt vorausgesetzt werden. 180° entspricht im Bogenmaf3 natiirlich der
Zahl 7.
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Ist « = Z(x,y), soist f = Z(y, —x) der Nebenwinkel. Dazu miisste man natiirlich
erst mal definieren, was Nebenwinkel sind. Aus der Skizze ist das sicher jedem klar,
aber man kann es auch ohne Skizze beschreiben: Wenn O zwischen den Punkten
P und @ liegt, der Punkt R aber nicht auf der Geraden PQ, dann sind Z(POR)

und Z(ROQ) Nebenwinkel. Die Vektoren —OP PO und OQ zeigen in diesem
Fall in die gleiche Richtung.

Offensichtlich ist cos f = (—x<y)/(||x|| - ||¥]|) = — cos a.. Es gibt dann ein § > 0, so
dass @« = 7/2 — ¢ und f = 7/2 + 6 ist (oder umgekehrt), wie man dem Verhalten
der Cosinus-Funktion zwischen 0 und 7 entnimmt:

e 5 /

0 a i
Daraus folgt: a + 3 = 7. "
Satz
8 A
Scheitelwinkel sind gleich: V

Beweis: Esista+f=nmund f+y=malsoy=nr—-fFf=n—(r—a)=a. =

Von besonderer Bedeutung sind die Beziehungen zwischen Winkel an Parallelen.

Regel 1: w
. . . X2 v

F- oder Stufenwinkel sind gleich: /Uﬁ >

X1
h//o‘

Beweis:  Es gibt Punkte x;,x5 € h und Vektoren v, w, so dass gilt:

0

g = {x=x;+tv:teR}
g2 = {x=x9+tv:teR}
und h = {x=x3+tw :teR} = {x=x+tw : t € R}.

Es ist cosa = (—wev)/(||v] - ||W]|) = cos . Weil der Cosinus auf [0, 7] injektiv
ist, ist a = f3. "
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Regel 2 /
E- oder Erginzungswinkel erginzen sich zu 180°: // B
5
/ o

Beweis:  Die Winkel o und v sind Nebenwinkel, und es ist & = 3 (Regel 1).

Deshalb ist f +v =8+ (71 —a) = . .
Regel 3 /
Z- oder Wechselwinkel sind gleich: 5/2/ 3
Y

Beweis:  Die Winkel 5 und 6 sind Nebenwinkel, und es ist 8+ v = 7 (Regel 2).
Deshalbist  =nm—f=m—(m—7) =17. n



