§4 Komplexe Mannigfaltigkeiten

Sei X ein hausdorffscher topologischer Raum. Wir halten X fiir zu grof3, wenn es
in X eine diskrete Teilmenge mit der Kardinalitdt des Kontinuums gibt. Deshalb
fordern wir, dass X eine abzéhlbare Basis fiir die Topologie besitzt. Man sagt dann
auch, dass X das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt. Offensichtlich trifft das auf
den C" zu. Ein metrischer Raum besitzt genau dann eine abzéhlbare Basis, wenn
er eine abzahlbare dichte Teilmenge enthélt.

Ein Hausdorff-Raum X heifit lokal-kompakt, wenn jeder Punkt z € X eine kom-
pakte Umgebung besitzt. Ist X kompakt, so ist X natiirlich auch lokal-kompakt.
Ist X umgekehrt lokal-kompakt, aber nicht kompakt, so kann X durch Hin-
zufiigen eines einzigen Punktes kompakt gemacht werden (Alexandrovs , Ein-
Punkt-Kompaktifizierung®). Jeder Hausdorff-Raum, der lokal homéomorph zu ei-
ner offenen Teilmenge des C” ist, ist lokal-kompakt.

Definition.  Eine offene Uberdeckuq_g YV ={V, : v € N} eines Hausdorff-
Raumes X heifit eine Verfeinerung der Uberdeckung U = {U, : ¢ € I} von X, falls
es eine Abbildung 7 : N — I (die Verfeinerungsabbildung gibt, mit

V, C Uy fiir jedes v € N.

Die Verfeinerungsabbildung ist nicht eindeutig bestimmt, aber wir kénnen eine ein
fiir allemal festhalten.

Eine Uberdeckung V = {V,, : v € N} heifit lokal-endlich, wenn jeder Punkt z € X
eine Umgebung U = U(x) besitzt, so dass U nur endlich viele V, trifft.

Deﬁnition. Ein Hausdorff-Raum X heif3t parakompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung U von X eine lokal-endliche offene Verfeinerung V gibt.

Jeder kompakte Raum ist parakompakt. Und jeder lokal-kompakte Raum mit
abzihlbarer Basis ist ebenfalls parakompakt.

Fiir den Augenblick nehmen wir nur an, dass X ein Hausdorff-Raum ist.

Definition. Ein n-dimensionales komplexes Koordinatensystem (U, o) fiir X be-
steht aus einer offenen Menge U C X und einer topologischen Abbildung ¢ von U
auf eine offene Menge B C C".

Ist p € X ein Punkt, dann nennt man jedes Koordinatensystem (U, o) fiir X mit
p € U ein Koordinatensystem in p. Die Eintrége z; in z = ¢(p) nennt man die
komplexen Koordinaten von p (beziiglich (U, ¢)).

Ist f eine komplexe Funktion auf U, so kénnen wir f als Funktion der komplexen
Koordinaten z1, ..., z, auffassen, durch

(21, 2n) = fo Mz, ..., 2).
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Zwei (n-dimensionale) komplexe Koordinatensysteme (U, ¢) und (V, ¢) fiir X nennt
man (holomorph) vertrdglich, falls entweder U NV = & ist, oder

gpo@b_l p(UNV)—=pUnNV)
biholomorph.

90/ v
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Die Mengen By, := ¢(UNV) und B, := ¢(UNV) sind offen im C". Sind z; (bzw. w;)
die komplexen Koordinaten beziiglich ¢ (bzw. ¢), dann bedeutet die holomorphe
Vertraglichkeit der Koordinatensysteme, dass die Funktionen z; = z;(wy, ..., w,)
und w; = wj(z1,. .., 2,) holomorph sind.

Eine Uberdeckung von X durch paarweise vertrigliche n-dimensionale komplexe
Koordinatensysteme nennt man einen n-dimensionalen komplexen Atlas fiir X.
Zwei solche Atlanten A; und A, heiflen dquivalent, falls je zwei Koordinatensy-
steme (U, ) € A, und (V,v) € A, vertriglich sind. Eine Aquivalenzklasse von
(n-dimensionalen) komplexen Atlanten fiir X nennt man eine n-dimensionale kom-
plexe Struktur auf X. Sie enthélt einen maximalen Atlas, der die Vereinigung aller
Atlanten in der Aquivalenzklasse ist.

Definition. Eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorffraum
X mit abzdhlbarer Basis, versehen mit einer n-dimensionalen komplexen Struktur.

Jede komplexe Mannigfaltigkeit ist lokal-kompakt und parakompakt.
Beispiele.

1. Der C" ist eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Die komplexe
Struktur ist gegeben durch das Koordinatensystem (C",id).

2. Ist X eine beliebige n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, dann ist jede
nicht leere offene Teilmenge B C X wieder eine n-dimensionale komplexe
Mannigfdaltigkeit. Fiir p € B gibt es ein Koordinatensystem (U, ¢) fir X
in p. Dann ist (U N B, ¢|unp) ein Koordinatensystem fiir B in p. Alle diese
Koordinatensysteme sind holomorph vertréglich.
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3. Sei G C C" ein Gebiet und X C G eine k-dimensionale komplexe Unter-
mannigfaltigkeit. Natiirlich ist X ein Hausdorff-Raum (in der Relativtopo-
logie) mit abzéhlbarer Basis. Zu jedem zy, € X gibt es offene Umgebungen
W = W(zy) C G und B = B(0) C C" und eine biholomorphe Abbildung
F: W — B, so dass gilt:

F(WﬂX):{(wl,...,wn)EB : wk+1:"':wn20}.

Sei pr’ : C* — CF die Projektion (wy,...,w,) — (wy,...,wy). Wir setzen
U:=WnXund ¢ :=pr'oF : U — C* Dann ist (U, p) ein k-dimensionales
komplexes Koordinatensystem fiir X in z,.

Ist (V,%) ein anderes Koordinatensystem, mit 1) = pr’ o F, so ist
wo Hw,. .., wy) :pr’oFof‘_l(wl,...,wk,O,...,O)
holomorph. Auf diese Weise erhalten wir eine komplexe Struktur auf X.

4. Sei schlieffllich G ein zusammenhéngender Hausdorffraum und 7 : G — C"
eine lokal-topologische Abbildung. Dann gibt es zu jedem p € G eine offene
Umgebung U = U(p), so dass B := «(U) offen und ¢ := 7|y : U — B
topologisch ist. Dann ist (U, ) ein komplexes Koordinatensystem. Ist ¢ =
7|y ein anderes Koordinatensystem, so gilt p(z) = ¢ (z) = m(x) =: z und

poi~(z) = p(z) =z
fiir x € U NV. Deshalb sind die Koordinatensysteme holomorph vertréglich,
und wir erhalten eine komplexe Struktur auf G. Man kann beweisen, dass G

eine abzihlbare Basis besitzt (Grauert, 1955). Also ist G eine n-dimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit. Das Paar (G, 7) nennt man ein Riemannsches

Gebiet iiber C™.

Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine komplexe Funktion f auf einer offenen Teilmenge B C X heif3t
holomorph, falls es zu jedem p € B ein Koordinatensystem (U, ) in p gibt, so dass
foe™:p(UNB)— C holomorph ist.

Sind z1, ..., z, komplexe Koordinaten beziiglich (U, ¢), so ist

(21 z) = f oo (21, 20)
eine holomorphe Funktion im herkémmlichen Sinne. Ist z, = z, (w1, ..., w,), wobei
wy, . .., w, die komplexen Koordinaten beziiglich eines Koordinatensystems (V1)

sind, so ist auch

foy ™ Hwy,...,w,) = fop Hz(w,...,wp),...,z(w1,...,w,))

holomorph. Also ist die Definition der Holomorphie unabhéngig vom Koordinaten-
system. Wir bezeichnen die Menge der holomorphen Funktionen auf B mit O(B).
Sie ist eine C-Algebra mit Eins-Element.
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Beispiel.

Sei G C C" ein Gebiet und X C G eine k-dimensionale komplexe Unter-
mannigfaltigkeit. Wir betrachten ein komplexes Koordinatensystem (U, )
fiir X, wo U der Durchschnitt von X mit einer offenen Menge W C G und
¢ = pr’ o F ist, mit einer biholomorphen Abbildung F : W — B C C", so
dass F(U) ={w € B : wgy1 = -+ = w, = 0} ist. Ist f eine holomorphe
Funktion auf G, so ist

flx o Hwy,...,wp) = foF Y wy,...,w,0,...,0)

holomorph. Daher ist f|x eine holomorphe Funktion auf der komplexen Man-
nigfaltigkeit X.

4.1 Identitatssatz. Sei X zusammenhdngend. Sind f, g zwei holomorphe Funk-
tionen auf X, die auf einer nicht leeren offenen Teilmenge U C X dibereinstimmen,
soist f =g.

BEwEIS: Sei W = {z € X : f(x) = g(x)}. Dann ist U C W, also W # .

Wir nehmen an, dass es einen Randpunkt zy von W in X gibt. Sei (U, ¢) ein
Koordinatensystem in 2 mit ¢(x¢) = 0. Dann miissen alle Ableitungen von fop™!
und go ¢! in 0 iibereinstimmen. Folglich sind die Potenzreihen dieser Funktionen
im Nullpunkt gleich. Aber dann ist f = ¢ auf einer ganzen Umgebung von g, und
das ist ein Widerspruch.

Wenn es einen Punkt x € M := X \ W gibe, der kein innerer Punkt von M ist,

dann wire x ein Randpunkt von W. Das zeigt, dass M offen sein muss. Da X
zusammenhéngend ist, muss M leer sein. "

4.2 Maximumprinzip. Sei X zusammenhdingend, f € O(X) und xy € X ein
Punkt, in dem |f| ein lokales Maximum annimmt. Dann ist f konstant.

BeEweis: Die Funktionen f und g := f(29) sind beide auf X holomorph. Ist
(U, ¢) ein Koordinatensystem in 2o und B := (U), so ist fy := fo ¢! holomorph
auf B, und |fy| hat ein lokales Maximum in z, := ¢(zo). Daher gibt es eine offene
Umgebung B’ = B'(z¢) C B, so dass fy auf B’ konstant und f auf U’ := ¢~ 1(B’)
konstant ist. Also ist f|y = ¢|y, und nach dem Identitdtssatz ist f = g, also f
konstant. "

4.3 Folgerung. Ist X kompakt und zusammenhdngend, so ist jede holomorphe
Funktion auf X konstant.



4 Komplexe Mannigfaltigkeiten 5

BEWEIS: Die stetige Funktion |f| nimmt ihr Maximum in einem Punkt von X
an. Dann folgt die Behauptung aus dem Maximumprinzip. .

4.4 Folgerung. FEs gibt keine kompakte komplexe Untermannigfaltigkeit positiver
Dimension im C".

BEWwWEIs: Sei X C C” eine kompakte zusammenhéngende Untermannigfaltigkeit.

Dann miissen die Koordinatenfunctionen z,|y konstant sein, fir v = 1,..., n. Das
bedeutet, dass X ein einzelner Punkt. Ist X nicht zusammenhéngend, so ist X eine
endliche Menge. "

Seinun F': X — Y eine stetige Abbildung zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten.

Definition. Die Abbildung F' heifit holomorph, falls es zu jedem p € X ein
Koordinatensystem (U, ) fiir X in p und ein Koordinatensystem (V%) fiir ¥ in

F(p) mit F(U) C V gibt, so dass

YoFop:pU)—p(V)

eine holomorphe Abbildung ist.

4.5 Satz. Die Abbildung F : X — Y ist genau dann holomorph, wenn fir jede
offene Teilmenge V- CY und jedes f € O(V) gilt: fo F € O(F~1(U)).

Der Beweis ist eine leichte Ubung. Eine holomorphe Funktion f : X — C ist
offensichtlich eine holomorphe Abbildung.

Wenn wir in unseren Definitionen den Korper C durch R und das Wort “holomorph*
durch “differenzierbar“ ersetzen, so erhalten wir die Kategorie differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten und differenzierbarer Abbildungen. Aus jeder n-dimensionalen
komplexen Mannigfaltigkeit wird eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, wenn man die komplexe Struktur ,,vergisst®.

Definition.  Eine biholomorphe Abbildung F : X — Y ist eine topologische
Abbildung, so dass F' und F~! holomorph sind. Wenn es eine biholomorphe Ab-
bildung zwischen X und Y gibt, dann nennt man die Mannigfaltigkeiten isomorph
oder biholomorph dquivalent, und wir schreiben: X =Y.

Bemerkung. Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit und (U, ¢) ein komplexes
Koordinatensystem mit ¢(U) = B C C", dann ist ¢ : U — B eine biholomorphe
Abbildung.
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Sind Xi,...,X,, komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension nq,...,n,,, dann
tragt X = X x --- x X, die Produkttopologie. Offensichtlich ist X ein Hausdorff-
Raum mit abzdhlbarer Basis.

Sind komplexe Koordinatensysteme (U;, ;) fiir X; gegeben, fiir i = 1,...,m, so
wird ein Koordinatensystem (U, o) fiir X definiert, durch

SO(xl’ U ’xm) = (901(1‘1)7 s 790m<xm)) eCr=Ccmtrtnm,

Man rechnet leicht nach, dass man so einen n-dimensionalen komplexen Atlas und
eine komplexe Struktur auf X erhélt. Die Projektionen p; : X — X, sind holomor-
phe Abbildungen, fiir i =1,...,m.

Einfachstes Beispiel ist der C" =C x --- x C.
—_——

n times

Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit.

Definition. FEine Teilmenge A C X heiflt analytisch, wenn es zu jedem Punkt
p € X eine (zusammenhingende) offene Umgebung U = U(p) und endlich viele
holomorphe Funktionen f,..., f,, auf U gibt, so dass gilt:

UNA={qeU: fi(¢g) =0firi=1,...,m}.

Wir nennen A eine analytische Hyperfliche, wenn man immer mit einer einzigen
Funktion auskommt.

Aus der Definition folgt, dass A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist. Lokal
ist eine analytische Menge in X das gleiche wie eine analytische Menge in einer
offenen Menge B C C". Daher kénnen viele Eigenschaften analytischer Mengen im
C™ auf solche in Mannigfaltigkeiten {ibertragen werden.

4.6 Satz. Ist X zusammenhdngend und A C X analytisch, so ist entweder A = X
oder A nirgends dicht und X \ A zusammenhdngend.

BEwWEIS:  Wir nehmen an, dass A # X ist. Ist A irgendwo dicht in X, so enthalt
A innere Punkte (denn A ist in X abgeschlossen). Da X zusammenhéngend ist,
besitzt das Innere von A einen Randpunkt p € X \ A (das folgt wie im Beweis des
Identitétssatzes). Wir betrachten eine zusammenhéngende Umgebung U = U(p),
sodass ANU ={qe U : fi(q) =--- = fim(q) = 0} ist. Dann enthélt U eine offene
Teilmenge V' (die aus inneren Punkten von A besteht), wo fi,..., f, identisch
verschwinden. Nach dem Identitéitssatz verschwinden sie auf ganz U, und p kann
kein Randpunkt des Inneren von A sein. Das ist ein Widerspruch und A kann
nirgends dicht sein.

Ist X \ A nicht zusammenhéngend, so kann man diese Menge in zwei nicht leere
offene Teilmengen Uy, U zerlegen. Die Funktion f: X \ A — C mit f(z) = 0 auf
Uy und f(x) = 1 auf U, ist holomorph und beschréinkt. Nach dem Riemann’schen
Hebbarkeitssatz (der lokal angewandt werden kann) gibt es eine holomorphe Funk-
tion fauf X, die auBBerhalb von A mit f iibereinstimmt. Da fAnur die Werte 0 und 1



4 Komplexe Mannigfaltigkeiten 7

annimmt, ist f lokal konstant. Aber auf der zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit
X ist jede lokal konstante Funktion konstant. Das ist ein Widerspruch. "

Die holomorphen Funktionen fi,..., f,, seien auf einer offenen Teilmenge U C X
definiert. Auerdem sei p € U ein Punkt und (V%) ein komplexes Koordinatensy-
stem fiir X in p. Die Abbildung f = (f1,..., fm) : U — C™ ist holomorph, und wir

definieren 5 . .
e e I §

17=1....n

Das ist so etwas wie die Jacobi-Matrix von f in p, aber diese Matrix héngt vom
Koordinatensystem 1 ab. Wegen

a(fzgzz/)1>(¢<p)) _ a((fzosplgzj(sDOdjl))(l/}(p))

n o 1
I fiowp )sop

8wk

=
Il
—

gilt:
Je(p; V) = Je(p; ) - Jpoy—1(¥(p))-
Das zeigt:
g, (f1, - fm) =18 I (g ) (D3 0)

ist von dem gewéhlten Koordinatensystem unabhéngig.

Definition.  Eine analytische Menge A C X heifit requlir (von Codimension
d) in einem Punkt p € A, wenn es eine offene Umgebung U = U(p) C X und
holomorphe Funktionen fi,..., f; auf U gibt, so dass gilt:

1. ANU={q€eU: fi(q) =---= falq) = 0}.
2. 1g,(f1,. .., fa) = d.

Die Zahl n — d nennt man die Dimension von A in p.

Ist A in jedem Punkt regulér, so ist A eine komplexe Untermannigfaltigkeit.

4.7 Satz. FEine analytische Menge A ist genau dann requldr von der Codimension
dinp € A, wenn es ein komplexes Koordinatensystem (U, p) fir X in p gibt, so
dass gilt: p(U) =B C C" und p(UNA)={w € B : wy_g41 =+ =w, =0}

BeEwEISs:  Sei (U, %) ein beliebiges Koordinatensystem in p und W := ¢ (U), so ist
A= (ANU) eine analytische Teilmenge von W, die reguldr von der Codimension
d in zy := ¥(p) ist, und es gibt eine biholomorphe Abbildung f von W auf eine
offene Umgebung B = B(0) C C" mit f(z,) = 0 und £(A) = {w : wp_g1 =+ =
wy, = 0}. Wir setzen ¢ :=f o). .
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Beispiel.

Sei F': X — Y eine holomorphe Abbildung von einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit in eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann betrachten wir

Grp:={(z,y) e X XY : y=F(x)},
den Graphen von F.

Sei pp € X ein Punkt und ¢o := F(po) € Y. Wir wihlen Koordinatensysteme
(U, @) fiir X in pg und (V, ) fir Y in qo, mit F(U) C V. Dann ist (U XV, px1))
ein Koordinatensystem fiir X x Y in (pg, qy) € Gp. Schreiben wir ¢ o F' =
(f1,---, fm), so erhalten wir

GrN(UxV)={(px¥) z,w) : fiop z) —w; =0fiiri=1,...,m}.

Also wird G'r lokal durch die Funktionen g;(p, ¢) := fi(p) —w; o1 (q) definiert,
fiir i = 1,...,m. Wegen rg, .\(g1,...,9m) = m ist G eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

Die Diagonale Ax C X x X ist ein Spezialfall, gegeben als Graph der Iden-
titdt: Ax = {(z,2') e X x X : v =2'}.

Beispiele:
A) Tori.

Sei {wi, . ..,wa,} eine reelle Basis des C™. Dann ist
I' '=Zw + -+ + Zwoy,

eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe C". Man spricht auch von einem
Gitter.

Zwei Punkte z, w € C" heien dquivalent (bzgl. T'), falls z — w € T ist. Die Menge
T" := C"/T aller Aquivalenzklassen nennt man einen n-dimensionalen komplezen
Torus. wp : C* — T™ sei die kanonische Restklassen-Abbildung. Eine Menge U C
T™ heift offen, falls 7' (U) eine offene Teilmenge des C™ ist.

4.8 Satz. Die so eingefiihrten ,offenen Mengen® in T™ bilden eine Hausdorff-
Topologie. Es handelt sich um die .feinste“ Topologie, fir die wr stetig wird.

BeEweIls: Die Eigenschaften einer Topologie sind leicht nachzurechnen. Damit 7
stetig wird, muss 7' (U) fiir jede offene Menge U C T™ offen in C" sein. Es bleibt
die Hausdorff-Eigenschaft zu zeigen:

Zunéchst stellen wir fest: Ist U C C" offen, so ist auch

mpmr(U)={z: IweUmitz—weTl}=Jw+0)

wel
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offen. Also ist 77(U) offen in T™.

Gegeben seien nun zwei Punkte x1 = mp(z1) # 7r(z2) = x9. Dann gibt es ein
w € I" und reelle Zahlen 0 < ¢, < 1, die nicht alle verschwinden, so dass gilt:

2n
Z1 — Zo = E t,w, +w.

v=1
0O.B.d.A. sei t; # 0. Dann gibt es ein € > 0, so dass 2 < t; < 1 — 2¢ und

2n
U:={u= Zu,,w,, :|u,| < e fiir alle v }

v=1

eine offene Umgebung des Nullpunktes im C" ist. So erhélt man Umgebungen
Uy ;= 2z, +U von z; und Uy := zy, + U von zy im C". Wir nehmen an, es ist
7r(Up) N (Uy) # @. Dann gibt es Punkte 2’ = z;+u’ € Uy und 2" = zo+u” € U,
mit z' — z” € ' und v/, u” € U, und es folgt:

21— 20 = (2 —2")4+(z1—2)— (22— 2")
— (Z/ _ Z”) + u// _ u/,

also

2n
Zt,,w,, +(u' —u") eT.
v=1

Das ist aber unméglich, denn der Koeffizient ¢ 4+ u} — u{ bei wy liegt in (¢,1 — ),
der auf der rechten Seite muss aber ganzzahlig sein.

Also ist 77 (Uy) N (Us) = . n

Wir haben auch gesehen, dass 77 eine offene Abbildung ist. Weil T™ das Bild der
kompakten Menge

2n

P:={z=)Y tw, :0<t, <1 firale v}
v=1
ist, folgt, dass T™ kompakt ist.
Die Abbildung . .
tlwl 4+ 4 t?nw2n — (627r|t1’ o 76271'|152n)

induziert einen Homéomorphismus 7" — S* x --- x S*.
————
2n mal

Wir fiihren jetzt komplexe Koordinaten ein. Fiir zy € C” sei

2n
1
P, ={z=12¢+ Ztl,wl, D] < 5 fir alle v } und Uy, := 7p(P,,).

v=1



10 Funktionentheorie von mehreren Variablen

Dann ist 77|p, : Py — Uz, ein Homéomorphismus und damit ¢y, := (77|p, )" :

P,, — U,, eine komplexe Karte.

Ist W = ¢, 0. (2), so ist mp(W) = mp(z), und es gibt ganze Zahlen k, (z), so dass
firv=1,...,2n gilt:

Da w stetig von z abhiingt, sind die Funktionen k, lokal-konstant. Also ist ¢,, 0, !
sogar holomorph, und wir erhalten auf diesem Wege eine komplexe Struktur auf
T™. Damit ist 7™ eine n-dimensionale (kompakte) komplexe Mannigfaltigkeit, und
aus der Definition der Karten folgt, dass m eine holomorphe Abbildung ist.

B) Projektive Ridume.
In X := C"\ {0} betrachten wir die Aquivalenzrelation

z~WwW <= I C mitw= )z
Die Aquivalenzklasse von z ist die Menge L, = Cz \ {0}, die komplexe Gerade

durch z und 0 ohne Nullpunkt.

Definition. Die Menge P" := (C"*'\ {0})/ ~ der Aquivalenzklassen nennt man
den n-dimensionalen komplex-projektiven Raum.
7 : C"1\ {0} — P" sei die kanonische Projektion, mit 7(z) := Lj,.
Sind zwei Punkte z = (2o, ...,2,), W = (wy, ..., w,) gegeben, so gilt:
m(z) =7n(w) <= IN€C ' mitw, =Xz firi=0,...,n
W

— Y Z g alle 1, j fiir die die Briiche definiert sind.

wj <j

Also bestimmt 7(z) zwar nicht die Eintrége z;, wohl aber die Verhéltnisse z; : z;.

Deshalb bezeichnen wir den Punkt x = m(zo,...,2,) mit (2 : ... : z,) und nennen
die Zahlen zg, ..., z, die homogenen Koordinaten von x. Sind zy, ..., z, homogene
Koordinaten von x, so auch Az, ..., Az, fir jedes A € C*.

Ist W C X =C"\ {0} offen, so ist 771 (m(W)) = U, A - W ebenfalls offen in
X. Wir sagen, eine Menge U C P" ist offen, falls 771 (U) offen in X ist.

Auf diese Weise versehen wir den P™ mit der feinsten Topologie, fiir die 7 stetig
wird. Offensichtlich ist @ auch offen. Wir zeigen, dass P" ein Hausdorff-Raum ist.
Dazu seien z,w € X gegeben, mit L, # Ly,. Dann sind

zt = 2 und W= —
|| [[wl]
verschiedene Punkte von S*"*1 = {x € R*"*? = C"*! : ||x|| = 1}. Also konnen

wir ein € > 0 finden, so dass B.(z") N B.(w*) = @& ist. Aber dann sind U :=
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7m(B:(z")) und V := w(B.(w*)) disjunkte offene Umgebungen von 7(z) bzw. m(w).
Da 7|gznt1 : ST — P surjektiv ist, folgt auch sogleich, dass der P* kompakt ist.

Als néchstes suchen wir nach komplexen Karten. Die Mengen
Up={z="(20,...,2.) € C""\ {0} : z A0}, i=0,....n,

sind offen, und die Mengen U; := W(UZ) bilden eine offene Uberdeckung des P".
Auflerdem ist jeweils

Wi = {z:(zo,...,zn)E(C"H . Z,Lzl}

eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von U;. Offensichtlich ist (W) = U,
und 7|y, : W; — U; ist sogar bijektiv, mit

Z Zie 2 z
-1 . . o 0 i—1 i+1 n
(lw:) (ZO.....ZH)_(—,..., 1, —)
Definieren wir «; : U; — C™ durch
1 ~
ai(20, .0y 2n) = f(Zo,---,Zi,---,Zn),

)

so ist das eine holomorphe Abbildung, die W; sogar biholomorph auf den C" ab-
bildet, mit

(ai|Wi)_1(w1, conswy) = (Wi, wi Lwigy, -, wy).

Lokale Koordinaten auf U; erhalten wir nun durch die topologische Abbildung

o -1, n
i =a;o (mlw,) :U; — C
mit ~
20 Zi Zn
wilzo:oooizn)=— ey —yey,— ).
Zi Z4 2

Ein Kartenwechsel ist (etwa fiir i < j) gegeben durch

goiogoj_l(wl,...,wn) = p;omo (aglw,) Hwi,. .., wy,)
= gpi(wl,...,wj,l,wjﬂ,...,wn)
B ( wy Wit w; 1 Wy, )
wi-&—l"”’wi-‘rl’.”’wi-i—l’wi—i-l’.”’wi-i-l '

Das ist eine rationale (und damit holomorphe) Abbildung. Also sind die Karten
holomorph vertréaglich.

Die Kartenumgebung

U={(z0:...02p) €P" s 20#0}={(1:t1:...:t,) : (t1,...,t,) € C"}
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ist auf kanonische Weise biholomorph #quivalent zum C”. Wir nennen U, einen
affinen Teil des P*. Wenn wir Uy aus dem P" entfernen, erhalten wir die sogenannte
(projektive) Hyperebene im Unendlichen

Hy = {(z0:...:2,) €P" : 2p=0}
{0:ty:.. . tn) ¢ (t1,...,t,) € C"\ {0} }.

Sie hat die Struktur eines (n — 1)-dimensionalen komplex-projektiven Raumes.
Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir

Pt = C"u P
]mel — Cnfl U ]1))71727

P? = c? u PL

Wir miissen nur noch P! = {(z9 : 21) : (20,21) € C*\ {0} } studieren. Aber
das ist die Vereinigung von C = {(1 : t) : ¢ € C} mit oo := (0 : 1), wenn wir
t = z1/z setzen. In einer Umgebung von oo haben wir die komplexen Koordinaten
20/z1 = 1/t. Also ist P! = C = C U {oo} die bereits bekannte Riemann’sche
Zahlenkugel.

Die Hyperebene Hj ist eine regulidre analytische analytische Menge der Codimen-
sion 1, gegeben durch

HoﬁUi:{<Zoi...IZn)€Ui . ?:O}

Daher ist Uy dicht im P”.

Im Ubrigen funktioniert alles genauso, wenn man den affinen Teil U; und die Hy-
perebene H; := {m(z) € P" : z; = 0} benutzt.



