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§1 Lineare Systeme

Wir wollen Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung iiber einem
offenen Intervall / C R untersuchen:

y' =y-A@t)" +b(t),

mit stetigen Abbildungen A : I — M, ,,(R) und b: I — R".
Mit der Spaltenschreibweise y := y! erhalten wir:

.

y =A(t)-y+0b(t).
Wie {iblich beginnt man mit dem homogenen Fall E(t) = 0. Die stetige Abbildung

F(ty) =y At

ist auf ganz I x R™ definiert und geniigt dort lokal einer Lipschitz-Bedingung, denn
es ist

IF(ty1) = F(t,y2) | = [I(y1 — y2) - AQ) | < [lyr — yell - [A@)]].

1.1 Satz. Ist die lineare DGL y' = F(t,y) dber I = (a,b) definiert, so ist auch
jede mazimale Losung tiber I definiert, und die Menge aller maximalen Ldsungen
bildet einen reellen Vektorraum.

BEwEIS:  Sei J = (t_,ty) C I, to € J und ¢ : J — R" eine maximal fortgesetzte
Losung mit ¢(ty) = yo. Wir nehmen an, es sei t; < b. Dann ist ||A(¢)| auf [to, 4]
beschriankt, etwa durch eine Zahl £ > 0. Wir wenden die fundamentale Abschétzung
aus dem vorigen Paragraphen auf die beiden (exakten) Losungen ¢ und ¢(z) =0
an. Damit ist [|p(#)|] < [lyoll - €¥®+ %) also beschrinkt. Das bedeutet, dafl die
Integralkurve ¢ — (¢, p(t)) im Innern von I x R™ endet, und das kann nicht sein.
Also mufl t; = b (und entsprechend dann auch ¢_ = a) sein.

DaB die Menge aller (maximalen) Losungen dann einen Vektorraum bildet, ist
trivial. .

Sei £ der (reelle) Vektorraum aller Losungen iiber I. Fiir ein festes ¢ty € I sei
E : L — R definiert durch E(¢) := ¢(t). ! Dann ist F offensichtlich linear, und
aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz und dem obigen Resultat folgt,
da E bijektiv ist, also ein Isomorphismus von £ auf R™.

Der Lisungsraum L eines homogenen linearen Systems y’ =y - A(t)" in
I x R™ ist ein n-dimensionaler R-Untervektorraum von C'(J,R™).

L E“ steht fiir evaluate (auswerten).
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Eine Basis {¢1,...,¢,} von £ bezeichnet man auch als Fundamentalsystem (von
Losungen), die Matrix

X(t) = (P10, . 5.(0))
nennt man Fundamentalmatriz oder Fundamentallosung. Sie erfiillt die Gleichung
X'(t) = A(t) - X (¢).
Die Funktion W (t) := det X(t) heifit Wronski-Determinante des Fundamentalsy-

stems.

Wir erinnern uns an einige Tatsachen aus der Determinantentheorie. Sei A €
M, ,(R) und S;;(A) die Streichungsmatrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte aus A entsteht. Dann wird die Zahl A;; := (—1)""7 det S;;(A) als
Cofaktor, algebraisches Komplement oder Adjunkte bezeichnet, und der Laplace-
sche Entwicklungssatz besagt: Fiir beliebiges 7 und beliebiges 7 ist

det(A) — Z Qjj - z] Z Qij - U
i=1

Man beachte dabei, da8 der Koeffizient a;; in A;; nicht vorkommt. Die Matrix

j=1,.
1.2 Hilfssatz.

) heifit adjungierte Matriz zu A.

1. Ist A € M, ,(R), soist (det A) - B, = A-ad(A)".

2. Istt — A(t) € M, ,(R) differenzierbar, so ist

(det o A)’ Z ag; (t) - Ayt

BeweEls: 1) wird (mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes) in der Linearen
Algebra bewiesen.

2) Weil ay; in A;; nicht vorkommt, ist

Odet 0 = =
Oay; (4) day; <Z i ”) ;:1: ik Aij kjs

i=1

nach Kettenregel also

(detoA)’ Z %(iet Z aw Ayt
ij
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Man kann den Begriff der Wronski-Determinante noch etwas verallgemeinern:

Definition. Sind ¢y,..., ¢, : [ — R" irgendwelche Losungen der DGL, so nennt
man

W(pr, .. pn)(t) = det(py (D), ...

die Wronski-Determinante von 1, ..., @y,.

Pa(t))

1.3 Satz (Formel von Liouville).  Die Wronski-Determinante W (t) eines Sy-
—/ —
stems von Losungen der DGL y = A(z) -y erfillt die Differentialgleichung

y = Spur(A(t)) -y .

Ist W (t) sogar die Wronski-Determinante einer Fundamentalmatriz, so ist W (t) #
0 fiir alle t € I, und fiir beliebiges (festes) ty € R ist

W(t) = W(to) - exp ( /t: SpurA(s) ds) |

BeEWEIS:  Sei X (1) = (1)) = (¢1(t), ..., 9,(t)) und W(t) = det X (¢). Dann ist

W/(t) = (detoX)’(t)
_ Z:p;j(t)-(ad(X))ij(t)

= Z(X'(t)ij - (ad(X)(t)");i

= D) ad(X)(0) )

= é;lur(X’(t) ~ad(X)(8)").
Da die Spalten von X (¢) Losungen der DGL sind, ist
X(t) = Aft) - X(¢),
also

W'(t) = Spur(A(t)- (X(t)-ad(X)(t)"))
—  Spur(A(t) - (det X (t) - E,))
= W(t) - Spur(A(t)).

Ist X (t) eine Fundamentalmatrix, so gibt es zumindest ein ¢, € I mit W (ty) # 0.
Weil W (t) aber eine (skalare) lineare DGL erfiillt, ist dann W (t) # 0 und X(¢)
invertierbar fiir alle ¢ € I. Aulerdem ist dann
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(et (6) = g3 = Spur(A().
also
1n(MV/V ((;))) — (W (1)) — In(W (tg)) = /t Spur(A(s)) ds.
Wendet man exp an, so erhdlt man die Liouville-Formel. "

1.4 Satz. Sei A:1 — M, ,(R) stetig.

1. Zu jedem ty € I gibt es genau eine Fundamentallosung Xy der DGL 5' =
A(t) -y mit Xo(ty) = E, (n-reihige Einheitsmatriz). Fir t € I sei dann
C(t,to) = X()(t) S Mn,n(R)

2. Istyg € R", so ist p(t) :=yo - C(t, tg)" die eindeutig bestimmte Lisung mit
¢(to) = yo-

3. Die Matriz C(t,to) ist stets invertierbar, und fir s,t,u € I gilt:

(a) C(s,t)-C(t,u) = C(s,u).
(b) Ct,t) = E,,
(c) C(s,t)"' =C(t,s).

4. Ist {ay,...,a,} eine Basis des R™, so wird durch ¢, (t) := a, - C(t,to)" ein
Fundamentalsystem von Losungen mit ¢, (ty) = a, definiert.

BEWEIS: 1) Es gibt eindeutig bestimmte Losungen o1, . .., @, so daB ¢, (ty) = e,
der v-te Einheitsvektor ist. Da die Einheitsvektoren eine Basis des R™ bilden und
die Evaluationsabbildung E ein Isomorphismus ist, bilden die ¢, eine Basis des
Losungsraumes.

2) Da C(t,tp) eine Fundamentallosung ist, erfiillt ¢(¢) := yo - C(t, )" die DGL.
Nach Konstruktion ist C'(to,ty) = E,, also ¢(ty) = yo.

3) Weil W (t) = det C(t, o) nirgends verschwindet, ist C(¢,ty) immer invertierbar.
Sei y beliebig, p(s) :=y-C(s,u)" und ¥(s) := @(t)-C(s,t)". Dann ist ¥(t) = ¢(t),
also auch v (s) = ¢(s) fiir alle s € I. Daraus folgt:

y-Cls,u)t = o(s) = (s)

Weil C(s,u) invertierbar ist, folgt die Gleichung C(s,u) = C(s,t) - C(t, u).

4) ist trivial. n
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Leider ist es im allgemeinen nicht moglich, die Losungen eines homo-
genen linearen Systems explizit anzugeben! Im Einzelfall gibt es natiirlich
Losungsmethoden, z.B. den Potenzreihen-Ansatz.

Die allgemeine Losung @ : I x [ x R™ — R ist gegeben durch
Plsit,y) =y - Cls,t)" .

Der lokale Flufl in (¢, yo) ist stets durch ®(¢t,y) =y - C(t,t)" gegeben, also global
definiert und unabhéngig von yy.

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall 5' = A(x)oy+ b(x). Wie im homogenen
Fall kann man zeigen, daf§ alle Losungen iiber ganz I definiert sind. Da die Differenz
zweier Losungen der inhomogenen Gleichung eine Lésung der homogenen Gleichung
ist, bilden die Losungen der inhomogenen Gleichung einen affinen Raum, und es
geniigt, eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems zu finden. Wir benutzen
hier wieder die Methode der Variation der Kostanten.

Ist X(t) = (¢,(t), ..., ,(t)) eine Fundamentalmatrix, so ist die Losungsgesamtheit
des homogenen Systems die Menge der Linearkombinationen

Cy - al(t) S O an(t)

Fiir eine partikulére Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

oplt) = c1(t) - @1 (1) + -+ calt) - 0, (1) = X(1) - € (t).

Dann ist
pyt) = X'(t)-c(t)+ X (1) < (1)
= A(t)-X(t)-C(t)+ X(1) ¢ ()
— A(t)-p,(1) + X (1) - C (b).
Also gilt:

(1) ist Losung <= X(t)- ¢ (t) = b(t)
— ct) =Xt ""b(t)

e () =clto)+ | X(s)'-b(s)ds.
Wir wollen X (¢) so wéhlen, da8 X (¢y) = E, ist, also X (t) = C(t,ty). Dann ergibt

Gy(t) = Clt,to) (5 v f Clt.s) - () ds)

to

die partikuldre Losung ¢, mit ¢,(to) = yo.
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Eine homogene lineare DGL n-ter Ordnung hat die Gestalt
Y™ + a1 (2)y" Y 4t ag (@)Y + ag(z)y = 0.

Das zugeordnete System ist dann

Y1 0 1 e 0 Y1
: - 0 0 e 1 :
y;L —ao(t) —Cll(t) s —Clnfl(t> Yn
Ist {fi,..., fn} eine Basis des Losungsraumes der DGL n-ten Grades, so erhalten
wir fiir das System die Fundamentalmatrix
fi f2 RN
f’ f’ Ce fr/L
X)) =| . 1 : : :
fl(n—l) f2(n—1) . T(Ln—l)
Beispiel.

Wir betrachten eine (skalare) inhomogene lineare DGL 2. Grades,
Y+ ar(z)y + ao(x)y = r(2).

Dem entspricht das lineare System g_j/ = A(t) -y + b(t) mit

0=ty ) IO ()

Eine Fundamentalmatrix hat die Gestalt
yi(t)  ya(t) )
X(t) = )
Q ( () )

Dann ist W (t) = det X (t) = y1(t)y5(t) —y1 (t)y2(t) die Wronski-Determinante,
und die Matrix X (¢)~! kann durch die Formel

X(t) ' = L( vt)  —ya(t) )

i) ()
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und gpp( ( / X(s ds) ist eine partikuldre Losung des

(inhomogenen) Systems. Die 1. Komponente davon ist Losung der skalaren
Gleichung. Das ist

w(t)—yl(t%/t %dﬁyz(tw/t Mds,

und (:5’) ist Losung des Systems.

Eine Anwendung der linearen Systeme ist der Beweis der Abhéngigkeit der Losun-
gen einer DGL von den Anfangsbedingungen. Dazu wollen wir den Begriff der
linearen Differentialgleichung noch etwas weiter fassen.

Sei I C R ein Intervall und U C R” eine offene Teilmenge, sowie A : [ x U —
M, »(R) eine stetige Abbildung. Unter einer Losung der parameterabhdingigen li-
nearen Differentialgleichung

/

7z =z-A(t,y)" (mit dem Parameter y)

O
verstehen wir eine Funktion A : I x U — R" mit E@’ y) = At,y) - Alt,y)"

1.5 Satz. Zu jedem ty, € I gibt es eine eindeutig bestimmte ,Fundamental-
Losung® der DGL 7' = z - A(t,y)", also eine Abbildung Z : I x U — M, ,(R)
mit 57

so daff Z(ty,y) = E, fir alley € U gilt. Fir jedes feste zg € R"™ ist die Lisung
At,y):=2o- Z(t,y)" auf I x U stetig.

BEWEIS:  Sei tg € [ festgehalten. Dann gibt es zu jedem Parameterwert y eine
eindeutig bestimmte Fundamental-Losung t +— Zy(t) der linearen DGL 2z’ = z -
A(t,y)" mit Zy(ty) = E,. Wir setzen Z(t,y) := Zy(t).

Sei nun auch noch zg € R™ festgehalten und A(¢,y) := zo- Z(t,y)". Dann ist \ eine
Losung mit A(to,y) = 2o, unabhéngig von y. Wir wollen zeigen, da§ A auf I x U
stetig ist.

1. Schritt: Als Losung der DGL héngt A bei festem y natiirlich stetig von ¢ ab.

2. Schritt: Wir zeigen, dafl A\ auch stetig von y abhingt, und zwar gleichméfig
in ¢ (also Lipschitz-stetig). Dazu sei yo € U beliebig vorgegeben. Wir wéhlen ein
abgeschlossenes Intervall J = [to—0, tp+6] und eine offene Umgebung V' = V (y,) C
U, so dafl A auf J x V gleichméfBig stetig und beschrénkt ist.

Sei (t,y) € J x V. Zur Abschétzung von ||[A(t,y) — A(t,yo)|| benutzen wir den Satz
tiber Naherungslosungen. Die Abbildung ¢ — A(t,y) ist sogar eine exakte Losung
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der DGL 2z’ = z - A(t,y)?, und wir werden zeigen, dal man zu vorgegebenem
e > 0 die Umgebungen J und V' so klein machen kann, daf ¢ — A(t,yo) dort eine
e-Naherungslosung ist. Tatséchlich ist

O\ O\
15 (6:¥0) = At yo) - At y)' | < Il (Ey0) = At yo) - At )|

A yo) - At yo) " — Al yo) - At y) |
< A yo) — Ay - [[AE yo)l

Weil ||A(t,y0)| auf J beschrankt bleibt und A(t,y) auf J x V' gleichméBig stetig
ist, kann man durch Verkleinern von J und V erreichen, dal ¢t — A(¢,yo) eine e-
Néherung ist, bei beliebig vorgegebenem . Weil auBBerdem A(to,y) = 2z ist, ergibt
die Formel fiir Naherungslosungen:

g
||/\<t7Y) - /\<t7YO)|| S E(ekﬁ_to' - 1) S g - k’o,

wobei k eine geeignete Lipschitz-Konstante und dann ky > 0 ist. Daraus folgt die
in t gleichméflige Stetigkeit von A in yy.

3. Schritt: Sind jetzt (t,y), (t',yo) € J X V, so ist

A Y) = A yo)l| < 1A y) = Al yo)ll + IA(E yo) — A, o)l

Der zweite Summand auf der rechten Seite strebt fir (¢,y) — (¥,y0) gegen Null,
nach Schritt 1. Der erste Summand strebt (gleichméBig in ¢) ebenfalls gegen Null,
wie wir oben gezeigt haben. Also ist A stetig in (¢',yo), und dieser Punkt wurde
beliebig ausgewéhlt. "

1.6 Satz. Seiy’ = F(t,y) eine (beliebige) Differentialgleichung iber G C RxR",
F : G — R" stetig differenzierbar und (to,yo) € G.

Dann gibt es ein € > 0 und ein r > 0, so daff J x B mit J := (ty — &,ty + €)
und B := B,(yo) in G enthalten ist und der lokale Fluff ® : J x B — R™ stetig

differenzierbar ist.

BEWEIS:  Weil I stetig differenzierbar ist, gentiigt F' auch lokal einer Lipschitz-
Bedingung. Der lokale Fluf} ist definiert durch

d(t,y) = py(t),

wobei ¢y die eindeutig bestimmte Losung tiber J mit ¢y (tg) =y ist. Wir haben die
Existenz und die Stetigkeit des lokalen Flusses schon an fritherer Stelle bewiesen.

Die Matrix Dy F(t,y) € M, ,(R) sei definiert durch

oF,
DaF(ty) = (G (6 y) =1, ).

"
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Es seien y,y; € B, x := ®(t,y) und x; := ®(¢,y;), sowie
h(7) = F(t,x; + 7(x — x1)).

Dann ist
F(t,x) — F(t,x;) = h(1)—h(0) = /0 B () dr

= (X—Xl)'(/o DzF(taer‘T(X_Xl))dT)t‘

1
Ist A(t,y) := / DyF(t,x1 + 7(x — x1)) d7 (Integration komponentenweise), und

b J x B— R" definiert durch
¢(ta y) = pr(t) — Py (t)7

so folgt:

S LY) = o) =9y, (1)

= F(t,0y(t) — F(L, 0y, (1))
(py (1) — @y, () - A(L, Y)t
= ¢(tay> ’ A<t7Y)t'

1 ist also Losung der parameter-abhéngigen linearen DGL

7 =z Alt,y)"

mit Y(ty,y) = @y(to) — ¢y, (to) = ¥y —y1. Nach dem vorigen Satz gibt es genau eine
Fundamental-Losung Z(t,y) dieser DGL mit Z(ty,y) = E,. Die Losung o(t,y) :=
(y —y1) - Z(t,y)" hat den Anfangswert o(tg,y) =y — y1 = ¥(tp,y). Dann mufl
sogar o(t,y) = ¥(t,y) fur alle y gelten. Also ist ®(t,y) — ®(¢t,y1) = ¥(t,y) =
(y —y1) - Z(t,y)". Weil Z : J x B — M, ,(R) stetig ist, ist ® in (¢,y1) nach
y differenzierbar und Dy®(t,y1) = Z(t,y1). Es ist auch sofort klar, da§ ® stetig
differenzierbar ist. n

1.7 Folgerung. Ist F' k-mal stetig differenzierbar, so ist auch der lokale Flufs
k-mal differenzierbar.

BEWwWEIS: Induktion nach k. Der Anfang ist im obigen Satz geschehen, nun setzen
wir voraus, da & > 2 und die Behauptung fiir (kK — 1) schon bewiesen ist. Wir
betrachten das folgende System von Differentialgleichungen:

y = F(ty)
und 7z = z-DyF(t,y)".
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® 16st die erste Gleichung, und es ist

0 0P
. 0P 3 . . . .
denn es ist E(t, y) = F(t,®(t,y)). Also 16st Dy® die zweite Gleichung, und weil

Dy F (k — 1)-mal stetig differenzierbar ist, gilt das auch fir Dy®. Aber dann ist ®
selbst k-mal stetig differenzierbar. "
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§2 Autonome Vektorfelder und globaler Fluf}

Sei G C R” ein Gebiet.

Definition. Ein autonomes Vektorfeld auf G ist eine C*-Abbildung F : G — R™.
Dabei soll £ > 0 sein, und der Fall £ = oo ist auch zugelassen. Eine Integralkurve
von F ist eine Ck*1-Abbildung ¢ : I — G mit ¢/(t) = F(p(t)), mit einem Intervall
I CcR

Ein autonomes Vektorfeld F' : G — R™ induziert also eine (zeitunabhéngige) Dif-
ferentialgleichung y’ = F(y) auf R x G. Die Losungen der DGL stimmen mit den
Integralkurven von F' iiberein.

Bemerkung. Ist G C R x R" und y' = F(t,y) eine zeitabhéngige Differenti-
algleichung iiber G, so kénnen wir y := (s,y) und F(s,y) := (1, F(s,y)) setzen.
Ist dann ¢ eine Losung der zeitabhéngigen Gleichung, so ist () := (¢, p(t)) eine
Losung der autonomen Gleichung 3’ = F (¥).

Ist umgekehrt ) = (11, 19) eine Losung des autonomen Systems
s'=1,y =F(sy),

so ist ] (t) = 1 und ¥4(t) = F(¢1(t),12(t)). Es gibt also eine Konstante ¢, so daf
1 (t) =t + c ist. Wir setzen dann ¢(s) := (s — ¢). Mit t = s — ¢ folgt:

'(s) = dy(t) = F(t + c,9ha(t)) = F(s,0(s)).

Also ist ¢ eine Losung des zeitabhéngigen Systems.

Das zeigt, dafl kein grofler Unterschied zwischen autonomen und zeitabhéngigen
Systemen besteht.

2.1 Satz (Translationsinvarianz). Sei ¢ : [ — G eine Integralkurve des
(autonomen) Vektorfeldes F' auf G. Dann ist fiir jedes to € R auch ¥ (t) := @(t—to)
eine Integralkurve.

BEWEIS:  Wir setzen s :=t — to. Dann ist ¢/(t) = ¢'(s) = F(¢(s)) = F(¢(t)). =

Definition. Ein dynamisches System in G ist eine C*°-Abbildung ® : RxG — G
mit folgenden Eigenschaften:

L. ®(0,y) =y,

2. O(t,O(s,y)) = P(t+s,y).

Fir t € R sei ®; : G — G definiert durch ®,(y) := ®(¢,y). Dann ist ®; (unendlich
oft) differenzierbar, und es gilt:
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1. (I)Q - idg,
2. ®t e} ®S = (Pt—I—S’

Insbesondere ist jede Abbildung ®, ein Diffeomorphismus, mit ®;* = &_,.

Man nennt das System (®;)cr eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen
auf G.

Fiir y € G sei ay : R — G definiert durch

ay(t) = @(t,y) = D4(y).

Man nennt «y, eine Integralkurve oder Flufilinie von ®. Die Bildmenge a., (R) heifit
Bahn oder Orbit von y.

Wir nennen zwei Punkte x,y € G dquivalent, wenn es ein ¢t € R mit x = ®,(y)
gibt. Es ist leicht zu sehen, dafl tatsichlich eine Aquivalenzrelation vorliegt. Das
bedeutet, dal G disjunkte Vereinigung der Bahnen von ® ist.

2.2 Satz. Sei oy : R — G Flufllinie eines dynamischen Systems ® auf G.
Entweder ist oy konstant, oder es ist ol (t) # 0 fiir alle t € R, und dann ist genau
eine der beiden folgenden Aussagen erfillt:

1. ay ist injektiv,

2. oy 15t periodisch.

BEWEIS: Sei ty € R fest. Fiir jedes andere t € R ist dann
ay(t 1 o) = Bt + to, ¥) = Blt, B(L,y)) = By (g (1),
Definieren wir also Ty, : R — R durch T}, (t) =t + ¢, so ist
ay o Ty = @y 0 .

Daraus folgt:
DOy (ary ) (e (1) = ay(t + to).

Das bedeutet: Entweder ist oy (t) # O fiir alle t € R, oder es ist oy (f) = 0 und
damit ay konstant. Wir miissen nur noch den ersten Fall betrachten. Ist o, nicht
injektiv, so gibt es Zahlen ¢; < ty mit oy (1) = ay(t2). Dann ist &, (y) = D4, (y),
also @y, _4,(y) = y. Es ergibt sich:

ay(t) = @u(y) = Py —1)(y) = ay(t + (t1 — t2)),
d.h. oy ist periodisch. u

Jedes dynamische System ® auf G liefert ein autonomes Vektorfeld F' : G — R"
durch
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0P

F(y) = E(O,Y)

Dann ist ay(t) = ®(¢,y) eine Integralkurve von F' mit ay(0) =y, denn es ist

CI)<8 + t?y) B CI)(S?}I) (I)(Zf, q)(sa y)) - (I)(()? (I)(87Y))

lim = lim ;
t—0 t t—0 t
also
0o 0o
O/y<8> = _(Suy) = —(07(1)(57}7))

ot ot
= F(@(s,y)) = Flay(s)).

Sei jetzt umgekehrt ein autonomes C*°-Vektorfeld F' gegebenund ¢ : [ = (t_,t;) —
G eine maximale Integralkurve der DGL y’ = F(y). Sei ty € I und ¥(ty) = yo.
Wir setzen dann ¢(t) := ¢(t + to) auf J := (t_ — ty,t4+ — ty). Offensichtlich liegt 0
in J, es ist ¢(0) = yo, und wegen der Translationsinvarianz ist auch ¢ eine Losung
der DGL. Das bedeutet, dal zu jedem y, € G eine Integralkurve ¢ : I — G mit
0 € I und ¢(0) = y, existiert.

Fir y € G sei I(y) das maximale Definitionsintervall der eindeutig bestimmten
Losung ¢y, von y' = F(y) mit ¢, (0) = y. Dann setzen wir

D(F) ={(t,y) eRxG :tel(y)}.
Weiter sei @ : D(F) — G definiert durch
O(t,y) = oy ().

Man nennt ® den maximalen Fluf§ von F.

R" D(F)
G-,/
| y I(Y)\
/LN :

2.3 Satz. D(F) ist eine offene Menge und ® eine C*-Abbildung.

BEWEIS: Seiyy € G und p € N,
J=A{t €(yo),: 3 Umgebung V =V (t,yo) C D(F), s.d. ® € C’(V,QG) }.

Wir wollen zeigen, dafl J = I(yg) ist. Daraus folgt die Aussage des Satzes.
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1) Zunéchst ist klar, dal J # & ist, denn es gibt ein £ > 0, eine Kugel B = B,(yo)
und einen (beliebig oft differenzierbaren) lokalen Flul ®g : (—¢,e) x B — G. Also
liegt 0 in J.

2) Nach Definition ist J offen.

3) Wenn wir zeigen, daf§ J in I(yo) abgeschlossen ist, dann folgt, da} J = I(yo)
ist.

Sei also tg € I(yp) ein Haufungspunkt von J und y; := ®(t,yo). Es gibt ein
Intervall J; = (—0,0), eine Kugel B; um y; und einen lokalen (beliebig oft diffe-
renzierbaren) Fluf W : J; x B; — G. Dann sei Jy := (to — 2,10 + 3).

Weil t; ein Haufungspunkt von J ist, gibt es eine Folge (t,) in J, die gegen tg
konvergiert. Fiir ein geeignetes v und v > vg ist ¢, € JoNJ. Und weil ®(tg,y0) = y1
ist, gibt es ein v; > 1y, so daBl ®(t,,y0) = ¢y, (t,) € By fir v > v ist. Wir konnen
also ein sg € Jy N J mit ®(sg,yo) € By finden.

Ist t € Jy, so ist

o 0
|t—80| < |t—t0|+|t0—80| < —+—:6,
2 2
also t — sg € J;. AuBlerdem ist ® p-mal stetig differenzierbar in (sg,yo). Es existiert
also eine Kugel By um yyg, so dal ®(sg,y) € By fiir y € By ist.

G
Jl X Bl
rT T T a
Y1 \
I : I
/ : !
\ : |
®(s0,y0)" L | _ _i_ \J
: Ja X By
T
Yo
y
Jo X BO
(—e,e) x B

0 to—so S0 to
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Jetzt definieren wir die p-mal stetig differenzierbare Abbildung T : Jy x By —
Jl X B1 durch

T(t’ y) = (t — S0, ¢(50a Y))
Fir y € By ist ay(t) := U(T(t,y)) = ¥(t — s0, P(s0,y)) eine auf Jy definierte
Integralkurve mit oy (s9) = V(0, ®(s0,y)) = D(s0,y).

Andererseits ist auch die Integralkurve ¢, in sy definiert, und es ist ¢y (so) =
D (s9,y) = ay(s0), also ¢y = oy auf Jo N I(y).

Dafl sy € J ist, bedeutet: Es gibt Umgebungen Jo = Js(s¢g) C Jo und By =
By(yo) C Bo, so da Jy X By in D(F) enthalten und ® : J; x By — G eine
CP-Abbildung ist.

W := Jy x By ist jetzt eine Umgebung von (g, yo), und

O(t,y) = ¢y(t) = ay(t) = W(t = 50, ®(s0,¥))

ist auf W definiert und von der Klasse CP. Also gehort ¢y zu J. u

Bemerkung. Der Beweis kann nicht entscheidend vereinfacht werden:

Ist (to,yo) € D(F), so gibt es zwar einen lokalen FluB & in der Nihe von (o, yo),
aber es ist nicht klar, ob die von ® induzierten Integralkurven iiberhaupt in ¢ = 0
definiert sind.

Definition. Die Abbildung ® : D(F') — G nennt man den globalen Flufl von F.
Ist D(F) =R x G, so nennt man ® vollstindig.

2.4 Satz. Sei F' ein C™-Vektorfeld auf G, ® der globale Fluf$ und y, € G.
Istt € I(yo) und s € I(®(t,yy)), so ist s+t € I(yo) und

O(s+t,y0) = D(s, P(t,y0)).

BeEwEIS:  Der Fall s = 0 ist trivial. Ist s > 0 und I(yo) = (o, 3), so definieren wir
¢: (a,s+t] — G durch

(v) == (u,yo) fir a <u <t,
v o (I)(u_t?q)(tayO)) furtSUSS—Ft

Offensichtlich ist ¢ eine Integralkurve von F' mit ¢(0) = yq. Also gehort s + ¢ zu
I(yo), und es ist
O(s+1t,y0) = p(s+t) =D(s, P(t, y0))-

Ist s < 0, so definieren wir ¢ : [s + ¢, 3) — G durch

() = O(u—t,d(t,yo)) firs+t<u<t,
W= D (u,yo) firt <w < p.
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Dann argumentieren wir wie oben. "

Ist der globale FluB} vollsténdig, so ist er ein dynamisches System. Im allgemeinen
trifft das aber nicht zu, und fiir ¢ # 0 braucht ®; nicht auf ganz G definiert zu sein.

Zwei autonome Systeme y’ = Fj(y) und y' = Fy(y) auf Gebieten G, Gy heiflen
topologisch dquivalent, falls es einen orientierungserhaltenden? Homéomorphismus
h : Gi — G5 gibt, der Integralkurven auf Integralkurven abbildet, also das soge-
nannte , Phasenportrait® erhélt. Man kann zeigen, dal jedes autonome System
topologisch dquivalent zu einem dynamischen System ist. Deshalb gibt es eine
ausgedehnte Theorie dynamischer Systeme, auf die wir hier aber nicht eingehen
konnen.

2Was das heifit, konnen wir mit unseren augenblicklichen Mitteln nicht erkliren
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§3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir erinnern an die Norm von linearen Abbildungen und Matrizen. Ist f €
L(R",R¥), so setzt man

IFIF:= sup [[f ()]
[[x[[<1
Ist A € Mp,(R) und La(x) := x - A", so setzt man ||A| := ||La]. Dann ist

|A- B|| < ||A]l - || B||, wenn man die Matrizen miteinander multiplizieren kann. Im
Falle eines Vektors ist die Matrix-Norm genau die euklidische Norm.

Im folgenden sei M := M, ,(R). Mit der Matrix-Norm ist M ein vollsténdiger
metrischer Raum, und die Konvergenz von Folgen ist wie {iblich definiert. Eine

Reihe ZX” von Elementen von M heifit konvergent gegen ein X € M, wenn

n=0
N
die Folge der Partialsummen Sy := ZX” gegen X konvergiert. Mit Hilfe des
n=0

Cauchy-Kriteriums zeigt man:

Ist ZHX"H < 00, so konvergiert auch ZX”'
n=0 n=0

Beispiel.

Ist A€ M, soist A’ :== E (= Einheitsmatrix) und A" := A-...- A. Dann
—_—

n-mal

= 1
konvergiert die Reihe E —[IA[" in R, und daher konvergiert auch die Reihe
n!
n=0

oo
1 ) . ) )

E —'A" in M. Den Grenzwert bezeichnen wir mit e?.
n!

n=0

Sei nun I C R ein abgeschlossenes Intervall und F,, : I — M eine stetige Funktion,

fiir n € N. Gibt es eine Folge positiver reeller Zahlen (a,,), so daf Z a, < oo und
n=0

|Fn(t)|| < ay, fur alle n und alle ¢ € [ ist, so konvergiert die Reihe ZFn(t) auf
n=0
I gleichmifig gegen eine stetige Funktion F'(¢). Das beweist man genauso wie im

skalaren Fall.

3.1 Satz. Ist A€ M, soist f: R — M mit f(t) := e? eine differenzierbare
Funktion und f'(t) = A - et
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N
1
BEWwWEIs: Es sei Sy(t) := g — . Dann konvergiert die Folge der Sy auf
n.
0

jedem abgeschlossenen Intervz;ll gleichméBig gegen die Funktion f(t). Weiter ist
Sy differenzierbar und

N-1

A”t" - A. ZR'A”t”

N
n=1

Offensichtlich konvergiert die Folge der Funktionen S (t) (gleichméfig auf /) gegen
A - et Aber dann ist f differenzierbar und f(t) = A}im Sh(t)=A- e .

3.2 Satz. Sei A € M, ,(K). Die eindeutig bestimmte Fundamentalmatriz X (t)
des linearen Systems
y =y A" mit X(0)=E

ist gegeben durch X (t) := e'4.

Bewels:  Esist X'(t) = A- X(¢) und X(0) = E. Nach dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz ist damit schon alles bewiesen. "

3.3 Satz.
1. Firs,t € R st e?4 - et = elstA4,
2. Ist A-B=DB-A, soistelB =¢e4.eb.
3. Die Matriz e? ist stets invertierbar. Insbesondere gilt:

det(e) = SPur(d),

BEweEls: Ist A-B=DB-A, so ist

B-Y %(tA)’“ => %B (tAF =D %(tA)’“ - B,

k=0 k=0 k=0

also (nach Ubergang zum Limes) B - et = ¢4 . B.

Wir setzen F(t) := e/A+8) — ¢4 . ¢tB. Dann gilt:

F'(t) = (A4 B) WD) _ g ot B _td. B otB
(A+B)-(6(A+B)—€tA-€tB)
— (A+B)-F(1).

F(t) ist also die eindeutig bestimmte Fundamental-Losung der DGL



160 KAPITEL 6 DYNAMISCHE SYSTEME

Yy =y-(A+B)" mit F(0)=0.

Daher muf3 F'(t) = 0 sein, d.h.

GUA+B) _ A B

2) Fiir t = 1 erhélt man: e4+? = 4. B,
1) Die Matrizen sA und tA sind natiirlich vertauschbar. Also ist

e(s-i-t)A _ esA-l—tA _ esA . etA‘

3) Esist e?- e =€’ = E, also e invertierbar, mit (e?)™! = e=4.

Aus der Liouville-Formel ergibt sich:
t
det(e!) = exp(/ Spur(A) ds) = etSPurd),
0

Mit ¢ = 1 erhélt man die gewiinschte Formel. "

3.4 Folgerung.

1. Die Fundamentallosung C(t,ty) des Systems ﬂl = A -y ist gegeben durch

A(s—t) . o7

C(t,to) = eAt=%)  die allgemeine Lisung durch $(s;t, y) = e Y.

2. Ist {y1,...,yn} eine Basis des R", so bilden die Funktionen o, (t) == 4.y,
ein Fundamentalsystem von Lésungen.
3. Ist B invertierbar, so ist B~'-e4 . B = eBAB,
BEWEIS:  Wir zeigen nur noch die letzte Behauptung.
X(t) := B '-eM. Bund Y(t) := B 4B gind beides Fundamental-Losungen
von 5' — (B™'-A-B)-y mit X(0) = Y(0) = E, denn es ist
X't)=B"1'-A-eM".B=(B'-A-B)-(B-e"-B)=(B'-A-B)-X(t)
und )
Y'(t)=(B'-A-B)-eB AP — (B A.B) - Y(t).
Aber dann mufi X (¢) = Y (¢) fiir alle ¢t € R sein, insbesondere X (1) = Y'(1). .

Wir versuchen nun, die Exponentialfunktion von Matrizen zu berechnen. Fiir
A,y Ay € R bezeichne D = A(\,...,\,) die aus den \; gebildete Diagonal-
matrix. Dann ist D¥ = A(A}, ..., \F) und
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Lafit man nun N gegen Unendlich gehen, so erhélt man

Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine invertierbare Matrix P, so da P™1-A-P = D
eine Diagonalmatrix ist. Dann ist e = eP"PP™' = p. ¢l . p-1,

3.5 Satz.

1. A besitze n verschiedene (reelle) Figenwerte A1, ..., \, (jeweils mit Vielfach-
heit 1), und {y1,...,yn} sei eine dazu passende Basis von Eigenvektoren von
A. Dann bilden die n Funktionen o,(t) := ™' -y, ein Fundamentalsystem
von Lisungen der DGLy =y - A"

2. Hat A nur k wverschiedene (reelle) Eigenwerte Ay, ..., Ay mit Vielfachhei-
ten ny,...,ng, so gibt es ein Fundamentalsystem wvon Ldsungen, welches
fir v =1,...,k aus jeweils n, Funktionen der Gestalt q,,(t) - e’ besteht,

pw=1,...,n,. Dabeiist q,,(t) jeweils ein Vektor von Polynomen vom Grad
<n, — 1.

BEwErs: 1) Sei P = (y,,...,y,). Dann ist P invertierbar und

A-P =

also
AP = P AWM, ) = (F1(0), . Ball)).

2) Wir kénnen annehmen, da8 k£ = 1 ist, dal es also nur einen einzigen Eigenwert
A mit Vielfachheit n gibt. Dann ist (A — A+ E)" = 0, oder A = A - E + N, mit
einer nilpotenten Matrix N (Beweis: Lineare Algebra, Herleitung der Jordanschen
Normalform).

Weil die Diagonalmatrix (At)E mit jeder Matrix vertauscht werden kann, ist

n—1

oAt — QODE+Nt _ (WE | Nt _ At | —'N”t”.
v=0 v
Nun sei {51,...,§n} eine Basis des R™ und Evu = NV . 5# firv=20,....n—1
und g =1,...,n. Dann ist

—

pult) =€ty =g, ),
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n—1
. v - . .
wobei ¢ ,(t) = Z )" @wn €D Vektor von Polynomen vom Grad <mn — 1ist. =
v=0
Eine Losungsmethode besteht nun darin, die Polynome mit unbestimmten Koeffi-
zienten anzusetzen, das Ergebnis in die DGL einzusetzen und auf den Koeffizien-

tenvergleich zu hoffen.

Beispiel.
0 1 -1 .

Sei A:= [ —2 3 —1 |. Wir wollen die DGL § = Aoy lésen.
-1 1 1

Zunéchst bestimmen wir die Eigenwerte von A. Nach Laplace ergibt die Ent-
wicklung nach der ersten Zeile:

pa(t) = det(A—tE) = (=)[B—t)(1—t)+1] —[(-2)(1 —¢t) — 1]
—[—24 (3 =1)]
= (=) —4t+4)— (2t —3)— (1 —1)
= P+ 42 -5t +2
= —(t—1)*(t—2).

Der Eigenwert A = 2 hat die Vielfachheit 1. Man findet sofort einen Eigen-
vektor dazu, ndmlich y; := (0,1, 1). Das ergibt die erste Losung

Der Eigenwert A = 1 hat die (algebraische) Vielfachheit 2 und man findet
dazu nur den Eigenvektor ys := (1,1,0). Also ist A nicht diagonalisierbar
und wir machen den Ansatz

~ q1 + pit
y(t)=| q@+pt |€"
g3 + pst

Setzt man ¥ (t) in die DGL ein, so erhilt man das Gleichungssystem

(1 +p1) +pit = (2 —q3) + (p2 — p3)t,
(g2 +p2) +pot = (—2q1 +3q2 — q3) + (—2p1 + 3p2 — p3)t,
(g3 +p3) +pst = (—a1+q2+q3) + (—p1 +p2 + p3)t.

Der Vergleich der Koeffizienten bei ¢ liefert z.B.

p1=p2—p3 und p3= —pi +py+ ps,
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also
p1 =p2 und daher p3 =0.

Setzen wir a := p; = ps, so ergibt sich ferner:

G —q2+q3 = —q, Q(Q1—QQ)+C]3=—04 und ¢ = @2,

also g3 = —a. Setzen wir noch [ := q; = s, so erhalten wir:
B+ at
yt)=| B+at |
—a

Das setzt sich linear zusammen aus den Losungen

1 t
o) = 1 | e und 4t) = t ]e.
0 -1

Wir betrachten noch eine andere Differentialgleichung;:

F:MxM — MxM (mit M := M, »(R)) sei definiert durch F(A, B) := (B-A,0).
Dann ist ¢(t) := (e, A) eine Lésung der DGL Y’ = F(Y) mit p(0) = (E, A).

Ist & : R x (M x M) — M x M der globale FluB, so ist ®(¢, (E, A)) = o(t). Daraus
folgt: Die Abbildung A — ®(1, (E, A)) = ¢(1) = (e?, A) ist beliebig oft differen-
zierbar, also auch die Abbildung A — e®. Das ist ein typisches Beispiel dafiir, wie
DGLn nutzbringend in der Reinen Mathematik angewandt werden konnen.

In giinstigen Fillen ist ein dynamisches System lokal topologisch dquivalent zu
einem linearen System mit konstanten Koeffizienten. Das macht die Bedeutung
solcher Systeme aus. Wir wollen im folgenden noch den Fall n = 2 ansehen.

Sei A € Ms5(R). Wie bisher nehmen wir an, daf8 die Eigenwerte Ay, Ay von A reell
sind. Wir betrachten dann jeweils die (Jordansche) Normalform von A.

1. )\1:/\220.

Ist A =0, so ist jede Losung konstant, also jede Integralkurve ein Punkt.

Ist A= ( 8 (1) ), so haben die Losungen die Gestalt ¢(t) = (at+b, a), mit

Konstanten a und b. Die Integralkurven sind Geraden, parallel zur z-Achse.
2. )\1:0und)\2:)\7é0.

Ist A= ( 8 g)\ ), so ist ¢(t) = (a,b - e). Das sind Halbgeraden parallel

zur y-Achse, die nicht die x-Achse erreichen.
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3. >\1 7£ /\2, beide §£ 0.

Dann haben die Integralkurven die Gestalt o(t) = (a - eM? b - e*?!). Sind
beide \; positiv oder beide negativ, so erhédlt man einen sogenannten Knoten,
andernfalls einen Sattelpunkt.

4. >\1 = /\2 - )\
A0 . N . .
Ist A= 0 ) Jrsoist o(t) = e (a,b). Das ergibt Halbgeraden, die auf

den Nullpunkt zulaufen (oder von ihm weglaufen).

0
singuldren Knoten.

Ist A = < A i\ ), so ist @(t) = e - (a + tb,b). Man spricht von einem

Wir haben bisher iiberhaupt noch nicht den Fall untersucht, daf§ A komplexe Ei-
genwerte besitzt. Im Falle n = 2 gébe es dann zwei Eigenwerte \; = a + i und
A2 = a — i3, mit  # 0. Dann erhélt man Integralkurven

o(t) = e - (acos(Bt) + bsin(Bt), bcos(Bt) — asin(Bt)) .

Ist @ # 0, so erhilt man einen Strudel. Ist o = 0, so ist ¢ ein Wirbel (eine Schar
konzentrischer Kreise).



