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116 KAPITEL 5 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

§1 Der Existenzsatz

Definition. Sei G C R x R" ein Gebiet und F' : G — R" eine stetige Abbildung.
Unter einer Ldsung der Differentialgleichung

y' =F(ty)
versteht man eine Abbildung ¢ : I — R™ mit folgenden Eigenschaften:
1. I C R ist ein Intervall, und der Graph {(¢, p(t)) : t € I} liegt in G.

2. ¢ ist stetig differenzierbar, und es ist ¢'(t) = F(t, ¢(t)) auf I.

Man nennt F' auch ein zeitabhdngiges Vektorfeld. Fiir t € R sei
Gy:={yeR": (t,y) € G}.

Dann ist G; offen, eventuell auch leer. Ist G = J x B, mit einem Intervall J und
einer offenen Teilmenge B C R", so ist GG; = B fiir jedes t € J. Ist auflerdem F'
nicht von ¢ abhéngig, so spricht man von einem autonomen Vektorfeld auf B.

Eine Integralkurve eines autonomen Vektorfeldes F' auf B ist ein stetig differenzier-
barer Weg « : J — B mit folgenden Eigenschaften:

1. JCI.
2. d(t) = F(a(t)) fur alle t € J.

Ist F' ein zeitabhingiges Vektorfeld und ¢ eine Losung der DGL y' = F(t,y), so
nennen wir a(t) := (¢, p(t)) eine Integralkurve.

Ist F' zeitunabhéingig, so mochte man folgendes wissen: Gibt es zu jedem Punkt
X € B eine Integralkurve o : J — B von F und einen Parameter tq € J, so daf
a(ty) = xg ist? Ist diese Integralkurve eindeutig bestimmt, und wie grofl kann man
J wahlen?

Ubertragen auf den zeitabhiingigen Fall, suchen wir zu jedem Punkt (¢, %) € G ein
Intervall I und eine offene Menge B C R" mit I x B C G, so daf§ eine Integralkurve
a von F' mit a(ty) = (to,xo) existiert. Die Abbildung ¢(t) := pry o a(t) ist dann
eine Losung der Differentialgleichung. Ist umgekehrt eine Losung gegeben, so ist ihr
Graph eine Integralkurve. Kénnen wir also Differentialgeichungen 16sen, so kénnen
wir auch Integralkurven von Vektorfeldern finden. Bei autonomen DGLn féllt beides
zusammen.

Ist ¢ eine Losung von y' = F(t,y) und ¢(tg) = Xq, so sagt man, ¢ erfiillt die
Anfangsbedingung (to,xo). Die Losung heifit mazimal, wenn sie sich nicht zu einer
Losung mit groflerem Definitionsbereich fortsetzen 148t.

1.1 Satz. Ist ¢ Losung der DGLyY' = F(t,y) und F' k-mal stetig differenzierbar,
so ist ¢ (k + 1)-mal stetig differenzierbar.
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BEWEIS: Definitionsgemifl ist ¢ einmal stetig differenzierbar, aber ¢'(t) =
F(t,o(t)) ist auch wieder stetig differenzierbar. Also mufl ¢ sogar zweimal ste-
tig differenzierbar sein. Dieses Argument kann man so lange wiederholen, bis der
Differenzierbarkeitsgrad von F' erreicht ist. "

Beispiel.

Sei ' : R? — R? definiert durch F(xy,13) := (—x2, 7). Die autonome DGL
(v}, v5) = F(y1,y2) hat die Losungen ¢, (t) := (rcost,rsint), r > 0, und
die Losung ¢o(t) = 0. Fiir jeden Punkt (r,0), » > 0, gibt es genau eine
Losung ¢, mit ¢,(0) = (r,0). Jedes ¢, ist beliebig oft differenzierbar (was
wir natiirlich schon vorher wuBten). Offen bleibt vorerst die Frage, ob es noch
weitere Losungen gibt.

Definition.  Sei (tg,X9) € R x R". Die Tonne mit Radius r und Lédnge 2¢ um
(to,x0) ist die Menge B
T := [ty — &,ty + €] X B.(Xo).

Sei nun G C R x R" ein Gebiet und F' : G — R" eine stetige Abbildung. Eine
Tonne T' C G mit Radius r und Lénge 2¢ heiflt Sicherheitstonne fiir F, falls gilt:

to—e  ty tote {

1.2 Satz. Ist Ty eine beliebige Tonne um (to, xo) mit Radius v und Lédnge 2, so
gibt es ein 0 mit 0 < 6 < ¢, so daff jede Tonne T mit Radius r und Ldnge < 20
eine Sicherheitstonne um (to,Xo) ist.

BEWEIS:  Sei M := supHFH und § := min(e, Dabei sei r/M := +oo gesetzt,

M)
falls M = 0 ist. Dann 1st r/d = max(r/e, M), und fiir die Tonne 7" gilt:  sup||F|| <
T

sup||F||:M§S. .
To
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Definition. Sei G C R x R” ein Gebiet. Eine stetige Abbildung F' : G — R"
geniigt auf GG einer Lipschitz- Bedingung mit Lipschitz-Konstante £, falls gilt:

|F(t,x1) — F(t,%2)|| < k- ||x1 — x|, fiir alle Punkte (¢,%1), (t,%2) € G.

F geniigt lokal der Lipschitz-Bedingung, falls es zu jedem (to,xq) € G eine Umge-
bung U = Ul(tyg,xq) C G gibt, so dal F' auf U einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

1.3 Satz. Ist I stetig und nach den Variablen x4, ..., x, stetig partiell differen-
zierbar, so geniigt F' auf jeder Tonne T' C G einer Lipschitz- Bedingung.

BEWEIS: Sei T = I x B C G eine beliebige Tonne. Die partiellen Ableitungen
F,,(t,x) sind auf T stetig und damit beschriankt, etwa durch M > 0. Fir ¢t € [

ist fi(x) := F(t,x) auf B (total) stetig differenzierbar, und es ist supg|| D f;(x)]| <
n - M. Aus dem Schrankensatz folgt dann:

Hft(xl) — ft(XQ)H S n-M- HX1 — XQ”, fiir X1,X2 € B.

Da dies unabhéngig von ¢ gilt, haben wir unsere gesuchte Lipschitz-Bedingung. =

1.4 Satz. Set G C R x R" ein Gebiet und F' : G — R" stetig. Geniigt F' auf G
lokal der Lipschitz-Bedingung, so gibt es zu jedem (ty,Xo) € G ein € > 0 und eine
Sicherheitstonne T C G mit Zentrum (ty, Xo) und Lange 2¢, so daff F' auf T einer
Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante k < 1/(2¢) gendigt.

BEwEIS:  Sei U = U(ty, x¢) eine Umgebung, auf der F einer Lipschitz-Bedingung
mit Konstante k gentigt. Weiter sei Ty C U eine Tonne mit Zentrum (¢o, Xo), Radius
r < 1 und Lénge 2¢. Man kann € so weit verkleinern, da§ ¢ < 1/(2k) und 7" eine
Sicherheitstonne ist. u

1.5 Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Sei G C R x R" ein Gebiet,
F : G — R stetig, (to,yo) € G. Es sei T'= 1 x B C G eine Sicherheitstonne
der Linge 2e mit Zentrum (to,yo), auf der F' einer Lipschitz-Bedingung mit einer
Konstanten k < 1/(2¢) gendigt.

Dann gibt es genau eine Losung ¢ : I — B der DGL'y' = F(t,y) mit p(ty) = yo.

BEWEIS: Esist [ = [tg —¢,t + €] und B = B,(yy), fiir ein gewisses r > 0. Wir
betrachten den metrischen Raum

X :={¢: I — B : p stetig, mit p(tg) = yo}-

Offensichtlich ist X # @, denn die Funktion ¢(t) = yo gehort zu X. Durch
dist(p, 9) = sup;||p(t) — ¥(t)|| wird eine Metrik auf X erklért.
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Sei nun (¢, ) eine Cauchyfolge in X. Sie konvergiert im Raum aller stetigen Ab-
bildungen von I nach R™ gegen eine stetige Grenzfunktion ¢y. Da B abgeschlossen
und ¢, (t) stets in B enthalten ist, mufl auch der Grenzwert ¢((t) in B liegen.
Und die Relation ¢, (ty) = yo bleibt ebenfalls beim Grenziibergang erhalten. Das
bedeutet, dal ¢y wieder in X liegt. Der Raum X ist vollstindig.

Als niichstes definieren wir eine Abbildung S : X — C°(I,R") durch

(Se)(t) = yo+ / F(u, o(u)) du.

to

Es ist klar, dal S¢ stetig ist und Werte in R™ hat. Aulerdem ist (S¢)(ty) = yo,
und fiir ¢ € [ gilt:

t
(St = 3ll = 1| | Flusplw)) du

to

< lt—tol - sup[F(t,y)
r

< g€-— =7
€

Also liegt S wieder in X. Das bedeutet, daBl S den metrischen Raum X in sich

abbildet.
Wir wollen nun zeigen, dal S kontrahierend ist. Fiir p, ¢ € X ist

dist(Sep, Syp) = sl}pHStp(t)—Sl/)(t)H

= sl / (F(u, p(u)) — F(u, (u))] du]

< 5-k-slllp||4p(“)—¢(u)||
< %dist(gp,z/)).

Das bedeutet, dafl S genau einen Fixpunkt ¢* besitzt. Nun gilt:

t
£ = (50 =30+ [ Flug'w)du
to
Differenzieren auf beiden Seiten ergibt (¢*)'(t) = F(t,¢*(t)). Damit ist ¢* eine
Losung der DGL, mit ¢*(tg) = yo.
Ist umgekehrt ¢ eine Losung der DGL mit der gewiinschten Anfangsbedingung, so
15t . .
[ Fluetu) du= [ @ du=p(t) - olt0) = olt) - 3o,
to to

also S¢ = ¢. Damit ist Existenz und Eindeutigkeit der Losung iiber I gezeigt. m
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Bemerkung. Das oben vorgestellte Losungsverfahren nennt man das Verfahren
von Picard-Lindeldf. Es ist konstruktiv in dem Sinne, daff man mit einer beliebigen
Funktion (z.B. ¢(t) = yo) starten kann und die gesuchte Losung als Grenzwert der
Folge ¢ := S¥p fiir k — oo erhiilt.

Betrachten wir als Beispiel noch einmal die DGL  (y1,y5) = (=2, y1). Sei @o(t) :=
(1,0). Hier ist F(u, p1(u), pa(u)) = (—p2(u), ¢1(u)), also

e1(t) = (1,0)—|—/0(O,1)du = (1,1),

el = L0+ [ (Cunde = (1= 5.0,
2 t2 t3

t
U
t) = (1,0 —u,l — —)du = (1 ——,t——).
) = L0+ [ (1= Fyde = 1-Fe=5)
Per Induktion zeigt man schlief3lich:
k t21/ k-1 t2V+1

pax(t) = <Z<_1)V(2V)!’ (_1)V(2V + 1)!)

v=0

und
£2v k £2v+1

*02’”1“):(;_ (2v)! Z V21/—|—1>

Das bedeutet, dafi ¢(t) := (cos(t), sin(t)) die einzige Losung mit ¢(0) = (1,0) ist.

Im folgenden betrachten wir eine DGL y’ = F(t,y) auf einem Gebiet G C R x R™.
Die Abbildung F' geniige lokal der Lipschitz-Bedingung.

1.6 Satz. Sei ¢ : [ty,t1] — R™ eine Losung. Dann gibt es ein ty > t; und eine
Liosung @ : [to, t2) — R™ mit @y, = .

BEwEIs: Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ein € > 0
und eine eindeutig bestimmte Losung v : (t; — e,t1 + &) — R™ mit ¥(t1) = ¢(t1).
Auflerdem ist

V(t) = F(t, ¢(h)) = F(ty, ¢(t)) = ¢'(t).
Also ist @ : [to, t1 +€) — R mit

b(t) fiirt, <t <ty +e

stetig differenzierbar und damit eine Losung iiber [tg,t; + €). .
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1.7 Satz (von der globalen Eindeutigkeit). Sind ¢, ¢ : [to,t1) — R™ zwei
Lasungen mit p(to) = ¥(to), so ist o = 1.

Bewels:  Nach dem lokalen Eindeutigkeitssatz gibt es ein € > 0, so dafl ¢(t) =
W(t) fur tg <t < tg+eist. Ist ¢ =1 auf ganz [ty, 1), so ist nichts mehr zu zeigen.
Andernfalls sei

t* = 1inf{t € [to, t1) : @(t) £ V(t)}.
Dann ist ¢y < t* < t1, und es muB p(t*) = ¢ (t*) sein, denn die Menge aller ¢ mit
o(t) # () ist offen. Wegen der lokalen Eindeutigkeit wéire dann aber auch noch in

der Néhe von t* die Gleichheit von ¢(t) und 9 (t) gegeben. Das ist ein Widerspruch
zur Definition von t*. "

1.8 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz.  Zu vorgegebener Anfangs-
bedingung (to,yo) € G gibt es Zahlen t_ t, € R mitt_ <ty < t, und eine Lisung
w: (t_,ty) — R™ mit folgenden FEigenschaften:

1. ¢(tg) = yo-

2. @ lafit sich auf kein gréfieres Intervall fortsetzen.

3. Istp: (t_,ty) — R™ eine weitere Lisung mit ¥ (ty) = yo, so ist p = 1.

4. Die Integralkurve ®(t) := (t,¢(t)) lduft in G ,von Rand zu Rand“: Zu jeder

kompakten Teilmenge K C G mit (ty,yo) € K g¢ibt es Zahlen ty,ty mit
t_<t1<t0<t2<t+,

so daff D((t_,t1)) C G\ K und ®((t2,t4)) C G\ K ist.

BEwEIS:  Wir beschrénken uns auf die Konstruktion von ¢, die von ¢_ kann dann
analog durchgefithrt werden. Es sei

ey :=sup{e >0 : 3 Losung @. : [to,to + €] — R" mit p.(tg) = yo}
und
t+ =1ty + Et.

Ist nun ¢ € [to, ¢, ), so gibt es ein € mit t — tg < & < e™, und wir setzen

o(t) = ().

Diese Definition ist wegen der globalen Eindeutigkeit unabhéngig vom gewéhlten
e, und ¢ ist deshalb auch eine Losung der DGL. Nach Konstruktion von e, 148t
sich ¢ nicht iiber ¢, hinaus zu einer erweiterten Losung fortsetzen. Offensichtlich
ist ¢ eindeutig bestimmt.

Der Beweis der letzten Aussage ist etwas komplizierter.
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Sei ®(t) = (t,p(t)) fir top < t < ty die zugehorige Integralkurve. Wenn die Be-
hauptung falsch wére, gébe es eine kompakte Menge K C G und eine monoton
wachsende und gegen ¢, konvergente Folge (t,), so dafl ®(¢,) € K fiir v € N gilt.
Wir nehmen an, das sei der Fall. Da K kompakt ist, mufl dann die Folge (¢,) be-
schriankt sein, also ¢, endlich. Aulerdem muf es eine Teilfolge (t,,) geben, so daf
®(t,,) gegen ein Element (t;,y4) € K (und damit in G) konvergiert. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise nehmen wir an, daf schon die Folge (®(¢,)) gegen (t+,y+)
konvergiert.

Sei Ty = [ty —eo, t4 +20] X By, (y) eine Tonne, die noch ganz in G liegt. Dabei sei o
so klein gewéahlt, da8 F' auf Tj einer Lipschitzbedingung mit Konstante & < 1/(2¢)
geniigt. Weiter sei
. (€0 To
M = F = —, = d =
sl . = min(3,5%) wnd i,
sowie T} die Tonne mit Radius 7 und Lénge 2¢ um (¢, ,y. ). Fiir einen beliebigen
Punkt (t,y) € T} ist die Tonne 7" = T'(t,y) mit Radius r und Lénge 2¢ um (¢,y)
eine in Ty enthaltene Sicherheitstonne, denn es ist

- maX(E,M), also supl|F|| < supl||F|| =M < T
T To €

Ty 1o

..... ! o (t+7y+)

Auflerdem erfiillt ' auch auf T die Lipschitzbedingung mit der Konstanten k. Wir
konnen das auf 7, = T(t,,(t,)) anwenden, denn fiir geniigend grofes v liegt
(tu,¢(t,)) in Ti. Dann ist (t,y4) in 7, enthalten. Nach dem lokalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz gibt es genau eine Losung 1 : [t, — &,t, +¢] — B,(o(t,)) mit
1/}@1/) = 90<tu)'

Offensichtlich wird ¢ durch ¢ fortgesetzt, und zwar iiber ¢, hinaus. Das ist ein
Widerspruch! "
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§ 2 Beispiele und Losungsmethoden
2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Unter einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen versteht man eine Dif-
ferentialgleichung der Form

y = f(x)g(y),
wobei f: I — Rund g : J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen sind.

1. Fall: Ist g(yo) = 0, so ist fiir jedes zg € I die konstante Funktion ¢(t) = y, die
einzige Losung mit ¢(x¢) = ypo.

2. Fall: Sei Jy C J ein offenes Intervall, auf dem ¢ keine Nullstellen hat, und
Yo € Jo. Ist ¢ eine Losung auf I mit ¢(zg) = yo, so muB fiir alle ¢ € I gelten:

Also ist

[rwa= [ s [ : S

Sei nun F' eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf
Jo. Dann ist G'(x) = 1/g(x) # 0 fiir x € Jy, also G dort streng monoton. Damit
ist G umkehrbar und

p(z) = G (F(x) = F(xo) + G(yo))-

Die Probe zeigt sofort, dafl (t) tatséchlich die DGL 16st.

Jo f
yo .............. :

[
\
\
\
\
“ y(t) = y1 (Nullstelle von g)
[
[

y(t) = y2 (Nullstelle von g)

o [

Bemerkung. Die Physiker haben — wie immer — eine suggestive Schreibweise
dafiir:

W _ @) ’

FEb
|
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Damit y(zo) = yo ist, muB man ¢ = G(yo) — F(x) wihlen.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL ¢/ = xy.

Hier sind f(z) = 2 und g(y) = y auf ganz R definiert. Als Stammfunktionen kénnen
wir

1
F(z) = §x2 auf R
und
G(y) := Iny| auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthélt,

nehmen. Dann ist

G(z) = { e* falls J C Ry,

—e®  sonst,

also
y(x) = GH(F(z)+o)
= :I:exp(%:c2 +¢)
= C- exp(%ﬁ), mit C' € R.
Das schliefit insbesondere die Losung y(x) = 0 mit ein. Liegt J in Ry, so muf

C > 0 gewéhlt werden, sonst C' < 0.
Als zweites Beispiel betrachten wir die DGL

1 1
Hier ist f(x) = x, also F(x) = éxz, wie oben, sowie g(y) = y?, also G(y) = ——

(auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthélt). Nach dem obigen Verfahren
erhalten wir die Losungen
2
22/2+c  2c+a?

Ye(r) = G (F(2) +¢) =

Hinzu kommt die konstante Losung y(z) = 0, die sich aus der einzigen Nullstelle
von ¢g(y) ergibt.

2.2 Lineare Differentialgleichungen

Eine allgemeine lineare DGL 1. Ordnung iiber einem Intervall I hat folgende Ge-
stalt:
Y + a(x)y = r(x), mit stetigen Funktionen a,r : I — R.

Ist r(x) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die
Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen wir
voraussetzen, dafl y(x) # 0 fir alle x € [ ist, und es gilt:
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mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.

Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(x) # 0): Sind ¢4, 9 zwei Losungen,
S0 1st

(o1 = @2)'(t) + a(t) (pr(t) — a(t)) = r(t) —r(t) =0,

also unterscheiden sich je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat dem-
nach die Gestalt

o(t) = pp(t) +c- e,

mit einer ,, partikuldren Losung® ¢,(t) der inhomogenen Gleichung. Die miissen wir
noch finden.

Meistens findet man spezielle Losungen iiber einen geeigneten Ansatz. So geht man
auch hier vor. Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten.

Ansatz:  y,(v) = c(x) - e ).

Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL versucht man, Bedingungen fiir
¢(x) zu erhalten:

y;(:v) = (d(z) — c(z) - A'(x)) e Al) — (¢ (z) — c(z)a(x)) - o~ Al@)
Da y,(z) + a(z)y,(z) = r(x) sein soll, erhilt man die Bestimmungsgleichung:
(@) e M = r(a),

und setzt daher

Die Probe zeigt, dafl y, tatséchlich die inhomogene DGL 16st.

Die allgemeine Losung hat somit die Gestalt

y(@) =yp(x) +c- e = (/ T(t)eA(t) dt +c) - e~ Al)
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2.3 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen einfachen DGLn n-ter Ordnung
und den Systemen von DGLn erster Ordnung;:

Ist eine DGL
y" = flx,y,y, . yY) (%)

gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System zu:

y’1=yz

yn—]_ = yn
y':z = f(xvyla"'ayn)

Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so ist o™ (t) = f(t,0(t), ¢ (1), ..., (1)), und

wir setzen
e1i=0, @2i=¢, ., pn =,

Dann ist

Pi(t) = pa(t),

Pna(t) = en(t)
und on(t) = w(")(t) = [, o1(t), .., enlt)),

d.h., (¢1,...,pn) ist eine Losung des Systems.

Ist umgekehrt eine Losung (i1, . . ., ,) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ;.
Dann ist
P'(t) = pa(t), .., 0" D(t) = @)
und schlieBlich o™ () = ¢/ (t) = f(t, 0(t),..., " V(1))

also ¢ Losung von ().

Man kann also die Theorie der DGLn n—ter Ordnung auf die der Systeme 1. Ord-
nung zuriickfithren. Insbesondere gilt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz sinn-
geméif. Eine Anfangsbedingung fiir die DGL n—ter Ordnung hat die Gestalt

e Nz) =9y, v=0,1,2,...,n— 1.

2.4 Transformationen

Sei G C R x R™ ein Gebiet, F' : G — R" stetig. Die DGL y’ = F(z,y) 14t sich
manchmal besser 16sen, wenn man sie transformiert.

Sei T': G — R x R" ein Diffeomorphismus auf ein Gebiet D, mit T'(t,y) =
Tt y))
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Die Integralkurven a(t) = (¢, p(t)) der urspriinglichen DGL werden auf Kurven

Toa(t) =T(t,e(t) = (,T(t,¢(t) =: (¢, (1))

abgebildet, und wir versuchen, diese Kurven als Integralkurven einer neuen DGL
aufzufassen. Wie sieht diese DGL aus?

Hat die transformierte DGL die Gestalt v/ = F'(¢,v), so muf} gelten:

V() = F(t(1)  wnd o(t) = T(t, ¢(1)).

Wir beschranken uns hier auf skalare DGLn. Dann ist

G (6 0) + 5 o)) = 0'(0) = Fit,u(0)
und
(6. 0(0)) = T (6, 0(0)),
also _ B
F(t,v) = %(Tl(t,v)) + g—z(Tl(t,v)) F(T(t,v))
Beispiel.

Die DGL ¢ = F(t,y) wird homogen genannt, falls F(rt,ry) = F(t,y) fir
(t,y) € G und r # 0 ist.! Der Definitionsbereich G' von F' mufl dann folgende
Eigenschaft besitzen: Mit (¢,y) gehort fiir jedes r # 0 auch (rt,ry) zu G.

Enthélt G keinen Punkt (¢,y) mit ¢t = 0, so ist folgende Transformation
moglich:
Y
T(t,y) = (1. 2).

Ist p(t) Losung der Ausgangsgleichung, so ist ¥(t) := @(t)/t Losung der
transformierten Gleichung, und es gilt:

S = te'(t) — o(t)

t2
_ - F(te(t) — o)
t2
e F(t (1) — ()
t2
_F(L(1) — ()
+ )

!Dieser Begriff sollte nicht mit dem Begriff ,,homogen* bei linearen DGLn verwechselt werden!
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F(l,v) —
d.h., ¢ ist Losung der DGL o' = (%)U Eventuell ist ¢ einfacher zu
finden.
2
Sei etwa F'(t,y) = % +14/1— ‘3—2 auf

G=A{(ty) : >y’ ={(t,y) : t—y)-(t+y) >0}

Man sieht sofort, da3 das eine homogene DGL ergibt, und die obige Trans-
formation macht daraus .
v = ;\/1 — 2
Das ist eine DGL mit getrennten Variablen, der Gestalt v' = f(t)g(v), mit
1
ft) = n und g(v) = v/1 — v%. Offensichtlich ist die Losung ¢ mit 1(ty) = v
gegeben durch
Y(t) = sin (In(t/to) + arcsin(vy)).

Dabei sei (tg,v9) = (to,yo/to) eine (transformierte) Anfangsbedingung. Als
Losung der Ausgangsgleichung erhélt man dann:

p(t) =t-¥(t) =t -sin (In(t/ty) + arcsin(yo/to)).

Ein anderes Anwendungsbeispiel ist die Bernoullische DGL :

/

Y = a(x)y + b(z)y",

wobei « reell, # 0 und # 1 sein soll.

Wir verwenden die Transformation T'(¢,y) := (¢,y' ™). Dann ist
oT oT
T_l(tu U) = (t’vl/(l_a))a E(ta y) =0 und 8_y<t7y) = (1 - a)y_a'

Weil F(t,y) = a(t)y + b(t)y* ist, folgt: die transformierten Integralkurven geniigen

der DGL v = F(t,v), mit

~ oT oT
F(t — = (t. oV =a)y L I V(A=) | it/ (=)
(1) = Gt o) G 00 - R (g0
= (1 — Oé)fufa/(lfa) . (a(t)rul/(lfo‘) + b(t)va/(lfa))

= (1—a)-(a(t)v+b(t)).

Die transformierte DGL ist linear und daher sicher einfacher zu behandeln als die
Ausgangsgleichung.
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Beispiel.
Die logistische Gleichung (oder Gleichung des beschrinkten Wachstums)
Y =ay—by*>, mita,be€ R, und y >0

ist vom Bernoullischen Typ. Bevor wir sie transformieren, noch ein paar An-
merkungen:

Esist ¥/ = y(a—by). Ist p eine Losung und 0 < ¢(t) < a/b, so ist a—b-p(t) >
0, also ¢'(t) > 0. Der ,,Bestand“ wéchst! Ist dagegen o(t) > a/b, so ist
¢'(t) < 0 und der Bestand nimmt ab.

Weiter ist ¢ () = ay¢'(t) —2bp(t)¢'(t) = (a—2bp(t))¢'(t). Ist also 0 < ¢(t) <
a/(2b), so ist ¢'(t) > 0 und ¢"(t) > 0. Das ist der Bereich , beschleunigten
Wachstums®, der Graph beschreibt eine Linkskurve. Ist dagegen a/(2b) <
@(t) < a/b, soist ¢"(t) < 0. Hier beschreibt der Graph eine Rechtskurve, das
Wachstum wird gebremst.

a/b

a/(2b)

Yo

Nun wenden wir unsere Transformation an. Suchen wir eine Losung von ' =
ay—by? zum Anfangswert (to, Yo), so konnen wir genauso gut eine Losung von
v' = —av+b suchen, zum Anfangswert (to, y, ' ). Das ist eine inhomogene DGL
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Eine partikuldre Losung ist die
konstante Funktion v,(t) = b/a, und die allgemeine Losung der zugehorigen
homogenen Gleichung ist gegeben durch v.(t) :=c-e ™ c € R.

Die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

a

Yelt) = (0p(t) +ve(t)) ™ = .

Fiir alle diese Losungen gilt:

ye(t) — % fir t — oo.
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2.5 Pfaffsche Formen und exakte Differentialgleichungen

Zur Erinnerung: Eine Pfaffsche Form w auf einem Gebiet G C R"™ ist eine stetige
Abbildung w : G x R™ — R, die linear im 2. Argument ist. Sie besitzt eine eindeutig
bestimmte Darstellung

w=wydry + -+ w, dr,,

wobei die w, stetige Funktionen auf G sind, die durch
wy(x) = w(x, e,)
gegeben sind. Die dx, sind Pfaffsche Formen mit dz,(x,e,) = 0,,.

Ein Spezialfall ist das totale Differential df = f,, dxy + - - -+ f,, dx,, auch gegeben
durch (df)(x,v) = Df(x)(v).

Definition. Es seien G; C R", Go C R™ zwei Gebiete, ' : G; — G5 eine
differenzierbare Abbildung. Ist w eine Pfaffsche Form auf G5, so wird die ,,zuriick-
geliftete® Pfaffsche Form F*w auf Gy definiert durch

Frw(x,v) = w(F(x), DF(x)(v)).

2.1 Satz.
1. Ist g differenzierbar auf G, so ist F*(dg) = d(go F).
2. FEsist F*(wy +wq) = F*wy + F*wy und F*(g-w) =(go F) - F*w

BEwEIs: 1) Es ist
F(dg)(x,v) = dg(F( ), DF(x)(v))
= Dg(F(x))(DF(x)(v))
= ( o F)(x)(v)
= d(go F)(x,v).

2) Die Linearitét ist trivial. n

2.2 Folgerung. Ist w = Zwu dy, und F = (Fy,...,Fy), soist

pn=1
Frov= Z(w# o F)dF,.
pn=1

BEwEIs: Klar nach dem obigen Satz, denn es ist F*(dy,) = d(y, o F) =dF,. =
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Beispiel.

Ist w = fdt eine Pfaffsche Form auf R und I = [a, b, so setzen wir / W=
I

b b
/ w(t,1)dt = / f(t)dt. Ist J = [c, d] ein weiteres Intervall und ¢ : J — [

eine orientierungstreue Parametertransformation, so ist ¢(¢) = a, ¢(d) = b

und
d
/@*w = /(p*w(s,l)ds
J c

S RECOREOIE
d
= [ el o) ds

_ /abw(t,l)dt _ /Iw.

Ist a: I — R” ein differenzierbarer Weg, so setzen wir

/aw = /Ioz*w = /abw(a(t),o/(t))dt.

Das ist die bereits bekannte Definition des Kurvenintegrals.

Offensichtlich ist / w = / w fiir jede orientierungstreue Parametertrans-
aop «

formation.

Sind Fy : Go — G; und F; : G; — G5 differenzierbare Abbildungen, w eine
Pfaffsche Form auf G, so ist

Der Beweis ist eine einfache Rechnung.

Bekanntlich heiflen zwei Wege édquivalent, wenn sie durch eine orientierungstreue
Parametertransformation auseinander hervorgehen. Eine Aquivalenzklasse nennen
wir eine (orientierte) Kurve. Sie wird représentiert durch das Bild C' = a([) unter
einer der Parametrisierungen, versehen mit einem Durchlaufsinn. Die Kurve heift
regulér, wenn sie eine glatte Parametrisierung besitzt.

Definition. Sei w eine Pfaffsche Form auf einem Gebiet G C R". Eine regulire
Kurve C' C G heit Losung der Gleichung w = 0, falls es eine glatte Parametri-
sierung o : I — G von C gibt, so dafl a*w = 0 ist. Die Orientierung spielt dabei
zunéchst keine Rolle.
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2.3 Satz. Sei G C R? ein Gebiet und F : G — R eine stetige Funktion. Dann
stimmen die Integralkurven der DGL y' = F(z,y) mit den Losungen der Gleichung
dy — F(z,y)dx = 0 tberein.

BEWwWEIS: 1) Sei ¢ : I — R eine Losung der DGL und «(t) = (t,¢(t)) die
zugehorige Integralkurve. Dann ist a offensichtlich glatt und

a*(dy — Fdz) = (¢ — Foyp)dt =0.

Also parametrisiert « eine Losung der Gleichung dy — F dx = 0.
2) Sei umgekehrt o = (aq, ap) : I — R? eine glatte Parametrisierung einer Lsung
der Gleichung w = 0 (mit w := dy — F dz). Dann ist

0=ca'w=(a— (Foa)a))dt.

Wiire o] (tg) = 0, so wére auch a4(ty) = 0, und das kann bei einer glatten Parame-
trisierung nicht vorkommen. Also muf} o/ (t) # 0 fiir alle t € I gelten. Das bedeutet,
dafl a; eine (eventuell nicht orientierungstreue) Parametertransformation ist. Wir
setzen

B(s) = alay ' (s)).

Dann parametrisiert auch § die betrachtete Losungskurve, und es gilt:

B(s) = (s,(s)) mit  (s) = azoay’(s).

Weil f*w = (a7 h)*(a*w) = 0 ist, folgt, daB ¢ eine Losung der DGL ist. n

2.4 Satz. Sei w eine Pfaffsche Form auf G. Ist h : G — R eine nirgends
verschwindende stetige Funktion, so haben die Gleichungen w = 0 und h-w = 0
die gleichen Ldsungen.

BEWEIS: st « ein stetig differenzierbarer Weg, so ist
a*(h-w)=(hoa)- aw.

Daraus folgt die Behauptung. "

Definition. Sei w = adx + bdy eine Pfaffsche Form auf einem Gebiet G C R2.
Dann heit w in einem Punkt xq € G regulir, falls (a(xo),b(x0)) # (0,0) ist.
Andernfalls heifit w in dem Punkt xq singuldr.

Seli w = adzr + bdy in x¢ reguldr. Ist b(xg) # 0, so gibt es eine Umgebung U =

1
U(xo), so daB b(x) # 0 fiir alle x € U ist. Dann ist ;Y= dy — (—%)dx eine
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a(z,y)
b(x

so geht man analog vor. Einer beliebigen Pfaffschen Form auf einem Gebiet des
R? kénnen wir i.a. nur lokal eine explizite DGL zuordnen. Allerdings entsprechen
die Losungen der Gleichung w := adz + bdy = 0 ,fast“ den Integralkurven der
impliziten Differentialgleichung by’ + a = 0. Daf} die Integralkurven t — (¢, p(t))
der DGL auch Losungen der Pfaffschen Form sind, ist offensichtlich. Ist umgekehrt
« eine Losung der Gleichung w = 0 und /) (tg) # 0 (keine senkrechte Tangente),
so ist die Spur von « in der Né&he von ty Graph einer Funktion ¢, und ¢(t) eine
Losung der DGL.

Pfaffsche Form, die der DGL ¢/ = — entspricht. Ist b(x¢) = 0 und a(xg) # 0,

Beispiel.

Sei w := x dx + ydy. Dann sind alle durch «(t) := (r cost,rsint) parametri-
sierten Kreise Losungskurven von w = 0. Diese Kreise kénnen natiirlich nicht
Integralkurven einer DGL sein, denn dann miifiten sie im Definitionsgebiet
von Rand zu Rand laufen.

Tatséchlich ist yy’ + = = 0 fir y # 0 die DGL 3y = —x/y mit getrennten
Variablen. Eine Losung y = y(x) erhilt man aus der Gleichung / ydy =

— /xdx, also y? = —2% + ¢. Mit ¢ = r? ergibt das

y(r) = £ry/1 — (z/r)2.

Die Halbkreisbogen enden jeweils dort, wo die Tangente senkrecht wird.

Definition. Die Funktionen a,b auf dem Gebiet G seien stetig. Eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f : G — R heifit Stammfunktion oder erstes Integral der
DGL b(x,y)y' + a(x,y) = 0 (bzw. der Pfaffschen Form w = adx + bdy), falls fiir
jedes ¢ € R die Niveaumenge {(x,y) : f(z,y) = ¢} eine lokal-endliche Vereinigung
von Integralkurven der DGL ist.?

Kann man die Gleichung f(x,y) = ¢ lokal nach y auflésen, so erhélt man Losungen
der DGL. Das ist der Sinn der ersten Integrale.

Definition. Die DGL by’ + a = 0 (bzw. die Pfaffsche Form w = adx + bdy)
heilt ezakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion g mit g, = a und g, = b
(also dg = w) gibt.

2 lokal-endlich“ bedeutet: Jeder Punkt xq besitzt eine Umgebung U, so da8 X NU Vereinigung
von endlich vielen Integralkurven ist.
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2.5 Satz.
1. Ist f Stammfunktion vonw, so ist V f zu den Integralkurven von w orthogonal.

2. Ist w = adx + bdy requldr und df = w, so ist f eine Stammfunktion von w.

BEwWEIS: 1) Sei o : [ — G eine Integralkurve und f(«(t)) = ¢. Dann ist

0= (foa)(t) =Vf(at))ea'(t).

2) Sei c € Rund X := {(z,y) : f(x,y) = c}. Weiter sei df = w. Ist xg = (z0,%0) €
X, so ist (a(x¢), b(x0)) # (0,0), also z.B. f,(x¢) # 0. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen gibt es eine Umgebung U =V x W von xg, so daf} gilt:

UNX ={(z,y) eVxW :y=p),

mit einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ : V' — W. Setzen wir a(t) := (¢, p(t)),
so ist f(a(t)) = ¢ iber V. Dann ist a*w = d(f o @) = 0, also « Losung der
Gleichung w = 0. Umgekehrt mufl f auf jeder Losungskurve konstant sein, also
liegt die Integralkurve o ganz in X. "

Definition. Sei w eine Pfaffsche Form auf dem Gebiet G C RZ% Eine stetige,
nirgends verschwindende Funktion h : G — R heifit Eulerscher Multiplikator oder
integrierender Faktor fiir w, falls h - w exakt ist.

Beispiel.

Die Pfaffsche Form w = y dz + 2z dy ist nicht exakt (denn hier ist a,, = 1 und
b, = 2). Aber es ist
1 y
— w=——dr+2yzxd
7 w NG T+ 2z dy
exakt. Setzen wir ndmlich F(z,y) := 2y\/x, so ist F.(z,y) = y/+/z und
F?J(x? y) = 2\/5

Es ist i.a. sehr schwierig, einen Eulerschen Multiplikator zu finden. In manchen
Féllen fiihrt allerdings schon der Ansatz h = h(x) zum Ziel.

Beispiel.

Ist w=adx+bdy, b# 0und h = h(z) und h-w exakt, so muf3 (h-a), = (h-b),
sein, also h - (a, — b,) = I’ - b. Daraus folgt:
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also

h(z) = exp (/ ay(x,gl/))(;;;(x, v dx).

— b,
Sei etwa w = (222 4 2xy* + 1)y dz + (3y* + x) dy. Dann ist %y

b

der obige Ansatz liefert h(z) = e*”. Nun suchen wir eine Funktion f mit

= 2z, und

fo= e“”Qy(Qx2 +2ry*+1) und f, = e* (3y* + ).

Integration nach y liefert

flag) = [ fydy =7 + ) + (o),
mit einer noch unbekannten Funktion . Differentiation nach z liefert nun
folz,y) ="y + 22 % (y* + zy) + ¢ (2) = e y(1 + 2zy® + 22%) + ¢ (2).
Also koénnen wir ¢' = 0 wéhlen. Damit ist

flz,y) =" (zy +y°) +c

Tatséchlich ist dann df = w. Die Gleichung f(x,y) = ¢ ist genau dann erfiillt,
wenn y(z + y*) = 0 ist. Sei a(t) := (¢,0) und S(¢) := (—t*,t). Dann ist

o'w=0und f*'w = ((2t* = 2t* + 1)t(—2t) + (3t> — t*)) dt = 0.

So haben wir zwei Losungen der Gleichung w = 0 gefunden.
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§3 Niherungslésungen und lokaler Fluf
Wir betrachten ein Gebiet G C R**! und eine DGL
y =F(ty),

wobei F': G — R” lokal der Lipschitz-Bedingung geniigt.

Fiir (t,y) € G sei I(t,y) das maximale Definitionsintervall der Losung ¢ = @@y
mit p(t) = y. Dann setzen wir

Q:={(s;t,y) eRx G : (t,y) € Gund s € I(t,y)}.
Die Abbildung @ : Q — R™ mit
P(s;t,y) = @y)(s)

nennt man die allgemeine Losung der DGL.

Dann ist @ nach der ersten Variablen partiell differenzierbar, und es gilt:

0p N
s (s;t,y) (s,0(s:t,y))

und  P(tty) = y.
3.1 Satz. Sei (t,y) € G und s € I(t,y). Dann ist I(s,p(s;t,y)) = I(t,y) und

Plu;s,0(s5t,y)) = (ust,y),
also insbesondere o(t; s, p(sity)) = y.

BEWEIS:  Sei ¢ 1= @(y) und 13 1= Q54 (s))- Beides sind Losungen, und es ist
Yo(s) = 11(s). Also ist ¥y = 1y, und daher

Pu; s, @(s;t,y)) = P(u; 8,91(5)) = to(u) = V1 (u) = P(u;t,y).

3.2 Lemma von Gronwall. Seity < t; < oo und g : [to,t1) — R stetig. Weiter
sei v > 0 und 3 > 0. Ist nun

0<g(t) SOéJrﬁ/tg(T)dT fiirt € [to, t1),

so st auch
g(t) < a- Pt firt € [to, ty).
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t
BEWEIS:  Sei u(t) := e_ﬁt/ g(7)dr. Dann ist u(tg) = 0 und

to

u'(t) = —Bult) +eg(t)
< —Bult) + e a+ 6/t g(7)dr)
= «- e‘ﬂt,

also a - e Pt — /() > 0. Integration iiber [to,t] ergibt:

DBt B0y _y(t) > 0,

5}
also
o+ 5/ g(T)dr

= a+ 8- elu(t)
a+ e %(e‘ﬁto — e fh

Q
—~
~
N—
IN

IN

- eﬁ(t_t()) .

Definition. Sei J C R ein Intervall. Eine stetig differenzierbare Funktion ¢ :
J — R™ heifit eine e-Ndiherungslosung, falls gilt:

L. (t,p(t) e G firte J.

2. |l (t) — F(t,p(t)] <efirteJ.
Sei J C R ein Intervall und B C R” eine Kugel, so dafl J x B in G enthalten ist
und F auf J x B einer Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante k geniigt.

3.3 Satz.  Uber dem Intervall J sei p1 eine e1-Ndherung und py eine o-Ndihe-
rung. Auflerdem sei ty € J und € = 1 + €5. Dann ist

€
lir(6) — @Dl < llgr(to) — @alt)] - =1+ £ - (&bl — 1)
fiir allet € J.

BeweEls:  Weil || (t) — F(t, oa(t))]] < e, ist, folgt:

Jioatt) = exlta) = | Fluspa(w)

to

= [ () = Pl oau)

< ezt —tol.
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t
Setzen wir Ay (t,t0) = pa(t) — @a(to) — / F(u, px(u)) du, so ist

to

||A1(t,t0) - Ag(t,to)H S €1|t - t0| +€2|t - t0| = €|t - t0|

Da aus |a — b — ¢| < d die Ungleichung |a| < [b| 4 |¢| 4 d folgt, ist

lpa(t) = (O < llpa(to) — 902(t0)’|+H/t (F(u, p1(u)) = F(u, p2(u))) dul|+elt — to|.

Nun setzen wir
w(t) = [le:(t) — e2(2)]|
Wir haben gezeigt: Fiir t > ¢, ist

w(t) < wlty)+et—to) +k- /tw(u) du

to

= w(ty) +k- /tt [w(u) + a du.

Wenden wir das Lemma von Gronwall auf ¢(t) := w(t) 4+ ¢/k an (nach Addition
von ¢/k auf beiden Seiten der obigen Ungleichung), so ergibt sich:

< (w(to) + ) - €K1,

also .
w(t) < w(ty) - M) 4 E(ek(t_t()) —1).

Damit ist der Satz fiir ¢ > t; bewiesen. Wendet man ihn auf die DGL y’ =
—F(—t,y) an, so erhélt man ihn auch fiir ¢ < t,. n

3.4 Folgerung. Sind p1,¢o : J — B zwei (exakte) Losungen der DGL y' =
F(t,y) mit Anfangsbedingungen ¢1(tg) = y1 und ps(ty) = y2, so ist

le1(t) — o2t < llyr — yall - €777 fiir t € .
Dabei ist k die Lipschitz-Konstante.

BEWEIS: Setze 1 = g9 = 0. "

3.5 Satz. Seiy = F(t,y) eine DGL diber G C R x R™, F geniige lokal einer
Lipschitz-Bedingung. Weiter sei (to,yo) € G.

Dann gibt es eine > 0 und einr > 0, so daff (to—¢,to+¢) X B.(yo) in G enthalten
ist und zu jedem 'y € B = B,(yo) eine Lisung @y : J = (to — e,t9 +¢) — R™ der
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DGL mit py(ty) =y existiert. Die Abbildung ® : J x B — R"™ mit ®(t,y) = py(t)
15t stetig.

Bemerkung. Man nennt ® einen lokalen Fluf§ fiir F in (tg,yo). Es ist

Wity = F.o(y)

und  P(to,y) = y.
Ist @ die allgemeine Losung der DGL, so ist

P(t;to,y) = @(t,y).

BEWEIS:  Sei Ty := [to — J,to + 0] x Br(yo) eine Sicherheitstonne um (to,yo), die
R

noch ganz in G liegt. Dann ist M, := supHF( )| < 5 Wir kénnen Tj so klein

wéhlen, dafl F' auf T} einer Lipschitz- Bedmgung mit Konstante k£ < 1/(26) geniigt.

Nun sei € := §/4, M := R/(4e) = R/6, Jy := [to —,to+¢&] und T} := Jy X Br(yo).
Dann ist ||F|| < M < R/e auf Ty, also auch T} eine Sicherheitstonne. Auerdem
ist 2ke <¢e/d =1/4.

Ty o

T

(tp,y)

(to»¥0)

= )

Sei r := R/2 und T := Jy x B,(yo). Wir wollen jetzt das Verfahren von Picard-
Lindelof in T" durchfiihren, wobei wir den Anfangswerty € B := B,(yo) (fiir t = )
als Parameter mitfiihren.

Fiir y € B sei Sy : C°(Jo, Br(yo)) — C°(Jo, Br(yo)) definiert durch

(SySO) (s) ==y +/ F(r, (1)) dr fir s € Jo.
to
Tatséchlich ist
R
[(Sye)(5) = yoll < lly = yoll + M- [s —to| < o+ M- 2e <R,

so daB X := C°(Jy, Br(yo)) von S, auf sich abgebildet wird. Aulerdem ist

1,9(6) = Syl = supl | [F(rtr) = Flr. ()] dr| < k22 llp = ],
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Da k- 2e < 1 ist, ist Sy kontrahierend. Es gibt einen Fixpunkt ¢y, der zugleich
Losung der DGL ist, mit ¢y (t9) =y.

Es sei ®(t,y) := ¢y (t) auf J x B. Dann ist

cI>(t,y):y+/ F(r,®(1,y)) dr.

to
Sind (t1,y1), (t2,y2) € J X B gegeben, so ist
[D(t1,y1) — Pt2, y2)|| < (| @1, y1) — Pt y2)l| + [[R(t1, y2) — P(t2, y2)||
to
ly1 — ya| - eFlirrol 4 ||/ F(r,®(7,y2)) dr||
t1

ly1 — yall - €" + [t1 — to] - M.

IN

IN

Das zeigt, dafl ® stetig ist. "



