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§1 Differenzierbare Strukturen

Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum.

Definition. Eine Karte oder ein Koordinatensystem fiir X ist ein Paar (U, p)
mit folgenden Eigenschaften:

1. U ist eine offene Teilmenge von X.

2. ¢ ist ein Hom6omorphismus von U auf eine offene Teilmenge des R™.

Zwischen offenen Mengen V' C R" und W C R™ kann es nur dann einen Homoomor-
phismus geben, wenn n = m ist. Deshalb ist das n in der Definition eindeutig
bestimmt. Allerdings werden wir dieses Ergebnis aus der Topologie hier nicht ver-
wenden.

Ein Hausdorffscher Raum X heifit lokal-euklidisch von der Dimension n, falls es
zu jedem Punkt x € X ein n-dimensionales Koordinatensystem (U, ¢) mit x € U
gibt. Ein solcher Raum ist automatisch lokal-kompakt, d.h., jeder Punkt besitzt
eine kompakte Umgebung.

Ist (U, ) eine Karte fiir X, ¢(U) offen im R"™ und 7; : R* — R die Projektion auf
die -te Komponente, so nennt man die Funktionen

=mop:U—=R, i=1,...,n,
die durch ¢ bestimmten lokalen Koordinaten.

Beispiel.

Sei S? = {x € R? : ||x|| = 1} die Einheits-Sphére im R®. Mit der vom R?
induzierten Relativtopologie ist S? ein Hausdorffscher topologischer Raum.
Die Menge

U:=5Nn{(r,y,2) eR®: 2 <1}

ist offen in S2. Tatsichlich umfat U die gesamte Sphére mit Ausnahme des
Nordpols.

Nun sei ¢ : U — R? definiert durch

o(x,y, z) = ( * Y )

1—2"1—2

Als Einschréinkung einer stetigen Abbildung von {x € R® : 2z < 1} nach R?
ist ¢ ebenfalls stetig. Wir wollen zeigen, dafl ¢ sogar ein Homéomorphismus
von U auf R? ist. Dazu definieren wir v : R? — R? durch

ti,t2) == (x,y, 2 :< 3 )
vltnte) = (@092 = ([ oF 1 P+ 1
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Offensichtlich ist z < 1, und mit N := [|t]|? + 1 ist

N2 (2 +y*+2%) = 48 + 465+ (|[¢))* — 1)?
= Allt]* + [lt]* = 2)|t))* + 1
= e+ 20t +1

N2

also 22 4+ y? + 22 = 1. Das bedeutet, daf 1 eine stetige Abbildung von R?
nach U ist. Wir wollen zeigen, dafl 1) die Umkehrabbildung zu ¢ ist.

a) Ist (2,9,2) € U und @(r,y, 2) = t = (b1, 1), so ist

= () ()

P4yt 12
RS R e
14z
1=z
also 5 5
g2 +1=—— und [t[2P—1=—=
T e
Dann folgt:
_(2x/(1—=2) 2y/(1—2) 22/(1—2)>_
@DOSO(%Z/,Z)— ( 2/(1—2) ) 2/(1—2’) I 2/<1_2) —(l’,y,Z).
b) Nun sei t = (f1,t2) € R? und ¥(t) = (x,y, 2). Dann ist
2 _
RN U1 S S T
[t +1  it]2+1
also
2t —2ty
) = oy a1
povlt) = PeErr Es 1

(2251/(||t||2 +1) 26/(][t]* + 1)>
2/ +1) © 2/(lIe]]* + 1)
= (t,ta) = t.

Das zeigt, dafl ¢ die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist ¢ ein Homéomor-
phismus und (U, ¢) eine Karte fiir S2.

Definition. Sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum. Ein n-dimensionaler
Ck-Atlas fiir X ist eine Familie (U,, ¢,),c; von Karten (mit Bildern in R"), so dafl
folgendes gilt:
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1. (U,).e; ist eine (offene) Uberdeckung von X.

2. Ist U NU, # @, so ist
poow p(UNU) = @ (U.NT)
eine C*-Abbildung.

Die Koordinatentransformationen o, o ! sind dann C*-Diffeomorphismen. Das

wére (im Falle £ > 1) natiirlich unméglich, wenn das Bild von U, im R™ und das
Bild von U, im R™ und n # m wére.

Beispiel.
Wir betrachten noch einmal X = S2. Eine Karte ¢; = ¢ : U; — R? mit

Uy ={(z,y,2) € S* : z <1} kennen wir schon. Um ganz 5? zu iiberdecken,
brauchen wir noch eine zweite Karte.

Sei Us := {(z,y,2) € S? : 2> —1} und ¢, : Uy — R? definiert durch

T Yy
(.9, 2) = (1—|—z’ 1—i—z>'

Dann ist

-1
2 (tht?) = < ) )
? L[] T+ [[g)>7 1+ ]2

und @9 ein Homdomorphismus.

Es ist ¢1(0,0,—1) = (0,0) und ¢5(0,0,1) = (0,0). Die Koordinatentransfor-
mation ¢ 0 ;' : R?\ {(0,0)} — R2\ {(0,0)} hat die Form

¥1 ) 9
L [l6]27 1+ [t 1+ [e]?

( 200/(1+ [l6]*)  —2t2/(1+ HtH2)>
20162/ + [[11%)" 2[1 ]2/ (1 + [1¢]1%)

- ( ty to )
[e)12" [[e))>/

Dies ist eine differenzierbare Abbildung, und als Funktionalmatrix erhélt man

1 t;—t]  —2tity
J“”l%l(tl’t”_(t%+t§>2'( ity -1 )

Insbesondere ist dann

©1 005 (th, t2)

1 1
(2 =3+ 43R = ———— > 0.
ey () = G

Damit ist die Koordinatentransformation iiberall regulér, also ein Diffeomor-
phismus.

det J, o1 (t1, 1) =

Das bedeutet, daf§ durch (U, ¢;)i=1.2 ein (beliebig oft) differenzierbarer Atlas
auf S? gegeben ist.
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Es sei nun auf einem Hausdorffraum X ein C*-Atlas (U,, ¢,).cr gegeben, und (V1))
sei eine weitere Karte fiir X. Wir sagen, dafl diese Karte mit dem Atlas vertrdaglich
ist, falls ¥ o ot 2 (U, NV) — (U, NV) fiir jedes ¢t € I mit U, NV # & eine
Ck-Abbildung ist.

Man kann einen differenzierbaren Atlas i.a. durch Hinzunahme von vertriaglichen

Karten vergroflern. Ist das nicht mehr moglich, so spricht man von einem maximalen
CF-Atlas oder einer C*-Struktur.

Wir werden im Folgenden nur C*°-Strukturen betrachten und sprechen dann einfach
von differenzierbaren Strukturen.

Es folgen jetzt einige Bemerkungen zur Topologie lokal-euklidischer Réume.

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ein System B von offenen Teilmengen
von X heifit Basis (der Topologie von X)), falls jede offene Menge in X Vereinigung
von Elementen aus B ist.

Ein topologischer Raum erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom, falls er eine abzihl-
bare Basis besitzt.

1.1 Satz. Der topologische Raum X sei lokal-kompakt und erfille das zweite
Abzdhlbarkeitsaxiom. Dann gilt:

1. X besitzt eine abzihlbare Basis B = (Bj);cs, so dafl alle Mengen Ej kompakt
sind.

2. Es gibt eine Folge (Ax) von kompakten Teilmengen von X mit folgenden
FEigenschaften:

(a) X =UZ A

BEWEIS: 1) Sei (B;)cr eine abziahlbare Basis von X, und
J:={ie€l : B; kompakt }.

Wir miissen zeigen, dafl (B;),e; immer noch eine Basis von X ist.

Sei S C X offen und x € S. Dann gibt es eine offene Umgebung W = W (z) und eine
kompakte Menge K mit W C K. Also ist W kompakt. Weiter ist W Vereinigung
von gewissen Basis-Elementen B;, i € I,. Weil dann B; C W kompakt ist, gehoren
alle 7 € Iy zu J. Da S Vereinigung solcher W’s ist, folgt die Behauptung.

2) Nach (1) gibt es eine abziihlbare Basis (U, )nen von X, so dafl U,, kompakt fiir
jedes n ist. Wir setzen B
Al = Ul-
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Ist Ay konstruiert und my, die kleinste Zahl > k + 1, so daB Ay C (J*, U, ist, so
setzen wir

my
Ak+1 = U Un

n=1

Die Mengen A, sind dann kompakt und haben die gewiinschten Eigenschaften. =

Definition.  Eine offene Menge V' liegt relativ-kompakt in der offenen Menge U
(in einem topologischen Raum X), falls V' kompakt und in U enthalten ist. Man
schreibt dann: V CcC U.

1.2 Satz. Sei X ein Hausdorffscher lokal-kompakter topologischer Raum, v € X
und U = U(x) eine offene Umgebung. Dann gibt es eine offene Umgebung V' von
x, die relativ-kompakt in U liegt.

BEwEers: Da X lokal-kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung W = W (x) C
X, so daB W kompakt ist. Dann ist auch K := W \ U kompakt, und weil X
Hausdorffsch ist, gibt es offene Umgebungen V; = Vi(x) und V4 = V4(K), so daB
ViNVy =@ ist. Wir setzen V := V; N W. Dann ist auch V' eine offene Umgebung
von x, und V ist kompakt.

V liegt in V; und kann deshalb V3 nicht treffen. Also liegt V auch in W \ Va. Weil
V, eine Umgebung von K = W\ U ist, ist W \ V, C U. Daraus folgt, da§ V' in U
enthalten ist. "

Definition.  Ein Hausdorffscher topologischer Raum X heifit parakompakt, falls
jede offene Uberdeckung von X eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt.

Dazu noch ein paar Bemerkungen: Eine Uberdeckung V = (V;)ies heiBt eine Ver-
feinerung der Uberdeckung U = (U;) e, falls es eine Abbildung 7 : I — J gibt, so
daf} stets V; C U,(;) ist. Man nennt 7 dann auch eine Verfeinerungsabbildung. Sie
ist i.a. nicht eindeutig bestimmt.

Die Uberdeckung V heiit lokal-endlich, falls jeder Punkt = € X eine offene Umge-
bung W besitzt, so dal W NV, # & fiir hochstens endlich viele ¢ € I gilt.

Definition. Fin Hausdorffscher topologischer Raum X mit einem maximalen n-
dimensionalen differenzierbaren Atlas heifit eine (n-dimensionale) differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, dann setzen wir zusétzlich
voraus, dafl X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.

Es ist nicht notwendig, einen maximalen Atlas zu konstruieren, da man jeden Atlas
zu einem solchen erweitern kann.
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1.3 Satz. Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigheit und U =
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von X. Ist 0 < r < R, so gibt es eine lokal-endliche
Verfeinerung V = (V;)jes von U, so daf8 gilt:

1. Zu jedem j € J gibt es ein Koordinatensystem (W, ;) fir X mit V; C W;
und ¢;(V;) = Br(0).

2. Die Mengen ;" (B,(0)) dberdecken X.

Insbesondere ist X parakompakt.

BEwWEIS:  Als lokal-euklidischer Raum ist X lokal-kompakt. Aulerdem setzen wir
voraus, dafl X das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillt. Also gibt es eine Folge von
kompakten Mengen K, die X ausschopft.

Wir setzen M; = K, und M, = K, \ K,_; fir v > 2. Dann ist (M,) eine
abzahlbare Uberdeckung von X durch kompakte Mengen.
Sei M = M, fiir ein festes v. Zu jedem z € M gibt es einen Index i = i(x) € I

(o}

und eine offene Umgebung W = W(z) C U; N (K41 \ K,—2). Dabei kann W so
klein gewihlt werden, daf es ein Koordinatensystem ¢ : W — Bg(0) C R™ gibt.
Sei V' := ¢ 1(B,(0)). Endlich viele solcher Umgebungen iiberdecken M. Fiihren
wir das Verfahren fiir alle M, durch, so erhalten wir eine abzéhlbare Verfeinerung
VY von U. Nach Konstruktion ist V' lokal-endlich. .

Beispiele.

1. Jede offene Menge B C R" ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Das Paar (B,idg) bildet schon einen Atlas.

2. Sei B C R" offen und M C B eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wie wir sie im 2. Semester eingefiithrt haben. M soll also eine (relativ) ab-
geschlossene Teilmenge von B sein, so dafl es zu jedem Punkt xo € M ei-
ne offene Umgebung U(x¢) C B und eine stetig differenzierbare Abbildung
f:U — R"* gibt, so daB gilt:

() UNM ={xeU : f(x)=0}.
(b) Df(x): R® — R"* ist surjektiv.
Fir x € M ist dann Ker(D f(x)) der Tangentialraum von M in x.

Wir setzen jetzt voraus, daf8 f sogar stets eine C¥-Abbildung ist. Es gibt dann
auch CF-Parametrisierungen fiir M, d.h. zu jedem Punkt x, € M gibt es eine
offene Teilmenge T' C R* und eine C*-Abbildung ¢ : T — M (eben eine
lokale Parametrisierung), so dafl gilt:

(a) Es gibt ein ug € T' mit ¢ (ug) = o.
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(b) Fiir alle u € T ist Di(u) : R¥ — R" injektiv.
(c) Es gibt eine offene Umgebung W (xg) C R", so dal ¢ : T"— W N M ein
Homdoomorphismus ist.

Dann ist (W N M, 1) eine Karte fiir M, und je zwei solche Karten sind mit-
einander vertriglich. Das ergibt einen C*-Atlas fiir M. Ist k = oo, so wird M
auf diese Weise zu einer k-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition. Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und
M C X eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : M — R heifit differenzier-
bar, falls fop !t : o, (M NU,) — R fiir jede Karte (U,,¢,) eine C*-Funktion ist.

Die Menge aller differenzierbaren Funktionen auf M sei mit C*°(M) bezeichnet. Ist
f € C>®(M), so nennt man die Menge

Tr(f) :={z e M : f(z) # 0}

den Triger von f. Mit C°(M) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f €
C>*(M) mit kompaktem Tréger.

1.4 Satz vom Hut. Seia € R", 0 < r < R. Dann gibt es eine C*-Funktion
f:R* =R, so daf$ gilt:

f(x)=1 auf B.(a) wund f(x)=0 auf R"\ Bg(a),

sowie 0 < f(x) < 1 dberall sonst.

BEwEIS: Durch

0 firz <0

wird eine C*°-Funktion auf R definiert, die genau fiir x > 0 Werte > 0 annimmt.
Dann ist h(t) := g(1+1t)g(1—t) genau auf dem Intervall (—1, 1) positiv und iiberall
sonst = 0.

g(t) == { exp(—1/2%) fiir x >0

Die Funktion . )

o(t) == (/1h(7) dT) / (/1 h(7) dT)

ist wieder eine C*°-Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Fiir t < —1
ist p(t) = 0 und fiir ¢t > 1 ist ¢(¢t) = 1. SchlieBlich setzen wir

) = (B2l aly

Diese Funktion nimmt auch nur Werte zwischen 0 und 1 an. Fiir ||[x —al| > R ist
f(x) =0, und fiir [|[x —al <rist f(x)=1. n

Definition.  Eine Teilung der Eins auf X ist eine Familie (f,),e; von differen-
zierbare Funktionen auf X, so dafl gilt:
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1. f, > 0 tiberall.
2. Das System der Trager Tr(f,) ist lokal-endlich.

3. 5, f =1

1.5 Satz.  Zu jeder offenen Uberdeckung U = (U,).er von X gibt es eine Teilung
der Eins (f,).er mit Tr(f,) C U,.

BEWwEIs:  Sei V = (V)\)aer eine lokal-endliche Verfeinerung von U, so dafi es lokale
Koordinaten ¢, : V) — Bg(0) gibt und fiir ein » mit 0 < r < R auch noch die
Mengen Vi := ¢, '(B,(0)) iiberdecken.

Sei f: R™ — R eine C*°-Funktion, so daf iiberall 0 < f(x) < 1 ist, sowie f(x) =1
auf B,.(0) und f(x) =0 auf R"\ Bg(0). Dann setzen wir

| fopi(z) firz eV,
() := { 0 sonst.

Sei 7 : L — I eine Verfeinerungsabbildung, also Vi C Uy). Dann ist W = (W,),cr
mit W, := U, W V) eine offene Verfeinerung von & mit W, C U,. Auflerdem ist
W lokal-endlich, denn zu jedem x € X gibt es eine Umgebung P = P(z) und eine
endliche Teilmenge Lo C L, so daB P NV) # & nur fiir A € L gilt. Aber dann ist
PN W, # @ hochstens fiir « = 7(A), A € Ly, und das sind auch nur endlich viele.

Sei g, := Z/\GT_W) gx. Diese Summe ist iiberall endlich. Deshalb ist g, differen-
zierbar, und auBerdem ist Tr(g,) C W,. Da jeder Punkt € X in einer Menge V{
enthalten ist, gibt es zu « mindestens ein ¢ mit g,(z) > 0. Also ist g := ), g, eine
iiberall positive differenzierbare Funktion. Schliellich setzen wir

9.
f/, =
g
Offensichtlich besitzen die f, alle gewiinschten Eigenschaften. n

1.6 Folgerung. Sei U C X offen und V. CC U ebenfalls offen. Dann gibt es
eine differenzierbare Funktion f auf X mit fly =0 und f|x\v) = 1.

BEWEIS:  Sei (f1, f2) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U, X \ V). Dann ist
Te(f1) Cc U, Tr(fy) € X\ V und f; + fo = 1. Wir nehmen f; als Funktion f. =

Definition. Es seien X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine
stetige Abbildung ® : X — Y heifit eine differenzierbare Abbildung, falls gilt: Fiir
jede offene Menge V' C Y und jede differenzierbare Funktion ¢ : V' — R ist auch
go®: d~1(V) — R eine differenzierbare Funktion.
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1.7 Satz.  FEine stetige Abbildung ® : X — Y st genau dann differenzierbar,
wenn fir jede Karte (U, p) von X und jede Karte (V,¢) von'Y mit &(U)NV # @
qgilt:

podoypip(UN® (V) — (V)

ist eine differenzierbare Abbildung.

BEWEIS: 1) Sei @ eine differenzierbare Abbildung, ¢ = (y*,...,y™). Da die y*
differenzierbare Funktionen auf V sind, ist y* o ® differenzierbar auf ®~1(V), also
y" o ® o ! differenzierbar auf (U N &~ (V).

2) Nun sei das Kriterium erfiillt. Ist g eine differenzierbare Funktion auf Y, so ist
g o~ differenzierbar, also auch

(go®)op ' =(gorp o (Podop™).

Das bedeutet, dafl auch g o ® eine differenzierbare Funktion ist. "

Ist ®: X — Y ein Homéomorphismus und sind ® und ®~! differenzierbare Abbil-
dungen, so nennt man ® einen Diffeomorphismus.

Beispiele.

1. Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, X ein Hausdorfl-
Raum und 7 : X' — X eine stetige Abbildung. Man nennt 7 lokal-topologisch,
falls es zu jedem Punkt py € X eine offene Umgebung U von py in X und
eine offene Umgebung V' von xg = 7(pg) in X gibt, so dafl 7|y : U — V ein
Hom&omorphismus (also eine ,,topologische* Abbildung) ist.

Man kann nun X so mit einer differenzierbaren Struktur versehen, dafl 7 zu
einer differenzierbaren Abbildung wird. Ist ndmlich 7 : U — V' topologisch
und ¢ : V — B C R" eine Karte, so kann man 1 := ¢ o 7 als Karte fiir X
nehmen. Sind ¢; = ;o7 : Uy — R" und ¢ = pgom : Uy — R" zwei Karten
mit Uy NU; # @, so gilt fiir x € g o (U N Us)

Yroyt = (promly) o (promy,) "t =10y, o () oy =0t

Das zeigt, daB die Karten differenzierbar miteinander vertriglich sind. Man
beachte allerdings, dafl X nicht automatisch parakompakt ist.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf X und v = p o eine Karte fiir X , SO
ist auch (for)ow™ = fop™! differenzierbar. Also ist 7 eine differenzierbare
Abbildung.

2. Sind X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten (mit den Dimen-
sionen n und m), so kann auch der Hausdorff-Raum X x Y leicht zu ei-
ner differenzierbaren Mannigfaltigkeit gemacht werden. Ist (U, ¢) eine Karte
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fir X und (V,1) eine Karte fiir Y, so ist (U x V,p X 1) eine Karte fiir
X xY (mit (¢ x ¢¥)(z,y) := (¢(x),¥(y)) € R"*™). Die differenzierbare Ver-
traglichkeit solcher Karten rechnet man leicht nach. Offensichtlich ist dann
dim(X xY) =n+m.

Die kanonischen Projektionen pr; : X XY — X und pr, : X XY — Y sind
differenzierbare Abbildungen.
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§ 2 Tangentialvektoren

Wir betrachten eine feste n-dimensionale Mannigfaltigkeit X und darin die Um-
gebung eines festen Punktes a € X. Unter einer lokalen differenzierbaren Funk-
tion in a verstehen wir ein Paar (f,U), wobei U = Uf(a) eine offene Umge-
bung und f : U — R eine differenzierbare Funktion ist. Je zwei solche lokalen
Funktionen (f,U) und (g,V) sollen dquivalent heifien, wenn es eine Umgebung
W =W(a) C UNYV gibt, so dafl f|y = g|v ist. Daf} es sich dabei tatséchlich um
eine Aquivalenzrelation handelt, ist offensichtlich. Die Aquivalenzklasse einer loka-
len Funktion f wird mit f, bezeichnet. Wir nennen sie auch einen Funktionskeim
in a.

Es sei nun (U, ¢) eine Karte fur X mit ¢(a) = 0. Sind fi, fo zwei Représentanten
eines Funktionskeims in a, so stimmen die differenzierbaren Funktionen f; o ¢!
und fyo0p~ ! in einer kleinen Umgebung des Nullpunktes im R” iiberein. Das hat zur

Folge dafl siimtliche partiellen Ableitungen von f; o~ und f, 0=t im Nullpunkt
ibereinstimmen. Deshalb ist folgende Definition sinnvoll:

Ein Funktionskeim f, heiit stationdr, falls D;(f o o™1)(0) =0 ist, firi =1,...,n.

Wir bezeichnen die Menge aller Funktionskeime in a mit F,, und die Teilmenge der
stationdren Keime mit S,. Addition und Multiplikation von Funktionen iibertragt
sich auf die Keime. Dabei kann man die Représentanten nur auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsbereiche addieren und multiplizieren. Die Menge der Keime aber
wird so zu einer R-Algebra.!

Die Menge der stationédren Keime bildet einen R-Untervektorraum von F,. Aufler-
dem gilt:

1. Ist f konstant, so liegt f, in S,.
2. Ist f(a) =g(a) =0, so ist (f-g)a € Sa-

BEWEIS fiir (2): Sei f*:= fo¢ ™' und g* := go ¢~!. Dann ist f*(0) = ¢*(0) =0
und
D,(f*-g")(0) = D, f*(0) - g°(0) + f*(0) - D,,g"(0) = 0.

Definition. Ein Tangentialvektor in a ist eine lineare Abbildung D : F, — R
mit D(f,) =0 fir f, € S,.

2.1 Satz. Fir f,g€ F, ist D(f-g) = D(f)-g(a)+ f(a)- D(g).

BEWEIS:  Sei h:= f-g— f(a)-g—f-g(a) = (f = f(a))- (9 — g(a)) — f(a) - g(a).
Dann liegt h in S,, und es ist D(h) = 0. .

'Eine R-Algebra ist ein R-Vektorraum A mit einer zusétzlichen assoziativen Multiplikation,
so daf} die Distributivgesetze gelten und r(f - ¢g) = (rf)-g=f - (rg) fir r e R und f,g € A ist.
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Beispiel.

Ist (U, ) eine Karte fiir X und a € U, so kann man die Tangentialvektoren
D, in a definieren durch

D,(f.) == D,(fop ) (p(a)), fiirv=1,... n

Diese partiellen Ableitungen héngen natiirlich von der Karte ¢ ab. Fiir die
lokalen Koordinaten a# = 7, o ¢ gilt dann:

D,(2")=9,,, firv,p=1,... n.

Es ist f, € S, genau dann, wenn D, (f,) =0 fir v = 1,...,n gilt.

Die Tangentialvektoren in @ bilden einen Untervektorraum von L(F,, R). Wir be-

zeichnen diesen Vektorraum mit 7,(X) und nennen ihn den Tangentialraum von
X in a.

2.2 Satz.  Die partiellen Ableitungen D1, ..., D, bilden eine Basis des Tangen-
tialraumes T,(X). Insbesondere ist also dim(T,(X)) = n.

Beweis: 1) Sei D € T,(X) beliebig vorgegeben. Ist f eine in der Néhe von a
definierte differenzierbare Funktion, so setzen wir

g(x) = f(x) = fla) = Zl“j - Dj(fa) -

Dann ist
n

Du(ga) = DV(fa) - Zéuj ’ Dj(fa) = 07 fiir alle v,

also g € §,. Damit ist

also
D =) D(2’)-D;.
j=1

Das heifit, daf die partiellen Ableitungen D, ein Erzeugendensystem von T, (X)
bilden.

2) Sei D = 7' ,a; - D; eine Linearkombination der Dj. Ist D = 0, so ist
0= D(") = >, 0;Di((z")a) = v fiir v = 1,...,n. Also sind die D; linear
unabhéngig. "
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Beispiele.

1. Sei B C R" offen, a € B. Dann sei 6, : R" — T,(B) definiert durch

0av(fa) := Dyf(a) = Df(a)(v) = > _v,D,f(a).

Dies ist eine lineare Abbildung. Ist ,v = 0, so ist
0 = bav(z") = v, fiir alle p.

Das bedeutet, daf3 6, injektiv, aus Dimensionsgriinden also sogar bijektiv ist.
So kann man den Tangentialraum von B in a mit dem R" identifizieren.

2. Sei nun M C B C R” eine k-dimensionale abgeschlossene Untermannigfal-
tigkeit. Ist a € M, so gibt es eine lokale Parametrisierung ¢ : T" — M, mit
einer offenen Menge 7' C R*, 0 € T und einer differenzierbaren Abbildung
¥ T — R™ mit ¢(0) = a. Wir miissen natiirlich voraussetzen, dafl ¢ eine
C>-Abbildung ist. Wir definieren eine Abbildung 6, : Im Dy(0) — T,(M)
wie folgt:

Eine in der Nidhe von a definierte Funktion f auf M ist differenzierbar, falls
f o nahe 0 differenzierbar ist. Ist w € Im D1(0), so gibt es einen eindeutig
bestimmten Vektor v € R* mit w = Dv(0)(v). Wir setzen dann

Oaw(fa) := D(f 0 )(0)(v).

Auch hier ist die Abbildung 0, linear. Ist ,w = 0 und w = D (0)(v), so ist
D(fo1)(0)(v) =0 fiir jede auf M differenzierbare Funktion f. Das gilt spe-
ziell fiir die Funktionen u*o¢p', p=1,... k. Also ist 0 = D(u*)(0)(v) = v,
fir p =1,..., k. Das zeigt, daf} 0, injektiv ist, dafl also T,(M) mit Im D1)(0)
identifiziert werden kann.

Definition. Ist ® : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten und a € X, so wird die Tangentialabbildung ®, o : To(X) — To@)(Y)
definiert durch

®..D(g) == D(go ®).

Ist (9)a(a) € Sa(a), 50 liegt (go @), in S,. Also ist @, , wohldefiniert. Offensichtlich
ist @, , linear, und es gilt:

1. (idx)sa = idg, (x).

2. Ist ¥ :Y — Z differenzierbar, so ist (Vo ®),, = ¥, ¢(a) © Pu g
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2.3 Satz. Ist (U, ) eine Karte fir X und (V,¢) eine Karte firY, so wird ®, ,
beziiglich der von den Karten induzierten Basen durch die Matriz Jyopop—1(p(a))
beschrieben.

BEWEIS:  Sei D,(f) = D,(f o ¢7')(0) und l~)u(g) = D,(g o¢7")(0). Dann ist

P, .D, = 2:;1 ay, Dy, mit

Aup = ((b*,aDu)(yu)
= Dy(y”oCI))

= D,(y* o o® oy 1)0).

Man kann nun viele Sétze aus der Analysis im R" auf Mannigfaltigkeiten iibertra-
gen. Dazu definieren wir noch:

1g,(P) :=rg(Puy).

2.4 Satz (iiber inverse Abbildungen). Ist ® : X — Y eine differenzierbare
Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension und det(®., ) # 0, also
D, 0 To(X) = Tow)(Y) ein Isomorphismus, so gibt es offene Umgebungen U =
Ula) CX und V=V (®(a)) CY, so daff & : U — V ein Diffeomorphismus ist.

2.5 Satz (vom Rang). Seidim(X) =n, dim(Y) =m und ® : X — Y eine
differenzierbare Abbildung. Ist r = rg,(®) unabhdngig von x € X, so gibt es zu
jedem a € X Koordinatensysteme (U, ) um a und (V,¢) um ®(a), so daff gilt:

Yooy Nzt ... 2" = (z',...,2",0,...,0).

Definition. Eine Teilmenge NV einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X heifit eine (n-dimensionale) Nullmenge, falls fiir jede Karte (U, ¢) von
X gilt: (U N N) ist eine Nullmenge im R™.

Sei dim(X) = n, dim(Y) = m und ® : X — Y differenzierbar. Ein Punkt z € X

heiBt kritischer Punkt von @, falls rg, (®) < m ist. Der Punkt y = ®(z) ist dann
ein kritischer Wert.

2.6 Satz (von Sard). Die Menge der kritischen Werte einer differenzierbaren
Abbildung ® : X — Y st eine Nullmenge in Y .

Die Beweise dieser Satze ergeben sich aus den Beweisen der Original-Sétze.
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§3 Felder, Formen, Orientierungen

Definition. Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, M C X offen. Ein
differenzierbares Vektorfeld auf M ist eine Famile £ = (&,),ep mit folgenden Ei-
genschaften:

1. Fiir jedes © € M ist &, € T,(X).

2. Ist f eine differenzierbare Funktion auf M, so ist &[f] mit
ELf1(x) = & (fa)

wieder eine differenzierbare Funktion.

Beispiel.

Sei (U, ) eine Karte fiir X, ¥ = 7, o ¢. Dann definieren wir die (von ¢

abhéngigen) Vektorfelder ai auf U durch
:I;V

(aiv>x<f$) =Dy (fop )(p(2)), firv=1,...n

Ist f eine auf ganz U differenzierbare Funktion, so ist

2 1= Dufor o

Ist £ ein beliebiges differenzierbares Vektorfeld auf U, so gibt es eine eindeu-
tige Darstellung
n , a
&= ;f orv’

Die Koeffizienten ¥ = ¢[z¥] sind differenzierbare Funktionen.

Sei nun (V, ) eine weitere Karte, U NV # @ und y* = 7, 0 1. Dann gibt es
auch eine Darstellung

Dabei ist
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wobei die J! die Koeffizienten der Funktionalmatrix

_ v=1,...,n
Jpop—1 = <Dl,(7rﬂolpogo 1) = )

1,...,n

sind.

Die Physiker gebrauchen gerne die ,,Summationskonvention®. Indizes, iiber die sum-
miert wird, tauchen einmal hochgestellt und einmal tiefgestellt auf, und das Sum-
menzeichen wird dann weggelassen:

g=Jp-¢

Ein , kontravarianter Vektor“ auf einer Mannigfaltigkeit ist ein (von den Koordina-
ten abhingiges) n-Tupel &, = (&',...,£"), das sich bei einem Koordinatenwechsel
wie oben transformiert. Die hochgestellten Indizes bei den £” signalisieren das , kon-
travariante® Verhalten. Dagegen sind , kovariante Vektoren“ Pfaffsche Formen. Sie
werden durch n-Tupel a, = (a4, ...,a,) beschrieben, die Tiefstellung der Indizes
deutet das Transformationsverhalten a, = J - a, (also durch die transponierte
Matrix) an.

Das gibt eine Idee davon, wie man Differentialformen auf einer Mannigfaltigkeit
einfithren sollte, ndmlich durch Vorgabe lokaler k-Formen mit passendem Trans-
formationsverhalten.

Definition. Sei (U,, ¢,).es ein Atlas fiir die Mannigfaltigkeit X. Eine k-dimen-
sionale Differentialform (kurz: k-Form) auf X ist eine Familie (w,),c; mit folgenden
Eigenschaften:

1. w, ist eine k-Form auf B, := ¢,(U,) C R™.

2. Ist U, NU, # @, so ist

(%WPEI)*M = Wk auf QOH(ULHU,{)

Bemerkung. Arbeiten wir mit einer speziellen Karte ¢, so bezeichnen wir die
zugehorige lokale k-Form mit w,,.

Sei z € X, (U, ¢) eine Karte fiir X mit z € U und v € T,(X) ein Tangentialvektor.
Beziiglich der Karte ¢ besitzt v die lokale Darstellung v, = (v’ ,vg), gegeben

durch . 5 o
v ZUZ’(@J:”)Q

v=1

Ist (V1)) eine weitere Karte mit x € V| so ist

vy = Do ™) (p(x))(vy).
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Sei jetzt w eine k-Form auf X, x € X und vy,... v € T(X). Ist (U, ) eine
Karte mit # € U, so wird w beziiglich dieser Karte durch eine k-Form w, auf
B = ¢(U) C R" beschrieben, und wir setzen

We(V1, -+, Uk) 1= w(@(2); (V1) -+ -, (Vk) ).

Ist (V,4) eine weitere Karte, so ist

Wy (P(@); (V1)gs - -5 (Vk)y) = (P o) We(W(@); (V1) -, (Vr)y)
we(p(@); D@ o ) (1(2))((v1)w), -, Dl 0 ™) (¥(2)) ((ve)w))
we(P(2); (V1)gs - - -5 (Vk)p)-
Das zeigt, dafl w, koordinateninvariant definiert ist. Offensichtlich ist w, eine al-
ternierende k-Form auf T, (X). Wir hétten eine Differentialform also auch als Ver-

teilung w = (w;)zex definieren kénnen. Die Differenzierbarkeit hétten wir dann
folgendermaflen definieren miissen:

Sind &1, ..., & differenzierbare Vektorfelder, so wird durch
w(&» s 7€k)(x) = wx((gl)xa sy (gk)x)

eine Funktion w(&y, . .., &) auf der Mannigfaltigkeit definiert. Die Form w ist genau
dann differenzierbar, wenn w(&y, ..., &) fiir jede Wahl der ¢; differenzierbar ist.
Beispiel.

Sei B C R"™ offen und M C B eine p-dimensionale abgeschlossene Unterman-
nigfaltigkeit. Es gibt ein System von lokalen Parametrisierungen ¢, : T, — M,
v € I, (mit T, C RP offen), so daBl die Mengen U, := ¢,(T,) ganz M {iber-
decken. Dann ist das System (U,, 1, !),c; ein differenzierbarer Atlas fiir M. Ist
nun W C R” eine offene Umgebung von M und w eine (beliebig oft differen-
zierbare) k-Form auf W, so wird durch das System der k-Formen w, := (¢,)*w
eine k-Form auf M definiert, die wir mit w|,; bezeichnen.

Seia € M und v : T — U C M eine lokale Parametrisierung mit
P(u) = a, ¢ := ', AuBerdem seien vy, ..., v, € Im Diy(u). Es gibt Vek-
toren wy, ..., wg € RP mit Dip(u)(w;) = v;, fir i = 1,..., k. Dann sind die
Tangentialvektoren 6,v; € T,(M) gegeben durch

0avi(f) = D(fo)(u)(wy), i=1,... k.
Also ist (Qavi)(p = w;, und es folgt:

(Wa)a(@avi, ..., 0avy) = V'w(u;wy, ..., wg)
= w(a; DY(u)wr, ..., Dy(u)wy)
= w(a;vy,...,vg).

Die Differentialform w|y; ist also tatséchlich nichts anderes als die Ein-
schriankung von w auf Punkte und Tangentialvektoren von M.
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Sind ¥ = m, o ¢ die lokalen Koordinaten auf einer Kartenumgebung U C X, so
hat man 1-Formen dz?, ..., dxz" auf U mit

dz” (&) =&z, firv=1,...,n.
Jede k-Form w auf U kann dann auf eindeutige Weise in der Form
wly = Z Wiy dT™ AN dx'
1<iy <...<ixg<n

0 0
3.1 Satz. Seiw = (w,)er €ine k-Form auf X. Dann wird durch (dw), := d(w,)
eine (k+ 1)-Form dw auf X definiert.

geschrieben werden, mit w;, ;, = w(

Der BEWEIS ist trivial, denn es gilt allgemein:
F*(dw) = d(F*w).
Lokal wird dw wie im R"™ gebildet.

Definition. Sei B C R" offen und w = fdx' A ... Ada™ ein stetige n-Form mit
kompaktem Tréger auf B. Dann setzt man

/Bw::/Bf(x)dxl...dmn.

3.2 Satz. Sei ® : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen im
R", w eine n-Form mit kompaktem Trdger auf V. Dann ist

/ ®*w = sign det(Jq>)/ w.
U 1%
BEWEIS: Seiw = fdy' A...Ady". Die Transformationsformel liefert:
/@*w = /U(focb)-det(Jq))dxl/\.../\da:”
= /Uf(CI)(X)) - det Jp(x) dx
= signdet(Jp) - /Uf(q)(x)) - |det Jp(x)| dx
= signdet() - | f)dy

= signdet(Jq>)-/w.

\%4
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Ist also @ orientierungserhaltend (d.h. det Jp > 0), so ist / o'W = / w.
U v

Definition. Eine Mannigfaltigkeit heiflt orientierbar, falls es einen Atlas fiir X
gibt, so daf} alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind.

Ist X orientierbar, so versteht man unter einer Orientierung von X die Wahl eines
maximalen Atlas, bei dem alle Kartenwechsel orientierungstreu sind.

Sei w eine n-Form auf X. Sei (U, ¢) eine Karte und w, = a, dz' A ... Adz™. Es ist
wy = 0 genau dann, wenn a,(p(x)) = 0 ist. Diese Bedingung ist unabhéngig von
den Koordinaten. Wir schreiben dafiir w(x) = 0.

Ist f eine differenzierbare Funktion auf X, so wird durch

eine n-Form f - w auf X definiert. Dabei ist (f-w), = (fop™!) - w,.

3.3 Satz.  Fine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X ist genau dann orientierbar,
wenn es auf X eine nirgends verschwindende stetige n-Form gibt.

BEWEIS: 1) Sei wp eine nirgends verschwindende n-Form auf X, (U, ¢,).c; €ein
Atlas fiir X. Dann gibt es zu jedem ¢ € I eine nirgends verschwindende stetige
Funktion h, auf B, = ¢,(U,) C R", so daB (wp), = h,dz* A ... A dz" ist. Indem
man notfalls die Koordinate ™ durch —x™ ersetzt, kann man erreichen, dafl stets
h, > 0 auf B, ist.

Nun ist

hedz' A ... Adx™ = (wo),. = det(J,

QOLOSO»ZI )

w, = det(J

emw;l) chodzt AL A d2™

Also muf det(.J

prop=t) > 0 sein, der Atlas ist orientiert.

2) Jetzt sei vorausgesetzt, dafl X orientierbar ist, und (U, ¢,) sei ein orientierter
Atlas. Weiter sei (f,),er eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (U,),e;. Fiir jedes
¢ € I induziert dz' A ... A dz™ eine n-Form w, auf U,. Auf U, N U, ist w, = d,,. - w,
mit d,, = det(J o @, > 0. Die Form f, - w, ist eine n-Form auf Xmit Tréger

%050;1)
Wy = ZfL - Ww,.

in U,. Wir setzen
el

Sei z € X, I die endliche Menge aller + € I mit x € Tr(f,) und ¢y € Ip. Dann gilt:

(@o)e = D> fil@)- (W)a

Weil f.(z) >0, > o, f.(z) =1 und d,,(z) > 0 ist, folgt: (wp). # 0. n
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Ist X zusammenhéngend, so nennt man zwei nirgends verschwindende n-Formen
w1, wy aquivalent, falls es eine {iberall positive stetige Funktion f auf X gibt, so
daB w; = f - ws ist. Eine Orientierung von X entspricht der Auswahl einer Aquiva-
lenzklasse.

Beispiel.

Sei G C R" offen. Eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit M C G heifit
Hyperfliche, falls dim(M) = n — 1 ist. Ein stetiges Normalenfeld auf M ist
eine stetige Abbildung v : M — R", so dal v(x) e v = 0 fir x € M und
jeden Tangentialvektor v € Ty (M) gilt. Ist auch noch ||v(x)|| = 1, so spricht
man von einem Finheitsnormalenfeld.

Ist M orientiert und x € M, so kann man entscheiden, wann eine Basis
{ai,...,a,_1} von Tx(M) positiv orientiert ist. Ein Normalenvektor v(x)
heif3t positiv orientiert beziiglich der ,,inneren Orientierung® von M, falls die
Basis {v(x),ai,...,a, 1} von R™ positiv orientiert ist. Die Festlegung eines
Normalenvektors bezeichnet man auch als ,transversale Orientierung“ vom
M in x. Man beachte: Im Falle n = 3 ist mit {v(x),a;,as} auch die Basis
{ai1, a2, v(x)} positiv orientiert, also (x) ein positives Vielfaches von a; x as.

Ist speziell M = f~1(0), mit einer differenzierbaren Funktion f : G — R und
Vf(x) # 0 fiir x € M, so steht der Gradient V f(x) senkrecht auf M, und

Vi)
) = el

ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl auch die innere Orientierung einer beliebigen
Hyperflache M eine transversale Orientierung von M durch ein Einheitsnor-
malenfeld induziert, und umgekehrt.

Sei zunéchst M eine orientierte Hyperflache. Dann kann man in jedem x € M
eine positiv orientierte Orthonormalbasis {a;(x),...,a,-1(x)} von Tx(M)
finden. Im Normalenraum Ny(M) = (Tx(M ))L liegen genau zwei Vekto-
ren £v der Lénge 1. Wir wihlen einen solchen Vektor v = v(x). Da eine
Hyperfliche lokal immer die Gestalt f~!(0) hat, kénnen wir lokal v(x) =
Vi(x)/||Vf(x)|| wiahlen. Dann ist e(x) := det(v(x),a;(x),...,a,-1(x)) €
{1, —1}, und wir setzen

v(x) = e(x) - v(x).

Dieser Vektor hidngt nicht mehr von der Wahl des Vektors v(x) ab, und er
dndert sich auch nicht, wenn wir zu einer anderen positiv orientierten ON-
Basis von Tk (M) iibergehen. Offensichtlich ist {v(x), a;(x), ..., a,-1(x)} eine
positiv orientierte ON-Basis des R™. In der Niahe eines beliebigen Punktes
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X9 € M konnen wir v(x) und die Basis {a;(x),...,a,_1(x)} so wihlen, daf
sie stetig von x abhéngen. Dann ist aber auch v(x) stetig.

Sei umgekehrt v ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M. Sei xqg € M und
Y : T — M eine lokale Parametrisierung (7' C R"! offen) mit ¢ (ug) = xo.
Wir kénnen annehmen, dafl 7' zusammenhéngend ist. Dann ist

A(u) := det (v(¢(u)), Divp(u), ..., Dyp_qt(u))

eine stetige Funktion auf T, die iiberall das gleiche Vorzeichen haben muf.
Indem man notfalls in 7" eine Spiegelung davorschaltet, kann man erreichen,
daB8 A(u) > 0 auf T ist. Dann verwenden wir ¢ := ¢! als Karte fiir M.

Nun seien zwei solche Parametrisierungen ¢, : Ty — M und ¢y : T5 — M
gegeben. Wir miissen zeigen, dafl ® := 1), ' o ¢y orientierungstreu ist. Es sei
a;(u) := Dy (u) und b;(v) := Djihe(v) fiir v = by ' 09y (u). Dann gilt:

Dipy(u) = Dipa(v) o D(1hy ! 0 4y)(u),

also
(ai(u),...,a,-1(u)) = (bi(v),...,bu_1(v)) - Jw;%wl(u).

Die Basen {v,a;(u),...,a, 1(u)} und {v,by(v),...,b,_1(v)} sind gleich
orientiert, und der Basiswechsel zwischen ihnen wird durch die Matrix

( (1) waf)wl(“) )

beschrieben. Daher muf det(.J;-1,,, (1)) > 0 sein. Das war zu zeigen.

Es folgt insbesondere, da$ jede Hyperfliche der Form f~'(0) orientierbar ist,
also z.B. auch jede Hypersphére.

Es sei jetzt X eine orientierbare n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
und w eine stetige n-Form mit kompaktem Tréger auf X. Weiter sei (U,, ,).es ein
orientierter Atlas fiir X und (f,),c; eine dazu passende Teilung der Eins.

Definition. Ist Tr(w) C U, und B, := ¢,(U,) C R", so ist / w = / w,.
X B,

o5 e

el

Ist w beliebig, so setzen wir

Wir miissen uns erst mal iiberlegen, dafl diese Definition sinnvoll ist.
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1) Nach Voraussetzung ist K := Tr(w) kompakt. Zu jedem z € K gibt es eine
offene Umgebung U = U(z), die nur fiir endlich viele ¢ den Tréger von f, trifft. Da
man K mit endlich vielen solchen Umgebungen iiberdecken kann, ist die Summe
in der Integraldefinition endlich.

2) Ist Tr(w) C U, N U, so ist

/ Wy = / . © ()DR w, = / w, ,
K K B,

weil die Koordinatentransformationen orientierungstreu sind.

3) Sei (V,),en ein weiterer (gleich-orientierter) Atlas und (g,),en eine dazu pas-
sende Teilung der Eins. Dann ist f,g, = 0 fiir fast alle (¢,v), und es gilt:

DO fe) =D LD )= fi=1

also
> [ = X [ (o
> / gvJuw
und

;/gyw = ;/(Zﬁ)gyw
= Z/guﬂw-

3.4 Satz. Sei X eine n-dimensionale orientierbare differenzierbare Mannigfaltig-
keit, K C X eine Nullmenge, X \ K offen in X und w eine n-Form mit kompaktem

BEWEIS: 1) Sei zunéchst ¢ : U — B C R" eine Karte und Tr(w) C U. Dann ist
N := (K NU) eine Nullmenge in B, und es gilt:

feo= oo fr = o
X B B\N X\K

2) Ist w beliebig, so wihlen wir einen orientierten Atlas (U,,y,) und eine dazu
passende Teilung der Eins (f,). Dann gilt:
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/XWZZ/XL.MIZ X\KfL.w:/X\Kw.

Der Satz ermdglicht es, in gewissen Féllen das Integral einer n-Form auch auszu-
rechnen.

3.5 Satz. Sei X eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit, Q) C R™ ein
kompakter Quader, W = W (Q) C R™ eine offene Umgebung und ¢ : W — X eine
differenzierbare Abbildung, so daf$ gilt:

1. 2/}|é ist ein Diffeomorphismus von ) auf eine offene Teilmenge von X.

2. (@) =X.

Dann gilt fiir jede n-Form w mit kompaktem Trdger auf X :

ek

BeEwEeIs:  Wir wihlen eine feste Orientierung auf X. Sei K := ¢(0Q). Dann ist

(o}

K kompakt und X = K UU, mit U = ¥(Q). Ist ¢ : V. — B C R" eine positiv
orientierte Karte fiir X und Wy := ¢~ 1(V) C W, so ist o(KNV) = poth(WyNIQ)
eine Nullmenge im R". Das bedeutet, daf} K eine Nullmenge in X ist, also

oL ke

Weiter ist g := ¢~ : U — @Q eine Karte fiir X und (w),, = ¢*w. Daraus folgt die
Behauptung. "

Beispiel.

Sei a > 1. LaBt man den Kreis (1 — a)? + 23 = 1 um die x3-Achse rotieren,
so entsteht ein ,, Torus“ X, eine 2-dimensionale kompakte (und orientierbare)
Untermannigfaltigkeit des R®. Der Torus kann parametrisiert werden durch

Y(u,v) := ((a + cosv) cosu, (a + cosv) sinu, sinv).

Dabei sei ¢ auf Q := {(u,v) € R? : 0 < u < 27,0 < v < 27} definiert.

X Q

fiir jede 2-Form w auf X.
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Sei etwa w = x1 dre A dxs — 2o dxy N drg + x3dxy N dre. Dann ist

Y*(dzy ANdxy) = (a4 cosv)sinvdu A dv,
Y*(des ANdzy) = (a4 cosv)sinucosvdu A dv
und Y (dxa Adrs) = (a4 cosv)cosucosvdu A dv.

also
Y*w = (a + cosv)(1 + acosv)du A dv

u

nd
2 2m
/ W= / (/ [a(1 + cos®v) + (1 + a*) cos v] du) dv = 67%a,
X 0 0

denn es ist

27 2 27
/ cosvdv =0, / dv = 27 und / cos® v dv = .
0 0 0

Man kann den obigen Satz noch verallgemeinern.

3.6 Satz. Sei X eine kompakte orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit
und w eine n-Form auf X. Firi=1,..., N gebe es offene Mengen V; CC U; C R"
und differenzierbare Abbildungen 1; : U; — X, so daf gilt:

1. X; = i(V;) ist offen in X und ¢; : V; — X, ist ein orientierungstreuer
Diffeomorphismus.

2. XiNX; =0 firi#j.
3. Vi \'V; ist stets eine Nullmenge.

4. (Vi) u...uoy(Vy) = X.

N
Dann ist/w: /z/zz‘w.
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§4 Immersionen und Submersionen

Definition. Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine abgeschlossene
Teilmenge Y C X heift abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Codimension
g von X, falls es zu jedem a € Y eine Umgebung U = U(a) C X und eine
differenzierbare Abbildung f : U — R? gibt, so dafl gilt:

L.YNU={2z€U: f(z)=0}.
2. rg,(f) =qauf U.

Ist f=(f1,.-.,fy), soist die Rangbedingung dquivalent zu der Bedingung
(dfi N...Ndfy)s #0, fiir x e U.

Die Menge Y ist selbst wieder eine Mannigfaltigkeit im allgemeinen Sinne, und fiir
zeYist T,(Y) = Ker(f,,). Ist X = R", so hat man wieder die alte Definition.
Eine (beliebige) Untermannigfaltigkeit von X ist eine abgeschlossene Unterman-
nigfaltigkeit einer offenen Teilmenge von X.

4.1 Satz. Fine Teilmenge Y C X st genau dann eine Untermannigfaltigkeit der
Codimension q von X, wenn es zu jedem Punkt xy € Y eine Karte (U, p) fir X
mit xg € U gibt, so daf$ gilt:

UnY ={zecU : """ = =z"=0}

Definition. FEine differenzierbare Abbildung f : Y — X heifit Finbettung, falls
f(Y) eine Untermannigfaltigkeit von X und f : Y — f(Y) ein Diffeomorphismus
ist.

Der einfache Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Definition. Eine differenzierbare Abbildung f : X — Y heifit Immersion in
o € X, falls figy @ Too(X) — Tpao)(Y) injektiv ist. Die Abbildung f heifit eine
Immersion, falls sie in jedem Punkt x € X eine Immersion ist.

4.2 Theorem. Sei f : X — Y eine Immersion. Dann gibt es zu jedem Punkt
xg € X eine Umgebung U = U(xo) C X, so daf$ fly : U — Y eine Einbettung ist.

BeEwEeIs:  Es muB n := dim(X) < m := dim(Y) sein, und nach dem Satz vom
Rang gibt es offene Umgebungen U = U(zy) C X und V = V(f(z0)) C Y, so daB
flv : U — V in lokalen Koordinaten die Gestalt f(z) = (x,0) hat. Daraus folgt
die Behauptung. "

Im allgemeinen ist eine Immersion global keine Einbettung, selbst wenn sie injektiv
ist.
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Beispiel einer injektiven Immersion, die keine Einbettung ist:

X f

4.3 Satz. Sei f: X — Y eine Immersion. Ist f : X — f(X) ein Homéomor-
phismus (wobei f(X) mit der von'Y induzierten Relativtopologie versehen ist), so
ist f eine Finbettung.

BEWEIS:  Seiyy = f(zo) € Y. Weil f eine Immersion ist, gibt es offene Umgebun-
gen U(xg) C X und V(yp) C Y, so daB f(U) eine Untermannigfaltigkeit von V" ist.
Weil f~1: f(X) — X stetig ist, gibt es eine offene Umgebung W (yo) C V, so daB
HW N f(X)) CU ist. Alsoist f(X)NW = f(U)NW. Das bedeutet, dafl f(X)
in der Ndhe von y, eine Untermannigfaltigkeit von Y ist. Weil gy, beliebig war, ist
f(X) Untermannigfaltigkeit von Y. Ein differenzierbarer Homdomorphismus zwi-
schen zwei Mannigfaltigkeiten mufl aber nach dem Satz iiber inverse Abbildungen
sogar ein Diffeomorphismus sein. .

Beispiel.

Eine Parametrisierung ¢ : T" — M einer Untermannigfaltigkeit des R™ ist
nach Definition eine Immersion und ein Homéomorphismus von 7" auf (7).
Also ist ¢ eine Einbettung.

4.4 Satz. Sei [ : X — Y eine injektive Immersion. Ist [ ,lokal eigentlich*,
besitzt also jeder Punkt y € Y eine kompakte Umgebung A, so daf auch f~(A)
kompakt ist, so ist f eine Finbettung.

BEWEIS: Es ist nur zu zeigen, daf§ f~1: f(X) — X stetig ist. Dazu sei (y;) eine
Folge in f(X), die gegen einen Punkt yo = f(zo) konvergiert. Sei xj, := f~*(y;) und
zo := f(yo). Weiter sei A eine kompakte Umgebung von g, in Y, so dafi f~1(A)
ebenfalls kompakt ist. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf§ alle y; in A liegen. Die
stetige Abbildung f : f~1(A4) — f(X) N A (zwischen kompakten Riumen) ist ein
Homéomorphismus. Also mufl auch (z;) gegen xo konvergieren. .

4.5 Folgerung. Ist f: X — Y eine injektive Immersion und X kompakt, so ist
f sogar eine Einbettung.
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Definition. Eine differenzierbare Abbildung f : X — Y heifit Submersion in
rg € X, falls fipo : Too(X) = T(a0)(Y) surjektiv ist.

4.6 Satz. Seidim(X)=n unddim(Y)=m <n. Ist f: X — Y differenzierbar,
xo € X und yo = f(xo) €Y, so sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Submersion in xg.

2. Es gibt offene Umgebungen U(xg) C X und V(yo) C Y, eine (n —m)-
dimensionale Mannigfaltigkeit Z und eine differenzierbare Abbildung g : U —
Z, so daf (f,qg) die Umgebung U diffeomorph auf V x Z abbildet. Insbesondere
st dann folgendes Diagramm kommutativ:

U \f:9) VxZ

—

I\ /Py
%

3. Es gibt eine offene Umgebung V- = V(yo) C Y und eine differenzierbare
Abbildung s : V — X mit s(yo) = xo und fos=idy. Man nennt eine solche
Abbildung s einen lokalen Schnitt.

BeweEls: (1) = (2): Wir konnen uns auf die lokale Situation beschréanken. Es
sei U = U0) C R, V =V(0) C R" f:U — V differenzierbar, f(0) = 0
und rg D f(0) = m. Wir kénnen annehmen, daf sich die Funktionalmatrix J¢(0) €
M, (R) wie folgt zerlegen lafit:

Jr(0) = (J}(O) ‘ J}’(O)), mit det J}(0) # 0.

Fiir die Abbildung f(x/,x") = (f(x/,x"),x") gilt dann:

750 = (L0

Also ist det J7(0) # 0, und es gibt Umgebungen U(0) C U und W(0) C R, so daB

f: U — W ein Diffeomorphismus ist. O.B.d.A. sei U=Uund W =V x Z, mit
einer offenen Umgebung Z = Z(0) C R™ ™. Dann definieren wir g : U — Z durch

g(x',x") := x". Offensichtlich ist (f,g) = f: U — V x Z ein Diffeomorphismus.

(2) = (3): Sei (f,g) : U — V x Z der gegebene Diffeomorphismus. Dann setzen
wir s(y) = (f,9) " (y, g(xp)). Offensichtlich ist s(yo) = zo und (f,g) o s(y) =
(4, 9(x0)), also fos(y) =y.

(3) = (1): Aus der Gleichung f o s = id folgt, dal f. o s, = id ist, also f.
surjektiv. "
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4.7 Satz. Seidim(X)=n, dim(Y)=m, f: X — Y (iberall) eine Submersion
und y € Y. Dann ist f~'(y) leer oder eine (n — m)-dimensionale abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit von X . Im letzteren Fall ist T,(f(y)) = Ker(f..) fir x €

f ().

BEWEIS: Seixg € X, yo = f(yo) und M := f~(y). Wir wiihlen U, V, Z, g und
W C V x Z wie im obigen Satz, so dafl (f,g) : U — W ein Diffeomorphismus ist.
Dann ist

MnU=((f.9)" ({w} x 2)) NU.
Daraus folgt, dal M eine Untermannigfaltigkeit ist.

Da f auf M konstant ist, ist fi z|n, ) =0, also T,(M) C Ker(f, ). Aus Dimensi-
onsgriinden mufl nun die Gleichheit gelten. "

4.8 Satz. Sei f: X — Y eine Submersion und n := dim(X) > m = dim(Y').
Zusitzlich sei X orientierbar. Dann ist auch jede Faser f~'(y) orientierbar. Sind
X und Y orientiert, so kann man eine kanonische Orientierung auf den Fasern
festlegen.

BEWEIS:  Sei g € X, yo = f(xo) € Y. Wir kénnen Karten (U, ) fiir X bei zg
und (V) fiir Y bei yo finden, so daB folgendes Diagramm kommutiert:

U # R'=R"™xR"

—

fl | pry
V P Rm

—

Es sei noch ¢(z9) = 0, ¥(y9) = 0 und F := f~1(yo) N U. Zum Beweis der zweiten
Aussage konnen wir fiir ¢ eine Karte aus einem positiv orientierten Atlas fiir Y
wihlen, bei der ersten Aussage spielt das keine Rolle. Ist nur X orientiert, so kann
man zumindest erreichen, dal ¢ zu einem positiv orientierten Atlas fiir X gehort.

Es ist pryop =1 o f, bzw. "t opry, = fop L
Nun gewinnen wir eine Karte p: U N F — R"™™ fiir die Faser F' durch
0 :=Dpry o Y|y
Dann ist g o p~1(x/,0), also o1 (x) = 71 (x/,0).
Wir betrachten jetzt zwei solcher Karten. Dann ist
0100, (X)) = pryopiopy ! (x,0)
und
Pryop10py (X,X") = trofopy(x,x")
= 1oty opry(x,x")
= Yoty (x").



78 KAPITEL 3 DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Daraus folgt:
J -1(X) i
/ — 100
Toropyt (6, 0) = ( 0 Jppop1(0) |

Will man nur eine Faser betrachten, so kann man v¢; = 1 annehmen. Auf
jeden Fall ist detJ, ,.-1(x’,0) > 0 und detJ, ,,~1(0) > 0, und damit auch
det J, -1 (x") > 0. Damit ist alles gezeigt. .

Eine besondere Situation liegt vor, wenn n = m ist, und f. , : To(X) — Ty (Y) fiir
jedes z € X ein Isomorphismus. Dann ist f nach dem Satz iiber inverse Abbildun-
gen ein lokaler Diffeomorphismus, braucht aber nicht global diffeomorph zu sein.
Die Fasern sind in diesem Falle O-dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir ha-
ben noch nicht dariiber nachgedacht, was man unter der Orientierung eines Punktes
verstehen soll. Mit Atlanten kommt man da nicht so recht weiter, aber eine nir-
gends verschwindende 0-Form auf einem Punkt ist eine reelle Zahl # 0. Deshalb
verstehen wir unter einer Orientierung eines Punktes einfach ein Vorzeichen, also
eine der beiden Zahlen +1.

Es seien nun X und Y orientiert, jeweils durch nirgends verschwindende n-Formen
wx und wy. Die Abbildung f heifit in = orientierungstreu, falls f*(wy) die gleiche
Orientierung wie wy definiert. In diesem Fall versehen wir die Faser in x mit der
Orientierung +1, andernfalls mit der Orientierung —1.

Wir wollen jetzt in einem einfachen Fall das ,,Faserintegral“ einer Differentialform
einfiihren.

Zunéchst eine Vorbemerkung: Ist X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und M C
X eine k-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit, so ist die natiirliche
Inklusion iy, : M — X eine differenzierbare Abbildung. Ist w eine stetige k-Form
mit kompaktem Tréager auf X, so ist ¢},w eine k-Form auf M, und man setzt

[yp— y*
/ w.—/ Vw-
M M

In der Nihe eine Punktes von M kann man Koordinaten z!,... 2" fiir X finden,
so daB M durch zF*! = ... = 2™ = 0 gegeben ist und z?, ..., 2* Koordinaten fiir
Mssind. Ist 1 <47 < ... <1 <n, soist

de' A . ANdat fallsi, =vfirv=1,...,k,

v (dz™ AL A da') = { 0 const.

Es sei nun @ : X — Y eine Submersion, n := dim(X) > m := dim(Y"). Auflerdem
sei w eine stetige k-Form mit kompaktem Triager auf X, k := n — m. Die Man-
nigfaltigkeiten X und Y seien orientiert, und die Fasern ®~!(y) mdgen die oben
beschriebene induzierte Orientierung tragen. Fiir y € Y sei i, : &7'(y) — X die

natiirliche Inklusion. Dann ist das Faserintegral F' = w die differenzierbare

X/Y
Funktion auf Y, die durch
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definiert wird.

Bemerkung. Ist w eine (k+p)-Form auf X, so kann man auch das Faserintegral

/ w bilden und erhélt eine p-Form auf Y. Die Differentiale in Faserrichtung
X/Y

werden dabei ,wegintegriert“. Wir verzichten hier auf die genaue Beschreibung
dieses relativ komplizierten Vorganges und begniigen uns mit dem Fall p = 0.

Wir miissen noch den Fall dim(X) = dim(Y’) = n betrachten. Ist g eine stetige
0-Form (also eine Funktion) mit kompaktem Tréiger auf X und zo € X ein Punkt,

So ist
/ g = &(wo) - g(o),
{zo}

wobei e(zg) = +1 ist, je nachdem, welche Orientierung der Punkt z, tragen soll.
Ist xy ein Punkt in der Faser iiber einem Punkt y, € Y, so geben wir zy die
Orientierung +1, wenn f in x( orientierungstreu ist, und sonst die Orientierung
—1. Also ist in diesem Falle

(f L 9)o) = FO) - / s X oot

zed—1(y)

Weil g kompakten Tréager hat, ist die Summe endlich.



