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§1 Alternierende Multilinearformen

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und V* = L(V,R) sein Dualraum.

Definition. Eine Abbildung
p: (V)P xVI—-R,

die in jedem Argument linear (insgesamt also (p+ ¢)-fach multilinear) ist, heifit ein
p-fach kontravarianter und g-fach kovarianter Tensor (iiber V). Die Menge aller
dieser Tensoren sei mit T?(V') bezeichnet.

Beispiele.
1. Eine Linearform ¢ € V* ist ein 1-fach kovarianter Tensor.

Der Vektorraum TS(V) aller g-fach kovarianten Tensoren wird auch mit
L,(V;R) bezeichnet (Menge der g-fachen Multilinearformen tiber V).

Wir betrachten erst einmal den Fall V = R". Jedem Vektor a € R" ist eine
Linearform A\, zugeordnet, mit

Aa(X) i=aex=az;+  a,x, =a-x".

Die Zuordnung a +— A, definiert eine lineare Abbildung von R™ auf (R")* =
L(R™ R), mit Aa(e;) = a;. Ist umgekehrt eine Linearform ¢ € (R™)* gege-
ben, so setzen wir v(p) := (p(e1),...,¢(e,)). Das liefert uns eine lineare
Abbildung von (R™)* nach R™, und wegen

)\V(SD)(X) =1 30(81) +ee xn(p(en) = @(xlel + -+ xnen) = SO(X)

und  v(A\y) = (Naler),..., Aa(en)) = (a1,...,a,) = a

sind die beiden Abbildungen invers zueinander.

Leider 148t sich die Zuordnung a — A, nicht so ohne weiteres auf einen be-
liebigen endlich-dimensionalen Vektorraum V {ibertragen. Ist allerdings ein
Skalarprodukt <...,...> (also eine positiv definite symmetrische Bilinear-

form) auf V' gegeben, so konnen wir jedem Vektor a € V' genau wie oben eine
Linearform )\, zuordnen, durch

Ao(2) == <a, z>.

Ist A={ay,...,a,} eine ON-Basis von V, so besitzt jeder Vektor x € V eine
eindeutig bestimmte Darstellung

n
T = E <T, a;>a; .
=1
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Wenn wir jeder Linearform ¢ € V* durch
V(A @) = pla)a
i=1

einen Vektor v = v(A, ¢) € V zuordnen, so erhalten wir eine lineare Abbil-
dung von V* nach V| die allerdings von der gewahlten Basis A abhéangt.

Ist v =v(A, ) und x € V beliebig, so ist

Ao() = <Z ola)a;, > = Z ola;)<a;, > = @(Z <a;, x>ai> = (),

i=1 i=1 i=1

und umgekehrt ist

V(A \) = Z Ao(a;)a; = Z <a, a;>a; = a.
i=1 i=1

Also ist die Zuordnung a — A, ein Isomorphismus und v, die Umkehrabbil-
dung.

Die Linearformen o' := \,,, i = 1,...,n, bilden die duale Basis zur Basis A.
Tatséchlich ist 4
a'(a;) = <a;, a;> = ;.

2. FEin 1-fach kontravarianter Tensor ist ein Element des Bidualraumes V**. Nun
gibt es einen kanonischen Isomorphismus

J:V =V mit j(v)(e) == ¢(v).

Offensichtlich ist j linear, und wenn j(v) = 0 ist, so ist ¢(v) = 0 fir alle
Linearformen ¢ € V*. Schreibt man v = vya;+- - - +v,a,, mit einer beliebigen
Basis {ay,...,a,} von V, und ist {a!,..., a"} die dazu duale Basis von V*,
so ist 0 = a'(v) = wv; fiir alle 4, also v = 0. Das zeigt die Injektivitit, und
aus Dimensionsgriinden ist 7 dann ein Isomorphismus. Also kann man 1-fach
kontravariante Tensoren als Vektoren auffassen.

Es seien nun zwei Vektorrdume V' und W mit Basen A = {a4,...,a,,} und B =
{b1,...,b,} gegeben. Dann gibt es zu jedem Vektor z = xia; + -+ + Tpa, € V
und jedem Vektor y = yi1b1 + - - - + y,b, € W eine Koordinatendarstellung

Ist f:V — W eine lineare Abbildung, so definieren wir die Matrix
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@11 - Qim
Mpa(f) =1 | € Mum(R)
anl “ e anm
durch "
f(aj) _Zaijbza J ]-a ,
i=1
Dann ist . - " n o om
f( Z .Z']a]) = Z Z; (Z Clijbi> = Z (Z az]x]>bz>
j=1 j=1 i=1 =1 j=1

l

also M a(f) - 74 = f(z)p
Die lineare Abbildung f induziert eine duale Abbildung f* : W* — V* durch

fi(p) =pof.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt kann man sich das folgendermafien vor-
stellen:

Ist die Linearform ¢ € W* nicht die Nullform, so ist Im(¢) = R und Ker(y) eine
Hyperebene. Ist ¢ = A, (mit a € W), so ist

Ker(p) ={x e W : <a, 2> =0}

das orthogonale Komplement zu der Geraden Ra. Man kann jetzt ¢ mit der (zu
Ker(y) parallelen) Schar affiner Hyperebenen H, = ra + Ker(p), r € R, identi-
fizieren. Ist x € W, z = ra + a* mit 2* € Ker(yp), so ist p(z) = r<a, a>. Nun
1st

Ker(f*(¢)) = {z eV :pof(x)=0}
= {z eV : f(zx) € Ker(p)}
7 (Ker(e)).

Die Linearform f*(y) wird also durch die zu f~!(Ker(y)) parallele Schar von Hy-
perebenen veranschaulicht. Das funktioniert iibrigens nicht in umgekehrter Rich-
tung, denn das Bild einer Hyperebene unter einer linearen Abbildung ist i.a. keine
Hyperebene.

Sei jetzt A* = {a!,...,a™} C V* die duale Basis zu {ay,...,a,}, und B* =
{8, ..., 3"} C W* die duale Basis zu {b, ..., b,}. Dann kann f* durch die Matrix
Mg+ g+(f*) € My, n(R) beschrieben werden. Bezeichnen wir die Eintrége in dieser
Matrix mit a;, so ist

I (ﬁl) = Z a;‘fiaj;
j=1
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also
@ = PE) ) = 5o flay)
= ﬂi(Za,,jb,,)

n

= Zawﬂi(by) = Q4.

v=1

Das zeigt, daB M« g«(f*) = Mp a(f)" ist.

Definition.  Sind f1,..., f; Linearformen auf V, so wird deren Tensorprodukt
[ ®...® f, € Ly(V;R) definiert durch

(fl ®...Q fq)(vlv s 7Uq) = fl(Ul) o 'fq(vq>‘

1.1 Satz. st {ai,...,a,} eine Basis von V und {a,... a"} die dazu duale
Basis, so bilden die Tensorprodukte o @...@a'" mit 1 <1iy,...,i, <n eine Basis
des Raumes L,(V;R). Insbesondere ist dim L,(V;R) = n?.

BEwEIS: 1) Lineare Unabhéngigkeit:
Sei Z cil,,_iqoz“ ® -+ ®a' = 0. Setzt man ¢g-Tupel (aj,, ... ,a;,) ein, so erhélt

man c;,._j, = 0 fir alle j,..., j,.

2) Ist ¢ eine beliebige g-fache Multilinearform, so setzen wir

W)= Z (@i, ... a;,)a"" @ ® a.

Dann ist (¢ — ¢)(aj,,...,a;,) = 0 fir alle ji,...,j,, also (¥ —¢)(v1,...,v4) =0
fir alle vy, ..., vy, und damit ¢ = .

Definition. Eine Multilinearform ¢ € L,(V;R) heifit alternierend oder schief-
symmetrisch, falls fir i =1,...,q — 1 gilt:

(X1, o Ty gy Bg) = —@(T1, oo Ty, Ty oo, Ty).

Da man beliebige Permutationen aus Vertauschungen zusammensetzen kann, folgt:

1.2 Satz.

1. o(To1), -+, Tog)) = sign(o) - (z1,...,x,4) fir alle Permutationen o € Sy.
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2. ¢(x1,...,24) =0, falls zwei Argumente gleich sind.

Definition. Es sei AY(V) C L,(V; K) der Unterraum aller alternierenden -
fachen Multilinearformen auf V.

Speziell ist A°(V) =R, AY(V) = V* und AY(V) = 0 fiir ¢ > n.

Definition.  Sind Ay,...,A; € V* Linearformen, so setzt man

MALCA )\q = Z sign(a))\g(l) X...Q )\U(q).

0ESy

1.3 Satz. FEs st

MA - AN vg) = det()\l-(vj) ) i = 1,...,q).
Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Determinante.
1.4 Folgerung. M\ A... A\, ist alternierend, und fir o € S, ist

)\0(1) /\.../\)\U(q) = sign(o) - A1 /\.../\/\q.

BEWEIS: Die Determinante

MA AN (v ) :det<)\i(vj) ‘ i,jzl,...,g)

ist alternierend in den Zeilen (also den );) und den Spalten (also den v;). n
Fir 1 <iy,...,i; < nsei d(i,...,1i,) das (eindeutig bestimmte) Vorzeichen der-
jenigen Permutation, die (iy,...,4,) auf (ji,...,J,) mit 1 < j; < ... < j, < n
abbildet.

1.5 Hilfssatz 1. Ist {0417 ...,a"} die duale Basis zu A = {ay,...,a,} und 1 <
J1<...<j,<n, soist

i1 iq ' . . 0 falls {il, Ce ,’iq} 7& {jl, e ,jq},
aihNa (a”""’ajq)_{ O(i1, ... iq) falls {iv, ... i} = {J1, -, Jg

BEWEIS:  Ist {i1,..., 40} # {Jj1,...,Jg}, sOist &’ @ ... ® a'*@ (ay,,...,a;) =0
fir jedes o € S,. Sei daher {iy,...,i7,} = {j1,...,J,}. Dann ist

AN LN (ag,, . a;,) = (i, i)t AL A AT (ay,, .. ay,)
= 5(i17 s ’iq) Z Sign(g)ajl (aja(l)) -l (aja(q))
0€Sy

= 5(i1, cee ,iq).
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Von der Summe bleibt nur der Summand mit ¢ = id iibrig. .

1.6 Hilfssatz 2. Ist p € AY(V), A={ay,...,a,} eine Basis von V und
o(aiy, ... a,) =0 firl <ip <...<iz<n,
so 1st p = 0.
BEWEIS:  Ist {i1,....45.} = {j1,.. ., Jgt mit 1 <j; < ... <j, <n,soist
o(ai,...,a;,) =0(i1,..., 1) - plaz,...,a;) = 0.

Sind nun z; = xj101 + - -+ + Tjpan, = 1,...,¢q, beliebige Vektoren, so ist

gD(ZEl, o ,J]q) = Z T4y - 'xqiqw(aiu <o 7aiq> = 0.
o

1.7 Satz.  Die Formen o* A... Ao’ mit 1 <4y < ... <1, <n bilden eine Basis
von AYV'). Insbesondere ist dim(AY(V)) = (n)
q
BEWEIS: 1) Lineare Unabhéngigkeit: Sei
Z Cirig@ A AN a' =0,
1<i1 <...<ig<n

Dann ist

0= < Z cil_,_iqo/l /\...Aaiq>(aj1,...,ajq) = Cjy..j, fir jl < ... <jq-

1<i1<...<ig<n

2) Erzeugendensystem: Sei ¢ € A4(V'). Dann definieren wir ¢» € A4(V) als
P = Z gp(ail,...,aiq)o/l/\.../\o/q.
1<y <...<ig<n

Dann sieht man sofort: ¢ = .

Die Dimension von A%(V) ist die Anzahl der ¢-Tupel (iy,...,7,) mit 1 < 43 <

. < ig < n. Jedes solche g-Tupel bestimmt genau eine g-elementige Teilmenge
von {1,...,n}, und zu jeder der Mengen gibt es nur eine zuldssige Anordnung der
Elemente. "

Setzt man nun das Produkt

(@A AAPYA (AL AT =t AL NG AT AL A Al
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bilinear fort, so erhélt man das sogenannte Dachprodukt
AP(V) x AU(V) 2 APV, mit (,) — ¢ A
Dieses Produkt hat folgende Eigenschaften:
L (wA@) AP =wA(pAr).
2. whp=(—1PpAw firwe AP(V), ¢ € AY(V). (Antikommutativgesetz).
3. Fiir Linearformen ¢, € V*ist o A = p @ ¢ — 19 ® .

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen ganz leicht fiir Basisformen und dann wegen
der Bilinearitét fiir beliebige Formen.

Definition. Zwei (geordnete) Basen {ay,...,a,}, {b1,...,b,} eines n-dimensio-
nalen Vektorraumes V heiflen gleich-orientiert, falls der durch T'(a;) = b; gegebene
Automorphismus von V' eine positive Determinante besitzt.

Die Menge der geordneten Basen von V' wird durch die Relation , gleichorientiert*
in zwei Aquivalenzklassen zerlegt. Basen in zwei verschiedenen Klassen gehen durch
einen Automorphismus mit negativer Determinante auseinander hervor. Unter einer
Orientierung von V versteht man die Auswahl einer der beiden Klassen.

Der R™ hat hier eine Sonderstellung inne. Eine Basis des R™ heifit positiv orientiert,
wenn sie in der gleichen Orientierungsklasse wie die Standardbasis {ej,...,e,}
liegt. So ist z.B. {es, €3, €, } eine positiv orientierte Basis des R?, wihrend {e,, e;, e3}
negativ orientiert ist.

1.8 Satz. Ist V ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt,
so gibt es genau eine n-Form Qy, so dafs

Qv(al, . ,an) =1
fir jede positiv orientierte ON-Basis {aq, ... ,a,} von V ist.

BEWEIS:  Wir wihlen eine spezielle positiv orientierte ON-Basis {ay, ..., a,} und
die dazu duale Basis {a',...,a"}. Dann setzen wir

QV::Oél/\.../\Oén.

Offensichtlich ist Qv (a1, ...,a,) = 1. Ist {by,...,b,} eine andere (ebenfalls positiv
orientierte) ON-Basis, so geht sie aus {ay, ..., a,} durch eine Transformation 7" mit
det(7T) = 1 hervor (vgl. Lineare Algebra). Andererseits gilt allgemein:

o' AN (Tay,. .., Tay) =det(T) - o' AL Aa™(ay, ..., an).

Also ist auch Qy (by,...,b,) = 1. .
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Definition. Die n-Form €y heifit Volumenform von V. Speziell wird A := Qgn =
el A... A g™ auch als Determinantenform bezeichnet.

Ist M eine (n,n)-Matrix mit den Zeilenvektoren x, .. .,x,, so ist A(xy,...,X,) =

det(M).

Es sei weiterhin V' ein n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt, A = {ay,...,a,} eine positiv orientierte Orthonormalbasis und {a!,... o™}
die zugehérige duale Basis. Wir wollen den Raum A" (V') untersuchen.

Eine Basis von A"~!(V) bilden die n (n-1)-Formen
W' ::alA...Ao/;iA...Aa”, 1=1,...,n,

wobei das Dach iiber o bedeutet, dafl dieser Faktor weggelassen werden soll. Man
erhélt also die Formen

w=a?A A", W=alAdPA LAY, L, W= AL AT

1.9 Satz (Die kanonische (n—1)-Form zu einem Vektor). Es gibt zu jedem
Vektor v € V' genau eine (n — 1)-Form A, € A"V, so dap gilt:

AN, =) - Qy,  firallepeV*.

In Koordinaten: Ist {ay, ..., a,} eine positiv orientierte ON-Basis und {a, ... o™}
die dazu duale Basis, sowie v = viay + -+ + V,Qy,, SO 1St

n
A, = Zvi(—l)”lal ANoooANaEAN L ANQ"
i=1

BEwEIS: Der Eindeutigkeitsbeweis liefert auch gleich die Formel:

n
Wenn es eine Form A, = Z c;w; mit der geforderten Eigenschaft gibt, so muf fiir
j=1
v =v1a1 + - + vya, gelten:

vi-Qy = a'(v)-Qp

n
Also ist dann A, = Zvi(—l)”lal AN oANGEA A"
i=1
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Da jede Linearform ¢ eine Linearkombination der o ist, folgt ganz leicht, daf die
so definierte Form A, die gewiinschte Eigenschaft hat. "

Speziell ist A\, A A, = <a, v>Qy.

Beispiel.

Sei V' = R3. Wir benutzen das euklidische Skalarprodukt und als Orthonor-
malbasis die Basis {e;, ey, e3} der Einheitsvektoren. Ist a = (ay, as, a3) € R3,
SO ist

Aa = a1’ + aze? + age?

und
A = @162 A2 + aged A el + agel A2

Daraus folgt:

Aa(v,w) = a1(vowz — v3ws) + as(vswy — viws) + az(viwy — vaws)
= A(v,w,a).

AuBerdem ist Ay, A Ap = (aeb)A.

1.10 Satz. Sind v,w € R3, s0 gibt es genau einen Vektor v x w € R3, so daf
(vxw)ea=A(v,w,a) = A,(v,w)
fiir alle Vektoren a € R? gilt.

BEwEIS: Durch a — A(v,w,a) wird eine Linearform gegeben. Es muf also einen
(eindeutig bestimmten) Vektor z € R? geben, so dai M\,(a) = A(v,w,a) ist. Wir
setzen dann v X w := z. "

Man nennt v x w das Vektorprodukt von v und w.

1.11 Satz (Eigenschaften des Vektorproduktes).
1. v X W = (Ugw3 — U3Ws, V3w — VW3, V1 W — Ul ).
2. (v,w) +— v X w ist bilinear und alternierend.
3. ve(vxw)=we(vxw)=0.
4. Ist {a;,ay, a3} eine positiv orientierte ON-Basis des R?, so gilt:

a; Xaz =a3, az Xag=a undalxagz—aQ.
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BeEwEIs: 1) Die Komponenten von v x w sind die drei Zahlen (v x w) e ; =
Ae,(v,w), i =1,2,3. Dabei ist Ao, =c* Ae? A, =3 A und Ag, = &' A &2

2) ergibt sich aus den Eigenschaften der Determinantenform.
3) Es ist

ve(vxw)=A(v,v,w)=0
und analog auch w e (v x w) = A(w,v,w) = 0.

4) Aus (2) ergibt sich, daB v x w auf v und w senkrecht steht. Sei nun A =
{a;,a, a3} eine ON-Basis des R?, also a; e a; = §;;.

A ist genau dann positiv orientiert, wenn A(ay, as, ag) > 0 ist. Weil die a; die Zeilen
einer Orthogonalmatrix bilden, mufi dann sogar A(a;,as, az) = 1 gelten.

Es mufl a; X ay = ¢q5 - a3 sein, mit einem geeigneten Faktor c¢;5 € R. Dann ist
c12 =c1o- (ageaz) = (a; X ay) e ag = A(a,ag,a3) = 1.

Die beiden anderen Félle gehen genauso. "

1.12 Satz. Ao A XM = Auxe.

BEwWEIS:  Wir rechnen die Formel ,,zu Fu* nach:

3 3
Aa A Ap = (Z ai5i> A (Z bjsj)
i=1 j=1
= Z abje" N &l
1,J

(a2b3 — a352)€2 A 83 + (CLgbl — (llbg)€3 A 51 + (albg — a2b1>€1 A 62
- Aa><b-

1.13 Satz.

B Vex Vey
1. (vxw)o(xxy)—det(w.x Woy>'

2. (vxw)xu=(veu)-w— (weu)- v,

BEwEIs: 1) Es ist
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(vxw)e(xxy) = Avw(x,y)

= ()\v /\)\w)(xa Y)

= /\V<X> : /\W(Y) - )‘W(X) : )\v(Y)

= (vex) (wey)—(wex) (vey)

B Vex Vey

N det(w.x Woy)'
2) Sind v und w linear abhéngig, so kommt auf beiden Seiten Null heraus. Seien
also v und w linear unabhéngig. Wendet man darauf das Schmidtsche Orthogo-
nalisierungsverfahren an, so erhélt man eine ON-Basis {a,b} des von v und w

aufgespannten Unterraums. Mit ¢ := a x b erhélt man eine ON-Basis {a, b, c} des
R3, und es gibt Konstanten «, 3, 7, € und 6, so daf} gilt:

v=|v|]-a, w=a-a+03-b und u=~vy-at+e-b+d-c

Auflerdem ist

_ _ 2 aea aeb \
A(a,b,c) = (ax b)ec=|axb| _det(boa bob)_l’

also c x a=Db und ¢ x b = —a. Damit folgt:
(vxw)xu=([v|g-c)x(y-at+e-b+d-c)=(|v[]f) (v -b—c-a),
sowie

(veww = (|[v]y) (a-a+j-b)
= (Ivlye) -a+(IvlB) - (v - b)

und

(weu)v = (ay+pe)-([v]-a)
= (Ivlra)-a+(Ivl8) - (¢ - a).

Zusammen ergibt das die gewiinschte Formel. "
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§ 2 Differentialformen

Definition. Sei U C R” offen. Eine k-mal stetig differenzierbare Differentialform
der Dimension q (oder kurz: g-Form) auf U ist eine C*-Abbildung

w:UXR"x...xR" =R,
so daf fiir jedes x € U die Abbildung wy : R” x ... x R” — R mit
Wx(Vi, .., V) == w(X, Ve, ..., V)

eine alternierende ¢-fache Multilinearform ist.

Den R-Vektorraum aller k-mal stetig differenzierbaren ¢-Formen auf U bezeichnen
wir mit QF(U).

Bemerkungen.

1. QUU) = C*(U) ist der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
auf U.

2. Im Falle ¢ = 1 erhilt man die schon bekannten Pfaffsche Formen. Die (beliebig
oft differenzierbaren) 1-Formen dz; sind definiert durch dz;(x,v) = v;, also
(dry)x = €', firi=1,...,n.

3. Ist ¢ eine p-Form und 1) eine g-Form auf U, so ist ¢ A1) mit (0AY)x = ox Ak
eine (p + ¢)-Form auf U.

2.1 Satz. Jede q-Form ¢ aus Q}(U) kann eindeutig in der Form

Y = Z ail,_iq dl’z‘l FANRAN dl’iq

1<i1<...<ig<n

geschrieben werden, mit C*-Funktionen ,..i,- Dabei ist
ail...iq (X) = 90(X7 €y 7eiq>-

Der BEWEIS ist offensichtlich.

Definition. Ist U C R" offen, V. C R™ offen und F : U — V eine C*-Abbildung,
k > 1, so wird jeder g-Form w € Qf (V) ihre Liftung F*w € Q} _,(U) zugeordnet,
durch

Fro(x,vy,...,vqy) = w(F(x), DF(x)(v1),..., DF(x)(v,)).

2.2 Satz. Sei k > 1, F : U — V k-mal stetig differenzierbar. Die Liftung
F*: Qi (V) — Qi [(U) hat folgende Eigenschaften:
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1. F™* ist R-linear.

2. Ist f eine C*='-Funktion auf V und w € Qf_(V), so ist F*(f-w) = (foF)-
F*(w).

3. Ist f eine C*-Funktion auf V, so ist F*(df) = d(f o F). Insbesondere ist
F*(dy;) = dF;, wenn F = (Fy,..., F,,) ist.

4. Ist o € Q8 _ (V) und o € Qf_(V), so ist F*(p A) = (F*p) A (F*).
BEWwWEIS: Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition.
Zu (3):

Fr(df)(x,v) = df (F(x)

(4) Sind wy, . .., w, Pfaffsche Formen auf V, so ist

(F'w1 @+ @ Frwy) (X, V1, ..., V,) =

Frwi(x,vy) -+ Frwy(x, vy)

wi(F(x), DE(x)(v1)) - - wq(F(x), DF(x)(v))

= (w1 ® - Quy)(F(x), DF(x)(v1),..., DF(x)(v,)).

Daraus folgt, dafl F*(wy A ... Awy) = (F*wi) A ... A (F*w,) und dann allgemein
Fr(o ny) = (Frp) A (F*1)) ist. -

Ist F'=(F1,...,F,), so ergibt sich daraus:
2.3 Folgerung 1. Ist p = Z iy ..ig AYiy, N ... N dy;,, so ist

1<iy<...<ig<n

F*gpz Z (a/il...’iq OF) dEl /\/\qu

1<i1<...<ig<n

Also wird F*¢ gebildet, indem man F' iiberall dort einsetzt, wo es moglich ist.
Manchmal schreibt man deshalb auch ¢ o F' an Stelle von F*p.

2.4 Folgerung 2. Istn=m, so ist

F*(ady; A ... Ndy,) = (ao F)-det Jp-dxy A ... ANdz,.

BEwEIS: Es ist
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= ZZ e Z(Fl)xil o (Fo)e,, drg Ao Adxy,

11 12 in

= Y sign(o)(F)a, g - (F)ay, o Ao Aday,

O'ESn
= (det Jp)dzy A ... \dx,.

2.5 Satz. Zu jeder offenen Teilmenge U C R™, ¢ > 0 und k > 1 gibt es eine
eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung d = dy - QL(U) — QITN(U) mit folgenden
Eigenschaften:

1. Ist f € Q2(U) eine Funktion, so ist df das schon bekannte Differential.

2. Istw € QL(U) und ¢ € QLU), so ist

dwAp)=dwN e+ (—1)PwAdp.
3. Ist k> 2 und w € QL(U), so ist ddw = 0.

Beweis: 1) Eindeutigkeit:
Ist w = Z i,..iy dTiy N ... A dx;,, so folgt:

1<ir<...<ig<n

dv = Z d(ail__iq dl‘il VANIRAAN dl‘iq)

1<i1<...<ig<n

= > (day,gy Ndxy A Ay + ag, g, d(da, A A d,)

1<i1 <...<ig<n

== Z dailmiq /\dIZl /\.../\da:iq,

1<i1<...<ig<n

denn es ist d(dz;, A ... Adx;,) = 0, wie ein simpler Induktionsbeweis (unter Ver-
wendung der Eigenschaften (1), (2) und (3)) zeigt.

2) Existenz:

Wir definieren d durch die oben gewonnene Gleichung. Das ist moglich, wegen der
eindeutig bestimmten Basisdarstellung der Differentialformen. Es ist klar, dafl d
dann linear ist, und dafl df das Differential von f ist.

Wir benutzen eine abgekiirzte Schreibweise:
Fiir ein g-Tupel (41,...,4,) mit 1 <4 < ... < i, < n benutzen wir einen Grof}-
buchstaben I, an Stelle von aj,. 4, dx;, A ... A dz;, schreiben wir ay dx;.
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Ist w=aydz; und ¢ = by dxy, so ist

dlwA @) = d(arbydrr Adxy)
= d(arby) Ndzy Ndxy
= [(dar)bs + a;(dby)] A dzy Adx,
= (da; Ndzy) A (bydzy) + dby A (ar dzr) A dzy
= dw Ao+ (—1)’w Adep.

Weiter ist
ddf = d()_ fo,dx;)
= Zld(fxi)/\dxi
= Z Foia; doj A da;
Y]

B Z<fxlxﬂ - f%fcz) dxj Ndz; = 0.

j<i
und daher

dd((l[ dl‘[) == d(da[/\dx])
= dda[/\dl'[—da[/\d(dl’[) = 0.

Bemerkung. Ist V' C U offen, so ergibt sich sofort aus der Definition:

d(wlv) = (dw)lv-

2.6 Satz. Ist F:U — V eine C*-Abbildung und w € Qf_(V), so ist

d(F*w) = F*(dw).

BEWEIS: Sei w = ady;, A...Ady;,. Dann ist

d(F*w) = d((aoc F)dF;, A...NdF;))
= dlao F)NdF;, N...NdF;, + (a0 F)d(dF;, \... NdF;,)
= F*(da) N F*(dy;,) N ... N F*(dy,,)
= F*(danNdy, N...Ndy;,) = F*(dw).



42 KAPITEL 2 DIFFERENTIALFORMEN IM R”

2.7 Satz. F:U —V und G:V — W seien C*-Abbildungen, w € Qf [ (W).
Dann ist

(Go F)'w=F"(G'w).
BEWEIS:

(GoF)'w(x,vi,...,vy) = w(GoF(x),D(GoF)(x)(vi),...,D(GoF)(x)(vy))
= G'w(F(x),DF(x)(vy1),...,DF(x)(v,))
F*(G'w)(x,V1,...,Vg).

Fiir den Rest dieses Paragraphen betrachten wir nur den C°°-Fall. Dabei sei
QUU) := Q4 (U), und V(U) sei der Raum der C*-Vektorfelder auf U. Dann wer-
den die ,,musikalischen Isomorphismen“ b : V(U) — QY(U) und £ : Q'(U) — V(U)
definiert durch & := \¢ und # := b~!. Dann ist

éb =& dry + -+ & dey, fir &= (&, ..., 6).

2.8 Satz. Sei U C R" offen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
x: QY U) — Q" YU),
so dafs fir alle Vektorfelder £, m auf U gilt:

ENx(P) = (Eon)dzy A... Adx,.

BEwEIs: 1) Eindeutigkeit: Wenn es den Isomorphismus * gibt, dann gilt:
dr; A xde; = € A x(€) = dxy A ... day,

also ‘ -
sdr; = (—1)"Mdoy A AN dz A LA da,.

2) Wird umgekehrt * auf diese Weise definiert, so ist

ENx() = Y &m(=1Y " day Adey AL A da; A ... Adzy,
i

= (; fﬂh’) dzi N ... N\dx,.
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2.9 Folgerung.

£(€) = (1) duy A Aday A Ada, = A

i=1

Im Falle n = 3 ist
xdry = dvy Ndxs, *dry=dxr3ANdr; und *drs=dry Adzxs.

Wir benutzen dies, um die Operatoren der klassischen Vektoranalysis einzufiihren.
Dabei wird dV := dz; A dzy A dxs als Volumenelement bezeichnet.

Definition. Sei U C R? offen, f eine differenzierbare Funktion auf U und &,
Vektorfelder auf U. Dann werden die Vektorfelder grad f und rot&, sowie die
Funktion div 7 definiert durch

df = (grad f)’, d(&) =+((rot£)’) und  d(x(r")) = (divnp)dV.

2.10 Satz. In Koordinaten ist

grad f = (fmafmafm)v
rot{ = (Dy(&) — D3(&2), D3(&1) — Di(&3), Di(&e) — Da(&1))
diVTI = (771)11 + (7]2)12 + (7]3)13'

BEWEIS: Die erste Formel ist trivial, offensichtlich ist

df = foy dy + foy s+ foy dvs = (for, fras frs)-
Ist & = (£1,62,&3) und 1 = (1,72, m3), so gilt:
d(&) = d(&dry + Edry + E3das)
= d& Ndxy + dés AN dxy + dés N dxg
= Dy(&)dxs Ndxy + D3(&)dxs A dxy + Dy(&2)dzy A dxy
+ D3(&)dxs A dxg + D1(&3)dzy A dag + Do(€3)dxs A dg
= (Dy(&) — D3(&2))dxo A dxg + (D3(&1) — D1(&3))dxs A dxy
+ (D1(&2) — Da(&))dzy A das
= #(Ds(&) — Ds(&), Ds(€1) — Di(&), Di(&2) — Da(€1)).
Und schlieBilich ist
d(x(n)) = d(mdzy A das + nadas A dzy + nsdey A dry)
= dny Ndxg Ndxs + dng N\ dxs A\ dxy + dns A dry A dxo
= ((M)aer + (M2)as + (03)a5)da1 A dg A dxs.
.

2.11 Satz. Sei f eine differenzierbare Funktion und & ein Vektorfeld. Dann gilt:
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1. rotgrad f = (0,0,0).

2. divrot ¢ = 0.
BEWEIS:
1) 0 = ddf = d((grad f)°) = *((rot grad f)’), also rot grad f = (0,0,0).
2) 0 = dd(£") = d(x(rot £)°) = (divrot £)dV, also divrot ¢ = 0. .

In der Notation des vorigen Paragraphen ist

) =X =€on und  *&(1,¢) = Ae(n,() =Eo(nx),
also & An” = x((€ x n)°).
Auflerdem haben wir das folgende ,,kommutative Diagramm* :

{O—Formen} i> {l—Formen} i> {Q—Formen} i> {3—Formen}
H 1 1 % 1-dv
{Funktionen} grag {Vektorfelder} I8 {Vektorfelder} g, {Funktionen}

Die ,, Kommutativitéit® bedeutet:
(VF) =df. +((rot&)’) =d(¢), und div(n)dV = d(+y).

Die einfachen Rechenregeln fiir die Poincaré-Ableitung d und das obige kommuta-
tive Diagramm liefern uns fiir viele Formeln besonders einfache Beweise.

2.12 Formeln der klassischen Vektoranalysis. Sei f eine differenzierbare
Funktion, & und n Vektorfelder. Dann gilt:

1. rot(f-&) = f-rot(§) +grad f x &.
2. div({ xn) =rot{ en—{eroty.
3. div(f-&) =grad fel + f-div&.

BEWEIS: Wir benutzen die Tatsache, dafl * und b Isomorphismen sind, mit

#(f &) =fxEund (f-€=[-€.
1) Es ist

x(rot(f-€)) = d((f-€)) = d(f-&)
= df N+ fd()
= (grad )" A& + f * (rot &)’
= x((grad f x &) + f - (rot &)")
= x(grad f x £+ f-rot&)’.
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div(¢ xn)dV = d(x(& xn)’)
= d(& A7)
= d&AY =& Ndy
= x(rot £)b) A ?7b - fb A #(rot 7))b
= (rot{en—¢erotn)dV.

3) SchlieBlich gilt:

div(f-&)dV = d(=(f-€)) = d(f =€)
= df A+ fdx (&)
— (grad fe¢+ f-dive)dV.

Man kann dariiber streiten, ob diese Methode einfacher als das direkte Nachrechnen
ist. Allerdings kann man rasch Routine im Umgang mit d, * und b gewinnen, und
die Gefahr, sich zu verrechnen, ist wesentlich geringer, als wenn man etwa div (£ x7)
in Koordinaten ausrechnen miifite.
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§3 Das Poincarésche Lemma

Ist w = dp, soist dw = ddy = 0. Wir wollen nun zeigen, dafl in gewissen Féllen auch
die Umkehrung gilt. Dazu erinnern wir uns: Ein Gebiet U C R" heifit sternformig
beziiglich eines Punktes x, € U, falls mit jedem Punkt x € U auch die gesamte Ver-
bindungsstrecke zwischen xq und x zu U gehort. Der Einfachheit halber betrachten
wir nur C*°-Formen.

3.1 Lemma von Poincaré. Sei U C R" offen und sternférmig beziiglich 0. Ist
w € QIU) und dw = 0, so gibt es eine Differentialform o € QI=1(U) mit dp = w.

BEWEIS: Die Idee des Beweises ist relativ einfach: Wir konstruieren eine Abbil-
dung

I:Q1U) — QN U) mit w=I(dw)+d(Iw).
Ist dann dw = 0, so ist w = d({w).

Es reicht, Formen vom Typ w = a(x)dx;, A ... A dx; zu betrachten. Dann setzen
wir .
Tw = (/ t7 ta(tx) dt) P (%),
0
mit
q . —_—
Py i, (x) = Z(—l)ﬂ_lxij dry, N...Ndzi; Ao Ndg,.
j=1
Esist d(P;,. ;,(x)) = q- dz; A...Adz;, , und fiir festes ¢ ist

ZD a(tx) - D;(tx,) =t - D;a(tx).
Damit folgt:
d(lv) = d / 1 a(tx) dt)/\P“ i (x)
’ 1
+(/ it (tx)dt) dP;, ., (x)
0

n

1 . a
— a—1__ . .
1 (/0 t o, a(tx) dt) dr; A\ By, i, (%)

+( )dt) -
_ </1t‘1Datx dt)d APy i (x)
)dt) -

<.
I

qt* a(tx) dt

S~

dry, N... Ndzxy,

3

1

1
+(/ qt? ta(tx) dt
0

<.
I

dry, A... Ndz,.

Weiter ist
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dw = Z Dja(x)dx; Adx;, A ... N\dx,.

Um I(dw) zu berechnen, miissen wir dw erst mal in Normalform bringen. Ist j €
{i1,..., 44}, so fillt der j-te Summand weg. Ist {j,i1,...,7,} = {k1,..., kgp1} mit
1<k <...<kg1 <n,sogibtesein p€{1,2,...,¢+ 1} mit j = k,. Dann ist

§(j, i, ... yig) = (=1)F1
und daher
dr; Adziy A ... Ndzg, = (=) dog, AL A dxg,

q+1°

Ist v < p, soist k, = 1,. Ist v > u, so ist k, = i,,_1. Daraus folgt:

g A ... Ndog, A ... ANdy,,, =

dry, N ... Ndz;, falls v = p,
= (=1)P2dx; A (dxgy, A ... % Ao Ndxg,) falls v < p,
(=1 tdx; A (dog, Ao Nday, Ao ANday,) falls v > p,

also
q+1 .
Py, . gt (X) = Z(—l)y_ll‘ky d:ljkl VANPIIAN d:EkV VANPIAN d$kq+1
v=1
= 5<j,i1, e ,iq) |:.Tj d.ﬁEil VAN d.’ﬂiq
p—1 -
- Z(—l)y_ll'n dl’j A (dZL‘Zl VANPIWAN dZEZ‘V VANRIAN dl’z‘q)
v=1
q+1 .
+ Z (-1)”7133%/71 dQIj VAN (dl’zl VAN dxi,,,l VAP dl’iq)i|
v=p+1
Damit ist
n 1
1) = Y / (D) (1) dt)8(j. i, . ig) Py (%)
j=1 70
n 1
= Z(/ tq(Dja)(tx) dt)x] d(L’il VANPIRIA dlEZ‘q
j=1 70
+ZZ </ t9( Da)(tx)dt)xludx]/\dx“ ./\c@/\.../\dwiq
=1 v=1
1 n
= (/ <t<1 . Z(Dja)(tx)xj) dt) dwi, A ... Ndx;,
0 =

_Z</ t9(D;a)( tx)dt) dr; A Py, (X).
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Zusammen erhalt man:

d(Iw) + I(dw) =

B </1 (qtq_la(tX) 419 i(Dja)(tx)xj) dt) dry, N ... Ndx,

n

+ Z(/Ol tD;a(tx) dt) dzj N\ Py iy (%)

j=1

_ Z(/ t7(D;a)(tx) dt) dz; A Py (%)
_ (/01 %(t%(tx)) dt) dry, A ... Adz;, = w.

Definition.  Eine Differentialform w der Dimension p heifit geschlossen, falls
dw = 0 ist. Sie heifit ezakt, wenn es eine Differentialform ¢ der Dimension p — 1
mit dyp = w gibt.

Offensichtlich ist jede exakte Differentialform geschlossen, das folgt aus der Formel
ddw = 0. Auf einer sternformigen Menge ist auch jede geschlossene Differentialform
exakt.

Ist U C R™ offen, so hat man folgende Sequenz von linearen Abbildungen:

0—R—QU)-Lo'(U) -L .. L onU) — 0.

Weil dod = 0 ist, ist Im(d : Q7 1(U) — QI(U)) C Ker(d : Q1(U) — QI(U)). Der
Vektorraum

HY(U) = Ker(d : QU(U) — Q(U))/Im(d : QI HU) — QI(U))

heiflt g-te de Rham Gruppe von U (fir ¢ > 1).

Ist U sternférmig, so verschwinden alle de Rham Gruppen. Im allgemeinen héngt
H%(U) nur von der topologischen Struktur von U ab.



