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§ 1 Steilkurs zum Lebesgue-Integral

In diesem Paragraphen gebe ich eine kurze Einführung in den Lebesgueschen In-
tegralbegriff. Der Aufbau unterscheidet sich etwas von dem in Analysis 2, aber die
Ergebnisse stimmen natürlich überein. Da ich hier auf alle Beweise verzichte, kann
ich auch viele technische Details weglassen und erhalte so eine sehr übersichtliche
Darstellung.

Unter einem Quader im Rn versteht man eine Menge der Gestalt

Q = I1 × . . .× In,

wobei die Iν beliebige beschränkte Intervalle sind. Wir lassen auch
”
entartete“

Intervalle zu, die leer sind oder nur aus einem Punkt bestehen. Sind aν ≤ bν die
beiden Endpunkte des Intervalls Iν , so heißt die Zahl l(Iν) := bν − aν die Länge
von Iν , und die Zahl

vn(Q) := l(I1) · . . . · l(In)

heißt das (n-dimensionale) Volumen von Q.

Unter einer Quadersumme verstehen wir eine endliche Vereinigung von Quadern.
Jede Quadersumme S kann in disjunkte Teilquader zerlegt werden. Man definiert
dann das Volumen vn(S) als Summe der Volumina aller Teilquader. Die Wahl der
Zerlegung spielt dabei keine Rolle.

Ist G ⊂ Rn offen, so setzt man

vn(G) := sup{vn(S) : S Quadersumme mit S ⊂ G}.

Diese Zahl darf auch den Wert +∞ annehmen. Ist G beschränkt, so ist vn(G) <∞.

Ist K ⊂ Rn kompakt, so setzt man

vn(K) := inf{vn(S) : S Quadersumme mit K ⊂
◦
S}.

Das Volumen einer kompakten Menge ist stets endlich.

Ist nun M ⊂ Rn eine beliebige beschränkte Menge, so definiert man das innere
Maß µ∗(M) und das äußere Maß µ∗(M) durch

µ∗(M) := sup{vn(K) : K kompakt und K ⊂M}
und µ∗(M) := inf{vn(G) : G offen und M ⊂ G}.

Man sieht sofort, daß die hier gegebene Definition des äußeren Maßes mit der aus
Analysis 2 übereinstimmt:

µ∗(M) = inf{
∞∑
ν=1

vn(Qν) : Qν Quader mit M ⊂
∞⋃
ν=1

Qν}.
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Definition. Eine beschränkte Menge M ⊂ Rn heißt (Lebesgue-)meßbar, falls
µ∗(M) = µ∗(M) ist. Der gemeinsame Wert µn(M) wird das (Lebesguesche) Maß
von M genannt.

Im allgemeinen ist stets µ∗(M) ≤ µ∗(M). Kompakte und beschränkte offene Men-
gen, sowie Quadersummen sind immer meßbar, und ihr Maß stimmt mit ihrem
Volumen überein.

1.1 Satz. Eine beschränkte Menge M ⊂ Rn ist genau dann meßbar, wenn es zu
jedem ε > 0 eine kompakte Menge K und eine offene Menge G gibt, so daß gilt:

1. K ⊂M ⊂ G.

2. vn(G \K) < ε.

Ist R > 0, so setzen wir

QR := {x ∈ Rn : |xν | < R für ν = 1, . . . , n}.

Definition. Eine beliebige Teilmenge M ⊂ Rn heißt meßbar, falls M ∩ QR für
jedes R > 0 meßbar ist.

Der Grenzwert µn(M) := lim
R→∞

µn(M ∩ QR) wird als Lebesguesches Maß von M

bezeichnet. Ist µn(M) <∞, so nennen wir M endlich-meßbar.

Ist µn(M) = 0, so heißt M eine Nullmenge.

Ein System M von Teilmengen von Rn heißt eine σ-Algebra, falls gilt:

1. ∅ ∈M.

2. Ist A ∈M, so ist auch das Komplement X \ A ∈M.

3. Ist (Aν)ν∈N eine abzählbare Familie in M, so ist auch
∞⋃
ν=1

Aν ∈M.

Man kann zeigen, daß die meßbaren Mengen eine σ-Algebra bilden, und daß das
Lebesgue-Maß σ-additiv ist: Sind die Mengen Aν meßbar und paarweise disjunkt,
so ist auch ihre Vereinigung A meßbar, und es gilt:

µn(
∞⋃
ν=1

Aν) =
∞∑
ν=1

µn(Aν).

Die kleinste σ-Algebra, die alle offenen (und alle abgeschlossenen) Teilmengen des
Rn enthält, nennt man die Borelalgebra B. Ihre Elemente heißen Borelmengen.
Abzählbare Vereinigungen von kompakten Mengen und abzählbare Durchschnitte
von offenen Mengen sind spezielle Borelmengen.
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1.2 Satz. Eine Menge M ⊂ Rn ist genau dann meßbar, wenn sie Vereinigung
einer Borelmenge und einer Nullmenge ist.

Borelmengen sind vergleichsweise
”
schön“. Die Komplikationen kommen bei den

meßbaren Mengen über die Nullmengen herein. Da diese aber das Maß Null haben,
kann man sie oft ignorieren. Man sagt, eine Eigenschaft sei fast überall erfüllt, wenn
sie es außerhalb einer Nullmenge ist. Teilmengen und abzählbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Definition. Eine Funktion ϕ : Rn → R heißt einfach, falls gilt:

1. ϕ nimmt nur endlich viele Werte an.

2. Ist c 6= 0, so ist ϕ−1(c) endlich-meßbar.

Die einfachen Funktionen stellen eine Verallgemeinerung der Treppenfunktionen
dar. Sie sind endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
paarweise disjunkter endlich-meßbarer Mengen.

Ist ϕ = c1χM1 + · · · + cqχMq eine einfache Funktion (mit paarweise disjunkten
endlich-meßbaren Mengen Mν), so setzt man∫

ϕdµn :=

q∑
ν=1

cν · µn(Mν).

Das Integral hängt nicht von der Darstellung von ϕ ab.

Definition. Eine Funktion f : Rn → R heißt meßbar, falls für jedes c ∈ R die
Menge {x ∈ Rn : f(x) ≥ c} meßbar ist.

Es sind dann auch die Mengen {f < c}, {f > c} und {f ≤ c} meßbar.

1.3 Satz. Ist f ≥ 0 eine meßbare Funktion, so gibt es eine monoton wachsende
Folge (ϕν) von einfachen Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Der Wert∫

f dµn := sup{
∫
ϕν dµn : ν ∈ N} ∈ R

hängt nicht von der speziellen Folge (ϕν) ab.

Definition. Sei f ≥ 0 eine meßbare Funktion auf dem Rn. Ist
∫
f dµn <∞, so

heißt f integrierbar.

Bemerkung. In Analysis 2 haben wir die Integrierbarkeit definiert, ohne den
Begriff der Meßbarkeit zu verwenden. Allerdings haben wir später bewiesen, daß
jede integrierbare Funktion meßbar ist, und daß eine meßbare Funktion genau dann
integrierbar ist, wenn

∫
|f | dµn <∞ ist.
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1.4 Satz. Ist f ≥ 0 eine beschränkte meßbare Funktion mit kompaktem Träger
(also f = 0 außerhalb einer kompakten Menge), so ist f integrierbar. Ist f sogar
fast überall stetig, so ist f im Riemannschen Sinne integrierbar.

Ist f : Rn → R beliebig, so setzen wir f+ := max(f, 0) und f− := −min(f, 0).
Dann ist f = f+ − f−. Die Funktion f heißt integrierbar, falls f meßbar ist und
f+ und f− integrierbar sind, und dann setzt man∫

f dµn :=

∫
f+ dµn −

∫
f− dµn.

1.5 Satz von B. Levi (von der monotonen Konvergenz). Sei (fν) eine
Folge nicht-negativer meßbarer Funktionen. Dann ist∫ ( ∞∑

ν=1

fν

)
dµ =

∞∑
ν=1

∫
fν dµ .

Sind alle fν integrierbar und ist die rechte Seite der Gleichung endlich, so konver-
giert

∑∞
ν=1 fν fast überall gegen eine integrierbare Funktion.

1.6 Lebesguescher Satz von der dominierten Konvergenz. Sei (fν) ei-
ne Folge von meßbaren Funktionen, die fast überall punktweise gegen eine Grenz-
funktion f konvergiert. Außerdem gebe es eine integrierbare Funktion g, so daß
|fν(x)| ≤ g(x) für alle ν und fast alle x ist.

Dann sind die fν und f integrierbar, und es gilt:∫
f dµn = lim

ν→∞

∫
fν dµn.

Meßbare (bzw. integrierbare) Funktionen können auf einer Nullmenge abgeändert
werden, ohne daß sich etwas an der Meßbarkeit (bzw. Integrierbarkeit) ändert.

1.7 Satz von Cavalieri. Sei M ⊂ Rn+m meßbar (bzw. eine Nullmenge). Dann
ist der

”
Schnitt“

My := {x ∈ Rn : (x,y) ∈M}

für fast alle y ∈ Rm meßbar (bzw. eine Nullmenge). Weiter ist die Funktion

fM(y) :=

{
µn(My) falls My meßbar,

+∞ sonst.

meßbar, und es gilt:

µn+m(M) =

∫
Rm

fM(y) dµm(y).

Ist sogar µn+m(M) <∞, so ist fM integrierbar.
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1.8 Satz von Fubini. Sei f : Rn+m → R integrierbar. Dann gibt es eine Null-
menge N ⊂ Rm, so daß gilt:

1. Für alle y ∈ Rm \N ist die Funktion x 7→ f(x,y) über Rn integrierbar.

2. Ist F : Rm → R definiert durch

F (y) :=

{ ∫
Rn f(x,y) dµn(x) für y ∈ Rm \N

0 sonst,

so ist F (über Rm) integrierbar, und es gilt:∫
Rm

F (y) dµm(y) =

∫
Rn+m

f(x,y) dµn+m.

Ist f : Rn → R eine nicht-negative Funktion, so ist die Ordinatenmenge von f
gegeben durch

M f := {(x, t) ∈ Rn+1 : 0 ≤ t < f(x)}.

1.9 Satz. Sei f meßbar (bzw. integrierbar). Dann ist M f meßbar (bzw. endlich-
meßbar) und

µn+1(M
f ) =

∫
f dµn.
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§ 2 Die Transformationsformel

2.1 Satz. Sei B ⊂ Rn offen, A ⊂ B eine Nullmenge und f : B → Rn stetig
differenzierbar. Dann ist auch f(A) eine Nullmenge.

Beweis: Aus der stetigen Differenzierbarkeit von f und dem Schrankensatz folgt,
daß f lokal Lipschitz-stetig ist. Da es reicht, für jeden Quader Q zu zeigen, daß
f(A ∩ Q) eine Nullmenge ist, können wir anehmen, daß es eine Konstante C > 0
gibt, so daß gilt:

‖f(x)− f(y)‖ ≤ C · ‖x− y‖ für x,y ∈ B.

Sei nun ε > 0 vorgegeben. Es gibt eine Folge (Wk) von Würfeln mit

A ⊂
∞⋃
k=1

Wk und
∞∑
k=1

µn(Wk) < ε.

Dann gibt es Würfel W ′
k mit µn(W

′
k) ≤ Cn · µn(Wk) und f(A) ⊂

⋃
kW

′
k. Also ist

µn(f(A)) ≤ Cn · ε. Das bedeutet, daß f(A) eine Nullmenge ist.

Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

2.2 Die Transformationsformel. Sei U ⊂ Rn offen, ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus auf eine offene Menge V ⊂ Rn.

1. Eine Funktion f : V → R ist genau dann integrierbar, wenn

(f ◦ ϕ) · |detDϕ| : U → R

integrierbar ist.

2. Ist f : V → R integrierbar, so ist∫
V

f(y) dy =

∫
U

f ◦ ϕ(x)|detDϕ(x)| dx .

Zunächst betrachten wir die

2.3 Spezielle Transformationsformel. Wie oben sei ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus. Ist A ⊂ U meßbar mit endlichem Maß, so ist auch ϕ(A) meß-
bar, und es gilt:

µn(ϕ(A)) =

∫
A

|detDϕ(x)| dx.

Bemerkung. Da ϕ : U → V ein Homöomorphisms ist, induziert ϕ eine Bijektion
zwischen den Borel-Algebren B(U) und B(V ). Da ϕ als C1-Abbildung außerdem
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Nullmengen auf Nullmengen abbildet, ist das Bild einer meßbaren Menge unter ϕ
wieder meßbar.

2.4 Satz. Sei ϕ ein fester C1-Diffeomorphismus. Die Transformationsformel gilt
genau dann für jede integrierbare Funktion f : V → R, wenn die spezielle Trans-
formationsformel für jede meßbare Menge A ⊂ U mit endlichem Maß gilt.

Beweis: Gilt die allgemeine Transformationsformel, so ergibt sich die spezielle,
indem man f = χϕ(A) setzt.

Sei umgekehrt die spezielle Transformationsformel bewiesen. Da in der allgemeinen
Formel beide Seiten linear in f sind, folgt sie sofort für einfache Funktionen.

Ist f : V → R eine nicht-negative integrierbare Funktion, so gibt es eine monoton
wachsende Folge von einfachen Funktionen τν , die punktweise gegen f konvergiert,
und dann ist ∫

V

f(y) dy = lim
ν→∞

∫
V

τν(y) dy .

Dabei ist

∫
V

τν(y) dy =

∫
U

τν◦ϕ(x)|detDϕ(x)| dx, und die Folge der integrierbaren

Funktionen gν := (τν ◦ ϕ) · |detDϕ| konvergiert monoton wachsend gegen (f ◦ ϕ) ·
|detDϕ|. Da die Folge der Integrale beschränkt bleibt, folgt aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz (B. Levi), daß (f ◦ ϕ) · |detDϕ| über U integrierbar ist,

und die Integrale

∫
U

gν(x) dx konvergieren gegen

∫
U

f ◦ ϕ(x)|detDϕ(x)| dx.

Ist f = f+−f− eine beliebige integrierbare Funktion, so folgt die Behauptung wie-
der aus der Linearität beider Seiten. Und daß aus der Integrierbarkeit der Funktion
(f ◦ ϕ) · |detDϕ| auch die Integrierbarkeit von f folgt, erhält man aus den obigen
Betrachtungen, indem man ϕ durch ϕ−1 ersetzt.

2.5 Satz. Gilt die spezielle Transformationsformel für jeden Quader Q mit Q ⊂
U , so gilt sie auch für jede meßbare Menge A ⊂ U (mit endlichem Maß).

Beweis: Wir zeigen den Satz in mehreren Schritten. Dabei verwenden wir die
folgende Abkürzung:

E(A) bedeutet: Die spezielle Transformationsformel ist wahr für A.

1) Ist A =
∞⋃
i=1

Ai eine disjunkte Vereinigung von meßbaren Mengen (und selbst von

endlichem Maß) und gilt E(Ai) für jedes i, so gilt auch E(A).

Diese Aussage folgt aus der Bijektivität von ϕ und der σ-Additivität des Lebesgue-
Maßes.
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2) Ist A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . eine absteigende Folge endlich-meßbarer Mengen und

gilt E(Ai) für jedes i, so gilt auch E
( ∞⋂
i=1

Ai
)
.

Das folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi). Die Konver-
genz ist hier absteigend, und die Folge der Integrale ist nach unten durch Null
beschränkt.

3) Jede offene Menge M ⊂ U ist disjunkte Vereinigung von Quadern Q mit Q ⊂M .
Aus der Voraussetzung und (1) folgt also E(M) für jede offene Menge M . Wegen
(2) gilt dann auch E(G) für jede Gδ-Menge (abzählbarer Durchschnitt von offenen
Mengen) mit endlichem Maß.

4) Jede meßbare Menge A mit endlichem Maß kann in der Form A = G ∪ N
geschrieben werden, wobei G eine Gδ-Menge mit µ(G) < ∞, N eine Nullmenge
und G ∩N = ∅ ist. Da E(G) und E(N) gelten, erhalten wir schließlich E(A).

Bemerkung. Ist Q ein beliebiger Quader, so ist N := Q \ Q eine Nullmenge
und daher µ(ϕ(Q)) = µ(ϕ(Q)), sowie∫

Q

|detDϕ(x)| dx =

∫
Q

|detDϕ(x)| dx +

∫
N

|detDϕ(x)| dx =

∫
Q

|detDϕ(x)| dx.

Es reicht deshalb, E(Q) für jeden abgeschlossenen Quader Q ⊂ U zu zeigen.

2.6 Satz. Die allgemeine Transformationsformel gilt im Falle n = 1.

Beweis: Es reicht, die spezielle Transformationsformel für jedes abgeschlossene
Intervall I = [a, b] zu beweisen. Dazu sei ϕ(I) = [c, d]. Da ϕ ein Diffeomorphismus
ist, ist ϕ′(t) 6= 0 für alle t. Also ist entweder ϕ′ ≥ 0, ϕ(a) = c und ϕ(b) = d,
oder ϕ′ ≤ 0, ϕ(a) = d und ϕ(b) = c. Im ersten Fall ist µ1(ϕ(I)) = ϕ(b) − ϕ(a) =∫ b

a

ϕ′(t) dt =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt (denn ϕ′(t) ≥ 0). Im zweiten Fall ist

µ1(ϕ(I)) = ϕ(a)− ϕ(b) = −
∫ b

a

ϕ′(t) dt =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt.

Damit ist alles gezeigt.

2.7 Satz. Ist ϕ eine Permutation der Koordinaten, so gilt die spezielle (und
damit auch die allgemeine) Transformationsformel.

Beweis: Sei σ ∈ Sn eine Permutation und ϕ(x1, . . . , xn) = (xσ(1), . . . , xσ(n)), so
gelten für einen Quader Q = [a1, b1]× . . .× [an, bn] die folgenden Gleichungen:
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µn(ϕ(Q)) = (bσ(1) − aσ(1)) · . . . · (bσ(n) − aσ(n))

und ∫
Q

|detDϕ(x)| dx = (b1 − a1) · . . . · (bn − an),

denn es ist |detDϕ(x)| ≡ 1.

2.8 Satz. Gilt die spezielle Transformationsformel für ϕ : U → V und für
ψ : V → W , so gilt sie auch für ψ ◦ ϕ : U → W .

Beweis: Es wurde schon gezeigt, daß aus der speziellen auch die allgemeine
Transformationsformel folgt. Sei nun A ⊂ U meßbar. Dann ist auch ϕ(A) meßbar,
und es gilt:

µn(ψ(ϕ(A))) =

∫
ϕ(A)

|detDψ(y)| dy.

Weiter ist ∫
ϕ(A)

|detDψ(y)| dy =

∫
A

|detDψ(ϕ(x))| · |detDϕ(x)| dx .

Aus der Kettenregel und dem Determinanten-Produktsatz folgt die Behauptung.

Als letztes Hilfsmittel brauchen wir die folgende Aussage:

2.9 Satz. Jeder Punkt x ∈ U besitze eine offene Umgebung W ⊂ U , so daß die
spezielle Transformationsformel für ϕ|W : W → ϕ(W ) gilt. Dann gilt die spezielle
Transformationsformel auch für ϕ : U → V .

Beweis: Das System W0 aller offenen Kugeln in U mit rationalem Mittelpunkt
und rationalem Radius ist abzählbar, und jede offene Teilmenge W ⊂ U ist Ver-
einigung solcher Kugeln. Nun sei W = {Wj : j ∈ N} das Teilsystem derjenigen
Kugeln aus W0, die in einer offenen Menge W enthalten sind, so daß die Trans-
formationsformel für ϕ|W : W → ϕ(W ) gilt. Dann ist W eine offene Überdeckung
von U , und die Formel gilt auch für alle Einschränkungen ϕ|Wj

, j ∈ N.

Sei A ⊂ U meßbar. Wir setzen A1 := A∩W1 und Aj+1 := (A∩Wj+1)\(A1∪. . .∪Aj).
Dann sind alle Mengen Aj meßbar, und A ist disjunkte Vereinigung der Aj. Weil
Aj in Wj liegt, gilt E(Aj) für jedes j, und damit gilt auch E(A).

Jetzt kommen wir zum

Beweis der Transformationsformel:

Sei x0 ∈ U . Es genügt zu zeigen, daß es eine offene Umgebung U0 von x0 in U
gibt, so daß die spezielle Formel für ϕ|U0 gilt. Wir führen Induktion nach n. Der
Induktionsanfang wurde bereits durchgeführt (mit U0 = U).
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Wir nehmen an, daß die Behauptung für n − 1 schon bewiesen ist, n ≥ 2. Weil
Dϕ(x0) 6= 0 ist und eine Permutation der Koordinaten nichts ausmacht, können

wir annehmen, daß
∂ϕ1

∂x1

(x0) 6= 0 ist. Wir setzen dann

ψ(x1, . . . , xn) := (ϕ1(x1, . . . , xn), x2, . . . , xn).

Weil det Jψ(x0) 6= 0 ist, ist ψ lokal invertierbar. Nach Übergang zu geeigneten
kleineren Umgebungen setzen wir

%(y) := ϕ ◦ ψ−1(y)

und erhalten folgendes kommutative Diagramm:

U V

W

ϕ

ψ % = ϕ ◦ ψ−1

Weil einerseits %◦ψ(x1, . . . , xn) = ϕ(x1, . . . , xn) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) und anderer-
seits % ◦ ψ(x1, . . . , xn) = %(ϕ1(x), x2, . . . , xn) ist, folgt:

%(y1, . . . , yn) = (y1, %2(y), . . . , %n(y)).

ϕ = % ◦ ψ setzt sich also aus Abbildungen zusammen, von denen jede mindestens
eine Komponente festläßt. Nach einer Permutation der Koordinaten können wir
deshalb annehmen, daß ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, ϕ2(x), . . . , ϕn(x)) ist. Wir schreiben:

ϕ(t, z) = (t, ϕt(z)),

wobei ϕt eine Abbildung von Ut := {z : (t, z) ∈ U} nach Rn−1 ist. Für die
Funktionalmatrix von ϕ gilt dann:

Jϕ(t, z) =


1 0 · · · 0
∗
... Jϕt(z)
∗

 .

Also ist det Jϕ(t, z) = det Jϕt(z) und

(ϕA)t = {y : (t,y) ∈ ϕ(A)}
= {y : ∃ z mit (t, z) ∈ A und ϕ(t, z) = (t,y)}
= {y : ∃ z ∈ At mit ϕt(z) = y}
= ϕt(At).
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Damit ist

µn(ϕ(A)) =

∫
R
µn−1((ϕA)t) dt (Cavalieri)

=

∫
R
µn−1(ϕt(At)) dt

=

∫
R

(∫
At

|detDϕt(z)| dz
)
dt (Induktionsannahme)

=

∫
R

(∫
Rn−1

χAt|detDϕ(t, z)| dµn−1

)
dt

=

∫
Rn

χA|detDϕ| dµn (Fubini)

=

∫
A

|detDϕ| dµn.

Beispiele.

1. Sei Q ⊂ Rn ein abgeschlossener Quader, A ∈ GLn(R) eine invertierbare
Matrix und L = LA die zugehörige (bijektive) lineare Transformation. Dann
ist

µn(L(Q)) = |detA| · µn(Q).

Das ergibt sich sofort aus der speziellen Transformationsformel und der Tat-
sache, daß JL(x) = A für alle x ist.

Sind a1, . . . , an linear unabhängige Vektoren im Rn, so nennt man

P (a1, . . . , an) := {λ1a1 + · · ·+ λnan | 0 ≤ λi ≤ 1 für i = 1, . . . , n}

das von den Vektoren aufgespannte Parallelotop. Es handelt sich um das Bild
des Einheitsquaders unter der Transformation LA. Im Falle n = 2 ergibt sich
ein Parallelogramm, im Falle n = 3 spricht man von einem Spat. Nun gilt:

µn(P (a1, . . . , an)) = |det(a1, . . . , an)|.

Diese Aussage liefert eine geometrische Deutung der Determinante. Die Rei-
henfolge der Vektoren a1, . . . , an bestimmt eine Orientierung des Rn. Also
kann man det(a1, . . . , an) als

”
orientiertes Volumen“ von P (a1, . . . , an) auf-

fassen.

2. Ist A eine orthogonale Matrix und x0 ein fester Vektor, so nennt man die
Abbildung

F (x) := x0 + x · A t

eine euklidische Bewegung. Im 2-dimensionalen Fall setzt sich jede Bewegung
aus Translationen, Spiegelungen und Drehungen zusammen.
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Weil JF = A und im Falle einer orthogonalen Matrix |detA| = 1 ist, läßt jede
Bewegung das Volumen invariant, und darüber hinaus ist∫

F (A)

f(x) dx =

∫
A

f ◦ F (y) dy ,

für meßbare Mengen A und integrierbare Funktionen f . Das ist die
”
Bewe-

gungsinvarianz“ des Lebesgue-Integrals.

3. Ebene Polarkoordinaten

Sei U := {(r, ϕ) ∈ R2 | r > 0 und 0 < ϕ < 2π}. Jeder Punkt (x, y) ∈
R2 \ {(0, 0)}, der nicht auf der positiven x-Achse liegt, kann durch Polarko-
ordinaten (r, ϕ) ∈ U beschrieben werden:

(x, y) = F (r, ϕ) := (r · cosϕ, r · sinϕ).

Bekanntlich ist det JF (r, ϕ) = r.

Ist etwa K := {(r, ϕ) ∈ R2 | a ≤ r ≤ b und α ≤ ϕ ≤ β}, mit 0 < a < b und
0 < α < β < 2π, und f stetig auf F (K), so ist∫

F (K)

f(x, y) d(x, y) =

∫
K

f(F (r, ϕ))r d(r, ϕ)

=

∫ β

α

∫ b

a

f(r cosϕ, r sinϕ)r dr dϕ.

Wir können natürlich auch über Mengen integrieren, die die positive x-Achse
treffen, denn diese Achse ist eine Nullmenge.

4. Zylinderkoordinaten

Hier sei U = {(r, ϕ, z) ∈ R3 | r > 0, 0 < ϕ < 2π und z beliebig} und

F (r, ϕ, z) := (r cosϕ, r sinϕ, z).

Für die Funktionaldeterminante ergibt sich wieder det JF (r, ϕ, z) = r.

Ist etwa T = {(x, y, z) ∈ R3 | x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1 und 0 ≤ z ≤ 1}, so
ist T = F (Q), mit

Q := {(r, ϕ, z) | 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
und 0 ≤ z ≤ 1}.

Also ist z.B.
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∫
T

x2y d(x, y, z) =

∫
Q

(r cosϕ)2 · (r sinϕ) · r d(r, ϕ, z)

=

∫ π/2

0

∫ 1

0

∫ 1

0

r4 cos2 ϕ sinϕdz dr dϕ

=

∫ π/2

0

∫ 1

0

r4 cos2 ϕ sinϕdr dϕ

=
1

5

∫ π/2

0

cos2 ϕ sinϕdϕ

= −1

5

∫ cos(π/2)

cos(0)

t2 dt

= − 1

15
t3
∣∣∣1
0
=

1

15
.

5. Räumliche Polarkoordinaten

Sei U = {(r, ϕ, θ) | r > 0, 0 < ϕ < 2π und − π
2
< θ < π

2
}, und

F (r, ϕ, θ) := (r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ).
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Hier ist ϕ der Winkel gegenüber der positiven x-Achse (in der x-y-Ebene
gemessen) und θ der Winkel gegen die x-y-Ebene. Man beachte, daß die Ku-
gelkoordinaten in der Literatur nicht einheitlich definiert werden! Als Funk-
tionaldeterminante erhält man jetzt

det JF (r, ϕ, θ) = det

 cosϕ cos θ −r sinϕ cos θ −r cosϕ sin θ
sinϕ cos θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ

sin θ 0 r cos θ


= sin θ · r2(sin2 ϕ sin θ cos θ + cos2 ϕ sin θ cos θ)

+ r cos θ · r(cos2 ϕ cos2 θ + sin2 ϕ cos2 θ)

= r2 sin θ cos θ + r2 cos3 θ

= r2 cos θ.

Offensichtlich ist det JF (r, ϕ, θ) > 0 in ganz U .

Für das Volumen der (3-dimensionalen) Einheitskugel ergibt sich jetzt:

µ3(B1(0)) =

∫
B1(0)

1 dµ3 =

∫ 1

0

∫ π/2

−π/2

∫ 2π

0

r2 cos θ dϕ dθ dr

= 2π ·
∫ 1

0

∫ π/2

−π/2
r2 cos θ dθ dr

= 4π ·
∫ 1

0

r2 dr =
4

3
π.

6. Auch bei der Berechnung des Integrals

∫ ∞

−∞
e−t

2

dt sind die Polarkoordinaten

nützlich:

Es gilt nämlich:(∫ ∞

−∞
e−t

2

dt

)2

=

(∫ ∞

−∞
e−x

2

dx

)
·
(∫ ∞

−∞
e−y

2

dy

)
=

∫
R2

e−(x2+y2) dx dy

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−r
2 · r dϕ dr

= π ·
∫ ∞

0

2re−r
2

dr

= π(−e−r2)
∣∣∣∞
0

= π.

Also ist

∫ ∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π.
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§ 3 Integralberechnungen

Wir haben in §1 schon an die Ordinatenmengen erinnert:

M f = {(x, t) ∈ Rn+1 : 0 ≤ t < f(x)}.

Ist f integrierbar, so ist M f endlich-meßbar und µn+1(M
f ) =

∫
f dµn. Diese Tat-

sache kann man noch etwas verallgemeinern.

Definition. Ein Normalbereich über dem Rn ist eine Menge der Gestalt

N(A;ϕ, ψ) := {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ A und ϕ(x) ≤ t ≤ ψ(x)}.

Dabei soll A ⊂ Rn eine meßbare Menge sein, und ϕ, ψ : A → R integrierbare
Funktionen mit ϕ(x) ≤ ψ(x) für x ∈ A.

Ein Normalbereich ist endlich-meßbar, und für eine integrierbare Funktion f auf
N(A;ϕ, ψ) folgt mit dem Satz von Fubini sofort:∫

N(A;ϕ,ψ)

f(x, t) dµn+1 =

∫
A

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

f(x, t) dt
)
dµn .

Angewandt wird diese Formel meist in dem Fall, wo A kompakt ist und ϕ und ψ
stetige Funktionen sind.

Beispiele.

1. Sei B derjenige Teil einer Ellipsenfläche um den Nullpunkt (mit den Halb-
achsen a und b), der im rechten oberen Quadranten liegt. Es soll das Integral∫
B

xy dµ2 berechnet werden. Hier ist also f(x, y) = xy.

Der Rand von B ist durch die Gleichungen

x2

a2
+
y2

b2
= 1, x = 0 und y = 0

gegeben. Offensichtlich ist B ein Normalbereich bezüglich der x-Achse:

PPXX
`̀hhhhb

a

s

s

y = 0

y = b
√

1− (x2/a2)
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Dann ist ∫
B

xy dµ2 =

∫ a

0

(∫ b
√

1−(x2/a2)

0

xy dy

)
dx

=

∫ a

0

(
xy2

2

∣∣∣y=b√1−(x2/a2)

y=0

)
dx

=

∫ a

0

x

2
b2
(

1− x2

a2

)
dx

=
b2

2
·
(
x2

2
− x4

4a2

) ∣∣∣x=a
x=0

=
a2b2

8
.

2. Sei ϕ(x) := x2 und ψ(x) := 2 + 1
2
x2. Dann ist

ϕ(−2) = ψ(−2) = 4 und ϕ(2) = ψ(2) = 4,

und für |x| ≤ 2 ist x2 ≤ 4, also ψ(x)− ϕ(x) = 2− 1
2
x2 ≥ 0. Daher ist

B := {(x, y) ∈ R2 | −2 ≤ x ≤ 2 und ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}

ein Normalbereich über der x-Achse:

CC
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Der Flächeninhalt von B ist gegeben durch∫
χB(x) dx =

∫ 2

−2

∫ 2+(x2/2)

x2

dy dx

=

∫ 2

−2

(2− x2

2
) dx

= (2x− x3

6
)
∣∣∣2
−2

= (4− 8

6
)− (−4 +

8

6
) =

16

3
.
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3.1 Satz. Sei M ⊂ Rn endlich-meßbar und r > 0 eine reelle Zahl. Dann ist auch

r ·M := {r · x : x ∈M}

endlich-meßbar, und es gilt:

µn(r ·M) = rn · µn(M).

Beweis: Die Abbildung Hr : Rn → Rn mit Hr(x) := r · x ist ein Diffeomorphis-
mus mit det JHr(x) ≡ rn. Deshalb folgt der Satz sofort aus der Transformations-
formel.

Jetzt können wir das Prinzip von Cavalieri zur Volumenmessung benutzen.

Beispiele.

1. Sei B ⊂ Rn−1 eine meßbare Menge mit endlichem Maß und h > 0. Dann
nennt man die Menge

C := {((1− λ)x, λh) : x ∈ B und 0 ≤ λ ≤ 1}

den Kegel über B mit der Spitze in (0, h).

�
�
�
�
�
�
�
�︸ ︷︷ ︸

B
0 Rn−1

R hC

s

Für t ∈ R ist

Ct = {x ∈ Rn−1 | (x, t) ∈ C}

= {x ∈ R2 | ∃λ ∈ [0, 1] mit
1

1− λ
x ∈ B, λh = t}

=

{
∅ falls t 6∈ [0, h]

(1− t
h
) ·B für t ∈ [0, h].

Nach Cavalieri ist dann
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µn(C) =

∫ h

0

µn−1(Ct) dt

=

∫ h

0

µn−1((1−
t

h
) ·B) dt

= µn−1(B) ·
∫ h

0

(1− t

h
)n−1 dt

= µn−1(B) · h ·
∫ 1

0

(1− u)n−1 du

= µn−1(B) · h
n
.

2. Das Volumen einer Hyperkugel mit Radius r im Rn ist

µn(Br(0)) = rn · µn(B1(0)) .

Wir müssen also nur das Volumen der Einheits-Hyperkugel bestimmen. Sei
Kn die Einheits-Hyperkugel im Rn und τn := µn(Kn). Wir wissen bereits, daß

τ1 = 2, τ2 = π und τ3 =
4

3
π ist. Allgemein können wir eine Rekursionsformel

entwickeln. Es gilt:

(Kn)t =

{
∅ falls |t| > 1

a ·Kn−1 falls |t| ≤ 1,

wobei

a2 + t2 = 1,

also

a =
√

1− t2

ist.

!!!!!!
t

a

1

Also ist τn =

∫ 1

−1

µn−1(
√

1− t2 ·Kn−1) dt

=

∫ 1

−1

(1− t2)(n−1)/2 · µn−1(Kn−1) dt

= τn−1 ·
∫ 1

−1

(1− t2)(n−1)/2 dt.

Setzen wir

cn :=

∫ 1

−1

(1− t2)(n−1)/2 dt =

∫ π/2

−π/2

(√
1− sin2 x

)n−1
cosx dx =

∫ π

0

(sinx)n dx,



20 Kapitel 1 Ergänzungen zur Lebesgue-Theorie

so ist τn = τn−1 · cn. Partielle Integration ergibt:∫ π

0

(sinx)n dx = −(sinx)n−1 cosx
∣∣∣π
0

+(n− 1)

∫ π

0

(sinx)n−2 cos2(x) dx

= (n− 1)

∫ π

0

(sinx)n−2 dx− (n− 1)

∫ π

0

(sinx)n dx,

also

cn =
n− 1

n
· cn−2 .

Mit c1 = 2 und c2 = π/2 ergibt sich eine Rekursionsformel für τn.

3. Leicht läßt sich nun auch das Volumen von Rotationskörpern bestimmen: Es
seien zwei stetige Funktionen f, g auf [a, b] gegeben, mit 0 ≤ g ≤ f . Dann ist

R := {(x, y, z) ∈ R3 | g(z) ≤ x2 + y2 ≤ f(z), z ∈ [a, b]}

der Rotationskörper, der entsteht, wenn man den durch g und f bestimmten
Normalbereich um die z–Achse rotieren läßt.

Behauptung: µ3(R) = π ·
∫ b

a

(f(z)2 − g(z)2) dz.

Zum Beweis genügt es, den Fall g(z) ≡ 0 zu betrachten. Dann ist aber

µ3(R) =

∫ b

a

µ2(Rt) dt

=

∫ b

a

µ2(Bf(t)(0)) dt

=

∫ b

a

f(t)2π dt.

3.2 Satz (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Sei 0 ≤ a <
b und Ka,b := {x ∈ Rn : a < ‖x‖ < b}. Ist f : (a, b) → R stückweise stetig und

existiert

∫ b

a

|f(r)|rn−1 dr, so ist f̃(x) := f(‖x‖) über Ka,b integrierbar und

∫
Ka,b

f(‖x‖) dx = n · τn ·
∫ b

a

f(r)rn−1 dr.

Dabei bezeichnet τn das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

Beweis:

1) Der Rand der n-dimensionalen Einheitskugel ist eine Nullmenge im Rn, da er
lokal ein Graph ist.
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2) Zunächst sei f(r) ≡ c eine konstante Funktion. Dann ist auch f̃ konstant und
natürlich über Ka,b integrierbar. Es gilt:∫

Ka,b

f̃(x) dx =

∫
c · χKa,b

dµn

= c · µn(Ka,b)

= c · (µn(Bb(0))− µn(Ba(0)))

= c · τn · (bn − an)

= c · τn · n ·
∫ b

a

rn−1 dr

= n · τn ·
∫ b

a

f(r)rn−1 dr.

3) Nun sei sogar 0 < a < b. Ist f eine Treppenfunktion auf [a, b], so folgt die
Behauptung für f ganz leicht aus (2).

Ist f eine Regelfunktion auf [a, b], so gibt es eine Folge (ϕk) von Treppenfunk-
tionen auf [a, b], die dort gleichmäßig gegen f konvergiert. Dann konvergiert auch

(ϕ̃k) auf Ka,b gleichmäßig gegen f̃ , und f̃ ist bis auf eine abzählbare Vereinigung
von Kugelrändern (also fast überall) stetig und damit integrierbar. Mit Hilfe des
Konvergenzsatzes von Lebesgue kann man daraus schließen, daß die Integrale über
ϕ̃k gegen das Integral über f̃ konvergieren. Das ergibt auch in diesem Falle die
Behauptung.

4) Ist f nur über (a, b) stückweise stetig, so schreibt man (a, b) als aufsteigende
Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen, über denen f ja eine Regelfunktion
ist. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz kommt man dann zum Ziel.

Beispiel.

Sei f(r) :=
1

r
auf (0, 1). Das Integral

∫ 1

0

rn−1−α dr existiert genau dann, wenn

−n+ 1 + α < 1 ist, also α < n. Daraus folgt:∫
B1(0)

1

‖x‖α
dx existiert genau dann, wenn α < n ist.

Im R2 ist also
1

‖x‖
bei 0 integrierbar, nicht jedoch

1

‖x‖2
.

Im R3 sind beide Funktionen bei 0 integrierbar.
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§ 4 Der Satz von Sard

4.1 Satz vom Rang. Sei G ⊂ Rn offen, f : G → Rm (k-mal) stetig differen-
zierbar. Ist r := rgDf(x) unabhängig von x ∈ G, so gibt es zu jedem Punkt a ∈ G
eine offene Umgebung U von a in G , eine offene Umgebung V von b := f(a)
im Rm, sowie offene Quader Q ⊂ Rn und P ⊂ Rm und (Ck-)Diffeomorphismen
ϕ : Q→ U und ψ : P → V , so daß gilt:

ψ−1 ◦ f ◦ ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Beweis: O.B.d.A. sei a = 0 und b = 0, sowie

Df(0)(v1, . . . , vn) = (v1, . . . , vr, 0, . . . , 0).

Nun sei g : G → Rn definiert durch g(x) := (f1(x), . . . , fr(x), xr+1, . . . , xn). Dann
ist Jg(0) die Einheits-Matrix En. Also gibt es eine offene Umgebung U = U(0) ⊂ G
und einen Quader Q ⊂ Rn, so daß g|U : U → Q ein Diffeomorphismus ist. Sei
ϕ := (g|U)−1 : Q→ U .

Ist y = g(x) = (f1(x), . . . , fr(x), xr+1, . . . , xn), so ist f ◦ϕ(y) = f ◦ (g|U)−1 ◦g(x) =
f(x) = (f1(x), . . . , fr(x), . . .) für y ∈ g(U) = Q, also

f ◦ ϕ(y) = (y1, . . . , yr, ur+1(y), . . . , um(y)),

mit geeigneten Funktionen ur+1, . . . , um.

Da ϕ ein Diffeomorphismus ist, ist rgD(f ◦ ϕ)(y) = rgDf(ϕ(y)) = r, also
∂ui/∂yj(y) = 0 für i, j > r. Das bedeutet, daß die ui unabhängig von yr+1, . . . , yn
sind (für i > r).

Wir schreiben jetzt Q = Qr ×Qn−r ⊂ Rr × Rn−r und definieren

h : Qr × Rm−r → Qr × Rm−r

durch
h(y′, zr+1, . . . , zm) := (y′, zr+1 − ur+1(y

′), . . . , zm − um(y′)).

Offensichtlich ist h ein Diffeomorphismus, und

h ◦ f ◦ ϕ(y′, yr+1, . . . , yn) = h(y′, ur+1(y
′), . . . , um(y′))

= (y′, 0, . . . , 0).

Nun sei ein Quader P ⊂ Qr × Rm−r so gewählt, daß h ◦ f ◦ ϕ(Q) ⊂ P ist, und es
sei V := h−1(P ). Mit ψ := h−1 : P → V ist dann

ψ−1 ◦ f ◦ ϕ(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yr, 0, . . . , 0).
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Sei jetzt U ⊂ Rn offen und f : U → Rm eine C∞-Abbildung, m ≥ 1. Für x ∈ U sei

rgx f := rg(Df(x)) = dim(ImDf(x)).

Der Punkt x heißt ein kritischer Punkt von f , falls rgx f < m ist, falls also

Df(x) : Rn → Rm

nicht surjektiv ist. Der Punkt y := f(x) heißt in diesem Fall ein kritischer Wert.
Ist n < m, so ist jeder Punkt aus U ein kritischer Punkt und jeder Punkt aus f(U)
ein kritischer Wert.

4.2 Satz von Sard. Die Menge der kritischen Werte ist eine Nullmenge in Rm.

Beweis: Wir führen Induktion nach n.

Ist n = 0, so ist f(U) ein Punkt und die Aussage trivial.

Sei jetzt n > 0 und die Behauptung für n− 1 bewiesen. Es sei

C = {x ∈ U : rgDf(x) < m}

die Menge der kritischen Punkte, und

Ci := {x ∈ U : Dαf(x) = 0 für 1 ≤ |α| ≤ i}.

Dann ist Ci abgeschlossen in U , und es gilt:

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Ci ⊃ . . .

Wir zeigen nun:

A) f(C \ C1) ist eine Nullmenge.

B) f(Ci \ Ci+1) ist eine Nullmenge.

C) f(Ci) ist für genügend großes i eine Nullmenge.

Insgesamt ist dann f(C) eine Nullmenge, und das ist die Behauptung.

Beweis von (A):

Ist m = 1, so ist C = C1 = {x ∈ U : Df(x) = 0} und C \ C1 = ∅. Wir brauchen
also nur den Fall m ≥ 2 zu betrachten.

Ist p ∈ C \C1, so können nicht alle Ableitungen von f in p gleichzeitig verschwin-
den. O.B.d.A. sei

∂f1

∂x1

(p) 6= 0.

Wir definieren h : U → Rn durch h(x) := (f1(x), x2, . . . , xn). Dann ist klar, daß h in
p regulär ist. Es gibt also offene Umgebungen V = V (p) ⊂ U und W = W (f(p)) ⊂
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Rn, so daß h : V → W ein Diffeomorphismus ist. Sei g := f ◦h−1 : W → Rm. Dann
ist

g(y1, . . . , yn) = (y1, g2(y), . . . , gm(y)),

denn es ist g(f1(x), x2, . . . , xn) = g ◦ h(x) = f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)).

Es reicht, die Behauptung für g zu zeigen, denn es ist f(C ∩V ) = g(Cg∩W ), wenn
wir mit Cg die kritische Menge von g in W bezeichnen. Wir betrachten also g und
schreiben fortan C an Stelle von Cg. Es sei Wt := {z ∈ Rn−1 : (t, z) ∈ W}, und
gt : Wt → Rn−1 sei definiert durch

g(t, z) = (t, gt(z)).

Dann ist

Jg(t, z) =


1 0 · · · 0

∗ Jgt(z)

 .

Also ist (t, z) genau dann ein kritischer Punkt von g, wenn z ein kritischer Punkt
von gt ist.

Sei Ct die Menge der kritischen Punkte von gt inWt. Nach Induktionsvoraussetzung
ist die Menge gt(Ct) der kritischen Werte von gt eine Nullmenge. Weil

(g(C))t = {y ∈ Rm−1 : (t,y) ∈ g(C)} = gt(Ct)

stets eine Nullmenge ist, folgt mit dem Satz von Tonelli (angewandt auf die meß-
bare Funktion χg(C)), daß µm(g(C)) = 0 ist. Da die abzählbare Vereinigung von
Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, folgt (A).

Beweis von (B): Die Menge Ci \ Ci+1 wird ähnlich behandelt.

Ist p = (p1,p
′) ∈ Ci \ Ci+1, so können wir o.B.d.A. annehmen, daß es ein α mit

|α| = i gibt, so daß gilt: ( ∂

∂x1

Dαf1

)
(p) 6= 0.

Dann setzen wir h(x1, . . . , xn) := (Dαf1(x), x2, . . . , xn). Offensichtlich ist h(Ci) ⊂
{0}×Rn−1 und det Jh(p) 6= 0. Es gibt daher eine offene Umgebung V = V (p) ⊂ U
mit V ∩ Ci+1 = ∅ und eine offene Umgebung W = W ((0,p′)) ⊂ Rn, so daß
h : V → W ein Diffeomorphismus ist.

Es sei g := f ◦ h−1 auf W , und g(0, z) = g0(z). Nach Induktionsvoraussetzung
ist die Menge der kritischen Werte von g0 eine Nullmenge. Weil alle Punkte von
Ci kritisch für f sind, und weil f(x1,x

′) = g ◦ h(x1,x
′) = g(0,x′) = g0(x

′) und
Df(x1,x

′) = Dg(0,x′) ◦ Dh(x1,x
′) für (x1,x

′) ∈ Ci ist, sind alle Punkte x′ mit
(0,x′) ∈ h(Ci ∩ V ) kritisch für g0. Also ist f(Ci ∩ V ) eine Nullmenge.

Beweis von (C): Es reicht, für jeden abgeschlossenen Würfel Q ⊂ U zu zeigen,
daß f(Q ∩ Ci) eine Nullmenge ist.
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Sei δ die Seitenlänge von Q. In einem Punkt p ∈ Q ∩ Ci betrachten wir die Tay-
lorentwicklung von f der Ordnung i:

f(p + h) = f(p) +R(p,h), mit ‖R(p,h)‖ ≤ k · ‖h‖i+1.

Dabei ist die Konstante k nur abhängig von f und Q, sofern p + h in Q bleibt.

Wir unterteilen jetzt Q in rn Teilwürfel der Seitenlänge δ/r. Dabei sei r eine be-
liebige (große) natürliche Zahl.

SeiQ′ einer der Teilwürfel, p ∈ Ci∩Q′ und q = p+h ∈ Q′. Dann ist ‖h‖ ≤ (δ
√
n)/r

(Länge der Diagonale von Q′), also

‖f(q)− f(p)‖ ≤ k ·
(δ√n

r

)i+1

.

Das bedeutet, daß f(Q′) in einem Würfel mit Zentrum f(p) und Seitenlänge =
ε/ri+1 enthalten ist, wobei ε := 2k(δ

√
n)i+1 ist.

Also wird f(Ci ∩ Q) durch (höchstens) rn Würfel überdeckt, deren Gesamtmaß
höchstens

rn ·
( ε

ri+1

)m
= εm · rn−m(i+1)

beträgt. Wird i sehr groß, so wird n − m(i + 1) negativ, und für r → ∞ strebt
εm · rn−m(i+1) gegen Null.

Das bedeutet, daß µm(f(Ci ∩Q)) = 0 ist.

Bemerkung. Sei U ⊂ Rn offen, f : U → Rm stetig differenzierbar und
c = (c1, . . . , cm) ein regulärer Wert von f , also kein kritischer Wert. Dabei ist
zugelassen, daß c 6∈ f(U) liegt.

SeiM := f−1(c) ⊂ U . IstM 6= ∅, so gilt für jeden Punkt a ∈M :Df(a) : Rn → Rm

ist surjektiv. Das bedeutet, daß M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n−m
ist. Das kann natürlich nur auftreten, wenn n ≥ m ist. Ist n < m, so ist jeder Wert
automatisch auch ein kritischer Wert und daher f(U) eine Nullmenge im Rm.

Der Satz von Sard besagt, daß für fast alle c ∈ Rm die Niveaumenge f−1(c) leer
oder eine Untermannigfaltigkeit ist.

Sei n > m und f : U → Rm in x0 regulär. Dann gibt es eine m-reihige Untermatrix
J0(x) von Jf (x) mit det J0(x0) 6= 0. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es eine
Umgebung V = V (x0) ⊂ U , so daß det Jf (x) 6= 0 für x ∈ V ist. Nach dem Satz
vom Rang hat f dann (bis auf Diffeomorphie) die Gestalt

f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm),

sieht also aus wie eine Produktprojektion. In der Nähe von x0 ist V gefasert in
Untermannigfaltigkeiten der Dimension n−m.

Weil eine Menge vom Maß Null keine offene Teilmenge enthalten kann, gilt insbe-
sondere: Die Menge der regulären Werte von f ist dicht im Rn.


