Bergische Universitdt — Gesamthochschule Wuppertal — Fachbereich Mathematik

Analysis 3

Kapitel 1 Erginzungen zur Lebesgue-Theorie

Vorlesungsausarbeitung zum WS 2001 /02

von Prof. Dr. Klaus Fritzsche

Inhaltsverzeichnis

§1 Steilkurs zum Lebesgue-Integral .......... ... ... ... ... .
§2  Die Transformationsformel ........... ... ... ...

§3 Integralberechnungen. ......... ... .

83 Der Satz von Sard. ... ... ...

Diese Ausarbeitung darf nur fiir den privaten Gebrauch kopiert oder gedruckt wer-
den. Jede unauthorisierte kommerzielle Nutzung wird strafrechtlich verfolgt!



2 KAPITEL 1 ERGANZUNGEN ZUR LEBESGUE-THEORIE

§1 Steilkurs zum Lebesgue-Integral

In diesem Paragraphen gebe ich eine kurze Einfithrung in den Lebesgueschen In-
tegralbegriff. Der Aufbau unterscheidet sich etwas von dem in Analysis 2, aber die
Ergebnisse stimmen natiirlich iiberein. Da ich hier auf alle Beweise verzichte, kann
ich auch viele technische Details weglassen und erhalte so eine sehr iibersichtliche
Darstellung.

Unter einem Quader im R™ versteht man eine Menge der Gestalt
Q=L x...x1,,

wobei die [, beliebige beschrinkte Intervalle sind. Wir lassen auch ,entartete
Intervalle zu, die leer sind oder nur aus einem Punkt bestehen. Sind a, < b, die
beiden Endpunkte des Intervalls I, so heifit die Zahl [(I,) := b, — a, die Linge
von [, und die Zahl

va(Q) == 1(1) ...  I(I,)
heifit das (n-dimensionale) Volumen von Q.

Unter einer Quadersumme verstehen wir eine endliche Vereinigung von Quadern.
Jede Quadersumme S kann in disjunkte Teilquader zerlegt werden. Man definiert
dann das Volumen v,(S) als Summe der Volumina aller Teilquader. Die Wahl der
Zerlegung spielt dabei keine Rolle.

Ist G C R" offen, so setzt man

U (G) := sup{wv,(S) : S Quadersumme mit S C G}.
Diese Zahl darf auch den Wert +oo annehmen. Ist G beschrinkt, so ist v, (G) < oco.
Ist K C R® kompakt, so setzt man

U (K) = inf{v,,(5) : S Quadersumme mit K C g’}

Das Volumen einer kompakten Menge ist stets endlich.

Ist nun M C R”™ eine beliebige beschriankte Menge, so definiert man das innere
Maf$ (M) und das dufere Mafs p*(M) durch

psx(M) = sup{v,(K) : K kompakt und K C M}
und (M) := inf{v,(G) : G offen und M C G}.

Man sieht sofort, dafl die hier gegebene Definition des dufleren Mafles mit der aus
Analysis 2 iibereinstimmt:

w (M) = inf{z (@) = @, Quader mit M C U Q.}.
v=1 v=1
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Definition.  Eine beschrinkte Menge M C R™ heifit (Lebesgue-)mefbar, falls
psx(M) = p*(M) ist. Der gemeinsame Wert p, (M) wird das (Lebesguesche) Maf
von M genannt.

Im allgemeinen ist stets p, (M) < p*(M). Kompakte und beschrénkte offene Men-
gen, sowie Quadersummen sind immer mefbar, und ihr Mafl stimmt mit ihrem
Volumen iiberein.

1.1 Satz. Fine beschrinkte Menge M C R" ist genau dann mefibar, wenn es zu
jedem € > 0 eine kompakte Menge K und eine offene Menge G gibt, so daf gilt:

1. KCc M cCAd@.

2. v, (G\K) <e.

Ist R > 0, so setzen wir

Qr={xeR": |z,|<Rfurv=1,...,n}

Definition. FEine beliebige Teilmenge M C R"™ heif3t mefbar, falls M N Qg fiir
jedes R > 0 meBbar ist.

Der Grenzwert p,(M) = }%im tn(M N Qr) wird als Lebesgquesches Maf$ von M

bezeichnet. Ist p, (M) < 0o, so nennen wir M endlich-mefbar.
Ist p, (M) = 0, so heifit M eine Nullmenge.
Ein System M von Teilmengen von R™ heifit eine o-Algebra, falls gilt:

1. o e M.

2. Ist A € M, so ist auch das Komplement X \ A € M.

3. Ist (A, )en eine abzdhlbare Familie in M, so ist auch U A, e M.

v=1

Man kann zeigen, dafi die meBbaren Mengen eine o-Algebra bilden, und daf§ das
Lebesgue-Maf3 o-additiv ist: Sind die Mengen A, mefibar und paarweise disjunkt,
so ist auch ihre Vereinigung A mefibar, und es gilt:

(| A) =D ia(A)).

Die kleinste o-Algebra, die alle offenen (und alle abgeschlossenen) Teilmengen des
R"™ enthélt, nennt man die Borelalgebra B. Thre Elemente heiflen Borelmengen.
Abzédhlbare Vereinigungen von kompakten Mengen und abzdhlbare Durchschnitte
von offenen Mengen sind spezielle Borelmengen.
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1.2 Satz. FEine Menge M C R"™ ist genau dann mefbar, wenn sie Vereinigung
einer Borelmenge und einer Nullmenge ist.

Borelmengen sind vergleichsweise ,,schén®“. Die Komplikationen kommen bei den
meflbaren Mengen iiber die Nullmengen herein. Da diese aber das Mafl Null haben,
kann man sie oft ignorieren. Man sagt, eine Eigenschaft sei fast tiberall erfiillt, wenn
sie es auflerhalb einer Nullmenge ist. Teilmengen und abzahlbare Vereinigungen von
Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Definition. FEine Funktion ¢ : R" — R heifit einfach, falls gilt:
1. ¢ nimmt nur endlich viele Werte an.

2. Ist ¢ # 0, so ist p~!(c) endlich-meBbar.

Die einfachen Funktionen stellen eine Verallgemeinerung der Treppenfunktionen
dar. Sie sind endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
paarweise disjunkter endlich-mefibarer Mengen.

Ist ¢ = cixan + -+ + cgXu, eine einfache Funktion (mit paarweise disjunkten
endlich-mefbaren Mengen M,,), so setzt man

q
/god,un = ch < i (M,).
v=1

Das Integral héngt nicht von der Darstellung von ¢ ab.

Definition. Eine Funktion f : R® — R heifit mefibar, falls fiir jedes ¢ € R die
Menge {x € R" : f(x) > ¢} meBbar ist.

Es sind dann auch die Mengen {f < ¢}, {f > ¢} und {f < ¢} meBbar.

1.3 Satz. Ist f > 0 eine meflbare Funktion, so gibt es eine monoton wachsende
Folge (¢,) von einfachen Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Der Wert

/fd,un ::sup{/go,,d,un veEN}eR

héngt nicht von der speziellen Folge (p,) ab.

Definition. Sei f > 0 eine mefibare Funktion auf dem R". Ist [ f dpu, < 0o, so
heifit f integrierbar.

Bemerkung. In Analysis 2 haben wir die Integrierbarkeit definiert, ohne den
Begriff der Mefibarkeit zu verwenden. Allerdings haben wir spéater bewiesen, dafl
jede integrierbare Funktion mefibar ist, und dafl eine mefibare Funktion genau dann
integrierbar ist, wenn [|f|du, < oo ist.
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1.4 Satz. Ist f > 0 eine beschrinkte mef$bare Funktion mit kompaktem Traiger
(also f = 0 auflerhalb einer kompakten Menge), so ist f integrierbar. Ist f sogar
fast tiberall stetig, so ist f im Riemannschen Sinne integrierbar.

Ist f: R®™ — R beliebig, so setzen wir f* := max(f,0) und f~ := —min(f,0).
Dann ist f = f* — f~. Die Funktion f heifit integrierbar, falls f meBbar ist und
f* und f~ integrierbar sind, und dann setzt man

[ = [ 5w [ i

1.5 Satz von B. Levi (von der monotonen Konvergenz). Sei (f,) eine
Folge nicht-negativer meffbarer Funktionen. Dann ist

/(i:jf) du=§/fydu-

Sind alle f, integrierbar und ist die rechte Seite der Gleichung endlich, so konver-
giert > > f, fast dberall gegen eine integrierbare Funktion.

1.6 Lebesguescher Satz von der dominierten Konvergenz. Sei (f,) ei-
ne Folge von meflbaren Funktionen, die fast tiberall punktweise gegen eine Grenz-
funktion f konvergiert. AufSerdem gebe es eine integrierbare Funktion g, so dafs
|fo(x)| < g(x) fiir alle v und fast alle x ist.

Dann sind die f, und f integrierbar, und es gilt:

/fd,un: lim/fl,d,un.

MeBbare (bzw. integrierbare) Funktionen kénnen auf einer Nullmenge abgeéndert
werden, ohne daf} sich etwas an der Mefibarkeit (bzw. Integrierbarkeit) &ndert.

1.7 Satz von Cavalieri. Sei M C R"™™ mefbar (bzw. eine Nullmenge). Dann
st der ,,Schnitt”
My ={xeR": (x,y) € M}

fir fast alle y € R™ mefbar (bzw. eine Nullmenge). Weiter ist die Funktion

| (M) falls My, mef$bar,
July) '_{ +oo  sonst.

mef$bar, und es gilt:

(M) = - fu(y) dpm(y).-

Ist sogar pi,m(M) < 00, so ist fyr integrierbar.
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1.8 Satz von Fubini. Sei f : R™™™ — R integrierbar. Dann gibt es eine Null-
menge N C R™, so daf§ gilt:

1. Fir alley € R™\ N ist die Funktion x — f(x,y) tber R" integrierbar.
2. Ist F: R™ — R definiert durch

S Jen Fy) dpn(x) fiiry € R™\ N
Fly) = { ‘ 0 sonst,

so ist F' (iiber R™) integrierbar, und es gilt:

/ F(y) dun(y) = /R . (X, ¥) dptntm-

Ist f : R® — R eine nicht-negative Funktion, so ist die Ordinatenmenge von f
gegeben durch

M7= {(x,t) eR"™ : 0 <t < f(x)}.

1.9 Satz.  Sei f mefbar (bzw. integrierbar). Dann ist M/ mefSbar (bzw. endlich-
mefbar) und

s O07) = [ f
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§ 2 Die Transformationsformel

2.1 Satz. Sei B C R" offen, A C B eine Nullmenge und f : B — R" stetig
differenzierbar. Dann ist auch f(A) eine Nullmenge.

BEWEIS:  Aus der stetigen Differenzierbarkeit von f und dem Schrankensatz folgt,
dafl f lokal Lipschitz-stetig ist. Da es reicht, fiir jeden Quader ) zu zeigen, daf
f(AN Q) eine Nullmenge ist, kénnen wir anehmen, daf es eine Konstante C' > 0
gibt, so daf} gilt:

1FG) =S < C- lx =yl fiir x,y € B.

Sei nun € > 0 vorgegeben. Es gibt eine Folge (W}) von Wiirfeln mit
AC U Wi, und ZMn(Wk) <e.
k=1 k=1
Dann gibt es Wiirfel W} mit p,,(W}) < C™ - pu, (W) und f(A) C J, W. Also ist
tn(f(A)) < C™-e. Das bedeutet, da f(A) eine Nullmenge ist. n

Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

2.2 Die Transformationsformel. Se: U C R" offen, ¢ : U — V ein C!-
Diffeomorphismus auf eine offene Menge V- C R™.

1. FEine Funktion f:V — R ist genau dann integrierbar, wenn
(fop)-|detDp|: U —R
integrierbar ist.

2. Ist f .V — R integrierbar, so ist

/f(y)dy:/fogp(x)\dethp(x)]dx.
14 U

Zunachst betrachten wir die

2.3 Spezielle Transformationsformel.  Wie oben sei ¢ : U — V ein C!-
Diffeomorphismus. Ist A C U mefbar mit endlichem Mafs, so ist auch p(A) mefs-
bar, und es gilt:

in(i0(A)) = / det Dip(x)] dx.

Bemerkung. Day:U — V ein Homdomorphisms ist, induziert ¢ eine Bijektion
zwischen den Borel-Algebren B(U) und B(V). Da ¢ als C'-Abbildung auBerdem
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Nullmengen auf Nullmengen abbildet, ist das Bild einer mefibaren Menge unter ¢
wieder mef3bar.

2.4 Satz. Sei ¢ ein fester Ct-Diffeomorphismus. Die Transformationsformel gilt
genau dann fir jede integrierbare Funktion f :V — R, wenn die spezielle Trans-
formationsformel fiir jede mefbare Menge A C U mit endlichem Maj3 gilt.

BEwEIs: Gilt die allgemeine Transformationsformel, so ergibt sich die spezielle,
indem man f = x,(4) setzt.

Sei umgekehrt die spezielle Transformationsformel bewiesen. Da in der allgemeinen
Formel beide Seiten linear in f sind, folgt sie sofort fiir einfache Funktionen.

Ist f:V — R eine nicht-negative integrierbare Funktion, so gibt es eine monoton
wachsende Folge von einfachen Funktionen 7,, die punktweise gegen f konvergiert,
und dann ist

/V fy)dy = lim [ 7(y)dy.

V—00 \

Dabei ist / T,(y)dy = / T,00(x)|det Dy(x)| dx, und die Folge der integrierbaren

1% U
Funktionen g, := (1, 0 ¢) - |det Dy| konvergiert monoton wachsend gegen (f o ¢) -
|det Dip|. Da die Folge der Integrale beschrankt bleibt, folgt aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz (B. Levi), daB8 (f o ¢) - |det Dy| iiber U integrierbar ist,
und die Integrale / g,(x) dx konvergieren gegen / f o p(x)|det Dp(x)| dx.
U U

Ist f = f* — f~ eine beliebige integrierbare Funktion, so folgt die Behauptung wie-
der aus der Linearitét beider Seiten. Und daf3 aus der Integrierbarkeit der Funktion
(f o) -|det Dp| auch die Integrierbarkeit von f folgt, erhdlt man aus den obigen
Betrachtungen, indem man ¢ durch ¢! ersetzt. "

2.5 Satz.  Gilt die spezielle Transformationsformel fiir jeden Quader Q mit Q C
U, so gilt sie auch fiir jede mefbare Menge A C U (mit endlichem Maf3).

BEwWEIS:  Wir zeigen den Satz in mehreren Schritten. Dabei verwenden wir die
folgende Abkiirzung:

E(A) bedeutet:  Die spezielle Transformationsformel ist wahr fiir A.

1) Ist A= U A; eine disjunkte Vereinigung von mefbaren Mengen (und selbst von

i=1
endlichem Maf}) und gilt E(A;) fiir jedes i, so gilt auch E(A).

Diese Aussage folgt aus der Bijektivitéit von ¢ und der o-Additivitét des Lebesgue-
MafBes.
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2) Ist Ay D Ay D A3 D ... eine absteigende Folge endlich-meBbarer Mengen und
gilt E(A;) fiir jedes i, so gilt auch E( m A;).

i=1
Das folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi). Die Konver-

genz ist hier absteigend, und die Folge der Integrale ist nach unten durch Null
beschrénkt.

3) Jede offene Menge M C U ist disjunkte Vereinigung von Quadern Q mit Q C M.
Aus der Voraussetzung und (1) folgt also E(M) fiir jede offene Menge M. Wegen
(2) gilt dann auch E(G) fiir jede Gs-Menge (abzdhlbarer Durchschnitt von offenen
Mengen) mit endlichem MaSf.

4) Jede meBbare Menge A mit endlichem Mafi kann in der Form A = GU N
geschrieben werden, wobei G eine Gs-Menge mit u(G) < oo, N eine Nullmenge
und G NN = @ ist. Da F(G) und E(N) gelten, erhalten wir schlieBlich E(A). =

Bemerkung. Ist @ ein beliebiger Quader, so ist N := Q \ Q eine Nullmenge

und daher 1(¢(Q)) = u(p(Q)), sowie
/Q|det Dy(x)| dx = /Q|det Do(x)|dx + /N|det Dp(x)| dx = /Q|det Dyp(x)| dx.

Es reicht deshalb, E(Q) fir jeden abgeschlossenen Quader ) C U zu zeigen.

2.6 Satz. Die allgemeine Transformationsformel gilt im Falle n = 1.

BEWwEIS: Es reicht, die spezielle Transformationsformel fiir jedes abgeschlossene

Intervall I = [a,b] zu beweisen. Dazu sei p(I) = [¢,d]. Da ¢ ein Diffeomorphismus

ist, ist ¢'(t) # 0 fiir alle t. Also ist entweder ¢’ > 0, p(a) = ¢ und ¢(b) = d,

oder ¢ <0, p(a) = d und p(b) = c. Im ersten Fall ist py(¢o(1)) = ¢(b) — ¢(a) =
b

b
/ S () dt = / /()| dt (denn /(£) > 0). Tm zweiten Fall ist

i(o(1)) = pla) — o(b) = - / o (t) dt = / /(t)] dt.

Damit ist alles gezeigt. "

2.7 Satz. Ist ¢ eine Permutation der Koordinaten, so gilt die spezielle (und
damit auch die allgemeine) Transformationsformel.

BEWEIS: Sei 0 € 5, eine Permutation und ¢(x1,...,2,) = (Zo@1),- -+, Tom)), SO
gelten fiir einen Quader @ = [ay, by] X ... X [an, b,] die folgenden Gleichungen:
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1n(P(Q)) = (bo(1) = ao(1)) -+ (bo(n) — Aa(n))

und
/|det Do(x)|dx = (b —a1) - ... (b, — ay,),
Q

denn es ist |det Dp(x)| = 1. n

2.8 Satz. Gilt die spezielle Transformationsformel fir ¢ : U — V und fir
vV — W, so gilt ste auch fiirvop:U — W.

BEwWEIS: Es wurde schon gezeigt, dal aus der speziellen auch die allgemeine
Transformationsformel folgt. Sei nun A C U meBbar. Dann ist auch ¢(A) mefbar,
und es gilt:

i ((0(A)) = / et D)Ly

Weiter ist
[ et Duty)ldy = [ et Do) - det D] e
w(A) A

Aus der Kettenregel und dem Determinanten-Produktsatz folgt die Behauptung. m
Als letztes Hilfsmittel brauchen wir die folgende Aussage:

2.9 Satz. Jeder Punkt x € U besitze eine offene Umgebung W C U, so daf$ die
spezielle Transformationsformel fir o|lw : W — o(W) gilt. Dann gilt die spezielle
Transformationsformel auch fir ¢ : U — V.

BEWEIS: Das System W, aller offenen Kugeln in U mit rationalem Mittelpunkt
und rationalem Radius ist abzdhlbar, und jede offene Teilmenge W C U ist Ver-
einigung solcher Kugeln. Nun sei W = {W, : j € N} das Teilsystem derjenigen
Kugeln aus W, die in einer offenen Menge W enthalten sind, so dafl die Trans-
formationsformel fiir @[y : W — (W) gilt. Dann ist W eine offene Uberdeckung
von U, und die Formel gilt auch fiir alle Einschrdnkungen ¢[yw,, j € N.

Sei A C U meBbar. Wir setzen A; := ANW; und A4y := (ANW; 1)\ (A1 U. . .UA;).
Dann sind alle Mengen A; mefbar, und A ist disjunkte Vereinigung der A;. Weil
A; in W; liegt, gilt E(A;) fir jedes j, und damit gilt auch E(A). u

Jetzt kommen wir zum

BEWEIS der Transformationsformel:

Sei xg € U. Es geniigt zu zeigen, daf es eine offene Umgebung U, von xq in U
gibt, so dafl die spezielle Formel fiir ¢|y, gilt. Wir fithren Induktion nach n. Der
Induktionsanfang wurde bereits durchgefiihrt (mit Uy = U).
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Wir nehmen an, daf3 die Behauptung fiir n — 1 schon bewiesen ist, n > 2. Weil
Dp(xg) # 0 ist und eine Permutation der Koordinaten nichts ausmacht, kénnen

N %(Xo) # 0 ist. Wir setzen dann
@J]l

wir annehmen, da
(xy, . xn) = (e1(T1, .o X)), Ty e oy Tp).

Weil det Jy(xo) # 0 ist, ist ¢ lokal invertierbar. Nach Ubergang zu geeigneten
kleineren Umgebungen setzen wir

oly) =0y (y)

und erhalten folgendes kommutative Diagramm:
2
v — >V
%N / = oyt
w

Weil einerseits go(xy,...,2,) = ©(x1,...,2,) = (¢1(X), ..., pn(x)) und anderer-
seits o o Y(xy, ..., 2,) = 0(1(X), X2, ..., x,) ist, folgt:
Q(yh s 7yn) - (yl; QZ(y)7 ) Qn(Y>>

@ = p o1 setzt sich also aus Abbildungen zusammen, von denen jede mindestens
eine Komponente festlidfit. Nach einer Permutation der Koordinaten konnen wir
deshalb annehmen, dafl ¢(x1,...,2,) = (1, 2(X), ..., n(x)) ist. Wir schreiben:

p(t,z) = (t, ¢i(2)),

wobei ¢; eine Abbildung von U; := {z : (t,z) € U} nach R"! ist. Fiir die
Funktionalmatrix von ¢ gilt dann:

Also ist det J,(t,z) = det J,,(z) und

(pA) = {y : (t,y) € p(A)}
= {y : Jzmit (t,2z) € Aund ¢(t,2) = (t,y)}
{y : 3z € A, mit vi(z) =y}
= pi(A).
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Damit ist

in(p(4)) = / 1 (pA),) dt (Cavalieri)

0
< |det Dy (z)] dz) dt (Induktionsannahme)

/ Xa,|det Do(t, z)| dun—1> dt
Rn—l

T —r— 5

xaldet D] dp,  (Fubini)

n

= / |det Do| dyt,.
A

Beispiele.

1. Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader, A € GL,(R) eine invertierbare
Matrix und L = L, die zugehorige (bijektive) lineare Transformation. Dann
ist

pn(L(Q)) = [det A - 1 (Q).

Das ergibt sich sofort aus der speziellen Transformationsformel und der Tat-
sache, dafl Jp(x) = A fiir alle x ist.

Sind ay, ..., a, linear unabhéngige Vektoren im R", so nennt man
P(al,...,an) = {)\131++/\nan|0§/\1§ 1 fur@zl,,n}

das von den Vektoren aufgespannte Parallelotop. Es handelt sich um das Bild
des Einheitsquaders unter der Transformation L 4. Im Falle n = 2 ergibt sich
ein Parallelogramm, im Falle n = 3 spricht man von einem Spat. Nun gilt:

pn(P(ay, ... a,)) = |det(a,...,a,)|

Diese Aussage liefert eine geometrische Deutung der Determinante. Die Rei-

henfolge der Vektoren ai,...,a, bestimmt eine Orientierung des R". Also
kann man det(ay,...,a,) als ,orientiertes Volumen“ von P(ay,...,a,) auf-
fassen.

2. Ist A eine orthogonale Matrix und xq ein fester Vektor, so nennt man die
Abbildung
F(x):=xg+x-A'

eine euklidische Bewegung. Im 2-dimensionalen Fall setzt sich jede Bewegung
aus Translationen, Spiegelungen und Drehungen zusammen.
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Weil Jp = A und im Falle einer orthogonalen Matrix |det A| = 1 ist, lafit jede
Bewegung das Volumen invariant, und dariiber hinaus ist

f(X)dXZ/AfoF(y)dy,

F(A)

fiir mefbare Mengen A und integrierbare Funktionen f. Das ist die ,, Bewe-
gungsinvarianz“ des Lebesgue-Integrals.

3. Ebene Polarkoordinaten
Sei U := {(r,p) € R2 | 7 > 0und 0 < ¢ < 27}. Jeder Punkt (z,y) €

R?\ {(0,0)}, der nicht auf der positiven z-Achse liegt, kann durch Polarko-
ordinaten (r, ) € U beschrieben werden:

(x,y) = F(r,p) := (r-cosp,r-siny).
Bekanntlich ist det Jp(r, p) = r.

Ist etwa K := {(r,p) e R?* |a<r <bund a < ¢ <}, mit 0 < a < b und
0<a<f<2mund f stetig auf F'(K), so ist

/ fy)dz,y) = / F(E (@) d(r, )
F(K) K

B b
= //f(rcosgp,rsingo)rdrdgo.

Wir konnen natiirlich auch iiber Mengen integrieren, die die positive x-Achse
treffen, denn diese Achse ist eine Nullmenge.

4. Zylinderkoordinaten
Hier sei U = {(r,p,2) € R* | r > 0, 0 < ¢ < 27 und z beliebig} und
F(r,¢,z) := (rcosp,rsing, z).
Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich wieder det Jp(r, ¢, z) = r.

Ist etwa T = {(2,y,2) e R® |2 >0,y >0, 22 +9y>* < 1und 0 < z < 1}, so
ist T'= F(Q), mit

)

Q;:{(r,gp,z)]O§r§1,0§¢§§und0§z§1}.

Also ist z.B.
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/Tx2y d(z,y,z) = /Q(r cos ) - (rsing) - rd(r, e, z)

72 1l
= / / / rt cos? psin ¢ dz dr dy
0 0o Jo

w/2 pl

= / /r40082gpsingpdrdgo
0 0

1 w/2

= —/ cos” psin ¢ dyp

5 Jo

1 cos(m/2)
= —= / 2 dt

5. Raumliche Polarkoordinaten
Sei U ={(r,¢,0) |r>0,0<¢<2rund —F <0 <7}, und

F(r,p,0) := (rcospcosf, rsinycosd, rsind).
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Hier ist ¢ der Winkel gegeniiber der positiven x-Achse (in der x-y-Ebene
gemessen) und 6 der Winkel gegen die z-y-Ebene. Man beachte, daff die Ku-
gelkoordinaten in der Literatur nicht einheitlich definiert werden! Als Funk-
tionaldeterminante erhilt man jetzt

cospcosf —rsinpcosf  —rcospsinf
det Jp(r,p,0) = det | sinpcosf  rcospcosf  —rsinpsind
sin 6 0 r cos 0

= sinf - r*(sin® ¢ sin 6 cos @ + cos® psin 6 cos 6)
+ 7 cos ) - r(cos® p cos® O + sin? p cos® 0)
= r?sinfcosf + r*cos® 0

= r?cosf.
Offensichtlich ist det Jp(r, ¢,0) > 0 in ganz U.

Fiir das Volumen der (3-dimensionalen) Einheitskugel ergibt sich jetzt:

1 pr/2 2w
ps(B1(0)) = / 1dps :// / 2 cos 0 dyp df dr
B1(0) 0o J-=s2Jo
1 pr/2
= 2%-// 2 cos 6 df dr
0 J—m/2
1
4
= 47T-/ r’dr = —7.
0 3

o0

6. Auch bei der Berechnung des Integrals / e~ dt sind die Polarkoordinaten

niitzlich:

Es gilt ndmlich:

Also ist / e dt = /7.

o0
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§3 Integralberechnungen

Wir haben in §1 schon an die Ordinatenmengen erinnert:

MY ={(x,t) e R"™™ . 0 <t < f(x)}.

Ist f integrierbar, so ist M/ endlich-meSbar und ji,. (M%) = / f dp,. Diese Tat-
sache kann man noch etwas verallgemeinern.

Definition. Ein Normalbereich iiber dem R" ist eine Menge der Gestalt
N(4;0,¢) = {(x,t) e R" : x € Aund ¢(x) <t < (x)}.
Dabei soll A C R” eine meBlbare Menge sein, und ¢,? : A — R integrierbare

Funktionen mit ¢(x) < ¥(x) fiir x € A.

Ein Normalbereich ist endlich-melbar, und fiir eine integrierbare Funktion f auf
N(A; p, 1) folgt mit dem Satz von Fubini sofort:

Y(x)
/ f(Xa t) dﬂnJrl = / (/ f(xa t) dt) d,un .
N(Ap.0) A o)

Angewandt wird diese Formel meist in dem Fall, wo A kompakt ist und ¢ und v
stetige Funktionen sind.

Beispiele.
1. Sei B derjenige Teil einer Ellipsenfliche um den Nullpunkt (mit den Halb-
achsen a und b), der im rechten oberen Quadranten liegt. Es soll das Integral

/ xy dpus berechnet werden. Hier ist also f(x,y) = xy.
B

Der Rand von B ist durch die Gleichungen

$2 y2

§+b_2:1’ r=0undy =0

gegeben. Offensichtlich ist B ein Normalbereich beziiglich der x-Achse:

b - y=0y/T= @)
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Dann ist

/ zydps =
B

2. Sei () :=2? und ¢(z) := 2 4 $2%. Dann ist
p(~2) = (~2) =4 und (2) = ¥(2) = 4,
und fiir |z] < 2 ist 22 < 4, also ¥(z) — ¢(z) = 2 — 22% > 0. Daher ist
B:={(z,y) eR*| —2<z <2und ¢(z) <y < ¥(z)}

ein Normalbereich iiber der x-Achse:

Der Flacheninhalt von B ist gegeben durch

2 p24(22/2)
/XB(x)dx = // dy dz
—2Jz2
2

- /_2(2—%2)dx




18 KAPITEL 1 ERGANZUNGEN ZUR LEBESGUE-THEORIE

3.1 Satz. Sei M C R" endlich-mefbar und r > 0 eine reelle Zahl. Dann ist auch
r-M:={r-x:xeM}
endlich-mef$bar, und es gilt:

fn(r - M) = 1"+ i, (M).

Beweis: Die Abbildung H, : R® — R” mit H,.(x) := r - x ist ein Diffeomorphis-
mus mit det Jg, (x) = r". Deshalb folgt der Satz sofort aus der Transformations-
formel. n
Jetzt kénnen wir das Prinzip von Cavalieri zur Volumenmessung benutzen.

Beispiele.

1. Sei B € R"! eine meBbare Menge mit endlichem Maf und A > 0. Dann
nennt man die Menge

C:={((1=XNx,\h) :x€Bund 0 <\ <1}

den Kegel iiber B mit der Spitze in (0, h).

R
C h
A ~ - 0 Rnfl
B
Fir t € R ist
C, = {xeR"|(x,t)eC}
1
= {xe]R2|HAE[O,I]mitl_/\xeB,Ah:t}

B %) falls ¢ & [0, A
{ (1—4%)-B firtel0,h)]

Nach Cavalieri ist dann
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1n(C) = / s (C)

h
— u, 1(B)- =
“1<>n

2. Das Volumen einer Hyperkugel mit Radius r im R" ist

Nn(Br(O)) =r"- Hn(BI(O)) .

Wir miissen also nur das Volumen der Einheits-Hyperkugel bestimmen. Sei
K, die Einheits-Hyperkugel im R" und 7,, := p,,(K,). Wir wissen bereits, daf§

4
=2 =mund 13 = 57? ist. Allgemein kénnen wir eine Rekursionsformel

entwickeln. Es gilt:

B %) falls |t| > 1
(Kn): = { a- K, falls|t| <1,

wobel \
a+t2 =1, “

)

also
a=+v1-—t?
ist.
1
Also ist T, = / fn—1(V1—12- K, _1)dt
1
1
- / (1= )2 () d
-1
1
= Tpi- / (1 —¢3)=b72 gy,
~1
Setzen wir

1 w/2 T
Cp 1= / (1—12)n=D/2 gt = / (V1 —sin’ :E)n_l coszxdr = / (sinz)" dz,
_ 0

1 —7/2
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so ist 7, = T,_1 - ¢,,. Partielle Integration ergibt:

™

s
/(Sinx)nda: = —(sinz)" 'cosx
0

+(n—1) /Oﬂ(sin x)"? cos*(z) dx

= (n—-1) /Oﬂ(sinx)”2 dx — (n—1) /Oﬂ(sin x)" dx,

0

also
n—1
Cp =

cCp—2 .
Mit ¢; = 2 und ¢; = 7/2 ergibt sich eine Rekursionsformel fiir 7,,.

3. Leicht 148t sich nun auch das Volumen von Rotationskorpern bestimmen: Es
seien zwei stetige Funktionen f, g auf [a, b] gegeben, mit 0 < g < f. Dann ist

R:={(z,y,2) € R’ | g(z) <2’ +y* < f(2), 2 € [a, 1]}

der Rotationskorper, der entsteht, wenn man den durch g und f bestimmten
Normalbereich um die z—Achse rotieren l1a3t.

Behauptung: p3(R) =7 - / (f(2)* = g(2)?) d=.

Zum BEWEIS geniigt es, den Fall g(z) = 0 zu betrachten. Dann ist aber

pus(R) = /uz(Rt)dt
= / p2(By1)(0)) dt

= bf(t)27r dt.

3.2 Satz (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Sei0 <a <
bund Kop :={x € R" : a < ||x]| < b}. Ist f: (a,b) — R stickweise stetig und

b ~
em’stiert/ |f(r)|r"tdr, soist f(x) = f(||x||) diber K,y integrierbar und

b
dx =n-T1, =1,
/K Fpax=n- / Fr )y dr

Dabei bezeichnet 1,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

BEWEIS:

1) Der Rand der n-dimensionalen Einheitskugel ist eine Nullmenge im R", da er
lokal ein Graph ist.
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2) Zunichst sei f(r) = ¢ eine konstante Funktion. Dann ist auch f konstant und
natiirlich iiber K, ; integrierbar. Es gilt:

/ f(X) dx = /C " XKap i,
Ka,b

C:- [Ln(Ka,b)
= C- (/vbn(Bb(O)) - Mn(Ba<O)))
cTp- (" —a")

b
n / Ly
= n-T /f ”1d7’

3) Nun sei sogar 0 < a < b. Ist f eine Treppenfunktion auf [a,b], so folgt die
Behauptung fiir f ganz leicht aus (2).

= C-T» N

Ist f eine Regelfunktion auf [a,b], so gibt es eine Folge (yy) von Treppenfunk-
tionen auf [a, b, die dort gleichmé&Big gegen f konvergiert. Dann konvergiert auch
(pr) auf m gleichméfig gegen f, und fvist bis auf eine abzéhlbare Vereinigung
von Kugelrédndern (also fast iiberall) stetig und damit integrierbar. Mit Hilfe des
Konvergenzsatzes von Lebesgue kann man daraus schlielen, dafl die Integrale iiber
o gegen das Integral iiber f konvergieren. Das ergibt auch in diesem Falle die
Behauptung.

4) Ist f nur iiber (a,b) stiickweise stetig, so schreibt man (a,b) als aufsteigende
Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen, iiber denen f ja eine Regelfunktion
ist. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz kommt man dann zum Ziel. w

Beispiel.

1 1
Sei f(r) = - auf (0,1). Das Integral / n=17e dr existiert genau dann, wenn

—n+1+a < 1 ist, also a < n. Daraus folgt:

1
/ —— dx existiert genau dann, wenn a < n ist.
B1(0 ||X||

1
Im R? ist also —— “ || bei 0 integrierbar, nicht jedoch
X

1
1

Im R3 sind beide Funktionen bei 0 integrierbar.
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§4 Der Satz von Sard

4.1 Satz vom Rang. Sei G C R” offen, f : G — R™ (k-mal) stetig differen-
zierbar. Ist r:=rg D f(x) unabhingig von x € G, so gibt es zu jedem Punkta € G
eine offene Umgebung U wvon a in G , eine offene Umgebung V wvon b = f(a)
im R™, sowie offene Quader @ C R™ und P C R™ und (C*-)Diffeomorphismen
0:Q —Uwund: P—V, sodafl gilt:

v o fop(xy,. .., xn) = (z1,...,2,,0,...,0).

BEwEls: O.B.d.A. sei a =0 und b = 0, sowie
Df(0)(v1,...,v,) = (v1,...,0:,0,...,0).

Nun sei g : G — R" definiert durch ¢g(x) := (f1(x),..., fr(X), Zr11,...,2,). Dann
ist J,(0) die Einheits-Matrix E,,. Also gibt es eine offene Umgebung U = U(0) C G
und einen Quader Q C R", so dafl g|y : U — @ ein Diffeomorphismus ist. Sei

o:=(glv)t:Q—U.
Isty = g(x) = (fi(x),..., fr(X), Zrq1, ..., Tp), sO I8t fop(y) = fo(glu) og(x) =
f(x)=(fi(x),.., fr(x),...) fiir y € g(U) = @, also

fooy)= W s Ur 1 (y), - s um(y)),

mit geeigneten Funktionen w, 1, ..., uUp,.

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist rg D(f o ¢)(y) = rgDf(e(y)) = r, also
Ou;/0y;(y) = 0 fiir ¢, 7 > r. Das bedeutet, da8 die u; unabhéngig von y,41,...,Yn
sind (fir ¢ > r).

Wir schreiben jetzt Q = Q" x Q™" C R” x R™" und definieren
h:Q"xR™" — Q" x R™"
durch
Ry zeaty ooy zm) = Y 2e01 — U1 (), oo 2m — un(Y)).
Offensichtlich ist A ein Diffeomorphismus, und

/

hof090<y/7y7"+17"'7yn) = h(yaur—Fl(y/)v“'?um(y/))
= (y,0,...,0).

Nun sei ein Quader P C Q" x R™™" so gewéhlt, dal ho f o ¢p(Q) C P ist, und es
sei V:i=h Y(P). Mit ¢ := h™!: P — V ist dann

Q/J_IOfOSO(yl?"‘?yn):(y17"'7y7"707"'70>'
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Sei jetzt U C R™ offen und f : U — R™ eine C*°-Abbildung, m > 1. Fiir x € U sei
g, f = rg(Df(x)) = dim(Im Df(x)).
Der Punkt x heifit ein kritischer Punkt von f, falls rg, f < m ist, falls also
Df(x) :R" - R™

nicht surjektiv ist. Der Punkt y := f(x) heifit in diesem Fall ein kritischer Wert.
Ist n < m, so ist jeder Punkt aus U ein kritischer Punkt und jeder Punkt aus f(U)
ein kritischer Wert.

4.2 Satz von Sard. Die Menge der kritischen Werte ist eine Nullmenge in R™.

BEWEIS: Wir fithren Induktion nach n.
Ist n =0, so ist f(U) ein Punkt und die Aussage trivial.

Sei jetzt n > 0 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen. Es sei
C={xeU:rgDf(x)<m}
die Menge der kritischen Punkte, und
Ci:={xeU:D(x)=0fur 1 <|a| <i}.
Dann ist C; abgeschlossen in U, und es gilt:
CoO>Ci>DCyD...DC; D ...

Wir zeigen nun:
A) f(C\ ) ist eine Nullmenge.
B) f(Ci\ Cit1) ist eine Nullmenge.
C) f(C;) ist fiir geniigend grofles i eine Nullmenge.

Insgesamt ist dann f(C') eine Nullmenge, und das ist die Behauptung.

Beweis von (A):

Istm=1,s0ist C =C, ={x€U : Df(x) =0} und C'\ C; = @. Wir brauchen
also nur den Fall m > 2 zu betrachten.

Ist p € C'\ C}, so kénnen nicht alle Ableitungen von f in p gleichzeitig verschwin-
den. O.B.d.A. sei
Ny

8_x1(p) # 0.

Wir definieren h : U — R™ durch h(x) := (f1(x), 22, ..., x,). Dann ist klar, da8 h in
p reguliir ist. Es gibt also offene Umgebungen V =V (p) C U und W = W(f(p)) C
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R” so dafl h : V — W ein Diffeomorphismus ist. Sei g := foh™' : W — R™. Dann
ist

9 ym) = W, 92(¥), - gm(¥)),
denn es ist g(f1(x),xa,...,T,) = goh(x) = f(x) = (f1(X),..., fm(X)).

Es reicht, die Behauptung fiir g zu zeigen, denn es ist f(CNV) = g(C,NW), wenn
wir mit Cj die kritische Menge von g in W bezeichnen. Wir betrachten also g und
schreiben fortan C' an Stelle von C,. Es sei W, := {z € R"! : (t,z) € W}, und
g: : Wy — R" ! sei definiert durch

g(t,2) = (t, 9:(2)).

Dann ist

Also ist (¢,z) genau dann ein kritischer Punkt von g, wenn z ein kritischer Punkt
von g, ist.

Sei C} die Menge der kritischen Punkte von g, in W;. Nach Induktionsvoraussetzung
ist die Menge ¢;(C;) der kritischen Werte von g; eine Nullmenge. Weil

9(C)e={y eR™ " : (t,y) € 9(O)} = 9:(Cy)

stets eine Nullmenge ist, folgt mit dem Satz von Tonelli (angewandt auf die mef-
bare Funktion x4c)), daB f,,(9(C)) = 0 ist. Da die abzéhlbare Vereinigung von
Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, folgt (A).

Beweis von (B): Die Menge C; \ C;4; wird dhnlich behandelt.

Ist p = (p1,p") € C; \ Ciy1, so konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl es ein a mit
|a| =i gibt, so daf} gilt:
0

(8_331Daf1)(p) # 0.

Dann setzen wir h(xy,...,x,) == (D*f1(X), xa, ..., z,). Offensichtlich ist h(C;) C
{0} x R"! und det J,(p) # 0. Es gibt daher eine offene Umgebung V = V(p) C U
mit V N C;1; = @ und eine offene Umgebung W = W((0,p’)) € R", so daB
h:V — W ein Diffeomorphismus ist.

Es sei g := foh ! auf W, und ¢(0,2z) = go(z). Nach Induktionsvoraussetzung
ist die Menge der kritischen Werte von gy eine Nullmenge. Weil alle Punkte von
C; kritisch fir f sind, und weil f(z1,x') = g o h(z1,x') = g(0,%x') = go(x') und
Df(x1,x') = Dg(0,x') o Dh(xy,x') fiir (x1,%x") € C; ist, sind alle Punkte x’ mit
(0,x') € h(C; NV) kritisch fiir g. Also ist f(C; NV) eine Nullmenge.

Beweis von (C): Es reicht, fiir jeden abgeschlossenen Wiirfel Q C U zu zeigen,
daB f(Q N C;) eine Nullmenge ist.
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Sei ¢ die Seitenldnge von (). In einem Punkt p € @ N C; betrachten wir die Tay-
lorentwicklung von f der Ordnung ¢:

f(p+h) = f(p) + R(p,h), mit [|R(p,h)|| < k- [/h]™".
Dabei ist die Konstante k nur abhéngig von f und @), sofern p + h in @) bleibt.

Wir unterteilen jetzt @ in r™ Teilwiirfel der Seitenlénge /7. Dabei sei 7 eine be-
liebige (grofie) natiirliche Zahl.

Sei @' einer der Teilwiirfel, p € C;NQ" und g = p+h € Q. Dann ist ||h|| < (6y/n)/r
(Lénge der Diagonale von Q'), also

dy/my i+l
I#@) - fo)l < k- (22)
Das bedeutet, dafl f(Q') in einem Wiirfel mit Zentrum f(p) und Seitenlinge =
g/r"™! enthalten ist, wobei ¢ := 2k(d/n)"* ist.

Also wird f(C; N Q) durch (hochstens) ™ Wiirfel iiberdeckt, deren Gesamtmafl
hochstens

E \m —m(i
n _ -m _  n—m(i+1)
() e

betragt. Wird ¢ sehr grof}; so wird n — m(i + 1) negativ, und fiir r — oo strebt
g™ . pn=mt) gegen Null.

Das bedeutet, dal ., (f(C;NQ)) = 0 ist. .

Bemerkung. Sei U C R” offen, f : U — R™ stetig differenzierbar und
c = (¢1,...,¢m) ein requldrer Wert von f, also kein kritischer Wert. Dabei ist
zugelassen, daf ¢ ¢ f(U) liegt.

Sei M := f~(c) C U.Ist M # @, so gilt fiir jeden Punkt a € M: Df(a) : R® — R™
ist surjektiv. Das bedeutet, dafl M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n—m
ist. Das kann natiirlich nur auftreten, wenn n > m ist. Ist n < m, so ist jeder Wert
automatisch auch ein kritischer Wert und daher f(U) eine Nullmenge im R™.

Der Satz von Sard besagt, daB fiir fast alle ¢ € R™ die Niveaumenge f~!(c) leer
oder eine Untermannigfaltigkeit ist.

Sein >mund f: U — R™ in x( regulédr. Dann gibt es eine m-reihige Untermatrix
Jo(x) von J¢(x) mit det Jo(xo) # 0. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es eine
Umgebung V' = V(xq) C U, so daB det J;(x) # 0 fiir x € V ist. Nach dem Satz
vom Rang hat f dann (bis auf Diffeomorphie) die Gestalt

flxy, .. my) = (T1,. .., Tm),

sieht also aus wie eine Produktprojektion. In der Nidhe von xq ist V' gefasert in
Untermannigfaltigkeiten der Dimension n — m.

Weil eine Menge vom Mafl Null keine offene Teilmenge enthalten kann, gilt insbe-
sondere: Die Menge der reguliren Werte von f ist dicht im R".



