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§1 Mafltheorie
Unter einem Quader im R™ versteht man eine Menge der Gestalt
Q=1L x...x1I,,

wobei die I, endliche Intervalle sind, die offen, halboffen oder abgeschlossen sein
konnen. Wir lassen auch Intervalle zu, die leer sind oder nur aus einem Punkt
bestehen. Wie iiblich bezeichnen wir die Lénge eines Intervalls I mit [(/). Dann
heifit

v(Q) == 1U(1y)-...-l(I,) das (n-dimensionale) Volumen von Q.

Unter einer Quadersumme verstehen wir eine endliche Vereinigung von Quadern.
Jede Quadersumme kann in disjunkte Teilquader zerlegt werden.

Ist eine Quadersumme S in dieser Art in Teilquader zerlegt, so definiert man das Vo-
lumen v, (S) als Summe der Volumina aller Teilquader. Da man von zwei verschie-
denen Zerlegungen stets zu einer ,gemeinsamen Verfeinerung® iibergehen kann,
spielt die Wahl der Zerlegung keine Rolle, und es ist auch egal, welchem Teilquader
jeweils eine Trennwand zugeordnet wird.

1.1 Satz. Sei A das System aller Quadersummen im R™. Dann gilt:
1. Die leere Menge gehort zu A, und es ist v, (@) = 0.
2. Ist A€ Aund B € A, so gehort auch AU B zu A.
Ist aufferdem AN B = @, so ist v,(AU B) = v,(A) + v,(B).
3. Mit Ae Aund B e Aist auch ANB € A.
4. Mit Ae A und B € A ist auch A\ B € A.
Ist B C A, so0 ist v,(B) < v,(A) und v,(A\ B) = v,(A) — vn(B).

Die Aussagen sind intuitiv klar. Saubere Beweise wiren zwar elementar, aber tech-
nisch aufwendig (man mufl immer alle Zerlegungen aufschreiben). Deshalb verzich-
ten wir hier auf eine ausfiihrliche Darstellung.

Ein Mengensystem mit den obigen Eigenschaften (ohne die Funktion wv,) nennt
man iibrigens eine Mengen-Algebra.
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Das folgende Resultat ist nicht mehr intuitiv klar, denn es kommt ein Grenzprozef3
ins Spiel.

1.2 Satz. Die Quadersumme A besitze eine disjunkte Zerlequng A = UA" n
i=1

Quadersummen A; (so daf$ also A; N A; = @ fiir i # j ist). Dann gilt:
va(A) = va(A;).
i=1

N
BEweEls: 1) Fir N € Nsei Ay := UAi C A. Dann ist

i=1

Z vn(A;) = va(An) < v (A).

Da die Partialsummen der Reihe beschrinkt und die Glieder nicht-negativ sind, ist

die Reihe konvergent, und es ist auch Z%(Ai) < v, (A).

i=1
2) Sei € > 0 vorgegeben. Wir wihlen Zahlen g; > 0, so daf )"°° | ¢; = ¢ ist. Es gibt
offene Quadersummen A}, so daf gilt:

A, C AT und v, (A]) < vn(A) +ei.

Das System der Quadersummen A} bildet eine offene Uberdeckung der kompak-

ten Menge A. Dann liegt A natiirlich schon in der Vereinigung von endlich vielen
N

Uberdeckungselementen, d.h. es gibt ein N mit A C A C U A?. Dann folgt:

=1

N
vn(A4) < Un(U A7)
i=1
N
< Zvn(A:)
i=1
N
< > (A +e,
i=1
also v, (A) < Zvn(Ai). Damit ist alles gezeigt. .

i=1

Der sehr simple Volumenbegriff fiir Quadersummen soll nun erweitert werden. Dazu
miissen wir etwas weiter ausholen.
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Definition. Sei X eine beliebige Grundmenge. Eine o-Algebra in X ist ein Sy-
stem M von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

1. e M.
2. Ist A € M, so ist auch das Komplement X \ A € M.

3. Ist (A, )en eine abzdhlbare Familie in M, so ist auch U A, e M.
v=1
Indem man bei (1) und (3) jeweils zu den Komplementen iibergeht, erhélt man:

1.3 Folgerung. Ist M eine o-Algebra in X, so gilt:
4. X e M.

5. Liegen die A, in M, so liegt auch ﬂ A, in M.

v=1

Der BEWEIS ist trivial.

Bemerkung. Sei M ein System von Teilmengen von X. Gilt (1), (2) und die
folgende Eigenschaft (3)’, so ist M eine o-Algebra.

3" Fir A,B € M ist auch AN B € M. Ist (A,) ein abzihlbares System
paarweise disjunkter Elemente von M, so ist | J,~, A, € M.

Beispiele.
1. Die Potenzmenge P(X) ist eine o-Algebra in X.
2. Das System M := {@, X} bildet eine o-Algebra in X.

3. Sei A C P(X) ein beliebiges Mengensystem. Dann ist der Durchschnitt
E(A) aller o-Algebren M mit A C M C P(X) wieder eine o-Algebra,
und zwar die kleinste in X, die A enthélt (der Beweis erfordert ein biichen
mengentheoretisches Herumrechnen). Man nennt F(A) die von A erzeugte
o-Algebra.

Ist X = R™ und A das System der Quadersummen, so nennt man B, := E(A)
die Borel-Algebra des R™, und ihre Elemente Borelmengen. Da jede offene
Menge eine abzahlbare Vereinigung von Quadern ist, enthélt B, sdmtliche
offenen und abgeschlossenen Mengen des R™, und natiirlich auch Differenzen
solcher Mengen. Es ist sehr schwer, eine Teilmenge des R™ zu konstruieren,
die keine Borelmenge ist. Trotzdem gibt es sehr viele davon.

Bei der Konstruktion der Borel-Algebra kann man iibrigens statt von Qua-
dersummen auch einfach von Quadern ausgehen.
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Abzihlbare Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen nennt man F,-Mengen,
abzéhlbare Durchschnitte von offenen Mengen nennt man Gs5-Mengen.

Definition.  Unter einem Mafi-Raum versteht man ein Tripel (X, M, ) mit
folgenden Eigenschaften:

1. X ist eine nicht-leere Menge.
2. M ist eine o-Algebra in X.

3. 1 M —[0,00] ist eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) w(@) = 0.
(b) Sind die Mengen A; € M paarweise disjunkt, so ist p(J~; Ai) =
Yooy w(A;)  (man nennt das o-Additivitat).

Beispiele.

1. Sei X beliebig, M = P(X) und

(A) = oo falls A unendlich ist,
PR = 4 (A) falls A endlich ist.

Man nennt p das Zéahlmas.
2. Sei X beliebig, M = P(X), o € X und

1 falls zg € A,
0 sonst.

bu )= {

In diesem Fall spricht man von einem Dirac-Mayfs.

3. Sei (X, M, ) ein MaBraum mit p(X) = 1. Dann spricht man von einem
Wahrscheinlichkeitsmafs, die Mengen A € M heiflen Ereignisse und die Zahl
1(A) nennt man die Wahrscheinlichkeit von A.

4. Nichttriviale Mafirdume zu konstruieren ist schwer. Im Falle des Lebesgue-
MafBles werden wir das weiter unten tun.

5. Ist X = R", M = A das System der Quadersummen und p(A4) := v,(A),
so sind fast alle Eigenschaften eines Mafiraumes erfiillt. Trotzdem liegt kein
Mafiraum vor, denn A ist keine o-Algebra.

1.4 Satz. Sei (X, M,pu) ein Mafiraum. Alle benutzten Mengen seien Elemente
von M. Dann gilt:

1. Ist Ay N Ay = @, soist u(A; U Ay) = p(Ay) + u(As).
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2. Ist A C B, soist u(A) < u(B).

3. Ist (A;) eine Folge von nicht-notwendig paarweise disjunkten Mengen aus M,

st JA) <Y (A,
=1 =1

BEwEIs: 1) Setze A3 = Ay = ... = &. Dann folgt die Behauptung aus der
o-Additivitat.

2) Esist B= AU (B\ A), also u(A) + u(B\ A) = u(B).

3) Schreibe U A; = AU(A\ A1) U(A3\ (A1UAs))U. .. und benutze o-Additivitét.

=1
| ]

Definition. Sei M eine beliebige Teilmenge des R™. Dann nennt man

o (M) = inf{z v, (@) | die @, sind Quader oder leer, mit M C U Q.}
v=1

v=1
das dufere Mafl von M im R™.
Bemerkungen.

1. Da der R™ Vereinigung von Quadern ist, besitzt jede Teilmenge des R™ ein
duBeres MafB. Offensichtlich ist p) (R™) = oo und p (@) = 0. Bei einer belie-
bigen Menge kann man zunéchst nur sagen, dafi 0 < p* (M) < oo ist.

2. Essind auch Quader () = I x...x I, zugelassen, bei denen eins oder mehrere
der Intervalle I, nur aus einem Punkt bestehen. Dann ist natiirlich v, (@) = 0.

3. Ist M beschréankt, so liegt M bereits in einem einzigen Quader (). Deshalb
ist in diesem Fall pf (M) < oo.

1.5 Satz (Eigenschaften des dufleren Mafles).

1. Ist M C N C R™, so ist (M) < p(N).

2. FEs ist stets ,LL;(U M;) < Z/J,Z(MZ)
i=1 i=1
3. Das dufere Maf ist translationsinvariant, d.h. es ist

i (x + M) = 1, (M)

fiir jede Menge M und jeden Vektor x im R™.
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BEWEIS:  Wir schreiben v statt v, und p* statt p.
1) ist trivial.

) Wenn Z 1 (A;) divergiert, ist nichts zu zeigen. Sei also Z p(A;) < oo. Es sei

dann Welter ein € > 0 vorgegeben und Zahlen ¢; > 0 so gewahlt daB "% e, =¢
ist.

Fiir jedes 7 gibt es Quader @);;, so daf} gilt:

A; C U Qi und ZU(QU) < pt(A) +es

j=1 j=1

Dann ist U A; C U Qi;, und es gilt:

i=1 i

ZU(QiJ) = Z(

o)
[e.e]

ZU(QH))

7=1

IN

Z (1" (Ai) + &)

WEeil ¢ beliebig ist, folgt die Behauptung.
c¢) Offensichtlich ist v(x + Q) = v(Q) fiir jeden Vektor x und jeden Quader Q.

Daraus folgt sofort die entsprechende Aussage fiir das duflere Maf. "

Definition. Eine Menge M C R™ heifit eine Nullmenge (im R™), falls (M) =0
ist.

M ist also genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Folge von
Quadern @); gibt, so daf} gilt:

o0

M C GQZ' und Z%(Qi) <e
i=1

=1

Eine Nullmenge dieser Art nennt man auch eine Lebesgue-Nullmenge. Kommt man
sogar stets mit endlich vielen Quadern aus, so spricht man von einer Jordan-
Nullmenge. Das ist ein Begriff, der in die Riemannsche Integrationstheorie gehort.

Beispiele.

1. Jede 1-punktige Menge ist eine Nullmenge, denn sie ist selbst ein entarteter
Quader vom Volumen 0.
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2. Abzéahlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

BEWEIS:  Sei (M,) ein System von Nullmengen, ¢ > 0 vorgegeben. Zu den
Mengen M, gibt es jeweils Folgen von Quadern (), ; mit

M, C QQV,,- und i;vn(@,,ﬂ-) <e-27V.

Dann ist G M, C U Q,; und Zvn(Qm) <e- f: 27V =e. n
v=1 Vi v,i v=1

Also ist z.B. Q eine Nullmenge in R.
3. Ist N eine Nullmenge und M C N, so ist auch M eine Nullmenge.
4. Sei N C R™ eine Nullmenge. Dann ist auch N x R™ eine Nullmenge im R™*"™,

BEWEIS:  Sei € > 0 vorgegeben. Es gibt Quader @); C R", so daf gilt:
N C UQi und Zvn(@;) <e.
i=1 i=1
Sei nun P C R™ irgend ein Quader. Dann ist

NxPc|JQixP, md > vnm(QixP)<c-v,(P).
=1

i=1

Da ¢ beliebig gewéhlt war, ist N x P eine Nullmenge im R"*™. Da R™ eine
abzahlbare Vereinigung von Quadern ist, ist auch N x R eine Nullmenge in
Rn—i—m. -
Also ist die Hyperebene H := {x € R" | z,, = 0} (und genauso jede andere
achsenparallele Hyperebene) eine Nullmenge im R"™. Daraus folgt z.B.: Die
Vereinigung aller achsenparallelen Hyperebenen, die einen Punkt mit ratio-
nalen Koordinaten enthalten, bildet eine Nullmenge im R". Nullmengen sind
also nicht so ,klein“, wie man erst vermuten wiirde.

1.6 Satz. Sei f: R"' — R stetig. Dann ist Gy := {(x, f(x)) : x € R""'} eine
Nullmenge 1m R™.

BEWEIS:  Essei W := [0, 1]*"'. Dann reicht es zu zeigen, dafl Gy,, eine Nullmenge
ist. Als stetige Funktion ist f auf dem kompakten Wiirfel W gleichméfig stetig.
Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es also ein § > 0, so daf} gilt:

Ist x — yll < 4, soist |f(x) = f(¥)] < <.

Sei k& > (2n)/d eine natiirliche Zahl. Dann koénnen wir W in k"~ gleich-grofie
Teilwiirfel der Kantenldnge 1/k zerlegen. Jeder Teilwiirfel ist in einem offenen
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Wiirfel @@ der Kantenlinge 2/k enthalten. Fiir x,y € @ ist dann [[x —y| <
(2n)/k < 6, also |f(x) — f(y)| < e. Das bedeutet, dafl Gy N (Q x R) in einem
Quader P mit v,(P) = v,_1(Q) - 2¢ = (2/k)"! - 2¢ enthalten ist. Daraus folgt:

2 n—1
uZ(wa)gk“—l-(E) 26 =2"-¢.

Da ¢ beliebig war, ist i} (Gy) = 0. n

Es folgt die Definition des Lebesgue-Mafles (nach Caratheodory).

Definition. Eine Menge M C R" heit mefbar (im Sinne von Lebesque), falls
gilt:

Fiir jede Menge Z C R" ist pu*(Z) = p*(Z N M) + p*(Z \ M).
Die Zahl p,(M) := u:(M) nennt man das (n-dimensionale Lebesgue-)Mafl der
Menge M.

Z\ M Zam )
Z

Die geforderte Eigenschaft erscheint so selbstverstdndlich, daff man sich fragt,
warum ausgerechnet sie die Melbarkeit charakterisieren soll. Eine Erklarung dafiir
ist schwer, aber wir werden sehen, dafl es funktioniert. Versucht man, die Mef3-
barkeit auf andere Weise einzufiihren, so landet man irgendwann genau bei dem
Problem, die obige Eigenschaft zu beweisen. Verlassen wir uns also darauf, daf3
Caratheodorys Definition sinnvoll ist.

1.7 Satz.
1. Jede Nullmenge N ist mefbar, mit p,(M) = 0.
2. Jede Quadersumme S ist meflbar, mit p,(S) = v,(S).
3. Das System M aller mef$baren Mengen bildet eine o-Algebra.
4. Das Tripel (R™, M, p,,) bildet einen Mafraum.

Bewels:  Fiir beliebige Mengen M und Z ist Z = (ZNM)U (Z\ M) und daher
w(Z) < p(ZNM)+ p(Z\ M). Un zu zeigen, dafl M meBbar ist, braucht man
deshalb nur die umgekehrte Ungleichung

WH(Z N M) + (2 \ M) < 1(2)

zu beweisen.
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1) Sei M eine Nullmenge. Dann ist auch Z N M eine Nullmenge und daher p*(Z N
M) = 0. Auerdem ist Z \ M C Z und daher pu*(Z \ M) < u*(Z). Das ergibt die
gewiinschte Ungleichung.

2) Sei M eine Quadersumme. Da M disjunkte Vereinigung von endlich vielen Qua-
dern ist, ist p*(M) = v, (M).

Zu einer Menge Z geben wir ein £ > 0 vor. Dann gibt es Quader (); mit

[e.9]

Z C UQZ und Z%(Qz) <p(Z)+e.
i=1

i=1

Die Mengen A; := M NQ; und B; := @; \ M sind wieder Quadersummen. Sie sind
disjunkt, und es ist v,(Q;) = v, (A4;) + vn(B;).

Wegen Z N M C UAi und Z \ M C UBi folgt:

p(ZNM)+p(Z\M) < u*(UAiHu*(UBZ-)
ZM*(Ai) + ZM*(Bz‘)
= Zvn(Ai)Jern(Bi)

= Zvn<Qz) < pi(Z) +e.

IN

Jetzt 148t man ¢ gegen Null gehen.
3) a)Weil u*(Z N @) = p* (@) =0 und p*(Z \ @) = u*(72) ist, ist @ meBbar.

b) Sei M mefibar und M’ := R*\ M. Dann ist ZNM' = Z\M und Z\M' = ZNM.
Also ist auch M’ mefibar.

c) Seien A, B mefibare Mengen. Dann ist
pi(Z) =p(ZNA)+p(Z\A)

und

WHZ0A) =W (ZNA)NB) + 1 (20 A)\ B).

Zusammen ergibt das:
pH(Z) = 1 (Z 0 (AN B)) + (w20 (A\ B) + (2 )\ 4)),

dennesist (ZNA)\B=2Zn(A\B).
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Auflerdem ist (Z\(AmB)) NA=Z0(A\B) und (Z\ (AmB)) \A=2Z\ A
Weil A meBbar ist, folgt daraus:

WH(Z\(ANB)) = 1" (ZN (A\ B)) + ' (Z\ A).

Setzt man das oben ein, so erhalt man, dal A N B meBbar ist.
Es ist klar, dafl dann auch A U B mefibar ist.
d) Es seien wieder A, B mefibare Mengen und zusétzlich AN B = @. Dann gilt:

W(ZN(AUB)) = p*(Z N (AUB)NA)+ (12N (AU B)]\ A)
= p(ZNA)+p(ZNB).
e) Induktiv folgt: Sind Ay, ..., Ay meBbar und paarweise disjunkt, so ist

W(ZN (AU UA)) = iu*(z N A,).

i=1

Setzt man Z := A;U...UAg, so erhélt man p*(AU. . .UAg) = p*(Ay)+- -+ p*(Ax).

f) Nun sei (A;) ein abzéhlbares System paarweise disjunkter mefibarer Mengen.

Wir wollen zeigen, dal A := U A; mef3bar ist.
i=1
Fiir beliebiges k ist A; U ... U Ay meBbar und daher
p(Z) = pw(ZN(AU...UA))+p*(Z\ (ALU...UAL))

k
> Y p(ZNA)+p(Z)\ A,
i=1
Dann muf} sogar gelten:

i (ZNA)+p(Z\A).

Und weil p*(Z N A) U ZNA;) Z (Z N 4;) ist, folgt die Ungleichung

p(Z) z p(ZNnA)+p(Z\ A).

Damit ist A mefibar und M eine o-Algebra.
4) Fiir M € M ist 0 < p, (M) < oo, und es ist u, (&) = 0.
Sind die Mengen A; paarweise disjunkt und mefbar, so gilt fiir jedes k :
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< > (A

=1

LaBt man k£ gegen Unendlich gehen, so erhélt man:

(L A0) = 3 pa(A).

Damit ist pu, ein (o-additives) Maf. n
Man nennt das so konstruierte Maf3 u,, das n-dimensionale Lebesque-Mays.

1.8 Folgerung. Jede Borelmenge ist mejfsbar.

1.9 Satz. Sei M C R™ mefbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine offene Menge
U und eine abgeschlossene Menge A, so daff A C M C U und p, (U \ A) < & ist.

Auflerdem gibt es eine Borelmenge (genauer: eine F,-Menge) F' und eine Borel-
menge (genauer: eine Gs-Menge) G, so daff F C M C G und p,(G\ F) = 0
15t.

BEwEIs:  Wir wéhlen eine Folge (Q;) von kompakten Quadern mit @Q; C Q41

und U Q; = R". Dann sind alle Mengen M; := M N @; meBbar, mit u(M;) < oo.
i=1

Nach Konstruktion des Mafles kann man eine offene Menge U; (eine Vereinigung

von offenen Quadern) finden, so dal M; C U; und p(U; \ M;) < % ist.

Sei U :=|_JU;. Dann ist U offen, M ¢ U und U\ M | J(U; \ M;), also

i=1 =1

= ¢ £
wuU\M) < Z 9i+l 9
i=1

Genauso kann man jetzt mit M’ := R" \ M verfahren. Dann erhilt man eine
offene Menge W mit M’ C W und pu(W \ M) < g. Dann ist A := W' =R"\ W

abgeschlossen, A C M und M\A=A'NM =WnM =W\M', also u(M\ A) < g
Zusammen ergibt das:

pUNA) = p(U\ M) +p(M\ A) <e.
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Fiir den Beweis des zweiten Teils des Satzes wihlen wire = 1/, j = 1,2,3,... Dann
erhalten wir offene Mengen U; und abgeschlossene Mengen A; mit A; C M C U;
und p(U; \ 4;) < 1/5.

Sei F := U A;jund G = m U,. Dann sind F und G Borelmengen mit F' C M C G.
j=1 j=1
Weil G'\ F' in jeder der Mengen U, \ A; enthalten ist, mul (G \ F') =0 sein. =

1.10 Folgerung. M C R" ist genau dann mefSbar, wenn es eine Borelmenge B
und eine Nullmenge N gibt, so daff M = B U N ist. Fir jede solche Zerleqgung ist

fin(M) = p*(B).
Ist M meﬂbar 50 gzbt es zu jedem & > 0 eine Folge (Q;) von offenen Quadern mit

MCLJQZ undZvn (Qi) < (M) +e.

BEweEIs: Natiirlich ist jede Menge der Form M = B U N mefibar. Sei umgekehrt
vorausgesetzt, dafl M mefbar ist. Dann gibt es Borelmengen F, G mit F C M C G
und p(G \ F) = 0. Wir setzen B := F und N := M \ F. Das tut’s! Offensichtlich
ist wW(M) = p(B) + p(M \ B) = u(B) = p*(B). Die letzte Aussage folgt aus der
Zerlegung M = BU (N \ B). Dann ist (M) = u(B) + u(N \ B) = u(B) = pu*(B).
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§2 Das Lebesgue-Integral

Ist M C R™ eine Teilmenge, so nennt man

1 falls x € M,
0 sonst

Xm(x) = {

die charakteristische Funktion von M. Ist M meflbar mit endlichem Maf, so ver-
stehen wir unter dem Integral von y,; die Zahl

/XM dp = p(M).

Definition.  Unter einer einfachen Funktion (oder einer verallgemeinerten Trep-
penfunktion) versteht man eine endliche Linearkombination von charakteristischen
Funktionen mefbarer Mengen mit endlichem Ma#f.

Eine Funktion f : R™ — R ist genau dann eine einfache Funktion, wenn es endlich
viele Zahlen ¢, ..., cy und paarweise disjunkte me3bare Mengen My, ..., My von
endlichem Maf gibt, so daf} gilt:

f:CI'XM1+"'+CN'XMN-

f nimmt also nur endlich viele Werte an. Ist ¢ # 0, so ist f~'(c) leer oder eine
meflbare Menge von endlichem Ma#f.

Unter dem Integral einer solchen einfachen Funktion f versteht man die Zahl

/fdu:—cl~M(M1)+-'-+CN~M(MN).

2.1 Satz. Das Integral von einfachen Funktionen hat folgende Eigenschaften:

1. Die Zuordnung f +— /fdu ist linear.
2. Ist f < g, so ist/fdug/gd,u.
3. Ist Qo := [0, 1]™ der Einheitsquader im R", so ist /XQO dp = 1.

4. Mit f ist auch |f| einfach, und es ist |/fd,u| < /|f| dp.

5. Sei Q ein Quader. Ist f(x) =0 firx e R"\ Q, so ist

| / fdul < 0a(Q) - sup{| f(x)| < x € Q).



110 KAPITEL 3 INTEGRATIONSTHEORIE

BEWEIS: Die Aussagen sind alle mehr oder weniger trivial.

Zu (1): Zwei einfache Funktionen f und g konnen immer in Bezug auf das gleiche
Mengensystem beschrieben werden.

Fiir (2) reicht es zu zeigen: Ist f > 0, so ist /fd,u > 0.

(4) folgt aus der Ungleichung —|f| < f <|f].
Zu (5): Ist ¢ :=sup{|f(x)| : x € Q},s0ist 0 < |f| < ¢ xg- =

Bevor wir jetzt den Integralbegriff verallgemeinern, wollen wir die Klasse der mef3-
baren Funktionen einfiihren.

Definition.  Eine Funktion f : R” — R heiit mefibar, falls gilt:

Ve e Rist die Menge {x € R" : f(x) > ¢} meBbar.

2.2 Satz. Fine Funktion f : R® — R ist genau dann mefibar, wenn eine der
folgenden FEigenschaften erfiillt ist:

1. YeeRist {x € R" : f(x) < c} mefbar.
2. VeeR st {xeR" : f(x) <c} mefsbar.

3. VeeRist {xeR" : f(x) > c} mefsbar.

BEwWEIS: Man benutzt, dafl die Menge der meflbaren Mengen eine o-Algebra
bildet, sowie folgende Gleichungen:

U<ah=B\{f2eh, (F<a=(Wf<erijmd  {f>c}=R\{/<c}

2.3 Folgerung. Ist f mefbar, so sind fir alle ¢c,d € R die Mengen
{x: f(x)=c} und {x:c<f(x)<d}

mejsbar.

Beispiele.

1. Ist f: R™ — R stetig, so ist jede Menge {f > ¢} = f~((c,0)) offen und
damit mefibar. Also sind stetige Funktionen mef3bar.
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2. Sei f = c1-xa, + - +cn- Xy eine einfache Funktion und ¢ <o < ... < ep.
Dabei sei 0 eine der N Zahlen. Fiir ¢ < ¢ ist {f < ¢} =&, fir ¢; < ¢ < ¢4
ist {f <c} =M U...UM,;. Und fir ¢ > ¢y ist {f < ¢} = R". Also ist f
mef3bar.

3. Ist (fx) eine Folge von meBbaren Funktionen, so sind auch die Funktionen
f = 1nf(fx) und F := sup(fx) meBbar. Insbesondere folgt daraus, da§ auch
der Limes einer punktweise konvergenten Folge von mefibaren Funktionen
wieder mef3bar ist.

Bewels dafiir: {f < ¢} = U{fk <c}und {F > c} = U{fk > c}.
k k

Ist (fx) konvergent, so ist klim fe = il};lf (sup f;).
—00 i>k

4. Aus (3) folgt: Ist f meBbar, so ist auch f* := max(f,0), f~ := —min(f,0)
und |f] := max(f*, f7) mefbar.

5. Ist f : R — R eine Regelfunktion (d.h. auf jedem abgeschlossenen Intervall
eine Regelfunktion), so ist f mefibar. Das ist klar, weil f Limes von Treppen-
funktionen und jede Treppenfunktion einfach ist.

2.4 Satz. FEine Funktion f : R™ — R ist genau dann mefbar, wenn es eine Folge
() von einfachen Funktionen gibt, die punktweise gegen f konvergiert.

Ist f >0, so kann man erreichen, daf$ (p,) monoton wichst.

BEwWEIs: Wir haben nur eine Richtung zu zeigen. Sei f mefibar. Wegen der mogli-
chen Zerlegung f = f™ — f~ konnen wir annehmen, dafl f > 0 ist. Fiir - € N sei

k k+1 .
My; = {XER”:ESf(X)<2L}, fir k=0,1,...,7-2" — 1,

und Mi-Zi,i = {X S R™ f(X) Z 'l}
Diese Mengen sind meflbar und paarweise disjunkt. Durch

k-27" auf My, fir k=1,2,...,i-2"—1
%’(X): 0

sonst

wird eine einfache Funktion ¢; definiert. Es ist 0 < ¢; < ¢;41, und (¢;) konvergiert
punktweise gegen f (auf jeder kompakten Menge sogar gleichméBig). .

2.5 Folgerung. Die Menge aller reellwertigen mefbaren Funktionen bildet einen
Vektorraum.

Definition. Sei F ein Vektorraum von reellwertigen Funktionen. Wir nennen F
einen zuldssigen Raum, falls gilt:
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1. Jede Funktion f € F ist mefbar.
2. Mit f gehort auch |f| zu F.

3. Ist M C R™ meBbar und y,, < f fiir ein f € F, so ist u(M) < oo und y
gehort auch zu F.

Beispiel.

Der Raum der einfachen Funktionen ist zuléssig, aber im Raum aller mefiba-
ren Funktionen ist die letzte Eigenschaft nicht erfiillt.

Definition. Eine Integralfunktion auf einem zuldssigen Vektorraum JF ist eine
Funktion 7 : 7 — R mit folgenden Eigenschaften:

1. [ ist linear (und damit insbesondere I(0) = 0).
2. Ist f <g,soist I(f) < I(g).
3. Ist M C R™ meBbar und pu(M) < oo, so ist I(xar) = u(M).

2.6 Satz. Sei I eine Integralfunktion auf einem zulissigen Raum F. Dann gilt:

4. Es st stets |[I(f)| < I(|f])-

5. Ist Q ein Quader, f € F und f(x) = 0 fir x € R"\ @, so ist I(f) <
vn(Q) -sup{|f(x)| : x € Q}.

BEWEIS:

1) Wegen —|f| < f < |[f[ist =I(|f]) < I(f) < L([f]), also [I(f)] < I(|f])-

2) Sei ¢ = sup{|f(x)] : x € Q}. Ist ¢ = o0, so ist nichts zu zeigen. Sonst ist
f<cxqund I(f) <c-vn(Q). .

Beispiel.

Durch I(p) := [ ¢ dp wird eine Integralfunktion auf dem Raum der einfachen
Funktionen definiert.

Ist M C R™ meBbar und ¢ eine einfache Funktion, so ist auch ¢ - x; eine
einfache Funktion, und wir definieren:

/ dp :Z/w-deu'
M

Sind M und N melbar mit M NN = &, so ist

/ sodu=/ sodu+/s0du-
MUM M N
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Definition. Sei I ein Integral auf . Dann wird die L'-Seminorm auf F definiert
durch || f{ly == I(|f])-

2.7 Satz. Die L'-Seminorm hat folgende Eigenschaften:
1. Es st stets || f|l1 > [I(f)] > 0. Ist f =0, so ist auch || f||1 = 0.
2. Esist |N- fll1 = |Al- || fllh fir A € R.

3. Esist|[f+glli < I fll+ llgll-

BEwEIS: 1) und 2) sind vollig trivial. Zu 3):

1F + gl = I(f +gl) < L(fT+ 1gl) = [[ £l + llglls-

Zur Norm fehlt blof die Eigenschaft: || f|l; =0 = f = 0. Die ist i.a. nicht erfiillt!

Definition. Sei F ein zuldssiger Raum mit Integralfunktion I. Eine L!-Cauchyfolge
in F ist eine Folge (f;) von Funktionen aus F, so daf gilt:

Ve>0 E]io, s.d. \V/Z,j > 1 gllt ||fZ — fj“l <e.

Definition.  Wir sagen, dafl eine Eigenschaft fast tberall erfiillt ist, wenn sie
auflerhalb einer Nullmenge gilt.

Beispiel.

Eine Funktion f : R®™ — R ist genau dann fast iiberall stetig, wenn es eine
Nullmenge N C R™ gibt, so da} f in jedem Punkt x € R™ \ N stetig ist.

Das gilt z.B. fiir eine Regelfunktion, aber nicht fiir die Funktion f: R — R

mit )
Fa) = { 1 firz € Q,

0 sonst.

2.8 Haupt-Lemma. Sei [ eine Integralfunktion auf einem zuldssigen Raum
F. Ist (f;) eine L'-Cauchyfolge in F, so gibt es eine Teilfolge (f;,) mit folgenden
FEigenschaften:

1. (fi,) konvergiert fast tiberall (punktweise) gegen eine Funktion f (die nicht
notwendigerweise wieder in F liegen muf3).
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2. Zu jedem e > 0 gibt es eine mefbare Menge Z mit u(Z) < e, so daf$ (f;,) auf
R™\ Z sogar gleichmdfSig konvergiert.

Konvergiert || fi||1 zusdtzlich gegen Null, so ist f =0 fast tiberall.

BEWEIS: Zu jedem k gibt es ein Ng, so dafi fiir ¢, j > N, gilt:

1
1fi = filli < 5%

Wir sorgen dafiir, da8 (Vi) streng monoton wichst und setzen g, := fy,. Dann ist
(gx) eine Teilfolge von (f;) und

L.
gt = gl = | /5, — vl < 77 fir [ > k.

Sei Vi = {x € R" : [gp1(X) — gr(x)| > 27"}. Da alle f; meBbar sind, ist Yj
eine meBbare Menge. Weiter ist 2¥|g,11 — gx| € F und xy, < 2%|gri1 — g/, also
w(Yy) < oco. Dann folgt:

1 1
ﬁM(Yk) = ](? “XYi)

< I(|gkt+1 — gxl)

1
= [lge+1 —grlli < 2%
also p(Y) < 27

Nun sei Z,, := U Y).. Dann ist

k=m
S I R 1
Zm < _— = — _— =
M( ) — ];n 2k 2m ZZ 21 2m—1
Auf R™\ Z,, ist |gri1 — g < 27 fiir k > m. Daraus folgt, daf die Reihe
Z<9k+1 — k)
k=m

auf R™\ Z,, gleichméBig konvergiert. Das bedeutet, daf§ die Folge

M
gm = g1+ Z(Qk—H — k)
k=1

auf jeder Menge R"\ Z,,, gleichméfig und auf U(R” \Zn) =R"\ ﬂ Zm zumindest

punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Dabei ist pu( ﬂ Zm) = 0.

m=1
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Wenn || f;||1 zusétzlich gegen Null konvergiert, dann kann man die Teilfolge g = fa,
so wihlen, daB ||g;[l1 < 1/2?F fiir j > k ist. Setzt man jetzt My := {x : |gx(x)| >

27%} und W, = ﬂ M, so folgt wie oben, daB u(W,,) < 270"V ist, und auf
k=m

R™\W,, ist |gx| < 27 fiir k > m. Das bedeutet, da (gx) auf R™\(, Z,, punktweise

gegen die Nullfunktion konvergiert. Das heifft, dal fast iiberall f = 0 ist. .

2.9 Satz. Sei (p,) eine L'-Cauchyfolge von einfachen Funktionen. Dann gilt:
1. Die Folge der Integrale [ ¢, dp konvergiert in R.

2. Konvergiert (v,) fast iiberall gegen Null, so konvergiert ||¢,||1 gegen Null, und
auch die Folge der Integrale [ ¢, du konvergiert gegen Null.

Beweis: 1) Es ist |[w,du— [wudul = [[(ps —wu)dul < [lon — @ulli- Also
bildet auch ([ ¢, du) eine Cauchyfolge, und weil R vollsténdig ist, konvergiert diese

Folge.
2) Sei e > 0. Es gibt ein vy, so dal ||¢, — ¢, |1 < € fiir v, u > 1y ist.

Sei M :=={x € R" : ¢,,(x) # 0}. Weil ¢,, einfach ist, ist M eine meBbare Menge
von endlichem Maf}, und fiir v > 1y ist

/ !%|du=/ lor — @l dpn < ||y — pull1 < €.
R\ M n\ M

Nach dem Haupt-Lemma gibt es eine Menge Z C M mit u(Z) < ;, so daf3
Sup 7| @, |

(¢,) auf M\ Z gleichmiBig gegen 0 konvergiert (nach Ubergang zu einer Teilfolge).
Fiir grofles v ist dann

/ ol dpt < (M) - suplg,]| < e.
M\Z M

Schlief3lich ist fiir v > 14y auch

/I%Idu < /|soy soyoldu+/|souo|du
Z

lor = Puplls + (2 Suplgoyol < 2.

IN

Wegen der Zerlegung

llewllh 2/\%!du=/ Isoy!d/H/ Isouldwr/l%ldu
R\ M M\Z z

konvergiert ||, ||1 gegen 0. Wegen 0 < | [ ¢, du| < ||y |1 konvergiert auch die Folge
der Integrale gegen Null. "
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Definition.  Eine Funktion f : R"™ — R heifit integrierbar (im Sinne von Le-
besgue), falls es eine L'-Cauchyfolge (¢,) von einfachen Funktionen gibt, die fast
iiberall (punktweise) gegen f konvergiert. Wir nennen (¢, ) dann eine approximie-
rende Folge.

Die Zahl /fd,u = lim /gol, dp heiit das (Lebesquesche) Integral von f.

2.10 Satz. Mit f ist auch |f| integrierbar. Das Integral von f und die L'-
Seminorm || f||1 := [|f]dp hingen nicht von der approzimierenden Folge ab.

BEWEIS: Ist (¢,) eine approximierende Folge fiir f, so ist (|¢,|) eine approxi-
mierende Folge fiir |f|.! Es bleibt nur zu zeigen, daf§ das Integral nicht von der
approximierenden Folge abhéngt.

Sind (¢,), (v,) zwei L'-Cauchyfolgen von einfachen Funktionen, die fast iiberall
punktweise gegen f konvergieren, so setzen wir 7, := ¢, — 1,. Dann ist auch 7,
einfach, und

170 = Tully < llew = ulls + 1w = Yulls.
Das bedeutet, dafl (7,,) eine L!-Cauchyfolge ist, die fast iiberall gegen Null konver-

giert. Also ist lim /goy dp = lim /@Z),, dpu. .

2.11 Satz.

1. Ist f integrierbar und fast tberall f = ¢, so ist auch g integrierbar, und
/ fdp = / gdp.

2. Jede integrierbare Funktion ist mefbar.

BEWEIS: 1) Es gibt eine Nullmenge N und eine L'-Cauchyfolge (¢,), so da auf
R™\ N gilt: f = g und p, — f. Dann konvergiert (p,) auch fast iiberall gegen g,

und es ist [gdu= [ fdu.

2) Wir verwenden die approximierende Folge (¢, ) und setzen

o y(x) auf R"\ N
Yulx) = { ' 0  auf N.

Dann ist 1, auch einfach, und die Folge (v,) ist iiberall punktweise konvergent,
gegen eine mefibare Funktion A, so dal h = f auf R™ \ N ist. Fiir ¢ € R gilt:

{xeR": f(x)>c} = {XeR"\N:h(x)>ctU{xeN : f(x)>c}
= ({x€R": h(x) >c}\ Ni) UN>,
"Weil stets ||a] — [b]| < |a — b| ist, ist (¢, |) eine L'-Cauchyfolge.
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mit den Nullmengen Ny := {x € N : h(x) > ¢} und Ny :={x € N : f(x) > c}.
Also ist f meBbar. .

2.12 Satz. Die integrierbaren Funktionen besitzen folgende Figenschaften:
1. Die Zuordnung f v~ [ fdp ist linear.
2. Mit f, g ist auch max(f,g) und min(f,g) integrierbar.
3. Ist f < g fast diberall, so ist [ fdu < [gdu.

4. Ist M mefbar mit endlichem Maf, so ist xn integrierbar und [ xa dp =
pu(M).

5. Ist [ integrierbar, so ist | [ fdu| <] f|.

BeEwEIs: 1) folgt aus den Konvergenzsitzen und der Linearitét des Integrals fiir
einfache Funktionen.

2) Es ist max(f, g) = 5(f +¢) + 31f — g und min(f, g) = 3(f +9) — 3/ — gl-

3)Ist f>0,s0ist 0 < |[ fdu| < [ fdp (wegen Eigenschaft (5)). Wir diirfen dann
natiirlich (3) nicht — wie es sonst iiblich ist — beim Beweis von (5) benutzen.

4) Klar!

5) Ist (ip,,) approximierende Folge fiir f, soist | [ ¢, du| < [|¢,| dp. Beim Ubergang
zum Grenzwert bleibt die Ungleichung erhalten. "

Ist (¢, ) eine approximierende Folge fiir die integrierbare Funktion f und M mefibar,
so ist (y, - xa) eine approximierende Folge fiir f - y»;. Man definiert dann:

[ gauw= [ 5o im [ odn)

2.13 Satz. Ist M mefbar und f integrierbar, so ist |/ fdu| < p(M)-sup|f].
M M

Ist M = AU B mit zwei meflbaren disjunkten Mengen A, B, so ist

‘AfMZAf@+AfM-

Der Beweis ist sehr einfach.

2.14 Satz. Sei f integrierbar. Dann gilt:

Ifli =0 <= f =0 fast dberall.
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BeEweIs: Ist f = 0 fast {iberall, so ist natiirlich || f||; = 0.

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dal || f|y = 0 ist. Weil f integrierbar ist, ist |f|
mefibar, und es gibt eine Folge (¢, ) von einfachen Funktionen mit 0 < ¢, < ¢,
die punktweise gegen | f| konvergiert. Dann ist

[evtu< [ir1dn=1s1 =0

und daher u({x : ¢,(x) > 0}) = 0 fiir alle v. Dann folgt:

p({x : (] > 0}) = (U{x:% )>0}) =0

Also ist f = 0 fast iiberall. "

2.15 Satz. Sei M C R™ meflbar und f : R" — R eine integrierbare Funktion, so
daf$ xar < f ist. Dann ist p(M) < oo (und damit x s integrierbar).

BEwEIs: Offensichtlich ist f > 0 iiberall. Sei Q1 C @2 C ... eine aufsteigende
Folge von Quadern, die ganz R™ ausschopft. Dann konvergiert die Folge (¢,) der
einfachen Funktionen ¢, := x¢,nn punktweise und monoton wachsend gegen x ;.
Weil ¢, < xq, - f ist, ist

u(QmM)I/soyduﬁ/Vfduﬁ/fdu<00-

Die Folge der Zahlen pu(Q, N M) ist also monoton wachsend und nach oben be-
schrinkt. Wegen der o-Additivitit des Lebesgue-Mafles ist

p(M) = (@ QM)+ZM<<Qi\Qi—1)mM) = lim p(Qn N M).

Das bedeutet, dafl u(M) < oo ist. .

Damit ist gezeigt, dal der Raum L' aller integrierbaren Funktionen ein zulissiger
Raum ist.

Definition. Sei M C R"™ eine melbare Teilmenge. Eine Funktion f : M — R

heifit integrierbar, falls
>~y | f(x) auf M,
fx) = { 0  sonst

integrierbar ist. Man setzt dann / fdu, = / fd,un.
M

Die Menge aller integrierbaren Funktionen auf M wird mit £'(M) bezeichnet.
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2.16 Satz. Wenn eine L*-Cauchyfolge (p,) von einfachen Funktionen fast tiber-
all gegen eine integrierbare Funktion f konvergiert, dann konvergiert ||p, — fl|1
gegen Null.

BEWEIS: Esist |p, — ¢,/ eine approximierende Folge fiir die integrierbare Funk-
tion |¢, — f|, und daher

Tim [l — fllx :Vliggo/l%—fldu ZI}LIQOJLHQO/WV—%WM: 0,

wegen der Cauchy-Eigenschaft der ¢, . .

2.17 Satz von Riesz-Fischer. Jede L'-Cauchyfolge (fi) von integrierbaren
Funktionen auf R"™ konvergiert beziiglich der L'-Seminorm gegen eine integrierbare

Funktion f, und es ist
/fd,u— klim /fkd,u.

Auferdem gibt es eine Teilfolge (fx,), die fast iberall (punktweise) gegen f konver-
giert. Zu jedem € > 0 gibt es eine meffbare Menge Z mit (Z) < €, so daf$ (fx,)
auf R"\ Z gleichmdfSig konvergiert.

BEwEIs: Jede Funktion fj besitzt eine approximierende Folge, die dann auch
beziiglich der L!'-Norm gegen f; konvergiert. Also gibt es zu jedem k € N eine
einfache Funktion ¢y, so dafl ||¢r — fil|1 < 1/k ist. Es ist

lon — omllt < llon = fulli + 1fa = fulli + llom — fulls-
Das bedeutet, daf§ auch (¢y) eine L'-Cauchyfolge ist.

Nach dem Haupt-Lemma gibt es eine Teilfolge (¢, ), die fast iiberall punktweise ge-
gen eine (damit integrierbare) Funktion f konvergiert. Dann konvergiert ||¢x, — f]|1
gegen Null. Jetzt ist

I fe, — fllt < W frw — @r s + ok, — fll1-

Das bedeutet, daf (fi,) beziiglich der L'-Norm gegen f konvergiert, und das gilt
dann auch fiir die urspriingliche Folge (fi), weil die eine Cauchyfolge bildet. Wegen

og|/fkdu—/fdm=|/<fk—f>dms||fk—f|\1

ist klim /fkdu:/fdu.
Der Raum £! ist zuldssig und I(f) = [ f du ist offensichtlich eine Integralfunktion.
Also konnen wir erneut das Haupt-Lemma anwenden. O.B.d.A. konvergiert die

Teilfolge (fy,) fast iiberall punktweise gegen f, und zu jedem ¢ > 0 gibt es eine
mefibare Menge Z mit u(Z) < ¢, so dafl (f,) auf R™\ Z gleichméBig konvergiert. m
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83 Konvergenzsitze

3.1 Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi). Sei (f,) eine
fast tiberall monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen, und die Folge der

Integrale /f,, dp, sei nach oben beschrinkt. Dann konvergiert (f,) fast dberall

gegen eine integrierbare Funktion f, und es ist

/ f dptp = lim / £, dpn.

BEwWEIS: Wegen der Monotonie ist

o= 2l = [ = ) dn= [ foondn= [ fodn

und die rechte Seite strebt mit wachsendem v gegen Null, nach dem Satz von
der monotonen Konvergenz fiir Zahlenfolgen. Also ist (f,) eine L!-Cauchyfolge,
und es gibt eine Teilfolge (f,,), die fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion
f konvergiert (Riesz-Fischer). Wegen der Monotonie konvergiert dann auch die
urspriingliche Folge (f,) fast {iberall gegen f. Auflerdem konvergiert ||f — f.|1

gegen Null, also /f,, dup gegen /fdu. "

3.2 Folgerung 1.  Sei (f,) eine Folge nicht-negativer integrierbarer Funktionen.
Wenn die Reihe Z / fu du konvergiert, dann stimmit Z fu fast diberall mit einer
v=1 v=1

integrierbaren Funktion f tberein, und es gilt:

/(if) du=§;/fydu-

3.3 Folgerung 2. Sei (f,) eine fast iberall monoton fallende Folge integrierbarer
Funktionen, und die Folge der Integrale [ f,du, sei nach unten beschrinkt. Dann

konvergiert (f,) fast tiberall gegen eine integrierbare Funktion f, und es ist

/fdun = lim /fydun.

BEwEIS:  Wende Beppo Levi auf die Folge (—f,) an. n

3.4 Satz von der dominierten Konvergenz (Lebesgue). Sei (f,) eine Folge
von integrierbaren Funktionen, die fast tiberall punktweise gegen eine Grenzfunktion



3  Konvergenzsdtze 121

f konvergiert. Auflerdem gebe es eine integrierbare Funktion g, so daf$ |f,(x)] <
g(x) fiir alle v und fast alle x ist.

Dann st auch die Grenzfunktion f integrierbar, und es gilt:

/ PR ——— / £, dpn.

Bewels:  Da Nullmengen keine Rolle spielen, kénnen wir annehmen, daf§ (f,)
tiberall (punktweise) gegen f konvergiert und daf iiberall |f,(x)| < g(x) ist.

Sei hg(x) := sup{|f,(x) — fa(x)| : v,A > k}. Dann ist 0 < hy, < 2g iiberall.

Sei weiter hy,(x) = max{|f,(x) — fA(x)| : k¥ < v,A < k+ m}. Dann ist auch
0 < hgm < 2¢, und die Folge der Ay, konvergiert monoton wachsend gegen hy.
Weil alle Ry, integrierbar sind, folgt mit Beppo Levi, dafl auch h;, integrierbar ist.

Die Folge der (hy) konvergiert monoton fallend gegen Null, also konvergiert auch

hi dp gegen Null. AuBerdem ist

Ify = fulls = /m fldu < /hk di, fir v A > k.

Das bedeutet, da (f,) eine L'-Cauchyfolge ist. Der Rest folgt jetzt wieder mit
Riesz-Fischer, da wir ja diesmal schon vorausgesetzt haben, da8 (f,) gegen f kon-
vergiert. -

Jetzt konnen wir unsere bekannten Integralbegriffe mit dem Lebesgueschen Integral
vergleichen:

3.5 Satz. Sei [ eine Regelfunktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b].
Dann ist f integrierbar, und es gilt:

/[a’b] fdp = /abf(t) dt.

BEWEIS: Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen ¢, die auf [a, b] gleichméBig
b b
gegen f konvergiert. Dann konvergiert (¢, ) = / o, (t) dt gegen / f(t)dt.

Die trivialen Fortsetzungen v, := @, sind verallgemeinerte Treppenfunktionen, und
sie konvergieren — immer noch gleichméBig — gegen f. AuBerdem ist [, du; =
Y(p,) fir alle v, und es gilt:

b
by = ulls = / o)~ (O]t < suplgs — ] - (0~ ).

Der rechte Ausdruck strebt wegen der gleichméfiigen Konvergenz von (¢,) mit
wachsendem v, i gegen Null. "
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Im Falle von Funktionen einer Verénderlichen auf abgeschlossenen Intervallen kann
die Berechnung von Integralen also meist in gewohnter Weise durchgefiihrt werden.

3.6 Satz. FEs sei f eine Regelfunktion auf dem Intervall [a,00), und es konver-

giere das uneigentliche Integral / |f(t)| dt. Dann ist f integrierbar, und es gilt:

oo R
[a,oo)fdlul :/a f(t)dt = hm/a f(t)dt.

R—o00

Entsprechende Aussagen gelten auch fir alle anderen Typen von uneigentlichen
Integralen.

BEWEIS:  Sei f, := |(fljan))|- Dann konvergiert f, monoton wachsend gegen |f|.
Da |f| und alle f,, Regelfunktionen sind, gilt:

!/{avn]fndm\:/a If(t)]dtg/a If()] dt < 0.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist dann |f| integrierbar.

Die Folge g,, := f|[a,n] konvergiert punktweise gegen f und besteht aus integrier-
baren Funktionen. Wegen |g,,| < |f] folgt nun mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz, dafl f integrierbar ist, und

fdpy = lim /gnd,ul = lim/ f(t)dt:/ f(t)dt.
[a,00) n—00 n—oo J, o

Beispiel.

sinx

Obwohl das uneigentliche Integral / konvergiert, ist f(x) := (sinx)/x
0

nicht {iber [0, 00) integrierbar, denn es miifite dann ja auch |f(x)| integrierbar
sein. Es ist aber

km : km
1 2
/ ]Sln$|dx2—/ sinz| dz = —,
(k—=D)m T kT J -1y km

und die harmonische Reihe divergiert.

3.7 Satz (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium). Sei Q C R” ein
Quader, f: Q — R beschrdnkt und fast iberall stetig. Dann ist f integrierbar.
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BEWEIS: Wir setzen zunéchst Q&l) := (). Das ist ein kartesisches Produkt von
n Intervallen. Wenn wir alle diese Intervalle halbieren, konnen wir daraus 2" Teil-

quader Qél), ey QéQn) kombinieren. Wiederholen wir diese Prozedur mit jedem der
einzelnen Teilquader, so gewinnen wir 2" - 2" = 4" Teilquader Qél), 1 =1,...,4™

So fihrt man fort, nach dem k-ten Schritt erhiilt man (2%)" Teilquader.
my,; = inf{f(x) | x € Q,(f)} ist eine reelle Zahl, und durch
(pk’ oy +— mg, fiir ¢ = 1, cey (2k)n,
Qs

wird fast iiberall auf @) eine (gewthnliche) Treppenfunktion ¢y definiert.

Nach Konstruktion wéchst die Folge der ¢y, fast {iberall monoton, denn die Wénde
der Teilquader bilden eine Nullmenge. In den Punkten, wo f stetig ist, kommen die
¢ der Funktion f beliebig nahe. Also konvergiert (¢y) fast tiberall gegen f. Weil

f beschrénkt ist, bleiben die Integrale / i dp nach oben beschriankt. Nach dem

Satz von der monotonen Konvergenz ist f dann integrierbar. n

Bemerkung. Eine beschrankte und fast iiberall stetige Funktion f auf einem
Quader nennt man auch Riemann-integrierbar (vgl. dazu den Anhang). In der dlte-
ren Literatur wird noch viel mit dem Riemann-Integral gearbeitet. Die Klasse der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist aber viel grofer als die Klasse der Riemann-
integrierbaren Funktionen, und sie verhélt sich viel verniinftiger bei Grenzwertpro-
zessen.

3.8 Satz iiber Parameter-Integrale. Sei U C R™ offen und f : R" x U — R
eine Funktion. Fir jedes u € U sei f*(x) := f(x,u) integrierbar, und F : U — R

sei definiert durch F(u) := /f“(x) Ay,

1. Die Funktion u — f(x,u) sei fir jedes feste x in ug € U stetig, und es gebe
eine integrierbare Funktion h : R" — R, so daf stets | f(x,u)| < h(x) ist.

Dann ist F' stetig in uy.

2. Die Funktion u — f(x,u) sei fir jedes feste x auf U nach der Variablen u,
partiell differenzierbar, und es gebe eine integrierbare Funktion h : R™ — R,
so dafs stets | f,(x,u)| < h(x) ist.

Dann ist auch F partiell differenzierbar nach uj, und es gilt:

Fuy(w) = [ £ 0x.0) dia ()

BEwEIS: 1) Wir betrachten eine Folge (u,), die gegen uy konvergiert, und setzen
fu(x) := f(x,u,). Dann sind alle f, integrierbar, und die Folge (f,) konvergiert
punktweise gegen fo (mit fo(x) := f(x,up)).
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Da generell |f,| < h ist, kann man den Konvergenzsatz von Lebesgue anwenden
und erhélt:

F(uo):/foduzyli_)rgo/f,,du: lim F(u,).

2) Sei ug € U und e; der j-te Einheitsvektor im R™. Wir setzen
f(xv up + te]) — f(xv U.(])

gj(x,t) := " )

Fiir t — 0 strebt g;(x,t) gegen f,,(x,u9). Nach dem Mittelwertsatz existiert ein
§mit 0 < & < t,s0daB g;(x,t) = fu;(x,u0 + ¢ - €;) ist. Nach Voraussetzung ist
daher |g;(x,t)| < h(x). Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt nun,
daB f.,(x,u9) integrierbar ist und daf gilt:

[ utxoun) i) = tim [ 0.6 da ()

— Lm F(UO + tej) — F(uo)
t—0 t
= Fuj (LIQ).

Das ist die Behauptung. "

3.9 Folgerung. Sei K C R"” kompakt und U C R™ offen. Wenn f: K xU — R
fiir jedes u € U 1tiber K integrierbar und auf ganz K x U nach uq,...,u,, Stetig
partiell differenzierbar ist, dann ist F': U — R stetig differenzierbar, und es gult:

Fy(u) = /Kfuj(x, u) dpy(x), firwe U und j=1,...,m.

BEWEIS:  Sei ug € U und A = A(ug) C U eine kompakte Umgebung. Dann ist
fu;(x,1) als stetige Funktion auf K x A durch eine Konstante ¢ > 0 nach oben
beschréankt. Nach Teil 2 des obigen Satzes ist F' dann auf A nach allen Varia-
blen partiell differenzierbar, und wegen Teil 1 sind die Ableitungen stetig. Das gilt
iiberall auf U. "

Wir kénnen nun auch einen Satz iiber uneigentliche Parameterintegrale formulieren:

3.10 Satz. Seia€R, I :=«a,f] und f: 1 X [a,00) — R stetig.

1. Es gebe eine Regelfunktion g : [a,00) — R, so daf$ das uneigentliche Integral
/ g(t) dt konvergiert und | f(z,t)| < g(t) fir alle x € I und t > a ist.

Dann ist F(x) = / f(x, t)dt stetig auf I.
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o

2. Fiir jedes x € I konvergiere das uneigentliche Integral F(z) := / [z, t)dt

absolut. Auferdem sei f auf I x [a,00) nach t partiell diﬁerengierbar, und
es gebe eine Regelfunktion g : [a,00) — R, so daf$ das uneigentliche Integral

/ g(t) dt konvergiert und |%(w, t)] < g(t) fir allex € I undt > a ist.

a

Dann ist F' auf I differenzierbar, und es gilt:

_[Tof

F'(z) = 5 (x,t) dt.

a

BeEwEIs: 1) Nach Voraussetzung ist ¢t — f(z,t) fiir jedes x € I integrierbar. Auch
die Funktion g ist integrierbar (weil sie positiv ist). Dann folgt aus dem allgemeinen
Satz iiber Parameter-Integrale, dafl F' stetig ist.

0
2) Diesmal ist t +— f(x,t) und t — —f(:v, t) fiir jedes = € I integrierbar, und wieder

folgt die Behauptung aus dem allgemeinen Satz. "

Wir wollen jetzt noch den Zusammenhang zwischen mefibaren und integrierbaren
Funktionen untersuchen und dabei den Integralbegriff geringfiigig verallgemeinern.

Sei f: R" — R meBbar und nicht-negativ. Dann gibt es eine monoton wachsende
Folge (¢,) von einfachen Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Es sei

I :=sup / ©y, dpt,. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Ist I < oo, so folgt unmittelbar aus dem Satz von Beppo Levi, daf§ f inte-
grierbar und I = / fdu ist.

2. Ist I = o0, so setzen wir /fdu = 400.

Mit dieser Definition gilt dann z.B.:

3.11 Satz. M C R" ist genau dann mefbar, wenn xn mef$bar ist, und in diesem
Falle ist (M) = [ xa dp.

BEWEIS: Ist xa meBbar, so ist M = {x : xu(x) > 0} meBbar. Sei umgekehrt
M meBbar und ¢ € R. Dann ist

R™ falls ¢ <0,
{x:xu(x)>ct=¢ M falls0<c<1,
@ falls ¢ > 1.

Das zeigt, dafl x; mefibar ist.
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Ist p(M) < oo, so ist definitionsgeméB [ xar du = p(M). Andernfalls wihle man
Quader @)1 C Q2 C ..., die den R" ausschopfen. Dann ist ¢, := xwmng, eine
Folge von einfachen Funktionen, die monoton wachsend gegen s konvergiert.
Weil [ ¢, dp = p(M N Q,) unbeschrinkt ist, ist auch [ x dp = +o0. .

3.12 Satz. f : R* — R ist genau dann integrierbar, wenn f mefbar und

/|f|du<oo ist.

BEwEISs:  Wir wissen schon, daf jede integrierbare Funktion mefibar ist, und dafl
mit f auch |f]| integrierbar ist.

Ist umgekehrt f mefibar, so ist auch |f| meBbar. Weil |f| > 0 ist, bedeutet die
Bedingung /|f| du < oo, daf | f| sogar integrierbar ist. Aus dem Satz von Lebesgue
folgt daraus die Integrierbarkeit von f. .

Die Konvergenzsitze iibertragen sich sinngeméfl auf mefibare Funktionen:

1. Sei (f,) eine monoton wachsende Folge nicht-negativer mebarer Funktionen
und f := sup,(f,). Dann ist

/fdun: lim/fl,dun.

Ist der Limes auf der rechten Seite endlich, so ist f integrierbar.

2. Sei (f,) eine Folge nicht-negativer mefibarer Funktionen. Dann ist

/(gfu) du=§/fydu-

3. Sei (f,) eine Folge von mefibaren Funktionen, die fast iiberall punktweise
gegen eine Grenzfunktion f konvergiert. Aulerdem gebe es eine integrierbare
Funktion g, so da8 | f,(x)| < g(x) fiir alle v und fast alle x ist.

Dann sind die f, und f integrierbar, und es gilt:

[ i = tim [ 1, dyn

3.13 Satz.
Sei (A;) eine aufsteigende Folge mefbarer Mengen. Dann ist

M(U A;) = lim p(A;).

) 1—00
i=1
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Ist (B;) eine absteigende Folge mefSbarer Mengen und p(B) < oo, so ist

M(ﬂ B;) = lim p(B;).

i—00
=1

BEWEIS: 1) Sei A := UA"' Die Folge der mefibaren Funktionen x,, konver-
i=1

giert monoton wachsend gegen y4. Da alle Funktionen > 0 sind, folgt aus dem

verallgemeinerten Satz von der monotonen Konvergenz:

u(A) = /XA dp ZiILIgO/XAi dp = lim pu(A4;).

2) Sei B := (] B;. Dann gilt:

i=1

BI\B = Bi\[)B
=1

[e.e]

=1

also
p(B1) = p(B) = lim (u(B1) = u(Bi)) = p(Br) — lim pu(By).
Daraus folgt die zweite Behauptung. "

Zum Schlul noch eine Bemerkung zu den mefibaren Funktionen:

3.14 Satz. Sei f: R® — R eine mefbare Funktion. Ist g : R™ — R eine weitere
Funktion und fast iberall f = g, so ist auch g mef$bar.

BEWEIS: Sei N eine Nullmenge, so daf} f(x) = ¢g(x) fir x € R™\ N ist. Dann ist
{xeR": gx)>c}={xeR": f(x)>c}\N)U{xeN : g(x)>c}

eine mefibare Menge (fiir jedes ¢ € R). .
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84 Der Satz von Fubini

Hauptziel diese Paragraphen ist der folgende

4.1 Satz von Fubini. Sei f: R"™™™ — R integrierbar. Dann gibt es eine Null-
menge N C R™, so daf$ gilt:

1. Fir alley € R™\ N ist die Funktion x — f(x,y) tber R" integrierbar.

2. Ist F: R™ — R defintert durch

F(y) ;:{ fRnf(X7Y)dX fiiTyERm\N

0 s0nst,

so ist F' (iber R™) integrierbar, und es gilt:

/ F(y)dy = /R . f(x,¥) ditnm.

Man schreibt die letzte Gleichung gerne in der Form

/Wm f(x,y)d(x,y) = /m ( | fxy) dx) dy.

Dabei kann auf der rechten Seite auch zuerst nach y und dann nach x integriert
werden. Das bedeutet, dal die Berechnung eines Integrals immer auf die Berech-
nung von iterierten 1-dimensionalen Integralen zuriickgefithrt werden kann.

Es sind einige Vorarbeiten erforderlich.

Ist M C R™™ und y € R™, so wird der Schnitt M, C R" definiert durch
My, ={xeR": (x,y) € M}.
Ist z.B. M = M' x M" C R" x R™, so ist

/ "
My:{ M fallsy € M",

& sonst.

Sind M’ und M" mefibar mit endlichem Maf, so ist

pin(My) = fn (M) - X0 (y)-

4.2 Satz. Seien M, M, Teilmengen des R"™™. Dann gilt fiiry € R™ :

o0

(R™™\ M)y =R"\ My  und < @ Mu)y = U (M,)y.

v=1
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BEWEIS:

Esist xe (R"™™\ M), <— (x,y)eR"™\ M
— x€eR"und (x,y) € M
=

x € R"\ M.

und XE(UMV> <= EUM,,
v=1 Y v=1
<~ drvsd (x,y) € M,
<— Jrvsd xe(M,)y
—

X € U(M)

4.3 Satz. Sei M C R™™™ eine Nullmenge. Dann ist fiir fast alle y € R™ auch
der Schnitt My eine Nullmenge im R™.

BEwEls: Fir k € Nsei S := {y € R™ : u,(My) > 1/k}. Es geniigt dann zu

zeigen, dafl S := U Sk in einer Nullmenge des R™ enthalten ist.
k=1

Dazu sei ein € > 0 vorgegeben. Es gibt zu jedem k € N eine Folge (@), ) von Quadern
Q,=Q, x Q! CR*"xR™ so daB gilt:

M C L'JlQV und Zlﬂn+m(Qu) <

Da on(y Z pn((Q)y Z pn(Q)) - Xqu(y) eine einfache Funktion ist, ist

oly) = A}im on(y) = Z tn((Qy)y) eine (nicht-negative) meBbare Funktion. Also
ist
T :={y e R™ : E Z_:

eine meflbare Menge. Offensichlich ist Sj in T} enthalten, denn es ist My C

o

U(Qy)y. Mit dem Satz von Beppo Levi fiir nicht-negative mefibare Funktionen

v=1
erhalt man:
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1 1
E'Mm(Tk) = E/XTk dy

< / S n((@)y) dy

™ =1

= > [ ml@h)dy

= Z/m (@) - xqu(y) dy

3

= Z:un—&-m(QV) < L. 9k

v=1

Daraus folgt, daB i, (Ty) < % ist, also pm(S) < e. Da ¢ beliebig war, bedeutet

das, daf§ S eine Nullmenge ist. .

4.4 Satz. Ist M C R™™™ eine Borelmenge, so ist auch jeder Schnitt My eine
Borelmenge im R"™.

BEWEIs: Sei £ := {M C R"™™ : M, ist fir jedes y € R™ eine Borelmenge}. Es
folgt sehr leicht, da§ £ eine o-Algebra ist. AuBlerdem enthélt £ alle Quader (und
damit auch alle offenen Mengen). Daher mufl £ auch die Borelalgebra im R™™
enthalten. .

4.5 Folgerung. Ist M C R"™™ mefibar, so ist der Schnitt M, fir fast alle
y € R™ als Teilmenge des R™ mef$bar.

BEwEIs: Es ist M = B U N mit einer Borelmenge B und einer Nullmenge V.
Fir y € R™ ist My = By U Ny, wobei By eine Borelmenge und NV, fiir fast alle y
eine Nullmenge ist. .

Bemerkung. | Fast alle® kann man nicht weglassen! Ist X C R™ nicht mebar
(solche Mengen gibt es) und Y C R™ eine Nullmenge, so ist M := X x Y eine
Nullmenge im R"*™ und daher mefibar. Aber fiir y € Y sind die Schnitte M, = X
nicht mef3bar.

Sei M C R™™ eine mefbare Menge. Dann kann man eine Funktion fy; : R™ — R

definieren durch
pn(My) falls M, meBbar,

fM(Y) = { +00 sonst.

4.6 Satz von Cavalieri. Sei M C R"™™ eine meflbare Menge. Dann ist die
oben definierte Funktion fy; mefibar, und es gilt:
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nm (M) = o I (y) dpn (y)-

Ist sogar pym (M) < 00, so ist far integrierbar.

Der BEWEIS wird in mehreren Schritten gefiihrt. Dazu fithren wir folgende Rede-
weise ein:

FEine beliebige Menge M C R™™™ erfillt das Prinzip des Cavalieri (abgekiirzt
durch (C)), falls gilt:

1. M ist mefSbar,
2. fa ist mefsbar,
3. ,LLn+m(M) - me fM d:um(Y)

Zu zeigen ist, dafl jede mefibare Menge M die Eigenschaft (C') besitzt.
1. Schritt: Jeder Quader @@ C R besitzt die Eigenschaft (C).
Natiirlich ist Q me3bar, und wenn Q = Q' x Q" C R" x R™ ist, dann ist

fo = 1(Q") - xqr

meBbar (sogar integrierbar) und [ fo dpy = pn(Q") + pm(Q") = pn+m(Q).
2. Schritt:

4.7 Lemma. Wenn die Mengen M, paarweise disjunkt sind und die Figenschaft
(C) besitzen, so besitzt auch M = U M, die Eigenschaft (C).
v=1
BEweEIs: Offensichtlich ist M mefibar. Zu jedem v gibt es eine Nullmenge N, C
R™, so daB (M,), fir y € R™\ N, mefibar ist. Dann ist auch N := U N, eine
v=1

[e.o]

Nullmenge, und fiir alle y € R™ \ N ist M, = U(MV)-Y mefibar. Da auch die
v=1

Mengen (M, )y paarweise disjunkt sind, folgt fiir solche y aus der o-Additivitét des
Mafes:

fin(My) = Z fin((M,)y).

Also ist fast iiberall fy; = > fu,. Nach Voraussetzung sind die Funktionen fyy,
alle mebar. Da sie auch alle nicht-negativ sind, folgt die Meflbarkeit der Rei-
he > fu,, und damit die von fy;. Weiter ist nach Voraussetzung pi,m(M,) =
[ fu, dp, fiir alle v.. Mit o-Additivitiat und Beppo Levi folgt:
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(M) = iun+m<M,,>
= i/fMu i,
= /(ifm) dﬂm

= /fM .

3. Schritt: Da jede offene Menge als abzéhlbare Vereinigung paarweise disjunkter
Quader geschrieben werden kann, besitzt auch jede offene Menge die Eigenschaft

(©).

4. Schritt: Sei K C R™™™ kompakt. Dann gibt es eine beschrinkte offene Menge
Umit K CU. Esist U\ K offen und (U \ K), = Uy, \ Ky, also fo\x = fu — fx.
Das bedeutet, dafl fx = fu — fu\x meBbar ist, und es gilt:

fntm(U) = g (K) = pnm (U \ K) = /fU\K dfty = /fU dpim — /fK .-

Das zeigt, daB jede kompakte Menge die Eigenschaft (C') besitzt.
5. Schritt: Sei K1 C Ky C ... eine aufsteigende Folge von kompakten Mengen und

F = U K,. Dann ist fr = sup fx, mefbar, und aus dem Satz von der monotonen

v=1
Konvergenz folgt:

:un—i-m(F) = Sup ,un—i-m(Kz/) - Sup/fKV dum = /fF dﬂm

6. Schritt: Sei U; D U, D Us D ... eine absteigende Folge von beschrinkten

offenen Mengen im R"* und G := ﬂ U,. Man kann einen kompakten Quader

v=1
Q@ mit U; C @ finden. Dann ist Q \ G = ﬂ(Q \ U,) eine aufsteigende Folge von

v=1
kompakten Mengen. Also besitzt auch @ \ G die Eigenschaft (C'). Wie beim 4.
Schritt folgert man daraus, da8 G' die Eigenschaft (C') besitzt.

7. (und letzter) Schritt: Sei jetzt M eine beliebige beschrinkte me3bare Menge.
Es gibt eine Menge (G, die Durchschnitt einer absteigenden Folge von beschrénkten
offenen Mengen ist, sowie eine Menge F', die Vereinigung einer aufsteigenden Folge
von kompakten Mengen ist, so dafl gilt:

FcMcGund piim(G\ F)=0.



4 Der Satz von Fubini 133

Dann ist fg — fr > 0 und meBbar, sowie

Ozun+m(G>_Mn+m(F):/delflm_/deNm:/(fG_fF)dﬂm

Das bedeutet, daf§ fast tiberall fo — fp = 0 ist, also Gy, \ F}, fiir fast alle y eine
Nullmenge. Weil auerdem F, C M, C Gy ist, gibt es fiir solche y jeweils eine
Nullmenge N(y), so dafl M, = F, U N(y) ist. Damit ist fast iiberall fy; = fr, also
fur eine meBbare Funktion. Aulerdem ist

fntm (M) = pm(F) = /fF Aty = /fM -

Also besitzen alle beschrinkten meBbaren Mengen die Eigenschaft (C'). Da jede
meflbare Menge disjunkte Vereinigung von beschrénkten meflbaren Mengen ist,
besitzt auch jede mebare Menge die Eigenschaft (C'). .

4.8 Satz. Sei My C R™ und My C R™, sowie M := M; x M,.
1. Ist M mefSbar, so ist pyrm(M) = ki (My)- s, (Ms). Dabei ist 0-00 = 00-0 = 0.
Ist auferdem pipm(M) > 0, so sind auch My und My mef$bar.
2. Sind My und My mefibar, so ist auch M mefbar.

BEWEIS:  Sei zunéchst M mefibar. Ist eine der beiden Mengen M;, M5 nicht mef3-
bar, so mufl die andere eine Nullmenge sein, sonst konnte M nicht mefibar sein.
Aber dann ist auch M eine Nullmenge, und es liegt der Fall 0 - co = oo -0 = 0 vor.

Ist also ppem (M) > 0, so miissen die beiden Mengen M und M, mefibar sein. Die
Funktion fys ist nach Cavalieri mebar, und es ist fy = p, (M) - Xar,, also

o (M) = / F21(Y) dpim(y) = (M) - / 330 () dhton (¥) = (M) - pim (M),

Sei umgekehrt vorausgesetzt, dal M; und M mebar sind.

Die Menge € = {A C R" : A x R™ ist Borelmenge } ist eine o-Algebra, die
alle Quader enthilt, also auch alle Borelmengen. Auflerdem ist N x R™ fiir jede
Nullmenge N C R" eine Nullmenge im R™"™ ist. Also ist M; x R™ meBbar, und
genauso R" x M. Schlielich folgt daraus, dafl

Ml X M2: (Ml me)ﬂ(R” XMQ)

mefBbar ist. m

Den Satz von Fubini wollen wir auf den Satz von Cavalieri zuriickfithren. Dazu
betrachten wir ,,Ordinatenmengen®:

Ist f : R® — R eine nicht-negative Funktion, so ist die Ordinatenmenge von f
gegeben durch
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M= {(x,t) eR"™ : 0<t < f(x)}.

4.9 Satz. Sei f mefbar (bzw. integrierbar). Dann ist M7 mefbar (bzw. endlich-
mefar) wnd s (047) = [ £ dp

N

BEwEIs: 1) Ist f = Z ¢, - X, €ine einfache Funktion (mit ¢, > 0 und paarweise
v=1
disjunkten endlich-meBbaren Mengen M,,), so ist

M = {(x,t) eER"xR : 0<t< f(x)}
= J{xteM xR:0<t<e,}

N

= U M, x 10,¢,),

v=1

N

50 (M) = a4 = [ 1 dpn

2) Ist f > 0 beliebig meBibar, so gibt es eine monoton wachsende Folge (¢,) von
einfachen Funktionen, die gegen f konvergiert. Sei M, die Ordinatenmenge von ¢, .
Dann ist

M,C M,y wd M =|]M,.

v=1

Daraus folgt: fi,1(M7) = lim pi,q(M,) = hm oy dpt, = /fd,un .

BEWEIS des Satzes von Fubini:
Sei f : R"™™ — R integrierbar und zunéchst als nicht-negativ vorausgesetzt. Dann
ist
M ={(xy,t) eER"™™ xR : 0<t< f(x,y)},
und die Schnitte von M7 sind gegeben in der Form

Mi(y)={(x,t) eER" xR : 0<t < f(x,y)}.

Da M7 mef3bar ist, gibt es eine Nullmenge N C R™, so dafl die Schnitte M7 (y) fiir
y € R™\ N meBbar sind. Nach Cavalieri ist die (auf R”™ \ N definierte) Funktion

~

) =t (M7 (y))

mef3bar. Aulerdem gilt:
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/ Mn+1<Mf(y>> dpm(y) = Nn+m+1(Mf) = /fd,un—l—m < 0.
Das zeigt, daB f integrierbar und i1 (M7 (y)) fiir fast alle y (also 0.B.d.A. fiir
y € R™\ N) endlich ist.

Wir wenden Cavalieri noch einmal auf M/ (y) an. Und zwar betrachten wir Schnitte
M/ (y)x={teR : 0<t< f(x,¥)} = [0, f(x,y)). Die sind natiirlich alle mebar,
und fiir y € R™\ N gilt:

o (M (3) = / i (M (9)) dpn(3) = [ f(x,y) dpin.

n Rﬂ,
Weil die linke Seite fiir y € R™\ N endlich ist, existiert das Integral auf der rechten
Seite fiir diese y. Und es folgt:

/m < R /G y) d,un) dpm, = /m prr (M7 () dyt,

= ,un+m+1(Mf) = / f(X,y) dpinim-
Rn+m
Ist f eine beliebige integrierbare Funktion, so benutzt man die Zerlegung
f=r-r.
Damit ist alles gezeigt. "

Manchmal ist es schwer, die Integrierbarkeit von f direkt nachzuweisen. Dann hilft
das folgende Ergebnis:

4.10 Satz von Fubini-Tonelli. Ist f : R"™™™ — R mefbar und existiert eines
der Integrale

/m ( Rnlf(x, y)|dun) i, oder /n ( Rm\f(x, y)|dﬂm> dji,

so ist f integrierbar.
Bewels: Ist f > 0, also f = |f|, so wihlen wir eine aufsteigende Folge von

kompakten Quadern @,, so daf U Q, = R" ist. Dann konvergiert die Folge
v=1
der Funktionen f, := min(v, f - x¢,) monoton wachsend gegen f, und alle f, sind

integrierbar. Nach Fubini ist

/ fv dptnym = / fv dtn, dptr, < / fdﬂn dptm < 0.
Rntm m JRn m JRn

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt: f ist integrierbar, und
Vh_{go Jo At = /fdﬂn—&-m'

Ist f beliebig, so folgt auf die gleiche Weise, daB |f| integrierbar ist. Weil f als
mef3bar vorausgesetzt wurde, ist f dann auch selbst integrierbar. "
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Anhang

Der Anhang enthélt einige Themen, die nicht in der Vorlesung behandelt wur-
den:

1. Cantor-Mengen.

Hier werden Beispiele von Mengen mit _pngewb’hnlichen Eigenschaften vorge-
stellt. Ein Spezialfall war Inhalt einer Ubungsaufgabe.

2. Beispiele zur Integralberechnung.

Diese Beispiele werden in Analysis 3 behandelt werden, vielleicht in etwas mo-
difizierter Form. Daf ich sie hier einfiige, ist als Service fiir diejenigen gedacht,
die Analysis 3 nicht horen werden, also insbesondere fiir alle I'T-Studenten,
die mit der Vorlesung ,Mathematik 3“ (fiir Studenten der Elektrotechnik)
weitermachen werden und vielleicht ein paar Beispiele zur Volumenberech-
nung brauchen.

3. Riemann-Integrierbarkeit.

Hier stelle ich (im 1-dimensionalen Fall) die Verbindung zwischen den einzel-
nen Integralbegriffen her und beweise insbesondere, daf§ eine Funktion genau
dann Riemann-integrierbar ist, wenn sie beschrinkt und fast iiberall stetig
ist. Am Schlufl erwdhne ich kurz, was unter dem Jordan-Mafl zu verstehen
ist.

4. Anmerkungen zu Lebesgue-Integral.

Hier fasse ich zusammen, welche Zugédnge zum Lebesgue-Integral in der Lite-
ratur noch zu finden sind.
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§1 Cantor-Mengen

Es sei ly, 11,15, ... eine Folge positiver reeller Zahlen, so daf3 gilt:
L=1y>2l >4ly > ...> 2. > ...
Das funktioniert zum Beispiel mit [, = 37,

Entfernt man aus dem Einheitsintervall I = [0, 1] das offene Intervall J; mit Mit-
telpunkt 1/2 und Lénge 1 — 2[;, so besteht der Rest r () := I\ J; aus zwei
abgeschlossenen Intervallen [y und I; der Lange ;. Also ist py(r (1)) = 21;.

Ji
Iy ' ' I,

Entfernt man nun aus [, und [; jeweils konzentrisch offene Intervalle Jo, und
Jo1 der Lange I} — 2ly, so besteht der Rest ro(1) = r1(I) \ (J20 U Jo1) aus vier
abgeschlossenen Intervallen Iyg, Ioi, I19 und I;; der Lange ls. Also ist py(r2(1)) =
4.

J2,0 Ji Ja1

So fahrt man fort. Hat man nach n Schritten den Rest

T’n(]) = U ]oq...ozn

a;€{0,1}

gewonnen, mit p(r,(I)) = 2" -1, so entfernt man beim (n + 1)-ten Schritt aus
I, .. a, das offene Intervall J,, 11 q,. ., und gewinnt jeweils zwei abgeschlossene In-
tervalle I, a0 und I, o,1. Der Rest r,,1(7) ist die Vereinigung aller dieser neuen
Intervalle.

Fir a = (ay,...,a,) € {0,1}" sei |a| := n. Die Menge

C:=[0,1]\G(U Jn,a>:ﬁ<u [a>

n=1 |a|=n n=1 |a|]=n
nennt man eine Cantor-Menge. Offensichtlich ist py (C) = lim 2" - [,.
n—oo

Beispiele.

2\n : : :
1. Sei I}, := 37%. Dann ist 41 (C) = lim (g) = 0. In diesem Fall ist C' also eine

n—oo

Nullmenge.
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2. Sei 0 < 6 < 1. Dann setzen wir

0k +1
I, :=27F. )
F k41

Man rechnet sofort nach, da8 Iy = 1 und 2¥I;, > 2¥T1l,,, ist. In diesem Falle
On + 1
ist ¢11(C) = lim " +1 = 0. Es laBt sich also jedes Maf zwischen 0 und 1
n—oo M

verwirklichen.

1.1 Satz. C' ist kompakt und enthdlt keinen inneren Punkt.

BEWEIs:  Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist C' abgeschlossen, als Teil-
menge von [0, 1] beschrinkt und damit kompakt.

Wiirde C' einen inneren Punkt enthalten, so auch ein offenes Intervall J. Dann
gibe es ein k mit py(J) > 27%. Andererseits ist C' in der Vereinigung von 2F
paarweise disjunkten abgeschlossenen Intervallen der Lénge [ enthalten. Also ist
p(J) <1 < 27F. Das ist ein Widerspruch. .

1.2 Satz. C besitzt keinen isolierten Punkt, d.h. jeder Punkt von C' ist auch
Hiufungspunkt von C.

BEWEIS:  Annahme, es gibt ein zy € C' und eine offene Umgebung U(zy) C R,
so dal UNC = {x} ist. Um keine zu komplizierten Fallunterscheidungen machen
zu miissen, nehmen wir an, daf§ o # 0 und # 1 ist. Dann gibt es Zahlen ¢, d mit
0<c<zg<d<l1,sodaB (¢, x9) U (xg,d) C[0,1]\ C ist.

Dann mu$ (z¢,d) in einem Intervall .J, , enthalten sein. Ist etwa .J, , = (u,v), so
mufl u = zo sein. Analog folgt, daB (c,zo) in einem Intervall J,, 3 = (p,q) mit
q = xo enthalten ist. Bei der Konstruktion von C' werden aber niemals zwei offene
Intervalle (p, ¢) und (u,v) mit ¢ = u herausgenommen. Das ist ein Widerspruch.

Die Fille g = 0 und zy = 1 kénnen dhnlich behandelt werden. "

1.3 Satz. C hat die gleiche Mdchtigkeit wie das Einheitsintervall, ist also insbe-
sondere nicht abzdihlbar.

BEweEls: Wir fithren folgende Notation ein:
a<f <= |of<|flund o; = f; fiiri =1,2,...,|al

Zu jeder Folge von Multiindizes ! < o? < ... mit |a‘| = i gibt es dann genau
einen Punkt y € C mit

m [Oéi = {y}7

denn die Lénge der Intervalle konvergiert gegen Null, und in jedem solchen Durch-
schnitt mufl mindestens ein Punkt liegen.
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Das erméglicht es, eine Abbildung f : {0, 1} — C zu definieren. Jeder unendlichen
Folge @ = (ay, as, as,...) € {0, 1} wird zuniichst die Folge o'(a) := (ay, as, . . ., a;)
zugeordnet. Weil dann o (a) < a?(a) < o®(a) < ... ist, ist Tni) D T2 D -- -,
und es gibt einen eindeutig bestimmten Punkt y(a) € C im Durchschnitt aller
Intervalle I,i(q). Die Abbildung f wird definiert durch

fra—y(a).

Ist @ # ", so gibt es ein erstes ¢ mit a; # a”. Dann ist auch of(a’) # o(a”) und
daher I,i(gy N 1yiqn) = @. Daraus folgt, da8 y(a’) # y(a”) ist. Das bedeutet, da f
injektiv ist.

Ist y € C vorgegeben, so wéhle man in jeder Stufe 7 ein Intervall /i, das y enthélt.
Dann ist ! < a? < ..., und es gibt ein @ = (a1, as, as,...) mit o' = (a1, as, . .., a;)
fiir jedes i. Offensichtlich bildet f dann @ auf y ab. Das bedeutet, daf3 f surjektiv
und damit bijektiv ist.

Die Menge {0, 1}" ist aber gleichméchtig zu [0, 1]. .
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§ 2 Beispiele zur Integrationstheorie

Definition. Ein Normalbereich iiber dem R"™ ist eine Menge der Gestalt
B = {(%,2n11) € R™ | x € Q und p(x) < 201 < B(x)},

wobei () C R" ein Quader ist und ¢, : Q — R zwei stetige Funktionen sind, mit
p(x) < (x) fir x € Q.

Normalbereiche sind kompakt (also insbesondere Borelmengen), und stetige Funk-
tionen iiber kompakten Mengen sind natiirlich integrierbar. Mit Fubini folgt:

()
/f(Xa $n+1)dﬂn+1 :/ (/ f(X7 $n+1)d$n+1> dfly,.
B Q (%)

Beispiele.

1. Sei B derjenige Teil einer Ellipsenfliche um den Nullpunkt (mit den Halb-
achsen a und b, der im rechten oberen Quadranten liegt. Es soll das Integral

/ xy djy berechnet werden. Hier ist also f(x,y) = xy.
B

Der Rand von B ist durch die Gleichungen

2 2
I—Q—i-g;—Q:l, r=0und y =0
a

gegeben. Offensichtlich ist B ein Normalbereich beziiglich der x-Achse:

; y= b/ T= (@)

Dann ist
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/ zydps =
B

2. Sei () :=2? und ¢(z) := 2 4 32*. Dann ist
p(=2) = P(=2) = 4 und p(2) = ¥(2) = 4,
und fiir |z] < 2 ist 2?2 < 4, also ¢(z) — ¢(z) = 2 — $2 > 0. Daher ist
B:={(z,y) eR*| -2 < 2 <2 und ¢(z) <y < 9(z)}

ein Normalbereich iiber der x-Achse:

Der Flacheninhalt von B ist gegeben durch

2 p24(22/2)
/XB(X)dX = // dy dx
—92 132
2

- /_2(2—%2)dx
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Wir wollen jetzt eine verallgemeinerte Substitutionsregel beweisen:

Sei P = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn]
X

und @ = [c1,dy] X [co, dy] - X [en, dp).

Auflerdem seien ¢; : [c;,d;] — [a;, b;] Parametertransformationen, also bijektive
stetig differenzierbare Funktionen, fiir i =1,...,n.
Ist ¢; streng monoton wachsend, so ist ¢}(z) > 0, ¢;(¢;) = a; und ¢;(d;) = b;,
andernfalls ist ¢} (z) < 0, p;(c¢;) = b; und p;(d;) = a;. Setzen wir

F(zy, ... x,) == (p1(z1), .., onl(T0)),

so ist F(Q)) = P, und fiir eine stetige Funktion f auf P folgt mit Hilfe des Satzes
von Fubini:

bn, b1
fly)dy = / fyl,'-.,yn)dyl"-dyn
F(Q) an

= / lf (e1(1), - onlan)) - ()] - lpp(an) day - o

= / f(F(x)) - |det Jp(x)| dx.

Durch Einfiithrung der Betragsstriche wird vermieden, daf3 die Integrationsrichtung
umgekehrt werden muf!

Beispiele.
1. Ist a=(ay, ...,a,) € R" ein fester Vektor, so wird durch
T(x):=x+a=(x;+ay,...,T,+ay)

die Translation 7" : R® — R definiert. Offensichtlich ist det Jr(x) = det T =
1. Sei @ C R" ein Quader. Dann gilt offensichtlich fiir eine stetige Funktion
f auf dem um a verschobenen Quader a + @), dafl f o T auf () definiert ist,

und es ist
| rax= | fecrax
at+Q Q

Man spricht von der Translationsinvarianz des Integrals. Da beliebige mef3-
bare Mengen durch Quader approximiert werden kénnen, {ibertréigt sich die
Translationsinvarianz auch auf beliebige Integrale:

/fdun:/(foT)dun-

2. Ist @ C R™ ein Quader und r > 0 eine feste reelle Zahl, so ist auch die Menge
r-Q:={r-x|xeQ} ein Quader, und es ist

dz,,
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(- Q) = 1" - 0,(Q).
Ist f stetig auf r - @), so gilt:

/T.Qf(y)dy—/Qr”-f(r'X)dX-

2.1 Satz. Sei F': R" — R" eine stetige Abbildung. Dann ist F(Q) fir jeden
Quader () eine Borelmenge.

Sei nun F sogar ein Homdéomorphismus, und es gebe eine Konstante ¢ > 0, so dafs
fiir jeden Quader Q@ C R" gilt:

1
c

pn(F(Q)) = ¢ p1n(Q)  und :un(F_l(Q)) =~ tn(Q).

Dann folgt:
1. Fiir jede Nullmenge N C R™ ist auch F(N) eine Nullmenge.

2. Fiir jede mefibare Menge M C R™ mit u,(M) < oo ist auch F(M) mefbar
und i (F(M)) = ¢ - pin(M).

BeEwers: 1) Ist @ ein kompakter Quader, so ist F(Q)) kompakt und damit eine
Borelmenge. Ein beliebiger Quader ist eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten
Quadern, und sein Bild unter F' damit wieder eine Borelmenge.

1) Sei N eine Nullmenge, ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es eine Folge von Quadern
Qj mit

o0 oo 1
NclJo wd ) (@) < it
1 j=1

Dann ist F(N) C F(Q;), und daher
J

J=1

H(FN) 3 (F(@Q) = ¢ > (@) < =

j=1
Also ist auch F(IV) eine Nullmenge.

2) Sei C := {B C R" : F(B) ist eine Borelmenge }. Dann folgt sehr leicht, dafl C
eine o-Algebra ist, die alle Quader enthélt. Also mufl C sogar die gesamte Borel-
Algebra umfassen. Mit anderen Worten: Ist B eine Borelmenge, so ist auch F'(B)
eine Borelmenge.

Da jede melbare Menge in eine Borelmenge und eine Nullmenge zerlegt werden
kann, mufl auch das Bild jeder mefibaren Menge unter [’ wieder mefibar sein. Das
gleiche gilt fiir F~1.
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Sei nun M eine beliebige mefibare Menge mit yu,, (M) < oo, und £ > 0 vorgegeben.
Es gibt Quader @Q);, so daf gilt:

MclJ wd Y (@) < Mn(M)Jr%'ﬁ-
j=1 j=1

Dann liegt F'(M) in der Vereinigung aller Mengen F(Q);), und es gilt:
pn(F(M)) <) ia(F(Qy))
j=1

= C'ZUﬂ(Qj)
< e (ua(M) + - 2)
= ¢ pp(M) +e.

Da ¢ beliebig gewahlt werden kann, ist p,(F(M)) < ¢ - p,(M). Aber analog ist
pin(M) = po(F7HF(M))) < - pn(F(M)). Also ist tatséchlich p,(F(M)) = ¢ -
(M), n

2.2 Folgerung. Sei M C R"™ mefbar und p,(M) < oo, sowie r > 0 eine feste
Zahl. Dann ist auch v - M mefbar und p,,(r - M) = 1" - p,(M).

Jetzt konnen wir das Prinzip von Cavalieri zur Volumenmessung benutzen.

Beispiele.

1. Sei B € R™! eine meBbare Menge mit endlichem Mafl und » > 0. Dann
nennt man die Menge

C:={((1=XN)x,Ah) :x€Bund 0 <\ <1}

den Kegel iiber B mit der Spitze in (0, h).

=
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Fir ¢t € R ist

C, = {xeR"'|(x,t)eC}
= {x€R2|EI>\€[O,1]mit1

1
)\XGB,)\h:t}

%] falls ¢ ¢ [0, h]
N (1—+)-B firtel0,h].

Nach Cavalieri ist dann

2. Das Volumen einer Kugel mit Radius r im R? ist u3(B,(0)) = r* - u3(B1(0)).
Wir miissen noch das Volumen der Einheitskugel bestimmen. Aus Analysis
1 wissen wir, dafl 15(B1(0)) = 7 ist. Dann ergibt sich:

Es ist

B %) falls [t| > 1
(B1(0): = { B,(0) C R? falls |t] <1,

wobel \
a+t7 =1, “

t 1 \
also

a=+v1-—1t2

ist.
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Asoist pa(Bi0) = [ m(Ba(0)d

= [ 0-®) @)

1

= ﬂ-/ll(l—tQ)dt

3

= ml-g]
2. 4
= W(Q—g)zgﬂ'.

Per Induktion kann man so auch das Volumen der n-dimensionalen Einheits-
kugel berechnen. Es ergibt sich eine Rekursionsformel.

3. Leicht 1&8t sich nun auch das Volumen von Rotationskorpern bestimmen: Es
seien zwei stetige Funktionen f, g auf [a, b] gegeben, mit 0 < g < f. Dann ist

R:={(z,y.2) €R*| g(2) <2 +y* < f(2), 2 € [a,0]}

der Rotationskorper, der entsteht, wenn man den durch g und f bestimmten
Normalbereich um die z—Achse rotieren 1a3t.

b
Behauptung: u3(R) =7 - / (f(2)* = g(2)?) d=.
Zum BEWEIS geniigt es, den Fall g(z) = 0 zu betrachten. Dann ist aber
b
m(R) = [ (B
"
= / p2(By(1)(0)) dt
"
= / f(t)*m dt.

2.3 Satz (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Sei0 <a <
bund Kep :={x € R" : a < ||x]| < b}. Ist f: (a,b) — R stickweise stetig und

b
existz’ert/ |f(r)|r"tdr, so ist f(x):= f(||x]]) diber Kup integrierbar und

b
[ sxyx = v [ g an
Ka,b a

Dabei bezeichnet V,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

BEWEIS:
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1) Der Rand der n-dimensionalen Einheitskugel ist eine Nullmenge im R", da er
lokal ein Graph ist.

2) Zuniichst sei f(r) = ¢ eine konstante Funktion. Dann ist auch f konstant und
natiirlich iiber K, ; integrierbar. Es gilt:

/ f(x) dx = /C * XKap Ain
Ku,b

: Nn(Ka,b)
*(1n(By(0)) — pa(Ba(0)))
Vo (b —a™)

b
= c¢-V,'n / rtdr

= n-V,: /f )t

I
o o o

3) Nun sei sogar 0 < a < b. Ist f eine Treppenfunktion auf [a,b], so folgt die
Behauptung fiir f ganz leicht aus (2).

Ist f eine Regelfunktion auf [a,b], so gibt es eine Folge () von Treppenfunk-
tionen auf [a, b, die dort gleichmé&Big gegen f konvergiert. Dann konvergiert auch
(@r) auf K, gleichmiBig gegen f, und fist bis auf eine abzédhlbare Vereinigung
von Kugelrédndern (also fast iiberall) stetig und damit integrierbar. Mit Hilfe des
Konvergenzsatzes von Lebesgue kann man daraus schlielen, dafl die Integrale iiber
o gegen das Integral iiber f konvergieren. Das ergibt auch in diesem Falle die
Behauptung.

4) Ist f nur iiber (a,b) stiickweise stetig, so schreibt man (a,b) als aufsteigende
Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen, iiber denen f ja eine Regelfunktion
ist. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz kommt man dann zum Ziel. w

Beispiel.

1 1
Sei f(r) = - auf (0,1). Das Integral / n=1me dr existiert genau dann, wenn

—n+1+a < 1 ist, also a < n. Daraus folgt:

/ W dx existiert genau dann, wenn o < n ist.
e

Im R? ist also —— bei O integrierbar, nicht jedoch

Im R? sind beide Funktionen bei 0 integrierbar.

1
I
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Wir wollen jetzt die Substitutionsregel weiter verallgemeinern und beginnen dabei
mit linearen Transformationen F': R® — R™.

2.4 Das Volumen eines transformierten Quaders. Sei Q C R"™ ein abge-
schlossener Quader, A € GL(n,R) und F' = F4 die zugehdrige (bijektive) lineare
Transformation.

Dann ist F(Q) mefbar und u,(F(Q)) = |det A - p,(Q).

BEwEers: Da @ kompakt und F' stetig ist, ist auch F'(Q)) kompakt und damit
meRbar.

1) Sei o € S,, eine Permutation und F' definiert durch

F(:L‘l, e ,a:n) = (:L‘U(l), RN ,xo(n)).

Die Determinante der zugehorigen Matrix ist dann = =£1, ihr Betrag also = 1. Und
andererseits ist

F([al,bl] X ... X [an,bn]) = [aa(l),bg(l)] X ... X [ag(n),ba(n)],
also 11, (F(Q)) = p,(Q). In diesem Fall stimmt die Formel.

2) Sei F(x1,...,x,) := (r1+Ax;, 2o, . .., T,), mit einer reellen Zahl A # 0 und einem
t # 1. Dann sieht man sofort, dafl det A = 1 ist. Wir nennen F' eine Scherung.

Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall n = 2, den allgemeinen mufl man

dann mit Induktion erledigen.
T2 T2

T T
Fiir die Schnitte von F(Q) ergibt sich dann:

F@Q): = {yeR: (y,1) € F(Q)}
{y eR : 3 (z1,29) € Q mit &1 + \zy =y und xo = t}

{z1+ Xt @ 21 € [ay, b1]}
= )\t+[a1,b1].

Mit Cavalieri folgt daraus:

bg b2
ma(F@) = [ m(F@0de= [ b - ar)dt = (s~ )b - a2) = (@),
3) Sei schlielich F(z1,...,x,) == (MZ1,..., \y2,). Die zugehorige Matrix ist ei-
ne Diagonalmatrix D mit den Eintrdgen A{,...,\,. Nach der schon bewiesenen

verallgemeinerten Substitutionsregel folgt:
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in(F(Q)) = / Ly = /Q det Ji(x)] dx
= |det(D)] - dx
det(D)| /Q 1

= [det(D)] - pn(Q).
4) Alle drei Typen Fj, die wir hier betrachtet haben, sind bijektiv, und es gilt:

in(FA(Q)) = [det A| - 1,(Q)  umd un<Fgl<@>>=m-un<@>.

Damit folgt, dafl sogar p,(Fa(M)) = |det(A)| - u,(M) fiir jede meSbare Menge
M mit endlichem Maf gilt. Insbesondere gilt fiir zwei Abbildungen Fj, Fp vom
betrachteten Typ:

pn(Fap(M)) = pn(Fa(Fp(M))) = [det A[ - i (Fp(M))
= |det A| - |det B| - pun (M)
= [det(A- B)| - pn(M).
Ist nun A eine beliebige invertierbare Matrix, so liefert das Gaufiverfahren Matrizen

S, T und D, so dal S und T aus Permutationen und Scherungen zusammengesetzt,
D eine Diagonalmatrix und A = S - D - T ist. Das ergibt die Behauptung (nicht

nur fiir Quader, sondern sogar fiir beliebige mefibare Mengen. "
Bemerkungen.
1. Sind agy,...,a, linear unabhéngige Vektoren im R", so nennt man

P(al,...,an) = {/\1a1+)\nan|0§AZ§1furZ:1,,n}

das von den Vektoren aufgespannte Parallelotop. Im Falle n = 2 ergibt sich
ein Parallelogramm, im Falle n = 3 spricht man von einem ,,Spat®“. Nach dem
obigen Satz gilt fiir beliebiges n :

vo(P(ay,...,a,)) = |det(a,...,a,)|

Diese Aussage liefert zugleich eine geometrische Deutung fiir die Determinan-
te.

2. Ist A eine orthogonale Matrix und x; ein fester Vektor, so nennt man die
Abbildung

F(x) =%+ (A-x")*

eine euklidische Bewegung. Weil |det A| = 1 ist, 1aBt eine solche euklidische
Bewegung das Volumen invariant.
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2.5 Folgerung. Ist Q C R" ein Quader, F = Fy : R® — R" linear und f :
F4(Q) — R integrierbar, so ist auch f o Fa:Q — R integrierbar, und es gilt:

/ f(Y)dy:/f(FA(X))|detA|dx.
Fa(Q) Q

BEWEIS: (Andeutung)

Sei ¢ := |det A|. Ist ¢ = 0, so ist die Gleichung trivialerweise erfiillt. Sei also
¢ # 0, d.h. F bijektiv. Ist M eine beliebige mefibare Menge, so ist auch N :=
F~Y(M N F(Q)) meBbar und auBerdem von endlichem Maf, und es gilt:

JL xu¥)dy = O FQ) = m(FN)
= c-pp(N) = c-/QXN(x)dx
= /XM(F(X))-ch.

Q

Dann gilt die Formel aber auch fiir einfache Funktionen.

Ist schliellich f eine beliebige integrierbare Funktion, so kann man f durch eine
Folge (y,) von einfachen Funktionen approximieren, die fast iiberall gegen f kon-
vergiert und bzgl. der ||...||;-Norm eine Cauchy-Folge bildet. Die Formel tibertragt
sich dann auch auf f. "

Dieser Satz 1483t sich auf differenzierbare Abbildungen verallgemeinern. Das ist plau-
sibel, da sich ja jede differenzierbare Abbildung lokal durch lineare Abbildungen
approximieren 1d8t. Den Beweis werde ich allerdings erst in Analysis 3 vorfiihren.

2.6 Allgemeine Transformationsformel. Sei U C R" offen und F : U — V
umkehrbar stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. f:V — R ist genau dann integrierbar,
wenn (f o F') - |det Jg| integrierbar ist.

2. Ist f integrierbar, so ist

/V f(y) dy = / F(F(x)) - |det Jp (x)] dx.

Die Formel bleibt richtig, wenn man U durch eine kompakte Teilmenge K
und V' durch F(K) ersetzt.
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§3 Riemann-Integrierbarkeit

Sei I = [a,b] und f : I — R eine beschrankte Funktion. Die Definition der
Riemann-Integrierbarkeit, die wir in Analysis 1, Kapitel 4, §2, gegeben haben, muf3
geringfiigig gedndert werden:

Ist 3 = {xo,21,...,2,} eine Zerlegung von I, und ist fiir jedes ¢ mit 1 < i <
n ein Zwischenpunkt & € [r;_1,2;] gegeben,? so wird mit & = (&,...,&,) die
Riemannsche Summe X(f, 3, &) definiert durch

S(f.3,6) : Zf &)« (1 — zi1).

Definition. f heifit iiber I im Riemannschen Sinne integrierbar, falls es eine
reelle Zahl A und zu jedem e > 0 eine Zerlegung 3 von I gibt, so daf gilt:

Ist 3 eine Zerlegung von I, die feiner als 3¢ ist, und ist & eine beliebige Wahl von
Zwischenpunkten zu 3, so ist

X(f,3,6) — Al <e.

Der Beweis dafiir, daf§ jede Regelfunktion im Riemannschen Sinne integrierbar ist,
braucht nicht verédndert zu werden.

Im Folgenden soll unsere Definition des Riemann-Integrals mit der Darbouxschen
Definition verglichen werden, und dann soll gezeigt werden, dafl f genau dann
Riemannsch integrierbar ist, wenn f beschrankt und fast {iberall (also bis auf eine
Lebesgue-Nullmenge) stetig ist.

Ist 3 = {xg,21,...,2,} eine Zerlegung von I, so definieren wir m; und M; fir
i=1,...,n durch m; := inf{f(x) : ;.1 <z <t} und M; :=sup{f(z) : t;1 <
x < t;}. Damit wird die Untersumme u(f,3) und die Obersumme o(f,3) definiert
durch

n

u(f,3) = Zmz’(ﬂfi—ﬂiiﬂ)

und  of,3) = ZMi(:z:i—:Ui,l).

i=1

Es ist stets u(f,3) < X(f,3,€) < o(f,3), und wenn 3* eine Verfeinerung von 3
ist, so ist

2Urspriinglich hatte ich verlangt, da & im offenen Intervall (z;_i, ;) gewihlt werden soll.
Das ist falsch, man muf§ das abgeschlossene Intervall zulassen
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u(f,3) <ulf,3%) <o(f,3%) < olf,3)-

Das Darbouzsche Unterintegral [, f(z) dz und das Darbouzsche Oberintegral [~ f(x) dx
werden definiert durch

f(z)dx := sup{u(f,3) : 3 Zerlegung von I }
und /* f(z)dz = inf{o(f,3) : 3 Zerlegung von [ }.

Dann ist natiirlich auch [ f(z)dz < [* f(z) dz.

3.1 Satz. f ist genau dann im Riemannschen Sinne integrierbar, wenn

/*f(;v) dx = /* f(z)dx

ist. Der gemeinsame Wert stimmt dann mit dem Riemannschen Integral von f iiber
I diberein.

Ist A das Riemannsche Integral und (3y) eine Folge von Zerlegungen des Intervalls
I, so daf8 341 feiner als 3x und die Linge der Teilintervalle von 3y, kleiner als 1/k
ist, so gilt fiir beliebige Zwischenpunkte:

lim S(f, 34, €) = A,

BEwEISs: 1) Sei f im Riemannschen Sinne integrierbar, A das Integral. Zu vor-
gegebenem e > 0 wihle man eine Zerlegung 3q, so daf fiir jede Zerlegung 3, die
feiner als 3 ist, gilt:

1X(f,3,8) — Al <e/4.

Wir halten eine solche Zerlegung 3 = {xo, ..., z,} fest und wihlen Punkte &, ¢/ €
I, = [x,_1,x,] mit

JE) < mot g

(b—a)
und  f(&)) < M, — °

4(b—a)’
wobel m, und M, wie oben definiert werden.

Dann ist

u(f,3) > X(f,3,€) -
und  of,3) < X(f,3,¢")+

oy ™

Y

also
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of.3) —u(f.3) < B(£3.€)-2(£.3.)+
< [S(£,3.€) - A+ [S(£,3.8) —Al+5 < =

Geht man bei der Obersumme zum Infimum und bei der Untersumme zum Supre-
mum {iber (jeweils iiber alle 3 gebildet), und 148t man dann e gegen Null gehen,
so erhélt man die Gleichung [, f(z)dz = [~ f(x) d.

2) Sei jetzt umgekehrt die Gleichheit von Unter- und Oberintegral vorausgesetzt.
Sei 3, eine Folge von Zerlegungen, so dal 3,1 feiner als 3; und

O(faBk) - u(f>3k) < 1/k

ist. Setzen wir aj := u(f,3x) und by = o(f, 3x), so konvergiert (a;) monoton
wachsend gegen a := [, f(z) dz und (by) monoton fallend gegen b := [~ f(x) dx.
Nach Voraussetzung ist a = b, wir bezeichnen diese Zahl mit A.

Sei nun £ > 0 vorgegeben und k& € N so gewihlt, dafl 1/k < ¢ ist. Ist 3 feiner als
3k, SO ist

u(f, 3x) < X(f,3,€) < o(f, 3k)

und

u(f73k) < A < O(fask)a

also |X(f,3,€) — A| < 1/k < €. Das zeigt, daf f im Riemannschen Sinne integrier-
bar ist, und A ist das Integral. Auflerdem konvergiert die Folge der Riemannschen
Summen 3(f, 3x, €) gegen A. .

3.2 Satz. Ist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist f beschrdinkt.

BEwEIS:  Sei ¢ > 0, A das Integral von f und 3 = {zg,...,x,} so fein, daf}
1X(f,3,&) — A| < e ist, fiir jedes &.
Sei I; = [zj_1, ;] ein Teilintervall. Wir withlen & und &' so, daB & = & fiir i # j

ist. Dann ist einerseits

und andererseits

2(f,3.8) = 2(f,3.8) = (&) — F(E) - (2 — z5-1).
Daraus folgt:

FE) - — 2 ) < flE) +— =

.CC]' —l’j,1 l’j —.Tj,l

Das zeigt, da8 f auf [x;_;,x;] beschrénkt ist. Da j beliebig war und da es nur
endlich viele solcher Intervalle gibt, ist f auf [a, b] beschréankt. n
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Sei nun f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion. Wir definieren dann
Funktionen f, und f* auf [a,b] durch

fulz) = (lsin%inf{f(t) cr—0<t<az+0}
>0

und  f*(z) = (lsirr(l)sup{f(t) rr—0<t<az+6}
5>0

3.3 Satz. FEs gilt:
L fes [

2. f ist genau dann stetig in xg, wenn f.(xo) = f*(x) ist.

3. f« und f* sind mefbar und beschrinkt, also (Lebesgue-)integrierbar.

BEWEIS: 1) Sei C' > 0 und |f| < C auf I. Dann ist offensichtlich auch —C' <
<< fr<C.

2) Sei xy € 1. Ist f stetig in xp und € > 0 vorgegeben, so gibt es ein § > 0, so daf}
gilt:
Ist |z — o] < 0, soist f(xg) —e < f(z) < f(xg) +e.

Daraus folgt:

f(zo) —e < inf f(t) < sup f(t) < f(wo) +¢,
Us(zo) Us(zo)

und im Grenzwert dann

f(zo) —e < fulwo) < fH(w0) < flzo) + €.

Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, muB f.(z¢) = f*(zo) sein.

Stimmen nun andererseits f, und f* in xg iiberein, so geben wir uns wieder ein
¢ > 0 vor und wéhlen dazu ein § > 0 so, daf} fir x € Us(zy) gilt:

f(zo) —e= fulwo) —e < inf f(t) < f(z) < sup f(t) < f*(wo) +e= f(zo) +e

Us(xo) Us (z0)

Das bedeutet, daf8 |f(z) — f(zo)| < € fiir « € Us(xp) ist. Damit ist f stetig in x.

3) Sei r € Rund M :={z € [a,b] : fi(x) >r}. Ist zy € M, so gibt es ein § > 0,
so daB inf f(¢) > r ist.’

Us(zo)
Dann ist natiirlich erst recht f(z) > r fiir © € Us(xg) N I. Also ist M offen in [
(in der Relativtopologie). Das zeigt, dafl f, mefibar ist, und analog folgt es fiir f*.

3Liegt 2o am Rande von I, so mufl man eigentlich das Infimum iiber Us(z) N I bilden. Das
wird hier nicht immer extra erwéhnt.
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Da die beiden Funktionen auflerdem beschriankt sind (siehe (1)), sind sie Lebesgue-
integrierbar. "

Jetzt konnen wir den angekiindigten Satz beweisen:

3.4 Satz. FEine Funktion [ : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn sie beschrankt und fast iiberall stetig ist.

Sie ist dann auch Lebesque-integrierbar, und die Integrale sind gleich.

BEwEIs: Wir konnen von vornherein voraussetzen, daf3 f beschréinkt ist.

Ist 3 = {wo,x1,...,2,} eine Zerlegung von I = [a,b], so definieren wir m; und M;
wie iiblich. Aulerdem setzen wir

g=g3:= Zmi “X(@irw) und  h=hz:= Z M; - Xz -
i=1

i=1
Die Funktionen g und h sind einfach.

1) Sei f integrierbar. Da die Addition einer Konstante nichts &ndert, konnen wir
annehmen, dafl f > 1 ist. Dann ist ¢ < f, < f < f* < h, sowie

u(f.3)= [gdm wd o(f3)= [ hdu

Sei 3 eine Folge von Zerlegungen, so daf klim u(f,3x) = klirn o(f, 3x) ist, und

gk = g3., hx = hs,. Dann konvergiert [(hy — gi)dur gegen Null, und es ist
J(f* = fo)duy = 0. Das bedeutet, daB fast iiberall f, = f* ist, also f fast iiberall
stetig.

2) Jetzt setzen wir voraus, dafl f fast iiberall stetig ist. Dann ist auf jeden Fall

/f*dulz/f*dul.

Wenn wir zeigen konnen, da88 [ f.duy = [ f(z)dz und [ f*dps = [* f(z) du ist,
folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f.

Dazu wéhlen wir eine Zerlegungsfolge 3, so dal 3.1 eine Verfeinerung von 3
und die Lange der Teilintervalle von 3 kleiner als 1/k ist. Dann folgt:

/gkdul = u(f,3k) — [f(x) dr und /hkdul = o(f,3)) — /*f(x) .

Sei N die Nullmenge, auf der f eventuell unstetig ist, und Z die Vereinigung al-
ler Teilungspunkte aller Zerlegungen 3. Als abzdhlbare Menge ist Z und damit
auch N U Z eine Nullmenge. Wir werden zeigen, dafl (gx) auBerhalb von N U Z
punktweise monoton wachsend gegen f, (und analog (h;) monoton fallend gegen
f*) konvergiert. Nach dem Satz von Beppo Levi ist dann
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/f*dul Zgirggo/gkdm Z/*f(l‘)dw
/f* dpn —]}Lrgo/hkdul - /*f(x) da.

Sei also xp € I ein Punkt, der nicht in N U Z liegt. Es ist gi(xo) < fi(zo) fiir alle
k. Nun sei ¢ eine reelle Zahl mit ¢ < f.(z9) = f(x¢). Es gibt ein 6 > 0, so dafi sogar
c< inf)f(t) ist.

Us(zo

und

Fiir jedes k gibt es ein Teilintervall J;, der Zerlegung 3y, so dafl zy im Innern dieses
Intervalls liegt, und es gibt sicherlich ein kg, so dal J, C Us(z) fiir k& > kg ist. Wir
setzen noch my := i?f f. Dann ist

k

gr(wo) = my, > inf f(t) >c.
Us(zo)

Das bedeutet, daB gx(zo) gegen f.(zo) konvergiert.
Analog folgt, dafl hy(zo) gegen f*(xq) konvergiert. Damit ist alles bewiesen.

3) f* ist Lebesgue-integrierbar, und wenn f Riemann-integrierbar ist, so ist fast
iiberall f = f* und damit auch f Lebesgue-integrierbar. Aulerdem ist dann
[fdu = [ f*dus = |7 f(x)dz, und das ist das Riemannsche Integral von f.
|

Im R™ heifit eine Menge M eine Jordan-Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 endlich
viele Quader @)1, ...,Qy gibt, so daf} gilt:

McCc@QuU...UQy und v,(Q1)+ - +uv,(Qn) <e.

Eine Menge M heifit Jordan-mefbar, falls sie beschriankt und OM eine Jordan-
Nullmenge ist.

Das Riemann-Integral wird dann fiir beschréankte Funktionen auf Jordan-mef3baren
Mengen definiert, mit Riemannschen Summen oder mit Unter- und Obersummen
beziiglich immer feiner werdenden Quaderiiberdeckungen. Dann 148t sich auch im
R"™ ein zu dem obigen Satz analoges Resultat beweisen. Wir werden das hier nicht
mehr ausfithren, stattdessen nennen wir eine beschriankte und fast iiberall stetige
Funktion einfach Riemann-integrierbar.
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§4 Anmerkungen zum Lebesgue-Integral

Sei f : I = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Zur Berechnung des Riemann-
Integrals teilt man [ in Teilintervalle Iy, ..., I, wihlt Punkte &, € I, und appro-
ximiert das Integral durch Summen

> F&) - ull).

Bei der Berechnung des Lebesgue-Integrals teilt man die Ordinatenachse in Teilin-
tervalle Jy, bildet die Mengen M, := f~!(Jy), sucht Werte ¢; € J;, und approximiert
das Integral durch Summen

k

Es hat sich erwiesen, dafl der zweite Weg der bessere ist.

Unsere Einfiihrung des Lebesgue-Mafles nach Caratheodory war nicht ganz ein-
fach. Als Alternative bietet sich an, neben dem &ufleren Maf3 * (M) auch noch fiir
beschriankte Mengen das innere Maf p.(M) einzufithren. Ist M C @, mit einem
Quader @, so definiert man:

(M) = p(Q) — p*(Q\ M).

Eine beschrinkte Menge heifit dann mefbar, wenn p, (M) = p*(M) ist. Bei unbe-
schriankten Mengen benutzt man eine abzéhlbare Zerlegung in disjunkte beschrank-
te Teile.

Wir héatten auch definieren konnen: M mefibar <= M = B U N, mit einer Bo-
relmenge B und einer Nullmenge N. Es folgt dann relativ leicht, daf§ die mef3baren
Mengen eine o-Algebra bilden, aber der Beweis der o-Additivitdt bereitet dann
Schwierigkeiten.

Die Einfithrung des Lebesgue-Integrals konnte vielleicht wie folgt noch vereinfacht
werden:

e Zunichst werden meflbare Funktionen eingefiihrt.

e Einfache Funktionen definiert man mit beliebigen mefibaren (nicht notwendig
endlich-mefbaren) Mengen. Das Integral einer einfachen Funktion kann dann
auch die Werte +00 annehmen.

e Ist f > 0 und mefbar, so setzt man

/fd,u :—sup{/gdu : 0<g<f, geinfach }.
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e Es folgt fiir f > 0 mefbar:

/fd,u =0 <= f =0 fast iiberall.

e Es folgen die verallgemeinerten Konvergenzsitze von Beppo Levi fiir nicht-
negative mef3bare Funktionen.

e [st f beliebig mef3bar, so setzt man

/fdurz/ﬁdu—/fdu,

sofern wenigstens eins der beiden Integrale endlich ist. Sind beide endlich, so
nennt man f integrierbar.

Eine mefibare Funktion ist genau dann integrierbar, wenn [|f|du < oo ist.
o Jetzt folgt auch der verallgemeinerte Konvergenzsatz von Lebesgue.
e Der Satz von Fubini wird so &hnlich bewiesen, wie wir es getan haben.

Oft wird dabei iibrigens ein abstrakterer Weg eingeschlagen, der sogenannte
Produktmafle benutzt.

Ein vollig anderer Weg bei der Integralkonstruktion wird bei Forster, Dieudonne
und Bourbaki eingeschlagen. Da wird zunéchst das Integral fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Tréager eingefiihrt und dieses dann in zwei Schritten zundchst auf
,halbstetige”“ Funktionen und dann auf integrierbare Funktionen erweitert. Dieses
Vorgehen 148t sich besonders gut auf allgemeinere Rdume iibertragen. Das Mafl von
Mengen wird hinterher als Integral der zugehorigen charakteristischen Funktion
eingefiihrt.

Ein Zwischenweg wird von Konigsberger benutzt. Er definiert Treppenfunktionen
zu Quaderzerlegungen und deren Integral, fithrt damit (iiber Reihen von approxi-
mierenden Treppenfunktionen) die L!-Seminorm ein. Eine Funktion f heifit inte-
grierbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die beziiglich der L!-Norm
gegen f konvergiert. Auch hier wird das Mafl von Mengen spéter eingefiihrt.

Alle diese Wege fithren zum selben Integralbegriff!



