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§1 Totale Differenzierbarkeit

Erinnern wir uns an die Differenzierbarkeit in einer Verdnderlichen:

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar in ¢, € I,
falls eine der folgenden dquivalenten Aussagen erfiillt ist:

t)— f(t
1. Es existiert der Grenzwert lim M.
t—to t— 1o

2. Es gibt einen Vektor a € R* und eine Funktion ¢ : I — R, mit

f@)=f(to) +(t —to) -a+ () aufl

und

lim 28 _ .

t—to t — g

3. Es gibt eine in t, stetige Abbildung A : I — RF mit
f(t) = f(to) + (t —to) - A(t).
Unter der Ableitung von f in ¢y versteht man den Vektor

F(to) = a = Atg) = lim £ =S lf0).
t—to t—1p
Was bedeutet die Differenzierbarkeit von f in ty anschaulich? Im Falle £ > 1 kann
man sich f als Parametrisierung einer Kurve C' vorstellen, die im Punkte f(¢y) so
sglatt® ist, dafl sie dort eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt. Was ist aber
nun eine Tangente? Das ist eine Gerade, die C' in f(tg) ,berithrt“. Also bleibt die
Frage: Was bedeutet es, daf} sich zwei Kurven in einem Punkt beriihren?

Damit sich zwei Kurven «,3 : I — R™ in einem Punkt xy beriihren, muf} es
sicherlich ein tq € I geben, so da a(ty) = ((to) = Xo ist. Aber das reicht nicht! Wir
erwarten, dafl sich die beiden Kurven bei x( regelrecht aneinander anschmiegen. Der
Ausdruck ||a(t) — £(t)|| muB fir t — ¢, hinreichend schnell gegen Null streben. Im
Falle k = 1 wissen wir, daf§ der Graph der Funktion ¢ +— [t — ty| bei t; einen Knick
und zwei verschiedene Tangenten hat. Ist aber ¢ eine Funktion mit ¢(t) — 0 fiir
t — t, so streben alle Differenzenquotienten von (¢t —t¢)¢(t) fiir t — to gegen Null,
und die z-Achse ist die eindeutig bestimmte Tangente an den Graphen. Deshalb
sagt man, dafl sich & und [ in x( beriihren, falls eine Funktion ¢ mit Werten im
R* existiert, so dafl a(t) — B(t) = (t — to) - ©(t) ist und o(t) fiir t — ¢, gegen Null
konvergiert.

Nun brauchen wir noch die Parametrisierung der Tangente an die durch f para-
metrisierte Kurve. Dies geschieht durch

Ty(t) := f(to) + (t = o) - &,



52 KAPITEL 2 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

wobei a der Richtungsvektor und f(ty) der , Stiitzvektor” ist. Die Parametrisierung
ist gerade so gemacht, dafl Tt(ty) = f(to) ist. Die obige Bedingung (2) entspricht
also genau der anschaulichen Vorstellung, dafl f in ¢, differenzierbar ist, wenn die
durch f parametrisierte Kurve in f(¢y) von einer (eindeutig bestimmten) Geraden
berithrt wird. Im Falle £ = 1 kénnen wir f : I — R durch die Parametrisierung
F(t) :== (t, f(t)) des Graphen von f ersetzen. Dann parametrisiert F' eine Kurve
im R2, wir behalten die Vorstellung von der Tangente an eine Kurve und f ist
natiirlich genau dann differenzierbar, wenn F’ es ist.

Die Parametrisierung 7'y der Tangente (im Falle £ > 1) ist eine affin-lineare Abbil-
dung der Gestalt
Ty(to + h) = f(to) + L(h),

mit einer linearen Abbildung L : R — R* die durch L(h) = h - a gegeben ist. So
ist (2) dquivalent zu folgender Aussage:

1. f(t) = f(to) + L(t — to) + @(¢) fiir t € 1.

o 1im 20 _ g

Ctoto |t —to]

Ist nun f = f(xy,...,2,) eine Funktion von mehreren Variablen mit Werten in
R* und k > n, so parametrisiert f ein n-dimensionales Gebilde (wir werden das
am Ende des Kapitels prézisieren). Wir werden dann f in yo = f(xo) differenzier-
bar nennen, wenn das parametrisierte Gebilde in yq so glatt ist, dafl es dort eine
eindeutig bestimmte Tangentialebene der Dimension n besitzt. Ist k¥ < n (z.B. im
Falle einer skalaren Funktion f), so behelfen wir uns wieder mit dem Graphen, der
durch F(x) = (x, f(x)) parametrisiert wird.

Auch im Falle einer Funktion f : R® — RF (mit n < k) wird die Tangentialebene
durch eine affin-lineare Abbildung parametrisiert:

Ty(xo +h) = f(xp) + L(h),

diesmal mit einer linearen Abbildung L : R® — R*.
Deshalb beschéftigen wir uns zunédchst einmal mit linearen Abbildungen.

Ist L :R™ — R* linear, so gibt es eine Matrix A € My ,(R), so daf3 gilt:
Liv)=v-A".

Man beachte, dafl wir hier immer mit Zeilen-Vektoren arbeiten! Schreiben wir L =
Ly, soist

Lip(v)=v-(A-B)'=v-(B"- A" =Lg(v)- A" = La(Lg(v)),

also
LA~B - LA O LB-
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Sind E,F zwei (endlich-dimensionale) R-Vektorrdume, so bezeichnen wir mit
L(E, F) den Vektorraum aller linearen Abbildungen von E nach F'. Die Zuord-
nung A — L4 liefert einen Vektorraum-Isomorphismus

Mjn(R) — L(R",RF).
Wir betrachten noch zwei Spezialfalle:

a) Ist F beliebig, so wird durch L — L(1) eine lineare Abbildung L(R, F) — F
definiert. Tatséchlich ist dies ein [somorphismus, die Umkehrabbildung ordnet
einem Vektor a € F' die lineare Abbildung ¢ — t-a zu. Man spricht hier auch
vom kanonischen Isomorphismus L(R, F) = F.

b) Die Elemente von L(R",R) = (R")* sind die Linearformen auf dem R". Ist
a € R”, so wird eine Linearform A\, auf dem R"™ definiert durch

Ma(x) :=xea=x-a’.

Offensichtlich ist dann a € M ,(R) auch schon die Matrix, die A, beschreibt.

Die Zuordnung a +— A, liefert einen Isomorphismus von R™ auf L(R", R). Die
Umkehrung ist gegeben durch

A= (A(er), ..., A\(ep)).

In diesem Fall ist der Isomorphismus R™ = L(R"™, R) bestimmt durch das eu-
klidische Skalarprodukt und die dazu passende Orthonormalbasis {e1, ..., e,}.
Man kann fiir jeden anderen endlich-dimensionalen Vektorraum E (mit einem
Skalarprodukt <..., ...>) einen Isomorphismus F — L(FE,R) = E* definie-
ren durch

ar— A (z— <z, a0>).

Sei nun F ein beliebiger endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis {21, ..., 2, }.
Ist B C R" offen und f : B — F eine Abbildung, so kann man f in der Form

F) = %)=

schreiben, wobei die Koeffizienten f, : B — R skalare Funktionen sind. Ist f
Einschrankung einer linearen Abbildung f : R — F'| so sind die f, Linearformen
auf R™.

Die Abbildung f ist genau dann in x, € B stetig, wenn alle Koeffizienten f, in xq
stetig sind.
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Beispiele.

1. Sei FF = L(R",R) = (R™)*. Zu den Einheitsvektoren e; € R" gehoren die
Linearformen \e, = ¢’ € (R™)* mit

e'(x) =x- e/ =x;, also £'(e;) = ;.

Man bezeichnet {e',...,e"} auch als duale Basis (zur Standard-Basis) von
(R™)*. Jede Linearform

A (21, .., p) o oagTy - F apTy,
kann in der Form \ = a;e! + - - + a, " geschrieben werden.

Eine Abbildung f = fie! + -+ f,e" : B — L(R™, R) ist genau dann stetig,
wenn alle f; stetig sind.! Dabei ist f;(x) = f(x)(e;). Deshalb ist f auch genau
dann stetig, wenn fiir jeden Vektor v die Abbildung x — f(x)(v) stetig ist.

Ist — etwas allgemeiner — F' = L(R™ R*), so gilt das gleiche Kriterium: f :
B — F ist genau dann stetig, wenn f(x)(v) fiir jeden Vektor v stetig in x
ist. Das ist jeweils eine Abbildung von B nach R*.

2. Sei F' = My, ,(R). Dann bilden die Matrizen E,,, die aus einer 1 an der Stelle

Vs
(v, 1) und lauter Nullen sonst bestehen, eine Basis von F. Eine Abbildung

f: B — M ,(R) hat dann die Gestalt

fux) - fin(x)
f(X) :quu<x)'El/u:
vt fra(x) o frn(x)

Analog zu der Situation bei den linearen Abbildungen gilt hier: f ist genau
dann stetig, wenn die Abbildung x +— v - f(x)! fiir jeden Vektor v stetig ist.

1.1 Satz. Seir B C R" offen, xg € B und f : B — R™ eine Abbildung. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gibt eine lineare Abbildung L : R™ — R*, so dafi gilt:

lim J(x) = f(x0) — L(x — %)

X—=Xo [[x — xo|

=0.

2. Es gibt eine lineare Abbildung L : R® — R* und eine Abbildung ¢ : B — RF,
so daf gilt:

(a) f(x) = f(%0) + L(x — Xo) + (%)
"'Wir kennen solche Abbildungen f schon in der Gestalt Pfaffscher Formen f = f; dx; + - +
fndxy.
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(b) lim ) 0.

x—xo [|x — xof|

3. Es gibt eine in xq stetige Abbildung § : B — L(R™, R*) mit
f(x) = f(xo) + 6(x)(x — x0) .

4. Es gibt eine in xq stetige Abbildung A : B — M, ,(R) mit

f(x) = f(x0) + (x — x0) - A(x)".

BEWEIS:
(1) = (2): Setze ¢(x) := f(x) — f(x0) — L(x — x¢). Nach Voraussetzung folgt:

lim 2% _ ¢
x—xo ||X — Xo|

(2) = (3): Fiir x € B sei 6(x) : R" — R¥ definiert durch

Offensichtlich ist §(x) linear und

0(x)(x —xo) = L(x = Xo) + ¢(x) = f(x) = f(xo) -

h
Sei Fi(h,v) := HI:”Z - p(xo + h). Mit Cauchy-Schwarz folgt, da8 || F'(h,v)| bei

festem v fiir h — 0 gegen Null konvergiert, also d(x)(v) fiir x — xo gegen L(v).
Das bedeutet, dafl § stetig in x; ist.

(3) = (4): Sei A(x) € M,(R) die Matrix mit mit 6(x)(v) = v-A(x)’. Dann ist

(x —%g) - A(x)" = L(x — %) + ¢(x) = f(x) — f(x0),

und A ist stetig in xq.

(4) = (1): Ist A gegeben, so setzen wir L(v) := v - A(xg)*. Dann ist
f(x) = f(x0) = L(x — %0) = (x = %0) - (A(x)" — A(x0)").
Also strebt

f(x) = f(x0) = L(x — %) _ X~ %0 C(Ax) — Axo)")

1% = o 1% = o

gegen Null, fiir x — xq. .
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Definition. Sei B C R" offen und f : B — R eine Abbildung.

f heiit in xg € B (total) differenzierbar, falls eine der dquivalenten Bedingungen
des Satzes erfiillt ist.

Die lineare Abbildung D f(xo) := L = §(x¢) : R® — R* nennt man die Ableitung
von f in xq, die Matrix J¢(x¢) := A(xg) € My, (R) die Funktionalmatriz oder
Jacobi-Matriz von f in Xg

1.2 Satz. Ist f in xo differenzierbar, so ist die Ableitung in xXo eindeutig be-
stimmt, und J¢(xo) ist die Matriz, die zu D f(xo) gehort.

BEWEIS:  Gibt es zwei Darstellungen
f(x) = f(x0) + d1(x)(x — x0) = f(x0) + d2(x)(x — X0)
mit in x, stetigen Abbildungen 41, : B — L(R", R¥), so folgt:
(01 — 92)(x0 + tv)(v) = 0 fiir £ # 0 und jedes v.

Wegen der Stetigkeit von d; und dy in x¢ erhélt man dann §;(x¢) = d2(xp). Die
zweite Behauptung ist trivial. "

1.3 Satz. Ist f in xq differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

BeEwels: Mit Eigenschaft (3) folgt die Behauptung sofort. ]

1.4 Satz. Ist f: B — R in xq¢ differenzierbar, so ist f dort in Richtung jedes
Vektors v differenzierbar, und es ist

D f(x0)(v) = Dv.f(xo).
Ist f = (fi,..., fx) : B— RF in xq differenzierbar, so ist

Df(x0) = (Dfi(x0), -, Dfi(x0))-

Bewels:  Im ersten Fall sei L := Df(xo) € Homg(R",R). Wir benutzen die
Darstellung f(x) = f(xo) + L(x — x0) + ¢(x). Fiir ¢ # 0 ist dann

o(xg + tv)

l(f(xo +tv) — f(x0)) = L(v) + |tv]]

t v

Die rechte Seite konvergiert fiir t — 0 gegen L(v).
Ist f=(f1,...,fr) in Xo differenzierbar, so gibt es Abbildungen
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d,...,0k : B— L(R" R),
die in x stetig sind, so dafl gilt:

(100, (%)) = (%), fi(x0)) + (8100 = X), ., 81 (%) (x — X0)).

Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung. "

1.5 Folgerung. Ist f = (fi,..., fr) : B — R* in xq differenzierbar, so ist
on o,

. (x0) --- B (X0)
Jp(x0) = : :

O fr 0 fr

8_371(X0) e o, (%0)

BEWEIS: Die Matrix der linearen Abbildung D f(xg) besitzt die Spalten

Jp(x0) - €, = Df(x0)(e,)" = De, f(x0)" = ((f1)a, (X0) - - (fi), (x0)) "

Wie man sieht, ist

V f1(x0)
J(x0) = :
V fi(x0)

1.6 Satz. Sei B C R" offen und f : B — R* in der Nihe von xo € B partiell
differenzierbar. Sind alle partiellen Ableitungen von f in Xq stetig, so ist f in Xg
(total) differenzierbar.

BeweEls:  Wir wahlen € > 0 so, daB f auf U.(xq) C B partiell differenzierbar ist.
Zu jedem x € U.(xq) konstruieren wir die Punktekette zg,z1,...,z, mit zg = xg
und z; = z; 1+ (z; — $§0)> -€;, wie in Kapitel I, §2. Dann gibt es Punkte ¢; = ¢;(x)

auf der Verbindungsstrecke von z; ; nach z;, so daf} gilt:
)
160 = 160+ 3 5 (@) 1 240,

Wir setzen dann of
A(x) = (== e =—(cn)) .
(X> (8x1(cl)7 78 n<c ))
Offensichtlich ist f(x) = f(xq) + (x — x0) - A(x)*, und wegen der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen konvergiert A(x) fiir x — xo gegen V f(xp). Also ist f in
Xo total differenzierbar. n



58 KAPITEL 2 DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

1.7 Satz. Sind f,g : B — R* in xq differenzierbar und r,s € R, so ist auch
r-f+s-ginXq differenzierbar, und es gilt:

D(r-f+s-g)(x) =r-Df(xo) + - Dg(xo).

BEwEIs: Triviall n
Beispiele.

1. Sei f(x) = c konstant. Wir kénnen § = 0 setzen und erhalten: f ist iiberall
differenzierbar, und D f(x) = 0 fiir alle x.

2. Sei f:R"™ — R¥ linear. Dann ist f(x) — f(x0) = f(x — %), und wir kénnen
d(x) = f setzen. So erhalten wir Df(xq) = f.

3. Sei A € M, ,,(R) eine symmetrische Matrix und f : R” — R definiert durch
fx):=x-A-x". Dannist x- A-y'=y-A-x" und es gilt:

f(x)—f(x0) = x-A-x"—x¢-A-%x{
= xo- A (x—x%x0)" +(x—x%0) - A-x}
+(X—X0)'A'<X—X0>t
= 2-(x—x%9) A-x{+(x—x%x) - A-(x—%p)"
= (x—%0) (2-x0- A+ (x—x%¢)-A)".
Also setzen wir A(x) :=2-%x¢- A+ (x —x%0) - A= (x +x0) - A. Dann ist
f(x) = f(xo0) + (x — x0) - A(x)"
und
lim Alx)=2-%x0-A.

Also ist f in jedem Punkt xq differenzierbar, und Df(x¢)(v) =2-v - A-x(.

In Koordinaten sieht die Situation folgendermaflen aus:

of - (0)
flzy,. ... x,) = izjaij:cixj und 9, (x0) =2~ ; AujZs " -

1.8 Satz (Kettenregel). Sei B C R" offen, f : B — RF in xy € B differen-
zierbar, G C R* offen, f(B) C G und g : G — R™ in f(xo) differenzierbar.

Dann ist auch go f : B — R™ in xq differenzierbar, und

D(go [)(x0) = Dg(f(x0)) o Df(%0) -
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BEWEIS:  Sei yg := f(x0). Wir haben Darstellungen

f(x) = f(xo)+ (x—x0) Ax)"
und  g(y) = g(yo) + (¥ —yo) - A(y),

wobei A in xy und A* in yy stetig ist. Dann folgt:

gof(x)—go f(xo) = (f(x)—f(x0)) A"(f(x))'

Also ist g o f in xq differenzierbar, und

D(go f)(x0)(v) = v-(A"(f(x0)) - Alx0))"

Bemerkung. Ist a: [a,b] — R” ein differenzierbarer Weg, so ist
Da(ty)(v) = v - (o) .
Ist f: B — R eine differenzierbare Funktion, so ist
Df(xo)(¥) = v+ Vf(x0)".
Liegt nun die Spur von « in B, so ist f o« : [a,b] — R differenzierbar, und es gilt:
D(f o a)(to)(v) = Df(a(te))(Dalto)(v)) = v- o (to) - V f(a(t))" .

Daraus folgt: (foa) (tg) = Vf(a(ty)) e /(ty). Ist f sogar stetig differenzierbar, so
ist das genau die spezielle Kettenregel.

Beispiel.

Sei @ : R¥ x RF — R™ eine bilineare Abbildung, also linear in beiden Argu-
menten. Sei (Xg,yo) € R x R¥. Dann ist

P(x,y) — P(x0,¥0) = P(x — X0, ¥) + (X0, ¥ — ¥o)-
Die Abbildung 6(x,y) : R* x R¥ — R™ mit
5(X7 Y)(va) = CI)(V, Y) + (P(X07W)

ist linear, und sie ist sicherlich stetig in (xg,yo). Daher ist ® in (x,¥yo)
differenzierbar, und
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D®(xq,y0)(v,w) = ®(v,yq) + P(x0, W) .

Ist nun B C R” offen und sind f, g : B — R¥ zwei differenzierbare Abbildun-
gen, so ist auch ® o (f, g) : B — R differenzierbar, und es gilt:

D(®@o(f,9))(x0)(v) = D®(f(x0),9(x0)) o D(f,9)(%0)(V)
®(Df(x0)(v), 9(x0)) + (f(x0), Dg(x0)(V))-

Das ist eine Verallgemeinerung der Produktregel. Haben f und g Werte in
R, so ist
D(f - g)(x0) = f(x0) - Dg(x0) + g(x0) - Df(x0)-

Ist £ ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, so kann E (etwa mit Hilfe
einer Basis) mit einer Norm versehen werden. Damit wird £ zu einem metrischen
Raum, und die so gewonnene Topologie auf E ist unabhéngig von der Norm. Ist F
ein weiterer endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist jede lineare Abbildung von
f : E — F stetig. Der Beweis funktioniert genauso wie bei linearen Abbildungen
von R™ nach R*. Da die Kugel B = {z € F : ||z|| < 1} kompakt ist, nimmt f auf
B sein Maximum an.

Definition. Sei f : E — F eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen. Dann nennt man

1fIF:= sup [[f(x)]]

[[x[I<1
die Norm von f.

Tatséchlich erfiillt || f|| alle Eigenschaften einer Norm und macht L(E, F') zu einem
normierten (endlich-dimensionalen) Vektorraum.

Bemerkung. Ist f: E — F linear und x € E, so ist || f(x)]| < |If]l - lIx]|- Im
Falle x = 0 ist das klar, und im Falle x # 0 ist

e i< .

Il

1.9 Satz. Ist f: R" — R die durch f(x) = x-a' gegebene Linearform, so ist
1f1] = Tlall

BEwEIs: Fiir beliebiges x € R" ist
[f(x)| = |aex| <|la] - [Ix]|.

Daraus folgt: || f|| < ||a]|. Aber fiir x := a/||a|| gilt: [|x|| = 1 und f(x) = ||a||*/||al| =
|a||. Daher ist || f|| = ||al- n

Ist A € Mg,(R) eine Matrix und L, die zugehorige lineare Abbildung (mit
La(x) :=x-A"), so setzt man ||A]| :=||Lal|.
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1.10 Satz.
1. Esist |A-B| <|A|-|B-
2. Ist A= (ay), soist ||A| < (32, a2)"?.

1,7 ij
BEweEls: 1) Es ist
ILasG) = [[La(Lpx)I < Al - [[LsG)]] < [|A] - 1B - x|

2) Bezeichnen wir mit z;(A) = (a1, - . ., a;,) die i-te Zeile von A, so ist z;(A)* die
i-te Spalte von A, also z;(A) = e; - A. Dann gilt:

- AP = ||i§n;<x-zi<z4>t>ei||2
- i(x-zim)t)?

iuxuz A

=SS e

i=1 j=1

IN

1.11 Mittelwertsatz. Sei B C R" offen und f : B — R differenzierbar. Wenn
mit den Punkten a,b € B auch deren Verbindungsstrecke zu B gehdrt, so gibt es
einen Punkt ¢ auf dieser Verbindungsstrecke mit

f(b) = f(a) = Df(c)(b—a).

BEWwWEIS:  Sei ¢(t) := f((1 —t)a+tb) fir 0 < ¢t < 1. Dann ist ¢(0) = f(a),

#(1) = f(b) und
¢'(t)=Df((1—-t)a+tb)(b—a).

Nach dem Mittelwertsatz in einer Verdnderlichen gibt es ein £ € (0,1) mit p(1) —
©(0) = ¢'(€). Mit ¢ := (1 — &)a+ &b folgt: f(b) — f(a) = Df(c)(b —a). .

1.12 Folgerung (Schrankensatz). Sei B C R" offen und konvez, f : B — R
differenzierbar und | D f(x)|| < C fir alle x € B. Dann ist

|f(b) — f(a)| < C - ||b—a| fir alle a,b € B.
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BEWEIS: Es interessiert nur der Fall, dal a # b ist. Wegen der Konvexitéit von

B liegt die Verbindungsstrecke von a und b ganz in B. Dann gibt es ein c auf der
Verbindungsstrecke mit f(b) — f(a) = Df(c)(b — a), und es ist

[f(b) = f(a)] = [Df(c)(b—a)| < [[Df(c)[| - [[b—al| < C-b—al.

1.13 Satz. Sei B C R" offen und zusammenhdngend, f : B — R differenzierbar.
Dann gilt:
Df(x)=0 <= [ konstant auf B.

BeEwEIs: Die eine Richtung ( ,<=* ) ist trivial.

Fiir die andere Richtung wéhlen wir einen festen Punkt a € B. Ist x # a ein
beliebiger Punkt von B, so kann man x innerhalb von B durch einen Streckenzug
mit a verbinden. Es gibt also Punkte zy = a,z;,...,z2y = x in B, so daf} die
Verbindungsstrecke von z;_; und z; ganz in B liegt. Auf dieser Verbindungsstrecke
gibt es ein c¢; mit

f(z:) = f(zi1) = Df(ci)(zi —zi-1) = 0.

Dann ist auch f(x) — f(a) = 0. Das bedeutet, dafl f konstant ist. .

Ist E ein normierter R-Vektorraum (mit Norm N) und (f,) eine Folge von Ab-
bildungen von einer offenen Menge B C R"™ nach E, so kann man wie iiblich die
Begriffe (gleichmafige) Konvergenz und Cauchyfolge erklaren.

1. (f,) konvergiert gegen f : B — F, falls gilt:

Ve >0 3dng €N, so daB fiir n > ng gilt: N(f,.(x)—f(x)) < ¢ fiir alle x € B.

2. (fn) ist eine Cauchyfolge, falls gilt:

Ve >03dng €N, sodaB fiir n,m > ng gilt: N(f,(x)—fim (X)) < e fiir x € B.

1.14 Theorem. Sei B C R" offen und (f,) eine Folge von differenzierbaren
Abbildungen f, : B — RF, die punktweise gegen eine Abbildung f : B — R*
konvergiert. Wenn die Folge der Ableitungen (D f,) auf B gleichmdiffig gegen eine
Abbildung g - B — L(R",R¥) konvergiert, dann ist f differenzierbar und Df = g.

BEwEIS:  Wir gehen so dhnlich wie bei dem Beweis des entsprechenden Satzes
in einer Verdnderlichen vor. Sei x; ein fester Punkt von B und U = U,(x¢) eine
Kugelumgebung, deren Abschlufl noch in B liegt. Setzen wir f,,, := fn — fim, SO
gilt fiir x € U :
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[ frm (%) = Frm (x0) || < [lx = %o sup 1D famll- (%)

Nun sei € > 0. Wir wéhlen ein ny € N, so dafl

sup || D fum|| < e und sup||[Df, —g|| < e
U U

fiir n,m > ng ist. Wegen der gleichméfigen Konvergenz von (f,,) gegen g auf B ist
das moglich.

Lassen wir in (%) m gegen Unendlich gehen, so erhalten wir:

[(fn(x) = f(x)) = (fa(x0) = f(x0))I| < [Ix = %o - € fiir n. > n.

Jetzt halten wir ein solches n fest. Da f,, differenzierbar ist, gibt es ein § > 0, so
daf fiir ||x — x| < 0 gilt:

an(X) - fn(XO) - Dfn(XO)(X - XO)H < HX - X()H - E.

Dann folgt:

[f(x) = f(x0) = g(x0)(x = x0)[| < [[(fu(x) = f(x)) = (fu(x0) — f(x0))l
+ [[ fn(x) = fu(x0) — D fu(x0)(x — Xo) ||
+[|D fn(xX0) (x — %0) — g9(x0)(x — X0)||
< 3e-||lx — xo.

Das bedeutet, daf8 f in x differenzierbar und D f(x¢) = g(xo) ist. ]

Bemerkung. Zum Schlufl dieses Paragraphen kommen wir zuriick zu dem Pro-
blem, die Tangentialebene an den Graphen einer differenzierbaren Funktion zu
finden.

Ist B C R" offen und f : B — R in x, differenzierbar, so soll T(x, rx))(Gy)
diejenige affine Hyperebene im R™*! sein, die den Graphen Gy iiber x, beriihrt.
Nach unseren Uberlegungen zu Anfang des Paragraphen ist das der Graph der
affin-linearen Abbildung 7 : R" — R, die gegeben ist durch

T(x) := f(x0) + Df(x0)(x — Xq).
Dann ist
Tixotxop(Gr) = {(x,T§(x)) : x € R"}

{(x0 +h, f(x0) + Df(x0)(h)) : h e R"}
= {(x,2) €eR"™ : 2z — f(x¢) = Df(x0)(x — x0)}.
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§2 Hohere Ableitungen und Taylorformel

Definition. FE,, Es,..., E, und F seien reelle Vektorrdume. Eine Abbildung
oy x ... xE,— F
heilt (g-fach) multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist, d.h. wenn gilt:
Lo@(vr, .0 0, 0,0g) = @01, 004y o 0g) F (01,0 0 Ug).
2. p(vr,...,c v, 0y) =1, 0, .., ) fiir c € R

Den Vektorraum aller ¢-fach multilinearen Abbildungen von E; x ... x E, nach F’
bezeichnen wir mit L, (Ey,...,E; F). Ist By = ... = E, =: E, so schreiben wir
auch kurz L,(E; F). Ist F' =R, so sprechen wir von Multilinearformen.

Wir betrachten hier nur endlich-dimensionale (normierte) Vektorriume.
Beispiele.
1. Die ,Evaluationsabbildung® ev : L(E, F) x E — F mit ev(L,v) := L(v) ist

bilinear.

2. Die Elemente von Ls(E;R) nennt man auch Bilinearformen auf E. Ist auf
E sogar ein Skalarprodukt < ...,... > gegeben, so definiert jede lineare
Abbildung A : E — E eine Bilinearform ¢ auf E durch

p(r,y) =< Az),y > .

Auf dem R” kann jede Bilinearform mit Hilfe einer Matrix beschrieben wer-
den:
o(v,w)=v-B-w'".

Die Eintrige b;; in der Matrix B sind dann gegeben durch b;; = e; - B - e}.

Nun kommt eine begrifflich etwas schwierige, aber wichtige Betrachtung: Ist
v € R" fest, so wird durch w — v - B - w! eine Linearform \, auf dem R"
definiert. Die Zuordnung A : v +— A, ist eine lineare Abbildung

A:R" — L(R™,R),
also ein Element aus L(R", L(R", R)).

Ist umgekehrt ein A € L(R", L(R™,R)) gegeben, so erhélt man eine Bilinear-
form ¢, : R” x R” — R, indem man definiert:

oa(v,w) = A(v)(w).

Auch wenn E und F beliebige Vektorrdume sind, wird durch diese Formel
ein Isomorphismus L(E, L(E, F')) — Lo(E; F) definiert.
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3. Was mit bilinearen Abbildungen funktioniert, das geht z.B. auch mit allge-
meinen Multilinearformen. Ist E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so
gibt es fiir alle ¢ € N einen Isomorphismus

L(E,L(E,...,L(E,R)...)) — L(E;R),
mit A — @y und o (vy, ..., v,) == Avg)(v2) - .. (V).

Bemerkung. Jede multilineare Abbildung (zwischen endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen) ist stetig.

BEwWEIS:  Wir betrachten nur den Fall einer bilinearen Abbildung ¢ : Fy X Ey —
F. Zunichst wihlen wir Basen {a4,...,a,} von E; und {by,...,b,} von Ey. Dann
gilt fiir v =3, via; und w =3 w;b;

(v, w)| = 1) vawsplai b) | < C-ll(r, o) |- | (wn, - w1 Yl by)ll,
4,3 4,3
mit einer geeigneten Konstanten C' > (0. Daraus folgt die Stetigkeit im Nullpunkt.

Wegen (v, w) — ¢(vg, wy) = @(v — vy, w) + p(vo, w — wy) ergibt sich daraus die
Stetigkeit in allen anderen Punkten. .

Definition. E und F seien endlich-dimensionale Vektorrdume, und B C E sei
eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : B — F heif}t in einem Punkt zq € B
differenzierbar, wenn es eine Abbildung ¢ : B — L(FE, F) gibt, so daf} gilt:

1. f(x) = f(zo) + d(z)(x — x0) fir z € B.

2. 0 ist stetig in xy.
Die lineare Abbildung D f(x¢) := 0(zo) € L(E, F') heiBt dann die Ableitung von f
in xq.

Wie im R" folgt aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit, es gilt die Linearitét,
die Produktregel und die Kettenregel. Eine Funktionalmatrix kénnen wir allerdings
nur in Abhéingigkeit von Basen definieren.

Sei nun B C E offen, f : B — F eine Abbildung und {z1,..., z,} eine Basis von
F, so daBl man f in der Form

schreiben kann, mit skalaren Funktionen f, : B — R. Die Abbildung f ist genau
dann in xg differenzierbar, wenn alle f, in xq differenzierbar sind, und es gilt:

Df(zo) = Y _Dfy(x0) - 2.
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Wir versuchen jetzt herauszufinden, was unter der zweiten Ableitung einer Funktion
zu verstehen ist.

Sei B C R" offen und f : B — R iiberall differenzierbar. Dann ist Df : B —
L(R",R) definiert. Wir kénnen Df in der Form Df = ) g¢,e” schreiben, mit
gewissen Funktionen g, : B — R. Nun gilt:

D; f(x) = Df(x)(e;) = (Y gu(x)e” Zgu = 9;(%).

Daher konnen wir schreiben:
Df=> (D;f)-&. ?
j=1

Nun nehmen wir an, dal Df in zy € B ein weiteres Mal differenzierbar ist. Dann
ist
D(Df)(xq) ZD (D, f)(x0) - € € L(R", L(R™, R)).
7j=1

Daraus folgt
D(Df)(x0)(v) = ZD(Djf)(Xo)(V) e,
mit

D(D; f)(xo)(v ZD (D;f)(x0) -€")(v) = ZDi(DjfxxO) -

So erhalten wir schlie3lich

n n

D?f(x0)(v,w) := D(Df)(x0)( Di(D; f)(x0)viw; .

7j=1 =1

Die Bilinearform D? f(xg) : R® x R — R nennt man die zweite Ableitung von f in
Xo. Voraussetzung fiir ihre Existenz ist die Differenzierbarkeit von f in der Néhe
von X und die Differenzierbarkeit von D f im Punkt x.

Existiert D?f in einer ganzen Umgebung U von xq und ist D?f : U — Ly(R"; R)
wiederum in xq differenzierbar, so nennt man D3 f(xg) € L3(R™;R) mit

D’ f(xo)(w, v, w) := D(D*f)(x0) (u)(v, W)

die dritte Ableitung von f in x4, und so geht es weiter. Wir werden hier aber ab
der Ordnung 3 nur noch mit partiellen Ableitungen arbeiten.

2Im Grunde ist das nur eine andere Schreibweise fiir die Gleichung df = Z Ja; dxj.
j=1
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Definition. Sei f in xy € R" zweimal differenzierbar. Dann heifit die Matrix

o*f .
H¢(xp) := (8:50x~<x0) ‘ z,jzl,...,n)
0L

die Hesse—Matrixz von f in Xg.

2.1 Satz. Ist f in x9 € R zweimal differenzierbar, so ist die Hesse-Matriz
Hy(xg) symmetrisch.

BEWEIS: Sind die zweiten partiellen Ableitungen von f in x( sogar stetig, so folgt
die Symmetrie der Hesse-Matrix aus dem Satz von Schwarz. Wird die Stetigkeit der
2. Ableitungen nicht vorausgesetzt, so ist ein etwas subtilerer Beweis notwendig,
auf den wir hier jedoch verzichten wollen. u

Bemerkung. Im Falle n =2 ist

| fe(zy) fay(zy)
Hylw,y) = < fye(T,y)  fyy(z,y) ) '

Die zweite Ableitung 148t sich nun auch folgendermaflen beschreiben:

D*f(x0)(v,w) =v- Hs(xg) - w'.

2.2 Folgerung. Die zweite Ableitung ist eine symmetrische Bilinearform:

D?f(x0)(v,w) = D*f(x0) (W, V).

Als néchstes wollen wir eine Taylorformel fiir Funktionen von mehreren Verédnder-
lichen herleiten. Wie versprochen, wollen wir dabei aber nur mit partiellen Ablei-
tungen arbeiten.

Sei f in der Nahe von xy, € R" geniigend oft differenzierbar. Wir betrachten den
Weg a(t) := x¢ + th, mit h := x — x¢, und untersuchen die Funktion

g(t) := foa(t) = f(xo + th).
Auf jeden Fall ist
g (t) = Df(xo+th)(h) = h e Vf(xq + th).

Wir wollen die héheren Ableitungen von g berechnen.
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Sei P der Differentialoperator

0 0
P=h =hi—+---+h,—.
*V 18x1+ * " 0x,,

Dann ist (Pf) o« = (f o«)’, und per Induktion folgt:
(P*f)oa=(foa)®.
Der Induktionsschritt sieht dabei folgendermafien aus:
(P f)oa = P(Pf)oa = (P*f)oa)
(foa)®) = (foa)*.

Um ¢®)(t) = (h e V)*f(x¢ + th) zu berechnen, brauchen wir einen Satz iiber
Polynome.

2.3 Satz.

k k| a1 an
(ajl_f__’_xn) — —xl ...:L'n .
arj+-Fan=~k ) '

Bewels:  (Induktion nach n)

Der Induktionsanfang ist trivial. Zum Induktionsschluf:

(1 ++2)" = (@14 +2,) +Tp1)*

k!
_ ° m ,On+1
- E : | ‘(x1++xn) l’n+1
miQpi1!
m+an+1=k
k! m!
= E : | | E : | |x?1 e l‘gn ' xz:—ﬁl
mix i a1l Q!
m+tan+1=Fk L G etam=m L "
k!
= g ﬁm?l R
ar+-+an=k 1 n

Da die h; Konstanten und die partiellen Ableitungen vertauschbar sind, kann man
(h e V)¥ genauso wie den Ausdruck (z; + - - - + ,)¥ berechnen. Es folgt:

g9t = (he V) flxo+ th) = k1 3 éDaf(xo 4 th)-he

la|=k
Dabei ist ol := aq!--- !, |a| ;= a9+ -+ ay, und D*f := D' D5? - - - Do f | sowie
h® := h{* - -+ h2" fiir einen Vektor h = (hy,..., hy).
Ist f k-mal differenzierbar, so nennt man

Tl (30) i= 3 1D f o) (x — x0)°

o<k
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das k-te Taylorpolynom von f in xq.

2.4 Satz (Taylorentwicklung). Sei B C R" eine offene Menge, die sternformig
beziiglich xo € B ist, und f : B — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gibt es eine Darstellung f = Ty f + Ry, wobei gilt:

T

=0.

2. Ist f sogar (k+1)-mal differenzierbar, so gibt es zu jedem x € B ein & € [0, 1],
so daf$ gilt:

Rx) = 3 épa(xo T £(x — x0))(x — %0)°.

|a|=k+1

BEWEIS:  Wir betrachten zunéchst den Fall, dal f sogar (k + 1)-mal differenzier-
bar ist. Sei a(t) := x¢ + t(x — Xg). Dann ist auch g(t) := f o «(t) (k+ 1)-mal diffe-
renzierbar. Die Taylorformel in einer Verénderlichen liefert zu jedem ¢ ein £ = £(t)
zwischen 0 und ¢, so daf} gilt:

(t) = zk: g(i)(O)ti + (k“)(g)tkﬂ
g ] &+ 117 '

Setzen wir t = 1, so erhalten wir
1 o (6% 1 (6% «
) => D F (ko) (x = x0)% + > D F (k0 + €(x = x0)) (x — X0).
|| <k |a|=k+1
Ist f nur k-mal stetig differenzierbar, so setzen wir h := x — xq und erhalten
1
fx) = Tiaf(xxo) + Y —D"f(xo+Eh)h®
|a|=k
1 (6% (6% (6%
= Tif(xixo)+ Y a(D f(x0 + €h) — D f(x0))h®.

|a|=k

1
Setzen wir ¢, (h) : (D* f(x0 + €h) — D f(x0)), so erhalten wir

.:a

f(x) =T f(x;%0) + Z ¢o(h)h®,

laf=k

Fiir |of = k ist

he hylet - |k, |2
el Pl

[hl® [[hfer-- - |hfjer
Daraus folgt:
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1> ea(m)h®(/[[B][* < Y |pa(h)| — 0 fiir h — 0,

|o|=k |o|=k
wegen der Stetigkeit von D“f in xq. .

Wie in der Theorie von einer Verénderlichen sei C¥(B) die Menge aller k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen auf B. Dabei ist auch k = oo zugelassen.

Definition. Sei M C R” eine Teilmenge, f : M — R stetig, a € M ein Punkt.

f hat in a auf M ein relatives (oder lokales) Mazimum (bzw. ein relatives (oder
lokales) Minimum), wenn es eine offene Umgebung U(a) C R™ gibt, so dafl

fx) < f(a)  (bzw.  f(x) > f(a))
fur alle x € U N M ist. In beiden Féllen spricht man von einem relativen (oder

lokalen) Extremum.

Gilt die Ungleichung sogar fiir alle x € M, so spricht man von einem absoluten
(oder globalen) Maximum oder Minimum.

2.5 Satz. Sei B C R" offen und f: B — R in a € B differenzierbar.

Besitzt f in a ein relatives Extremum, so ist V f(a) = 0.

BeEwegrs: Fir i = 1,...,n besitzt auch ¢;(t) := f(a+ te;) in t = 0 ein lokales
Extremum. Nach dem notwendigen Kriterium aus der Differentialrechnung einer
Verénderlichen mufl dann (g;)'(0) = 0 sein. Es ist aber

(000 = 5

(a), firi=1,...,n.

Daraus folgt die Behauptung. u

Definition. Ist f in a differenzierbar und V f(a) = 0, so heifit a ein stationdrer
(oder kritischer) Punkt von f.

Ein stationdrer Punkt a von f heifit Sattelpunkt von f, falls es in jeder Umgebung
U(a) Punkte b und c gibt, so dal f(b) < f(a) < f(c) ist.

Wir formulieren die Taylorsche Formel in einem speziellen Fall:

2.6 Satz (Taylorformel 2.0rdnung). Seia € R", B = B,(a) eine offene
Kugel um a, f : B — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gibt es eine auf B,(0)
definierte Funktion R, so daf$ gilt:

flath) = f(a) + Vf(a) h' + sh- Hyla) b+ R(h)

und
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lim [2(h)

—==0.
h—0 [|h[”

BeEweIs: Fir |a| = 2 gibt es die Moglichkeiten

(ovg,...,00) = (2,0,0,...,0),
(o1,...,a0) = (1,1,0,...,0),

(q,...,000) = (1,0,...,0,1),
(a1, ...,a,) = (0,2,0,...,0),

Daher ist
1 1 ¢ 1
> —Df(a)-h® =5 Y few @B 4D fo ()il = 3 > few; (@)hih,
la]=2 i=1 i<j i,
|
Ist nun f in a stationér, also
1
fla+h) - f(a) = Sh-Hy(a) - h' + R(h),

so héngt das Verhalten von f in der Nédhe von a im Wesentlichen von der Hesse-
Matrix ab, denn R(h) verschwindet ja in a von hoherer Ordnung. Das fiihrt uns
zu einem ahnlichen hinreichenden Kriterium fiir Extremwerte, wie wir es aus der
eindimensionalen Theorie kennen. Allerdings ist die Lage hier doch etwas kompli-
zierter.

Ist A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man die Funktion
g(h):=h-A ht

eine quadratische Form. Es ist q(th) = t?-q(h) fiir £ € R und h € R". Insbesondere

ist natiirlich ¢(0) = 0.

Definition. Eine quadratische Form ¢(h) heif3t

q(h)
positiv semidefinit : <= ¢(h) > 0 fiir alle h,
positiv definit : <= ¢(h) > 0 fir alle h # 0,
negativ semidefinit q(h) <0 fiir alle h,
g(h) < 0 fiir alle h # 0,

<~
negativ definit : <=
g Elhl, h2 mit Q(hl) <0< Q(hQ)

indefinit

In der Linearen Algebra wird gezeigt:
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Ist A € M, ,(R) eine symmetrische Matriz, so gibt es eine orthogonale Ma-
triz S € GL(n,R), so daf§ S~ - A- S eine Diagonalmatriz ist. Die Eintrige
in der Diagonalmatriz sind die Eigenwerte von A. (Satz von der Hauptach-
sentransformation).

DaB8 S orthogonal ist, bedeutet, dafl S!S = E,, also S™! = S ist. Setzen wir
v:=h-5, soist
ga(h) :==h-A-h" = (v-S")-A-(v-S"*
v-(STt-A-9)-v!
AN oo 0
0 - A,

= Z >\7, (Ui)27
i=1
wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von A sind. Also folgt:

qa positiv definit <= h-A-h®>0firalleh#0

= ) Ni(vy)? > 0 fiir alle v # 0
=1
< A,..., A, >0.

Genauso ist g4 negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind. Und g4
ist positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit), wenn alle Eigenwerte von A > 0
(bzw. < 0) sind. Gibt es wenigstens einen negativen und einen positiven Eigenwert,
so ist g4 indefinit.

Im Falle n = 2 gibt es noch ein einfacheres Kriterium:

2.7 Satz.

Sei A = ( g Z ) € M5 5(R) eine symmetrische Matriz. Dann ist
qA(hl, hg) = ah% + 2bh1h2 + dh%,

und es gilt:

1. Ist det(A) < 0, so ist ga indefinit.
2. Ist det(A) > 0 und a > 0, so ist g4 positiv definit.

3. Ist det(A) > 0 und a < 0, so ist ga negativ definit.

BEWEIS:  Sei A := det(A) = ad — b?. Zur Berechnung der Eigenwerte brauchen
wir noch das charakteristische Polynom:
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a—2x b

pA(:E):det( b d_z):(a—:c)(d—:c)—b2:xQ—(a—i-d)x—i—A.

Die Eigenwerte A;, Ay von A sind die beiden Nullstellen dieses quadratischen Poly-
noms. Nach dem Satz von Vieta ist

/\1+>\2:a+d und )\1')\2:A.

Ist A < 0, so haben die beiden Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen, und ¢4 ist
indefinit. Ist A > 0, so sind A; und Ay beide # 0, und sie haben das gleiche
Vorzeichen. Auflerdem ist ad = A + > > 0. Ist nun a > 0, so ist auch d > 0 und
damit A\; + X\ > 0. In diesem Fall ist g4 positiv definit. Genauso folgt aus a < 0,
daBl g4 negativ definit ist. .

Nun ergibt sich:

2.8 Satz (Hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte).

Sei B C R"™ offen, f € C*(B). Weiter sei a € B ein stationdrer Punkt von f, also
Vf(a)=0.

1. Ist Hy(a) positiv definit, so besitzt f in a ein relatives Minimum.
2. Ist Hy(a) negativ definit, so besitzt f in a ein relatives Mazimum.
3. Ist Hy(a) indefinit, so liegt in a ein Sattelpunkt vor.

BEWEIS:
1) Sei g(h) :=h- Hy(a)-h'. Da f in a stationir ist, ergibt die Taylorformel:

flath) — f(a) = sq) + Rh).

Die Funktion ¢ ist stetig und nach Voraussetzung > 0 auBerhalb des Nullpunk-
tes. Insbesondere nimmt sie auf der abgeschlossenen und beschrinkten und daher
kompakten Menge

Srhi=IxeR": |x|| =1}

ein Minimum m > 0 an. Daher gilt fiir beliebiges h € R™:

4(h) = || q<H—EH> > m - |

Ist jetzt ein € mit 0 < € < % vorgegeben und dazu ein r = r(e) so gewihlt, daf
|R(h)| < e - ||h|? fiir h € B,.(0)

ist, so folgt fiir alle h € B,.(0) :
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fla+h)~ f(a) = Ja(h)+ R(h)
> (%

—e) - [hf* > 0

Also ist f(a+h) > f(a) fiir kleines h, und es liegt ein relatives Minimum in a vor.

2) Der Fall des Maximums kann durch Ubergang von f zu — f auf (1) zuriickgefiihrt
werden.

3) Ist ¢ indefinit, so gibt es in jeder Umgebung von 0 Vektoren h; und hs mit
q(h;) < 0 < g(hy). Die Funktionen

fit) = f(a+thy)
und  fo(t) = f(a+thy)

sind dann nahe ¢t = 0 definiert und zweimal differenzierbar, und es gilt:

(f1)'(0) = (f2)(0) =0, (f1)"(0) = ¢(h1) <O und  (f2)"(0) = g(hy) > 0.

Also besitzt f; in t = 0 ein isoliertes Maximum und f5 in ¢ = 0 ein isoliertes
Minimum. Das bedeutet, dafi f beliebig nahe bei a sowohl Werte < f(a) als auch
Werte > f(a) annimmt. Damit liegt ein Sattelpunkt vor. .

Bemerkung. Ist Hy(a) nur semidefinit, so kann man keine genaue Aussage
machen!

Beispiele.

1. Sei f(x,y) := 2% + y*. Dann ist Vf(x,y) = (2,2y), also (0,0) der einzige
stationdre Punkt von f. Da f(0,0) = 0 und allgemein f(z,y) > 0 ist, liegt
ein absolutes Minimum vor. Tatséchlich ist

=5 3

Da det Hy(x,y) = 4 > 0 ist, ist die Matrix positiv definit. Das hinreichende
Kriterium sagt also auch, daf§ f im Nullpunkt ein lokales Minimum besitzt.

2. Sei f(z,y) :==1—2? —y? Dann ist Vf(z,y) = (=2, —2y) und H;(z,y) =

( _02 _02 ) negativ definit. Hier liegt im Nullpunkt ein Maximum vor.

3. Sei f(z,y) = x* — y® Nun ist Vf(z,y) = (22,—2y) und Hs(z,y) =

( (2) _02 ) Da det Hy(z,y) < 0 ist, hat f in O einen Sattelpunkt.

4. Sei f(z,y) == e" +2? + §y°.
Dann ist V f(z,y) = (ye™ + 2z, ze™ + 2y). Fiir die Hesse-Matrix ergibt sich:



2 Hohere Ableitungen und Taylorformel 75

B 2 4 y%e™ (1+ xy)e™
Hf(xuy)_ ( (1+xy)€$y 2/9+x2€xy

Der Nullpunkt ist sicher ein stationérer Punkt. Ist (x,y) irgendein anderer
stationdrer Punkt, so mufl gelten:

2
rye™ = —22° und  aye™ = —§y2,

also x = i%y.

Wire x = %y, so wire 0 = f,(z,y) = §(e™ + %), also y = 0 (und damit auch
x = 0) oder e™ = —%, was nicht mdglich ist. So bleibt nur die Gleichung
z = —3y. Wegen der Bedingung 0 = f,(z,y) = y(e™ — 2) mufl dann e™ = 2

sein, also e ¥*/3 = 2,
Das fithrt auf die Gleichung y® = —31In(3). Setzen wir p := {/—31In(3) (der
Radikand ist positiv, weil In(2) < 0 ist!), so sind die Punkte

1

Xi2 = j:(—gp,p)
weitere Kandidaten fiir stationdre Punkte, und mehr kann es nicht geben.
Nun gilt:
f0) =1
2
und  f(x12) = €7 /34 §p2
2 2
— Z.(1-m(2
21w
DaB Vf(0) = (0,0) ist, ist klar. Ist (z,y) einer der beiden Punkte x; oder
Xa, SO ist xy = —%2 =1In(2), also
2 2 2 2 2 2 2
\Y =(zy+2z,-c+-y)==x(=p— =p,—=p+ =p) = (0,0).
flay) = (Qy+2z, o+ gy) = £ — gp, —gp+ gp) = (0,0)

2 1
Da Hf(0,0) = <1 2/9

Nullpunkt ein Sattelpunkt vor! Und da f(z,y) > &(z* + y?) ist, gilt fiir
I(x,y)|| > 3, daB f(x,y) > 1 ist. Auf der kompakten Menge B3(0) muf f als
stetige Funktion ein globales Minimum < 1 annehmen, und das muf3 sogar in
der offenen Kugel B3(0) liegen, weil f auf dem Rand der Kugel schon Werte
> 1 annimmt. In einem solchen Minimum muf} f aber einen stationiren Punkt
besitzen. Dafiir kommen nur die beiden Punkten x; und x5, in Frage, und weil
f in diesen Punkten den gleichen Wert annimmt, konnen wir schlieflen:

) ist, also det H(0,0) = g — 1 < 0, liegt im

f besitzt in x; und in x5 jeweils ein (globales) Minimum.
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§3 Der Umkehrsatz

Wir werden uns zunéchst mit invertierbaren Matrizen beschéftigen.

3.1 Satz. Die Menge G := GL,(R) aller invertierbaren Matrizen ist offen in
M, »(R), und die Abbildung i : G — G mit i(A) := A~ ist stetig.

BEWEIS:  Versehen wir M, ,(R) = R™ mit der euklidischen Norm, so erhalten

wir die selbe Topologie wie mit der Matrizen-Norm. Die Determinante ist als Po-
lynomfunktion stetig, und G = {A € M, ,(R) : det(A) # 0} ist daher offen.

Aus der Linearen Algebra weifl man: Ist A™! = (y;;), so ist
yi; = (—=1)"7 det S;;(A) - (det A)~1,

wobei Sj;(A) die Streichungsmatriz ist, die aus A entsteht, indem man die j-te
Zeile und die i-te Spalte streicht. Offensichtlich sind die y;; stetige Funktionen. m

3.2 Satz.  Die Abbildung i : A — A~! ist iberall in G = GL,(R) differenzierbar,
und es gilt: Di(Ag)(B) == —Ay* - B- Ayt

BEWEIS:  Setzen wir M := M, ,(R), so kénnen wir 6 : G — L(M, M) definieren
durch
§(A)(B):=—-A"1-B- A",

Dann ist

i(A) —i(Ag) = A7T— At = A1 (Ag— A)- At
= 3(A)(A - Ay).

Da § in Ay stetig ist, ist ¢ in Ay differenzierbar, und Di(Ay)(B) = 6(Ap)(B) =
—Ag't- B Ayt -

3.3 Banachscher Fixpunktsatz. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f: X — X eine stetige Abbildung. Wenn es ein X mit 0 < X\ < 1 g¢ibt, so dafs

d(f(x), f(y)) < A-d(z,y)

fiir alle x,y € X ist, so besitzt [ einen ,Fizpunkt®, d.h. es gibt ein z* € X mit
f(z*) = x*. Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmit.

Bemerkung. Man nennt die Abbildung f kontrahierend. Dafl X < 1 ist, ist
entscheidend.

BEwEIS:  Wir geben mit dem Beweis zugleich ein Konstruktionsverfahren an:

Sei zp € X beliebig gewiihlt. Die Punktfolge (z,,) sei induktiv durch
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Tn1 = f(‘rn>

definiert. Wir wollen zeigen, daf§ (z,) gegen einen Fixpunkt konvergiert. Dazu
schitzen wir ab:

d(l‘n’ xn—&-l) = d(f<xn—1)v f(xn»
Ad(xy_1, )

IA AN

A" d([)’}o, 1’1).

Da 0 < A < 1 ist, strebt der letzte Ausdruck gegen Null. Also kommen sich die
Folgeglieder immer néher, die (z,,) bilden eine Cauchyfolge. Da X vollsténdig ist,
konvergiert (z,) gegen einen Punkt z* € X.

Weiter gilt:

d(f(z), z7) d(f(z), f(zn)) + d(f(xn), 27)
cd(z*

A-d(x*, zy) + d(zpgr, x7),

VARVAN

und dieser Ausdruck wird beliebig klein. Das ist nur moglich, wenn f(z*) = x* ist.

Zur Eindeutigkeit: Seien x und y zwei Fixpunkte. Ist 2 # y, so ist d(z,y) > 0 und
daher

Das kann aber nicht sein. n

Definition. Sei B C R" offen und F' : B — R" stetig differenzierbar. F' heifit in
Xg € B reguldr, falls det Jp(xo) # 0 ist.

Bemerkung. DaB det Jp(xg) # 0 ist, hat zur Folge, dal Jp(x¢) eine invertier-
bare Matrix und DF(xg) : R” — R” ein Isomorphismus ist. Also kann man die
Umkehrabbildung (DF(xq))~! bilden.

3.4 Satz. Ist F' in xq requldr, so gilt:
1. Es gibt eine offene Umgebung U = U(xo) C B, so daf$ F|y injektiv ist.
2. yo = F(xq) ist innerer Punkt von F(B).

3. Es gibt eine Konstante C' > 0, so daf§ ||x; — xa|| < C - ||F(x1) — F(x2)|| fiir
X1,Xo € U ist.

BEWEIS: a) Zunéchst vereinfachen wir die Situation ein wenig.
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Ist a € R™ ein fester Punkt, so ist die Translation T,(x) := x + a ein Hombomor-
phismus des R" auf sich. Da wir F' durch T_p(y,) o ' o T, ersetzen kénnen, diirfen
wir annehmen, dafl xo = 0 und F(0) = O ist.

Die lineare Abbildung L = DF(0) ist nach Voraussetzung ebenfalls ein Homéomor-
phismus. Da wir F durch L™! o F' ersetzen konnen, diirfen wir annehmen, daf8
DF(0) =1id ist.

b) Lokale Injektivitét:
Sei F' = (Fy,..., F,) und
VFl (ul)

F(uay,...,u,) = : € M, »(R).
VE,(uy,)

Dann ist detoF : B x ... x B — R eine stetige Funktion und det(F(u, ..., u)) =
det Jp(u), und man kann eine konvexe Umgebung U = U(0) C B finden, so da8

detﬁ(ul,...,un)%Ofﬁrul,...,uneU

ist. Insbesondere ist dann det Jp(u) # 0 fir u € U.
Sind nun a, b € U, so gibt es nach dem Mittelwertsatz Punkte z, zwischen a und
b, so daf3 gilt:
F,(b)—F,(a)=(b—a) -VFE,(z,)" firv=1,...,n,
also N
F(b)—F(a)=(b—a)-F(z,...,z,)"

Weil die Matrix F(zy, . .., z,) invertierbar ist, folgt: Ist a # b, so muf auch F(a) #
F(b) sein. Das bedeutet, dafl F' auf U injektiv ist.

c¢) Lokale Surjektivitét:
Sei g(x) := x — F(x) und @, (x) := g(x) + y. Offensichtlich ist

O (x)=x <<= (xX—-F)+y=x <= y=F(x).

Wir miissen also fiir y € R" nach Fixpunkten von ®,, suchen. Um den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, daf§ ®, kontrahierend ist.
Wegen &y (a) — @, (b) = g(a) — g(b) reicht es zu zeigen, dal g kontrahierend ist.

Da Dg(0) = 0 ist, gibt es ein r > 0, so daB || Dg(x)| < 3 fir x € K := B,(0) C U
ist. Nach dem Schrankensatz ist dann

1 .
lg(a) = g(b)l| < 5lla —bll, fir a,b € K.
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Weil g(0) = 0 ist, bedeutet das auch, daB [g(x)|| < 3||x|| fir x € K ist. Daraus
folgt: Ist ||y || < /2, soist || Py (x)|| = ||y + g(x)|| < r fiir x € K. Das bedeutet, daf$
®,, fiir jedes y mit ||y| < r/2 die Menge K in sich iiberfithrt. K ist als kompakte
Menge ein vollstdndiger metrischer Raum, und da ®, : K — K kontrahierend ist,
besitzt jedes y mit ||y|| < /2 ein Urbild in K unter F, es ist B,/2(0) C F(B).

d) Ersetzen wir U durch die kleinere Umgebung B,.(0), so bleibt F' dort injektiv,
und fiir x1,x9 € U gilt:

X1 —=xaf = [lg(x1) + F(x1) = (9(x2) + F(x2))]|
< lgba) = gl +11F(x1) = )|
< Sl =l + 1F6a) — Foo)l,

also
[x1 — Xof| <2 [[F(x1) — F(x2)]-

3.5 Satz von der Umkehrabbildung. Sei B C R" offen und ' : B — R"
stetig differenzierbar. Ist xo € B, F(xq) = yo und F in xq reguldr, so gibt es offene
Umgebungen U(xq) C B und V(yo) C R", so dafs gilt:

1. det Jp(x) # 0 fir allex € U.

2. F:U —V ist bijektiv.

3. F~1:V — U ist wieder differenzierbar.

4. FirxeU undy = F(x) ist D(F~')(y) = (DF(x))™".
BeweEls:  Nach Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung Uy = Up(xp), so dafl
Fly, injektiv und yo := F(x) innerer Punkt von F(Up) ist. Sei V = V(yo) C
F(Uy) eine offene Umgebung und U := (F|y,) *(V). Dann ist auch U eine offene
Umgebung von xg, und F' : U — V bijektiv. (Es ist klar, daB8 F' : U — F(U)

bijektiv und F(U) C V ist. Umgekehrt gibt es zu jedem y € V ein x € Uy mit
F(x) =y. Aber dann mufl x schon in U und daher y in F'(U) liegen).

Es gibt eine Konstante C' > 0, so daf fiir x;,x, € U gilt:
%1 = %o < C-[[F(x1) = Fx2)]|
Aber dann ist
IF (y1) = F7 (y2)[ < € llyy = yel| fiir y1,y2 €V,

also F~1:V — U stetig.
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Da F' in x( differenzierbar ist, gibt es eine Darstellung
F(x) = F(x0) + (x — Xo) - A(x)",

mit einer in xg stetigen Abbildung A : B — M, ,(R). Dann ist d(x) := det A(x)

in xq stetig und d(x¢) # 0. Es gibt daher eine offene Umgebung U von xg, so

daB d(x) # 0 fir x € U ist. Das bedeutet, da A(x) dort invertierbar ist. Da

i(A) := A7! stetig ist, ist auch A*(y) := i(A(F~(y))) = A(F~(y))™" stetig in

yo = F(xp). Aus der Gleichung (F(x) — F(x¢)) - (A(x)?)™' = x — x¢ folgt nun:
F~H(y) = F " (yo) + (y = ¥0) - A"(y)".

Das liefert die Differenzierbarkeit von F~! und die Ableitung
DF~(yo) = DF(F~!(yo0)) ™" .

Definition. U,V C R” seien offene Teilmengen. Eine Abbildung F : U — V
heifit Diffeomorphismus, falls gilt:

1. F' ist differenzierbar und bijektiv.

2. F~1:V — U ist differenzierbar.

Der Satz von der Umkehrabbildung besagt: Ist F' in xo regulér, so gibt es Umge-
bungen U = U(xg) und V = V(F(xy)), so daB F|y : U — V ein Diffeomorphismus
ist.

Gibt es zu jedem x solche Umgebungen, so nennt man F' einen lokalen Diffeomor-
phismus.

3.6 Satz. Sei F: U — V ein differenzierbarer Homéomorphismus. Ist ' tiberall
requldr, so ist F' sogar ein Diffeomorphismus.

BeEwris:  Triviall n

Beispiele.

1. Durch (z,y) = F(r,p) = (rcos(p),rsin(p)) fir (r,¢) € Ry x R sind die
ebenen Polarkoordinaten gegeben. Es ist

Tu(r.) = < cos(p)  —rsin(p) ) ’

sin(¢) 7 cos(p)

also det Jp(r, ) = r cos?(p) + rsin®(p) = r. In jedem Punkt (r, p) mit 7 > 0
und ¢ € R ist F' damit lokal umkehrbar.

F:R, x[0,27) — R*\ {(0,0)}

ist sogar global umkehrbar, denn F' ist injektiv:
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Ist F(ri,¢1) = F(r2,¢2), so ist auch ri = ||[F'(ry, 1) = ||F(?”27902)H = T2
Da — wie im ersten Semester gezeigt — die Abbildung ¢ +— €'¥ bijektiv ist
(von [0,27) — S1), muB auch ¢ = ¢, sein.

F71:R*\ {(0,0)} — R, x [0,27) ist gegeben durch
F7 (x,y) = (Va2 + 3, arg(z,y)),

wobei arg(z,y) der Winkel zwischen der positiven z-Achse und der Geraden
durch (0,0) und (x,y) ist. Ist z.B. x,y > 0, so ist arg(x,y) = arctan(y/x).

2. Sei F: R? — R? definiert durch
F(z,y) = (2* — 9*, 22y).
Dann gilt:

2 —2
Jr(x,y) = ( 2:; Qxy ) , also det Jp(z,y) = 4(2® + v°).

Damit ist det Jp(z,y) # 0 fiir (z,y) # (0,0) und F' iiberall auBlerhalb des
Nullpunktes lokal umkehrbar.

F' ist aber nicht global umkehrbar, denn es ist ja F(—x,—y) = F(z,y)
3. Réumliche Polarkoordinaten:
F(r,¢,0) := (rcosgcosf, rsinpcosd, rsinb),

mit r > 0, 0 < ¢ < 27 und —5 < 6 < §. Dabei ist r der Abstand vom
Nullpunkt, ¢ der Winkel gegen die positive z-Achse und € der Winkel gegen
die z-y-Ebene.

Dann ist
cospcosf —rsinpcost  —rcospsing
det Jp(r,p,0) = det | sinpcosf  rcospcosf  —rsinpsind
sin 6 0 rcosf

= sinf - r*(sin® ¢ sin 6 cos @ + cos® psin 6 cos 6)
+ 7 cos B - r(cos® p cos® f + sin? p cos? §)
r?sin 6 cos @ + 12 cos® 4

= r?cosé.

Offensichtlich ist det Jg(r, ¢,0) > 0 im Definitionsbereich von F. Auch hier
kann man zeigen, dal F' bijektiv ist.

Man beachte, dafl die Kugelkoordinaten in der Literatur nicht einheitlich
definiert werden!
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§4 Implizite Funktionen

Wir wollen uns mit nichtlinearen Gleichungen beschéftigen:

wobei f = (f1,..., fm) stetig differenzierbar auf einer offenen Menge B C R™ und
m < n ist. Dann hat man m skalare Gleichungen fiir n = m + k Variable, £ > 0,
also ein ,unterbestimmtes Sytem®. In der Linearen Algebra fithrt das zu einem
mindestens 1-dimensionalen Losungsraum. Wie ein solcher Losungsraum im nicht-
linearen Fall aussehen konnte, ahnen wir noch nicht. Also betrachten wir zunichst
ein einfaches Beispiel:

Sei f:R? — R definiert durch f(z,y) := 2* + y* — 1. Dann ist
{(z,y) €R? : f(z,y) =0} = {x e R? : |x]| =1} =: S

der Einheitskreis.

Ist (a,b) € S', a # +1, so gilt in der Nihe von (a,b):

flz,y) =0 <= yP=1-— 2>

— y=g(x):=xV1—-22

Die Losungsmenge sieht also in der Ndhe von (a, b) wie ein Graph aus. Es gibt eine
Umgebung U =V x W von (a,b), so daf gilt:

{(z,y) e U flz,y) = 0} = {(,9(x)) | z € V}.

Man kann iibrigens sehr leicht die Ableitung von g berechnen. Da f(x,g(z)) =0
ist, folgt mit der Kettenregel:

also
felwg(e) 22w

/
PO = eg@) T 2@ g
Bei dieser Umformung hétten wir natiirlich erst einmal iiberpriifen miissen, ob
fy(x,g(x)) in der Néhe von x = a nicht verschwindet. Tatséchlich ist f,(a,b) =
2b = 0 fiir ein (a,b) € S genau dann, wenn a® = 1 ist, also a = £1. Das ist gerade
die Bedingung fiir die Auflésbarkeit nach y.

Der Kreis S! ist eine so symmetrische Figur, dai nicht einzusehen ist, warum
die Punkte (1,0) und (—1,0) eine Ausnahme bilden sollten. Wie kénnen wir uns
da behelfen? Wenn wir das Koordinatensystem um 90° drehen, dann sieht der
Kreis auch dort lokal wie ein Graph aus, allerdings wie der Graph einer Funktion
x = h(y). Tatsdchlich ist dort h(y) = £/1 — y2.
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Wie kann man erkennen, nach welcher Variablen aufgelost werden kann? Der Kreis
kann iiberall dort als Graph einer Funktion y = g(x) aufgefafit werden, wo er
keine vertikale Tangente besitzt, und er kann iiberall dort als Graph einer Funktion
xr = h(y) aufgefait werden, wo er keine horizontale Tangente besitzt. Nun ist S*
eine Niveaulinie von f, und der Gradient von f steht jeweils auf der Tangenten
senkrecht. Damit haben wir:

S' Graph von y = g(7) Tangente nicht vertikal

V f(z,y) nicht horizontal

of

— 0

o (z,y) #

Tangente nicht horizontal
V f(x,y) nicht vertikal

%(w,y) # 0.

und  S* Graph von x = h(y)

(I

Wir betrachten nun eine offene Menge B C R¥ x R™ und eine stetig differenzierbare
Abbildung f : B — R™, also ein System von m nichtlinearen Gleichungen fiir k+m

Variable. Den Satz der ersten k Variablen 1, ..., x; fassen wir zu einem Vektor x,
den der folgenden m Variablen zy1, ..., Tk, zu einem Vektor y zusammen. Dann
definieren wir:
% e % of . ofi
8_X = : : U.Ild a_ = : :
Ofn . Ofn Y| ok O
81’1 al‘k 8xk+1 8xk+m
Damit ist

sxy) = (e | Sy

4.1 Satz iiber implizite Funktionen.

Ist f(x0,y0) = 0 und die Matriz g—f
Yy

gebungen U(xg), V(yo) mit U x V C B und eine stetig differenzierbare Abbildung
g:U =V, so dafs gilt:

(x0,¥0) € Mpmm(R) regulir, so gibt es Um-

1. g(x0) = Yo-
2. Fir (x,y) e U xV gilt: f(x,y) =0 <— y=g(x).

Also ist f(x,9(x)) = 0.

3. Jy(x) = — (g—i(x,g(x))) : g—i(x,g(x)) auf U.
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BEWEIS:  Sei n := k + m. Der Trick besteht darin, den Raum um (xo, yo) herum
so differenzierbar zu verbiegen, dafl aus der Nullstellenmenge

N:={(z1,...,z) | filwr, .. 2n) = ... = fru(z1,...,2,) =0}
ein Ebenenstiick der Gestalt
E={(x1,... %k, 2ks1,- -1 2n) : 241 =-..= 2, =0}

wird. Zu diesem Zweck definieren wir F' : B — R™ durch

F(x,y) = (x, f(x,y)).

Z
F [ \
injektiv \\ . o / x
Dann ist
JF(XanO) = 8f af ;
&(XO,YO) a_(XOa }’0)
und daher

0
det Jr(xg,y0) = det %(xo,yo) # 0.

Das bedeutet, dal F in (xg,yo) lokal umkehrbar ist. Wir setzen H := F~! (in der
Néhe von F(Xg,yo) ). Offensichtlich ist H(u,v) = (u, h(u,v)), mit einer differen-
zierbaren Abbildung h.
Ist f(x,y) = 0, so ist F(x,y) = (x,0), also (x,y) = H(x,0) = (x,h(x,0)).
Deshalb setzen wir

g(x) == h(x,0).

Offensichtlich ist g stetig differenzierbar. Ist f(x,y) = 0, so ist nach Konstruktion
y = g(x). Und umgekehrt ist

f(X,g(X)) = f(Xa h(X,O)) =0,

denn es ist ja (x, f(x,h(x,0))) = F o H(x,0) = (x,0). Und weil f(xq,yo) = 0 ist,
ist yo = g(x0).
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Aus der Beziehung f(x, g(x)) = 0 folgt schliefilich mit der Kettenregel:

O (x.900) - B+ 2 (x,900)) - ),

O:
Jy

also

560 == (G 960) - F g0,

Man beachte hier die Reihenfolge bei der Matrizenmultiplikation!
Das Ganze gilt in der Nihe von (Xg,yo). Wahlt man die Umgebungen U und V'
klein genug, so ist alles gezeigt. "
Bemerkung. Das Verfahren kann nicht funktionieren, wenn man die Regularitit
0
von 8—f(X0,YO) nicht fordert. Man kann anschaulich sehen, daf3 die Abbildung F
Yy

dann nicht mehr injektiv ist.

\

F
_—

nicht injektiv

/'-\\
\./

=0

Héaufig lassen sich dann aber die Koordinaten so vertauschen, dafl anschliefend
doch die Voraussetzungen erfiillt sind.

Beispiele.

1. Betrachten wir noch einmal den Kreis
S'=A{(z,y) | flz,y) =2 +y* —1=0}.

0
Fiir y # 0 (also  # £1) ist a—f(x, y) = 2y # 0. Also kann man den Satz iiber
Y
implizite Funktionen anwenden und die Gleichung f(x,y) = 0 lokal nach y
auflosen: y = g(x). Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt hier:
Jo(@, g(x z x
Sy — Leaa)

fulwg@)  gl@) Vi—a?

Leider ist die Auflésung nicht immer so schén konkret durchfiihrbar!
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2. Sei f(z,y) := 2*(1 — 2?) — 3. Die Kurve C := {(z,y) | f(z,y) = 0} ist eine
sogenannte ,, Lemniskate®:

Wir berechnen die partiellen Ableitungen:

fo(zy) = 22 —42° = 22(1 — 227),
fylzy) = =2y

Im Nullpunkt ist die Gleichung iiberhaupt nicht auflésbar. Das liegt anschau-
lich daran, dafl der dort auftretende Kreuzungspunkt aus keiner Richtung wie
ein Graph aussieht.

In den Punkten (1, 0) und (—1,0) ist jeweils f,(z,y) = 0, also keine Auflosung
nach y moglich. Allerdings ist dort f,(z,y) # 0, wir kénnen also lokal nach z
auflosen. Das ist hier sogar konkret méglich, die Gleichung #* — 22 + 9% = 0

fiihrt auf )
T = i§\/2 +24/1 — 492,

L#Bt man y gegen Null gehen, so mufl 22 gegen 1 streben. Das schliefit unter
der ersten Wurzel das Minus—Zeichen aus, und man bekommt:

1
r = —|—§\/2—|—2\/1—4y2 bei (1,0)
1
und x = —5\/24—2\/1—4342 bei (—1,0).

In allen anderen Punkten ist f,(x,y) # 0, denn wenn y = 0 und f(z,y) =0
ist, dann kann nur z = 0 oder x = 41 sein. Dann ist

y::l: $2<1—Q?2),

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob man sich gerade in der oberen oder
in der unteren Halbebene befindet.

Rechnen wir noch im Falle der oberen Halbebene die Ableitung von y = g(z)

. ) — felzg(e) 20 —da®  w(1-227)
IO =~ F g ) i)
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Diese Beziehung gilt natiirlich nicht bei z = 0. Fiir 0 < z < 1 ist ¢'(z) =0
genau dann erfiillt, wenn 1 — 222 = 0 ist, also z = 1v/2. Dort ist y = 1.
Offensichtlich liegt ein Maximum vor, und mit dieser Information kann man
schon eine recht gute Skizze der Lemniskate erstellen.

Wir wollen im folgenden Teilmengen des R™ untersuchen, die iiberall die Bedingun-
gen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillen, also lokal wie der Graph einer
differenzierbaren Abbildung aussehen.

Ist B C R" eine offene Teilmenge, so heift eine Menge M C B abgeschlossen in
B, falls B\ M offen ist. Dann braucht M allerdings nicht abgeschlossen im R™ zu
sein.

Definition. Sei B C R" offen, 0 < d < n. Eine in B abgeschlossene Teilmenge
M C B heifit d—codimensionale (Unter—)Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt
xg € M eine offene Umgebung U(x() C B und stetig differenzierbare Funktionen
fiy--o, fa: U — R gibt, so daf} gilt:

LUNM={x€eU: fi(x)=...= fa(x) =0}
2. Vfi(x),...,Vfa(x) sind linear unabhéngig fiir alle x € U.
Die Zahl n — d nennt man die Dimension von M in X.
Bemerkung. Wir kénnen die Bedingung in der Definition auch kurz so beschrei-

ben: Jf:U — RImit UNM = f71(0), so daBB Df(x) : R* — R? fiir jedes
x € U surjektiv ist.

4.2 Satz. Sei M C B eine abgeschlossene Teilmenge. Dann sind die folgenden
drei Aussagen tiber M dquivalent:

1. M ist eine d—codimensionale Untermannigfaltigkeit von B.

2. Lokal sieht M nach geeigneter Numerierung der Koordinaten wie der Graph
einer stetig differenzierbaren Abbildung von R"~¢ nach R? aus.

3. Zu jedem Punkt xg € M gibt es eine offene Umgebung U(xy) C B und eine
i Xqo requldre Abbildung F : U — R"™, so daf gilt:

FUNM)={ye FUU) : Yp—a+1=-.. =y, =0}

Bewels: (1) = (2)

Sei MNU ={f1 =...= fqg = 0}. Nach geeigneter Numerierung der Koordinaten
ist x = (x*,x*) € R"? x R?, und die Funktionalmatrix von f = (f1,..., f4) hat
die Gestalt
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50 = (5200 | ),
of

mit det <8—(X)) # 0. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt, dafi die
X**

Nullstellenmenge von f (also M) lokal der Graph einer Funktion x** = g(x*) ist.

(2) = )

Ist MN(UXV) = {(x*,x™) e UxV : x* = g(x*)}, so definieren wir F' : UxV —
R"™ durch
F(x*,x™) = (x*,x™ — g(x)).

Dann ist

—Jg(X*) Ed
Also ist F' ein lokaler Diffeomorphismus, und
FMN(UxV))={(y",y™) : y™ =0}

3) = (1)
Ist ein Diffeomorphismus F' = (Fy, ..., F,) : U — R"™ gegeben, mit

FU{y : gp-ann=...=ya=0}) =UNM,
so setzen wir f; := F,,_qy; firi=1,...,d. Dannist M = {f; = ... = f; =0}, und
da Jr regulér ist, sind V fi,..., V f; linear unabhéngig. "

Beispiele.

1. Die Kreislinie S! C R? ist eine Untermannigfaltigkeit, die Lemniskate ist
es nicht, denn in der Ndhe des Nullpunktes kann sie auf keinerlei Weise als
Graph geschrieben werden.

2. Sei f:R™ — R definiert durch f(z1,...,2,) =22 +---+ 22 — 1. Dann ist
(xeR": f(x)=0}={xeR": ||x]| =1} = 5"
die (n — 1)-Sphére.

Vf(x) = 2x ist auf S"! {iberall # 0, hat also den Rang 1. Damit S™"~! eine
(n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

3. Sei f : R? — R definiert durch f(z,y) := (x — 1)® — y*. Dann nennt man
N :={(z,y) : f(z,y) = 0} eine Neilsche Parabel.
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Der Gradient Vf(z,y) = (3(x — 1)?,2y) verschwindet in dem Punkt (1,0),
der leider auf N liegt. Also scheint N keine Untermannigfaltigkeit zu sein.
Tatsdchlich hat N in (1,0) eine ,,Spitze“ und ist deshalb wirklich keine Un-
termannigfaltigkeit. Die Frage ist, wie man das exakt beweisen kann.

Generell gibt es dafiir kein Kochrezept, aber in diesem Beispiel ist es einfach.
Fiir jedes € > 0 liegen die beiden Punkte (14 ¢, £v/¢3) auf N. Deshalb kann
N in der Néhe von (0,0) nicht der Graph einer Funktion y = g(z) sein.
Zwar ist N in der Néhe des Ursprungs Graph der Funktion x = 1 + W,
aber die ist bei y = 0 nicht differenzierbar. Sie kann auch nicht durch eine
stetig differenzierbare Funktion mit gleichem Graph ersetzt werden. Durch
a(t) := (1 +t%,¢3) wird N parametrisiert, und die Richtung der Tangente an
N im Punkt a(t) ist durch den Vektor o/(t) = (2t,3t%) = t - (2, 3t) gegeben.
LaBt man t gegen 0 gehen, so erhdlt man den Richtungsvektor (2,0), der
parallel zur x-Achse ist. Jede Funktion x = h(y), deren Graph nahe (0,0)
mit N iibereinstimmt, hétte also bei y = 0 eine senkrechte Tangente und
konnte nicht stetig differenzierbar sein.

Sei B C R" offen, M C B eine (abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit. Weiter
sei xg € M und W(xqy) C B eine offene Umgebung der Gestalt W = U x V C
R"4 x R? so daf unter Verwendung der Koordinaten (u,z) = x gilt:

1. Es gibt eine stetig differenzierbare Abbildung f : W — RY mit W N M =
f7Y40), so daB Df(x) : R® — R? fiir jedes x € W surjektiv ist.

2. Es gibt eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V mit

MW ={(x"x")elUxV :x"=gkx"}

Dann ist der affine Tangentialraum an M als Graph in xo = (ug, g(up)) gegeben
durch

T;jf(M) = {(u,2) eR"*xR? : z — g(uy) = Dg(ug)(u —ug)}
= (u0,9(w)) +{(h,v) : v.=Dg(up)(h)}.

Den Vektorraum Ty, (M) := {(h,v) : v = Dg(up)(h)} nennen wir den Tangenti-
alraum an M in xg.

4.3 Satz. Es ist Tx,(M) = Ker(D f(xo)).
BEWEIS:  Sei T := Ty, (M) und K := Ker(Df(xg)). Weil f(u,g(u)) =0 ist, ist
0 = Df(u, g(u))(h, Dg(u)(h)) fiir alle h € R"™.

Also liegt T'in K. Nun ist dim(K) = n — dim(Im D f(xq)) = n — d, und dim(7T") =
dim(R" %) =n —d. Alsoist T = K. .
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Es gibt allerdings auch eine Beschreibung von Ty, (M), die nicht von den Funktionen
abhéngt, durch die M gegeben ist.

4.4 Satz. Ein Vektor w € R" liegt genau dann in Ty,(M), wenn es einen stetig
differenzierbaren Weg o : (—e,e) — R™ gibt, so daff gilt:

1. Die Spur von « liegt ganz in M.

2. Es ist a(0) = xo und o/(0) = w.

BEWEIS: Sei M NU = f710), xo € M NU und Df(xg) surjektiv.

a) Sei a(0) = xo und /(0) = w. Da foa = 0 ist, ist Df(xq)(c/(0)) = 0, also
w € Ker(Df(xg)) = Tx,(M).

b) Seit M NU = {(u,z) : z = g(u}, und w € Ty, (M). Dann ist w =
(h, Dg(up)(h)). Wir setzen

a(t) := (ug + th, g(ug + th)).

Dann liegt die Spur von « in M, es ist a(0) = (ug, g(ug)) = xo und o/(0) =
(h, Dg(up)(h)) = w. n

Beispiele.

1. Die Sphire S™! = {x : ||x|| = 1} ist die Nullstellenmenge von f(x) :=
|x]|? — 1. Fiir xo € S™ ! ist

T (S" 1) =Ker Df(x9) = {vER" : Vf(xg)ev=0}={v:xpoev=0}

2. Wir betrachten noch eine neue Mannigfaltigkeit:
O(n):={Ae M,,(R) : A-A'=E,}
ist die sogenannte orthogonale Gruppe. Definiert man
f: M, ,(R) — Sym(n) := {B € M, ,(R) : B"= B}

durch f(A) := A-A'— E,, so ist O(n) = f~1(0). Wir miissen noch die Ablei-
tung von f berechnen. Die Abbildung ® : M, ,(R) x M,, ,(R) — M, ,,(R) mit
®(A, B) := A- B ist bilinear. Weil ® differenzierbar mit D®(Ag, By)(X,Y) =
P(X, By) + P(Ap,Y) und A — A" linear ist, folgt:

Df(A))(Z) =®(Z,A) + P(Ao, Z") = Z - Al + Ay - Z°.
Nun miissen wir noch zeigen, dafl D f(Ag) : M, »(R) — Sym(n) surjektiv ist.

Ist eine symmetrische Matrix S gegeben, so setzen wir Z := %S - Ap. Dann
ist tatsachlich
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1
Df(Ao)(Z) = §[S'A0'A5+A0‘A§'St] =5.
Also ist O(n) eine Untermannigfaltigkeit von M,, ,(R).

Der Tangentialraum ist zumindest fiir den Spezialfall Ay = F,, leicht berech-
net. Es ist

Tg,(O(n)) =Ker Df(E,) =Ker(Z — Z+Z")={Z € M,,,(R) : Z' = —Z}.

Das ist der Raum der schiefsymmetrischen Matrizen. Speziell folgt nun:

n2—n

dim(O(n)) = 5

Wir wollen als néchstes einen verniinftigen Differenzierbarkeitsbegriff fiir Funktio-
nen auf Mannigfaltigkeiten entwickeln.

Definition. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer offenen Teil-
menge des R"™ und x¢ ein Punkt von M. Eine (lokale) Parametrisierung von M in X,
ist eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U — R"™ mit folgenden Eigenschaften:

1. U C R¥ ist eine offene Teilmenge, und es gibt ein uy € U mit o(ug) = Xo.
2. Do(ug) : RF — R™ ist injektiv,

3. Es gibt eine offene Umgebung W(xy) C R", so dal ¢ : U — W N M ein
Homo6omorphismus ist.

4.5 Satz.  FEine abgeschlossene Teilmenge M einer offenen Menge B C R™ ist
genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem xo € M eine lokale
Parametrisierung von M in xq gibt.

BEWEIS: 1) Sei zunédchst M eine Untermannigfaltigkeit. Es gibt eine Umgebung
der Gestalt W = U x V C R*¥ x R** von x; und eine stetig differenzierbare
Abbildung g : U — V,sodal W N M = {(u,z) € UxV : z = g(u)} ist.
Wir setzen dann ¢(u) := (u, g(u)). Offensichtlich ist ¢ stetig differenzierbar und
injektiv, und Dp(u) hat Rang k, ist also injektiv.

Die Umkehrabbildung ¢! (u,z) = u ist stetig, also ist ¢ : U — (U x V)N M ein
Homo6omorphismus.

2) Die umgekehrte Richtung ist etwas schwieriger. Sei ¢ : U — R™ stetig diffe-
renzierbar, ¢(uy) = xo und Dp(uy) : RF — R" injektiv. AuBerdem gebe es eine
Umgebung W (xy) C R", so dal ¢ : U — W N M ein Homéomorphismus ist.

: Ipi
O.B.d.A. sei det (8—:(u0)

j
Projektion 7 : R¥ x R"* — R* mit ©(zy,...,2,) = (z1,...,7;). Dann ist

,7=1,..., k;) # 0. Wir benutzen die kanonische
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det Jrop(1g) # 0, und es gibt offene Umgebungen U; = Uj(uy) C R* und
Uy = Us(m o ¢p(ug)), so dal mo ¢ : Uy — Uy ein Diffeomorphismus ist. Offen-
sichtlich ist dann 7|,(y,) injektiv. Sei 1) : Uy — U; die Umkehrabbildung von 7o ¢
und

g(yh s 7yk) = (9016-4-1 O¢<y17 s 7y7€)7 <o Pn O¢(y17 s 7yk))
Dann gilt fiir x = (z1,...,2,) € R":

x € p(U;) <= FJue U mit x = yp(u)
<= due U mit (x1,...,25) =70 p(u)
und (g1, -5 2n) = (rpr(), ..., p,(a))
— u:=9Y(,...,x5) €U
und (Tgi1, ..., 2n) = (rr1(0), ..., pa(0))
<~  (Trg1,.-52n) = g2, ..., Tp).
Also ist ¢(U;) der Graph von g und M damit eine Untermannigfaltigkeit. .

4.6 Satz. Ist ¢ : U — M eine lokale Parametrisierung und p(ug) = Xo, S0 ist
Im Dp(ug) = Ty, (M).
BEWEIS:  Seidim(M) =k, M = f~(0) und D f(xo) surjektiv. Dann ist fop(u) =
0, und daher

0= D(f op)(ug) = Df(x0) 0 Dp(up).

Das bedeutet, dafi Im Dy(ug) C Ker D f(xg) ist. Aus Dimensionsgriinden folgt die
Behauptung. "

4.7 Satz. Sei B C R" offen, M C B eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und xg € M. Sind Wy, Wy zwei offene Umgebungen von Xo und @1 : Uy — Wi N M
und o 1 Uy — Wo N M zwei lokale Parametrisierungen, so ist

0y oy e (Wi NWan M) — o3 (Wy N Wy M)

ein Diffeomorphismus.

BEWEIS: Der Beweis erfordert einen kleinen Trick. Wir kénnen annehmen, dafl
die ersten k Zeilen von J,, (u) linear unabhéngig sind. Dann definieren wir F :
Up x R — R" durch F(u,t) := ¢;(u) + (0,t). Es ist

Jp(u,t) = (Jw (u) ‘ E,?_k > ’

also det Jr(u,t) # 0. Damit ist F' ein lokaler Diffeomorphismus.
F~! 0 ¢y ist demnach stetig differenzierbar. Ist o1 (u) = ¢o(v), so ist
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F710g02(v) = F710¢1(u)
= F'oF(u,0) = (u,0)
= (¢1' 0 pa(v),0).

Daraus folgt, da8 ;' o ¢, stetig differenzierbar ist. Umgekehrt zeigt man genauso,
daB o, ! o stetig differenzierbar ist. u

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine stetige Funktion h : M — R heif3t
differenzierbar, falls h o ¢ fiir jede Parametrisierung ¢ differenzierbar ist.

Diese Definition ist nach dem obigen Satz verniinftig. Ist ndmlich f o ¢ differen-
zierbar und ¢ eine andere Parametrisierung, so ist auch fov = (fop)o (¢t o))
differenzierbar.

Sei B C R" offen, g : B — R™ stetig differenzierbar und rg J,(x) = m fiir alle
x € B. Weiter sei M := {x € B : g(x) = 0}, a € M, U(a) C B eine offene
Umgebung und f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Definition. f hat in a ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum ) unter
den Nebenbedingungen

=...=gn(x)=0,

91(x)
> f(a)) fir alle x € U N M ist.

falls f(x) < f(a) (bzw. f(x)

4.8 Satz (Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren).

Hat f in a ein relatives Extremum unter den Nebenbedingungen

g1(x) = ... = gn(x) =0,
so gibt es Zahlen Ay, ..., Ay, € R, so daf gilt:

V(@) =X Va(a)+ -+ An- Vgn(a).

Die Zahlen \q, ..., \,, nennt man Lagrangesche Multiplikatoren. Man beachte, daf3
es sich hier wieder nur um ein notwendiges Kriterium handelt! Die Punkte, in denen
die angegebene Bedingung erfiillt ist, konnen Extremwerte sein. Ob sie es wirklich
sind, mufl man mit anderen Mitteln feststellen.

BEWEIS: Sei M die Mannigfaltigkeit, die durch die Nebenbedingungen gegeben
ist. Hat f|y in a € M ein lokales Extremum und ist ¢ eine Parametrisierung fiir
M in a, so ist f o ¢ differenzierbar und hat ein Extremum in uy (mit ¢(uy) = a).

Dann ist 0 = D(f o ¢)(ug) = Df(a) o Dp(ug). Also liegt Ta(M) = Im Dp(ug) im
Kern von D f(a). Nun ist

Ta(M) =Ker D(g1, ..., gm)(a) =< Vgi(a),...,Vgn(a) >*
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und Ker Df(a) =< Vf(a) >*. Daraus folgt:*
<Vf(a)>C<Vgl(a),...,Vgn(a) >,

und das bedeutet, dafl es Zahlen A, ..., \,, gibt, so daf3 gilt:

Vi(a)= Z A Vgu(a).

Beispiele.

1. Sei g(z,y,2) :=1— 2% — y* — 2. Dann ist

M= {(z,y,2) : glx,y,2) =0} ={(z,y,2) :2=1—2" —y*}

ein nach unten gedffnetes Paraboloid. Die ,,Héhenfunktion“ h(zx,y,z) = z
hat im R? keinerlei Extremwert. Anders ist die Situation, wenn man h auf M
einschrankt. Es ist

Vy(x,y,2z) = (—2x,—2y,—1) und Vh(z,y,z)=(0,0,1).

Besitzt h einen Extremwert auf M, so mufl es ein A € R mit Az = Ay = 0
und —\ = 1 geben. Dann folgt, dafl + = y = 0 ist, und aus der Gleichung
g(x,y,z) = 0 ergibt sich z = 1. Tatséchlich nimmt h auf M in (z,y,z) =
(0,0,1) sein Maximum an.

2. Sei M = 8" ! = f710), fiir f(x) := ||x||* — 1. Weiter sei A € M, ,(R) eine
symmetrische Matrix. Wir untersuchen h(x) := x - A - x~ ! auf Extremwerte
unter der Nebenbedingung f(x) = 0. Es ist VA(x) = 2x- A und V f(x) = 2x.

Ein Extremwert liegt héchstens dann vor, wenn es ein A € R mit x- A? = \-x
gibt (man beachte A' = A). Da ||x|| = 1 ist, ist x dann ein Eigenvektor zum
Eigenwert .

Weil S7~1 kompakt und h stetig ist, mufl 4 auf S*~! ein Maximum annehmen.
Damit ist gezeigt: Jede symmetrische Matrix besitzt mindestens einen reellen
Eigenwert.

3. Sei h(x) :=x1 - 22z, und
M:={x:z14+ -+xz,=1und z, > 0 fir alle v}.

h nimmt auf der kompakten Menge M sein Maximum an, und dies muf
schon in M liegen (denn h verschwindet auf dem Rand von M). Setzen wir

3Ist U C C™ ein Untervektorraum, so ist U+ = {x € R" : xey = 0 fiir alley € U}. Wir
benutzen das folgende Ergebnis aus der Linearen Algebra: Sind U, V' C R"™ zwei Untervektorriaume
mit U C V, soist V+ c UL.



4 Implizite Funktionen 95

f(x)=az1+ -4z, —1,s0ist Vf(x) = (1,1,...,1) in jedem Punkt x, und
es ist
Va(x) = ([ [z, ][] )-
i#1 i#n
Wenn h auf M in a = (ay,...,a,) sein Maximum annimmt, dann muf es
ein A € R geben, so dafl Hai = )\ ist, fiir alle j. Das ist nur moglich, wenn
a, = ...=a, ist. Da auﬁgéem a; + -+ a, =1 ist, folgt:

1 1
a—(g,...,ﬁ).

Dieses Ergebnis hat eine interessante Konsequenz. Es ist ja

h(x) < h(a) = (1>n fiir alle x € M.

n
Sind nun ¢4, ..., t, beliebige positive reelle Zahlen, so gilt:
t t,
t:= ! ey e M.
ty+---+ 1y, b+ + 1ty
ty -ty 1\"
Dann ist ! < (— , und daher
(t1 4+ tp)" n

V<t et

n

Das ist die bekannte Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithme-
tischen Muttel.



