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2 KAPITEL 1 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

§1 Topologische Strukturen

Definition. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V ist
eine Abbildung H : V x V' — C mit folgenden Eigenschaften:

1. H(vy + v9,w) = H(vy,w) + H(vg, w) fiir vy, vy, w € V|
2. H(c-v,w)=c-H(v,w) fir c€ Cund v,w €V,

3. H(w,v) = H(v,w) fir v,w € V.

Ist H reellwertig und ,vergifit“ man die komplexe Struktur von V', so erhélt man
eine symmetrische Bilinearform.

1.1 Satz. Fiir jede hermitesche Form H auf V' gilt:
1. H(v,w, +wsy) = H(v,wy) + H(v,ws) fiir v,wy,wy € V,
2. Hv,c-w)=¢-H(v,w) firceC undv,w eV,

3. H(v,v) ist fiir jedes v € V eine reelle Zahl. Insbesondere ist H(0,0) = 0.

BEWEIS: Die Aussagen sind trivial, z.B. ist

H(v,c-w)=H(c-w,v)=c-Hw,v)=¢- Hw,v) =¢- H(v,w).

Die letzte Aussage folgt aus der Tatsache, dal eine komplexe Zahl z genau dann
reell ist, wenn Z = z ist. Und es ist H(0,0) = H(0-0,0) =0- H(0,0) = 0. n

Definition. Eine hermitesche Form auf einem komplexen Vektorraum heifit ein
Skalarprodukt, falls H(v,v) > 0 fir jedes v # 0 ist. Der Raum V' wird dann als
unitdrer Raum oder (im unendlich-dimensionalen Fall) als Prdhilbertraum bezeich-
net. Einen reellen Raum mit Skalarprodukt nennt man auch einen euklidischen
Raum.

Beispiele.

1. Das kanonische euklidische Skalarprodukt auf dem R™ kennen wir schon, es
ist gegeben durch

n

H(v,w) :zvow:Zvywy.

v=1
Das kanonische hermitesche Skalarprodukt auf dem C™ wird gegeben durch

n

<U, W> = Zvywy.

v=1



Topologische Strukturen 3

Ist z=(z1,...,2,) und 2, = x, + iy,, so ist

n

=Y an =Y ).
v=1

v=1

Das ist das Quadrat der euklidischen Norm auf R?" = C".

2. Fiir das zweite Beispiel miissen wir zunéchst das Integral iiber komplexe
Funktionen einfiihren.

Ist f = g+ ih eine Regelfunktion iiber [a,b] C R, so setzen wir

/abf(t)dt::/abg(t)dt+i/abh(t)dt.

Dann gilt:

(a)

(b)

()

Das Integral ist C-linear:

b b b
/ (lel(t) +Cgf2(t))dt: C1 / fl(t) dt+02 / fg(t) dt.

Es ist
/abmdt—/abf(t)dt.

Ist F': [a,b] — C eine Stammfunktion von f, so ist

/ F(#)dt = F(b) — F(a).

Die Substitutionsregel iibertragt sich sinngeméfl. Die BEWEISE dafiir
sind trivial.

Es gilt die Abschétzung

b b
I/ f(t)dt|§/|f(t)|dt.

Hierzu ein BEWEIS: Sei 2z := fab f(t)dt. Im Falle z = 0 ist nichts zu zei-
gen, also konnen wir z # 0 annehmen und haben eine eindeutig bestimm-
te Darstellung z = r - ¢ mit r > 0. Dann ist e 7 . 2 = 7 = ]fabf(t) dt|,

also
!/jf(t)dt!:Re (e-“-/abf(t)dt) :/abRe(e-i*-f(t))dt.

Da fiir eine komplexe Zahl w = u—+iv stets Re(w) = u < vu? 4+ v? = |w)|
ist, folgt:

[ wai = [reesapar< [ sona= [
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Mit f und g ist auch f - g eine Regelfunktion. Daher kénnen wir definieren:

b
<f, g> :=/ F)g(t)dt.

Offensichtlich liefert das eine hermitesche Form auf dem Raum der Regel-
funktionen, und es ist <f, f> = f;] f()?dt > 0 fiir alle f. Allerdings liegt
kein Skalarprodukt vor, denn <f, f> kann = 0 sein, auch wenn f nicht die
Nullfunktion ist, z.B. eine Funktion, die an endlich vielen Stellen einen Wert
# 0 annimmt.

Beschrinken wir uns jedoch auf stetige Funktionen, so geht alles gut. Ist
namlich eine stetige Funktion f : [a,b] — R nicht die Nullfunktion, so gibt es
ein ty € [a,b] mit f(to) # 0, und wegen der Stetigkeit gibt es ein ¢ > 0, so daf
f(t) # 0 auf U.(ty) N|a, b] ist. Dann nimmt |f| auf {¢t € [a,b] : |t — to] < e/2}
ein Minimum ¢ > 0 an, und es gibt ein Teilintervall der Liange > £/2, wo
|f| > 0 ist. Daraus folgt:

b
<f. f> :/ FORdE> 6% c/2> 0.
Also haben wir ein Skalarprodukt auf C%([a, ]).
1.2 Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Se:t H :V xV — C ein Ska-
larprodukt. Dann gilt fir v,w € V :
|H(v,w)]* < H(v,v) - Hw,w).

BEWwEIS: Es geht genauso wie beim kanonischen euklidischen Skalarprodukt. Nur
der Vollstandigkeit halber wiederholen wir hier den Beweis.

Sei a := H(v,v), b:= H(v,w) und ¢ := H(w,w). Dann sind a, ¢ reell und > 0. Ist
v =w = 0, so ist auch a = b = ¢ = 0 und nichts mehr zu zeigen. Da die Aussage
symmetrisch in v und w ist, kénnen wir annehmen, dafl w # 0 ist, also ¢ > 0. Ist
A € C beliebig, so gilt:

0 < H(v+ A w,v+ Aw) = a+ \b+ b+ |\|c.
Mit A = —b/c erhalten wir:

bb  bb  bb bb
0<a————+5-c=a——,
c c c c

also bb < a - ¢. Und genau das war zu zeigen. "

Zwei Elemente v,w € V heiflen (beziiglich H) orthogonal, falls H(v,w) = 0 ist.
Sind v, w orthogonal, so ist

Hv+w,v+w)=H(v,v)+ H(w,w) (Satz des Pythagoras).
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Beispiel.
Im Raum der stetigen Funktionen auf [ = [—7, 7] ist
o ™ )t 2T falls n =m
<e,e ">= /_We dt = i(nim)ei(n—m)t =0 fallsn # m.
Fiir n # m sind also die Funktionen ™ und e™* orthogonal zueinander. Die
Funktionen .
fult) = —— €™, neZ,

word

bilden somit ein ,Orthonormalsystem® im Raum C°([—,7]), d.h. es ist
<fun, fm>=0flirn #mund <f,, f,> =1 fiir alle n.

Definition. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Funktion
N : V — R mit folgenden Eigenschaften:

1. N(v) >0 fiir jedes v € V, und N(v) =0 <= v =0,
2. N(c-v)=|c|-N(v) fiir ce Cund v € V,
3. N(v+w) < N(v)+ N(w) fiir v,w € V (Dreiecks-Ungleichung).

Wir kennen schon die euklidische Norm auf dem R". Analog fiihrt jedes Skalarpro-
dukt H zu einer Norm, durch

N(v):=+/H(v,v).

Die ersten beiden Eigenschaften sind trivialerweise erfiillt, die Dreiecksunglei-
chung folgt wie beim kanonischen euklidischen Skalarprodukt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung.

Aber nicht jede Norm kommt von einem Skalarprodukt. Ist M eine beliebige ab-
strakte Menge, so haben wir auf dem Raum B = B(M,R) der beschrinkten reell-
wertigen Funktionen auf M eine Norm erklédrt durch

[[fllar == sup{[f(x)

cx e M}

Fiir komplexwertige Funktionen geht es genauso. Diese Norm kommt normalerwei-
se nicht von einem Skalarprodukt. Ist M = {1,...,n}, so wird jede beschrinkte
reellwertige Funktion auf M durch ihre n Werte festgelegt. Also ist B({1,...,n},R)
nichts anderes als der R™. In diesem Fall ist die Supremums-Norm gegeben durch

.....
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Die Begriffe ,Metrik“ und ,metrischer Raum*“ haben wir schon im 1. Semester
eingefithrt. Auf jedem normierten Vektorraum hat man automatisch eine Metrik.
Ist ndmlich N eine Norm auf V', so setzen wir

dy(v,w) := N(v —w).

Wie bei der euklidischen Norm und bei der Sup-Norm folgen auch allgemein die
Eigenschaften einer Metrik:

1. dy(v,w) > 0 fur alle v, w, und dy(v,w) =0 <= v =w,
2. dy(v,w) = dy(w,v),
3. dy(v,w) < dy(v,u) + dy(u,w).

Mit Hilfe einer Metrik kann man die Konvergenz von Folgen und die Cauchy-
Eigenschaft definieren. Ein metrischer Raum heifit bekanntlich vollsténdig, wenn je-
de Cauchyfolge einen Grenzwert besitzt. Der R™ ist — wie jeder endlich-dimensionale
reelle oder komplexe Vektorraum — vollstédndig. Ein unendlich-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Norm braucht nicht vollstédndig zu sein. Wenn er es dennoch ist,
nennt man ihn einen Banach-Raum. Kommt die Norm sogar von einem Skalarpro-
dukt, so spricht man von einem Hilbertraum.

Fiir I := [a, ] ist der Raum C°(I) mit der Sup-Norm ein Banach-Raum. Mit der
Integral-Norm (und dem zugehorigen Skalarprodukt) ist er aber kein Hilbertraum!
Vielmehr kann man C°(I) zum vollstindigen Hilbertraum £2(I) der sogenannten
,quadratintegrablen Funktionen® erweitern. Diesen werden wir zu einem spéteren
Zeitpunkt kennenlernen.

Es gibt metrische Ridume, die keine Vektorrdume sind (z.B. eine Kugel im R" mit
der induzierten Metrik), aber auch nicht jede Metrik auf einem Vektorraum kommt
von einer Norm.

Sei etwa I = (a,b) ein offenes Intervall und F := C°(I). Wir setzen
Iy :==la+7r/k,b—r/k] (fir ein festes r mit 0 <r < b —a)

und
pe(f) = || flls, fir f € E.

Weiter sei

(=t T dgg) = o7 - )

Behauptung: d ist eine Metrik auf E.
BEweis: 1) Fiir jede reelle Zahl x > 0 ist 0 < 11 < 1. Also ist die Reihe
x

sicherlich immer konvergent und d(f, g) eine nicht-negative reelle Zahl. Speziell ist
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3(0) = 0, und wenn J§(f) = 0 ist, so muB pg(f) = 0 sein, fur alle k. Das geht nur,
wenn f =0 ist. Somit ist d(f,g) =0 < f=g.

2) Die Gleichung d(f, g) = d(g, f) ist trivialerweise erfiillt.

3) Es bleibt die Dreiecks-Ungleichung. Die Funktion h(z) = x/(1 + z) ist auf
R, differenzierbar und A'(z) = 1/(1 + z)? > 0. Also wichst h streng monoton.
AuBerdem ist h(z+y) =z/(1+z+y)+y/(1+x+y) < h(z)+ h(y). Benutzt man
schliefSlich noch die schon bekannte Dreiecksungleichung fiir py, so erhélt man:

h(pe(f +9)) < h(pe(f) +pr(g)) < h(pr(f)) + h(pr(g)) -

Das ergibt die Ungleichung §(f + ¢g) < d(f) + d(g), und damit ist

d(f,g) = 6(f—g) = 6((f = fo) + (fo—9))
< O(f = fo) +0(fo—9)
= d(f, fo) +d(fo,9)

Also ist d eine Metrik. n

Aber ¢ ist keine Norm, und man kann zeigen, dafl d von iiberhaupt keiner Norm
herriihrt.

Wir haben im 1. Semester definiert, was offene und abgeschlossene Mengen in einem
metrischen Raum sind. Dies nehmen wir zum Anlaf§ fiir eine weitere Definition.

Definition. Sei X eine beliebige nicht-leere Menge. Eine topologische Struktur
auf X ist ein System O von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

1. e QO und X € O.
2.U0VeO = UNVeO.

3. Ist (U,),es eine Familie von Elementen aus O, so gehort auch U U, zu O.
el

Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer topologischen Struktur. Man
bezeichnet O dann als das System der offenen Mengen von X.

Beispiele.

1. Jeder metrische Raum (X, d) ist auch ein topologischer Raum. Eine Menge
U C X gehort zum System O der offenen Mengen von X, wenn es zu jedem
x € U ein € > 0 gibt, so dal U.(x) C U ist.

2. Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so tragt Y die ,,Re-
lativtopologie® oder ,,Spurtopologie®. Man nennt eine Menge U C Y offen,
falls es eine offene Menge U C X mit U NY = U gibt. Die Eigenschaften ei-
ner topologischen Struktur lassen sich leicht nachrechnen. Ist z.B. U = UNY



8 KAPITEL 1 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

und V = VQY, mit offenen Mengen I/J\',‘A/ C X, so ist UNV offen in X und
UnNnvV)ny=unVv.

Ist X ein metrischer Raum und Y mit der induzierten Metrik versehen, so
ergibt das genau die Relativtopologie.

3. Es kann auf einer Menge X i.a. viele verschiedene topologische Strukturen
geben. So ist z.B. O = {@, X} immer eine Topologie (auch die ,, Klumpen-
Topologie“ genannt), und die Familie O = P(X) aller Teilmengen von X ist
ebenfalls eine Topologie.

Auch in einem allgemeinen topologischen Raum X existiert der Begriff der Um-
gebung. Eine Teilmenge M C X heifit Umgebung von x € X, falls es eine offene
Teilmenge U € O gibt, so dal x € U C M gilt.

Definition. Ein topologischer Raum X heiflt ein Hausdorff-Raum, falls gilt: Zu
je zwei verschiedenen Elementen x und y aus X gibt es Umgebungen U von z und
Vvonymit UNV = &.

Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum, aber eine Menge X mit der
Klumpen-Topologie und mit mindestens 2 Elementen ist sicherlich kein Hausdorff-
Raum. Es gibt auch noch interessantere topologische Rédume, die nicht metrisch
sind, aber darauf soll hier nicht nédher eingegangen werden.

Ubrigens nennen wir auch in einem beliebigen topologischen Raum eine Teilmenge
abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Kehren wir zuriick zu den normierten Vektorraumen. Zwei Normen N; und N, auf
einem (reellen oder komplexen) Vektorraum heiflen dquivalent, falls es Konstanten
c,c” > 0 gibt, so daf} gilt:

¢ - Ni(v) < No(v) <"+ Ny(v) fiir allev € V.

Beispiel.
Auf dem R™ betrachten wir die beiden Normen N;(x) = [|x|| und Ny(x) =
|x| = max(|x1], ..., |x,]). Dann ist

1

— x| < x| < |Ix]|-
= - x| < x| < [lx]]

Die euklidische Norm und die sup-Norm sind also dquivalent.

1.3 Satz. Zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum V definieren die
gleiche topologische Struktur.
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BEWEIS:  Sei vg € V ein beliebiger Punkt. Es reicht zu zeigen, daf} jede N;-Kugel
um vy eine No-Kugel um vy enthélt, und umgekehrt.

a) Ist r; > 0 gegeben, so setzen wir o := ¢ - 1.
Fiir v € B (vg) (also Na(v — 1) < r3) ist dann Ny (v — vg) < (1/¢) - Na(v — vg) <
ro/c =1y, also auch v € Bﬁfvl)(vo).

b) Ist ro > 0 gegeben, so setzen wir r; := (1/c*) - ro. Ist Ni(v — vy) < ry, so ist
No(v =) < ¢+ Ny(v —wvg) = 1a. n

1.4 Satz. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent, d.h. jede Norm auf dem
R"™ induziert die gleiche topologische Struktur.

BEWEIS: Da es sich wirklich um eine Aquivalenzrelation handelt, reicht es zu
zeigen, dafl eine beliebige Norm N &quivalent zur Supremums-Norm ist.

Jeder Vektor x € R™ hat eine Darstellung x = z1e1 + - - - 4+ x,€,. Dann ist
N(z) 1] - N(e1) + -+ + [2n| - N(en)

-zl

VANRVAN

mit ¢* := N(ey) +---+ N(ep).
Annahme, es gibt kein ¢ > 0, so dafl ¢ |x| < N(z) fur alle x ist. Dann gibt es zu

jedem n € N ein z,, mit |x,| > n - N(z,), also

1 n
N(y,) < —, fir y, := T
Weil |y, | = 1 ist, gibt es eine konvergente Teilfolge. Wir nehmen an, daf§ (y,,) schon
selbst gegen ein yy konvergiert (in der Sup-Norm). Dann konvergiert |y, — yo| gegen
Null. Auflerdem ist

N(yo) = NWo—tn+yn) < Nwo—vn)+ N(yn)

. 1
< oy — oyl + -
n

Da die rechte Seite gegen Null konvergiert, ist N(yy) = 0, also yo = 0. Auf der
anderen Seite ist

L= yal = lvo + (Wn — v0)| < |Yo| + [yn — yol -

Damit haben wir einen Widerspruch. "

Definition. Sei (X, O) ein topologischer Raum und M C X eine beliebige Teil-
menge. Ein Punkt zq € X heifit innerer Punkt von M, falls es eine Umgebung
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U(zg) € X mit U C M gibt. Der Punkt heifit Berihrungspunkt von M, falls jede
Umgebung U(zg) einen Punkt von M enthilt.

Die Menge M der inneren Punkte von M nennt man den offenen Kern von M.

Die Menge M der Beriihrungspunkte von M nennt man die abgeschlossene Hiille
von M.

1.5 Satz. FEs ist ]\O/[ = U V.
VcM
V' offen

BEWwWEIs: Wir bezeichnen die Menge auf der rechten Seite mit M*.

1) Liegt x in M, so ist x innerer Punkt von M und es gibt eine offenen Menge V'
mit z € V. C M. Also gehort x zu M*.

2) Offensichtlich ist M* C M, wegen (1) also M = M*. n
1.6 Folgerung. ]\04 st offen. Ist M selbst schon offen, so ist ]\04 =M.

1.7 Satz.  Fir den offenen Kern gelten die folgenden Aussagen:
1. Mc M,

2. AusNCMfolgt]ifC]\Z,

3. M= M.

Der Beweis ist trivial.

1.8 Satz. Esist M = ﬂ A.

ADM
A abgeschlossen

BEWEIS: Da X \ M die Menge der inneren Punkte von X \ M ist, folgt der Satz
aus der analogen Aussage iiber den offenen Kern durch Komplementbildung. "

1.9 Folgerung. M ist abgeschlossen. Ist M selbst schon abgeschlossen, so ist
=M.

=l

1.10 Satz. Fir die abgeschlossene Hiille gelten die folgenden Aussagen:
1. MCM,
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2. Aus N C M folgt N C M,

=M.

<|l

3.

Auch hier ist der Beweis trivial.

Definition. M := M \ M heift der Rand von M.

Ein Punkt x liegt also genau dann im Rand von M, wenn jede Umgebung von x
sowohl M als auch X \ M trifft. Es ist M UOM = M und M \ OM = M.

Beispiele.
1. Ist M = [a,b) C R, so ist M= (a,b), M = [a,b] und OM = {a, b}.

2. Sei M = [a,b] N Q. Dann ist M= @, M = [a,b] und OM = [a,b].

3. Versieht man Q mit der von R induzierten Relativtopologie, so ist M := {z €
Q : V2 << \/5} natiirlich offen in Q. Aber M ist auch abgeschlossen in

Q, denn das Komplement ist offen. Also ist dann M = M = M und OM = @.
Das gilt, wie gesagt, in der Relativtopologie. In R ist M weder offen, noch

abgeschlossen. Dort ist M = [—v/2,v/2] und M = @, also OM = M.

Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes hatten wir kompakt genannt, wenn jede
Punktfolge in K eine (in K) konvergente Teilfolge besitzt. Aquivalent dazu ist die
Bedingung, daf} jede Punktfolge in K wenigstens einen Haufungspunkt in K besitzt.
Wir werden diese Eigenschaft ab jetzt folgenkompakt nennen. Im R™ bedeutet sie
gerade, dafl K abgeschlossen und beschrénkt ist. In einem beliebigen topologischen
Raum machen beide Begriffe keinen Sinn, weil wir dort weder beschréinkte Mengen
noch die Konvergenz von Folgen verniinftig definieren konnen. Da mufl man sich
etwas anderes einfallen lassen.

Eine offene Uberdeckung eines topologischen Raumes X ist ein System (U,),e; von
offenen Teilmengen von X mit
x=Ju.

el

Ist Iy = {t1,...,tn} C I eine endliche Teilmenge und X = U,, U...UU,,, so nennt
man {U,,,...,U,,} eine endliche Teiliberdeckunyg.

Definition. Ein topologischer Raum X heifit kompakt, falls gilt:
1. X ist ein Hausdorff-Raum.

2. Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
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Diese Definition ist zwar nicht sehr anschaulich, aber recht praktisch.

Eine Teilmenge K eines topologischen Hausdorff-Raumes X heifit kompakt, wenn
sie — mit der Relativtopologie — ein kompakter topologischer Raum ist. Das be-
deutet, daB es zu jeder (in X) offenen Uberdeckung von K eine endliche Teiliiber-
deckung gibt.

Auf metrischen Raumen stimmen der alte und der neue Kompaktheitsbegriff iibe-
rein:

1.11 Satz.  Fin metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn er folgen-
kompakt ist.

BEWEIS:  Sei X kompakt und (z,,) eine Folge in X, so da8 ' = {z,, : n € N} eine
unendliche Menge ist (sonst ist nichts zu zeigen). Wenn F' keinen Haufungspunkt
besitzt, dann gibt es zu jedem x € X eine offene Umgebung U,, so dal U, N F
endlich ist. Die Mengen U, iiberdecken X, daher gibt es endlich viele offene Mengen
Uy,..., Uy, die schon X iiberdecken und fiir die stets U; N F' endlich ist. Das
bedeutet, daB3 F' endlich ist. Widerspruch! X muf} folgenkompakt sein.

Ist umgekehrt X folgenkompakt, so betrachten wir eine offene Uberdeckung (U,)er
von X. Zunéchst mal zeigen wir, daf es ein € > 0 und zu jedem z ein «(z) € [ mit
UE(I) C UL(I) gibt.

Beweis dafiir: Wenn es dieses € nicht gibt, so finden wir zu jedem n € Nein z,, € X,
so daB Uy, (2y) in keinem U, enthalten ist. Ist y, = x,, eine Teilfolge, die gegen
ein yo konvergiert, so mufl dieses ¥y aber in einem U, liegen.

Wir wihlen ein r > 0, so daf§ auch noch U, (yo) C U, ist, und wir wéhlen ein v € N,
so daB 1/n, < r/2 und y, € U,2(yo) ist. Dann gilt fir € Uy, (y0):

1
d(w,y0) < d(@,9,) + d(ys, yo) < =+ 5 <7,

also Ui/n, (Tn,) C Ur(yo) C Uy, Das ist ein Widerspruch.

Damit kénnen wir annehmen, dafl ein € mit der gewiinschten Eigenschaft existiert.
Wir wihlen dann ein z; € X beliebig, ein xy € X \ U(z1), ein 23 € X \ (Us(x1) U
U.(x2)) und so weiter.

Wenn (U,),es keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, dann kénnen auch nicht end-
lich viele U, (z,,) iiberdecken. Also bricht die Folge der x,, nicht ab. Wieder mu$f eine
Teilfolge z, = x,, einen Grenzwert zp in X haben. Fiir groies g muf d(z,, z,41) < €
sein, aber andererseits liegt nach Konstruktion 2,4 nicht in U,(z,). Das ist ein Wi-
derspruch. Somit muf3 es eine endliche Teiliiberdeckung geben, und das heifit, dafl
X kompakt ist. "
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§ 2 Partielle Differenzierbarkeit

Sei D C R" eine offene Teilmenge und f : D — R eine Funktion. Wie kann man
sich eine solche Funktion veranschaulichen? Eine erste Moglichkeit bietet der Graph

Gr={xy) e DxR :y=fx)}.

Jede ,vertikale Gerade® {(x,y) | ¥ € R} durch einen festen Punkt x € D trifft den
Graphen in genau einem Punkt. Will man den Graphen skizzieren, so mufl man ein
(n + 1)-dimensionales Bild erstellen. Im Falle n = 2 erhélt man (bei hinreichend
reguldrem f) eine Fldche iiber dem Definitionsbereich D.

Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die Benutzung der Niveaumengen

[ e)={xe D] f(x)=c}

Hier ist ,nur“ ein n-dimensionales Bild erforderlich. Allerdings gehen bei dieser
Darstellung Informationen verloren. Im Falle n = 2 erhélt man die von der Land-
karte bekannten Hohenlinien.

Beispiel.

Sei D := B(0) C R* und f : D — R definiert durch f(z,xs) := 2% + z3.
Der Graph G, := {(21,79,2) € D X R| 2 = f(x1,22)} ist eine Fliche im R?,
die man sich noch vorstellen kann.

X1

Die Niveaumengen sind hier ebene Kreislinien:
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Sorry, dieses Bild wurde von PDFLATEX nicht akzeptiert!

Definition. Sei B C R" offen, a € B und f : B — R eine Funktion. Fiir v € R"

bezeichnet man .
Duf(a) = liy L V) = /@

als Richtungsableitung von f in a in Richtung v (sofern der Grenzwert existiert).

Was bedeutet das anschaulich?

a(t) := a+tv parametrisiert eine Gerade L C R". Sie geht durch den Punkt a und
hat den Richtungsvektor v. Die Funktion

fu(t) = foalt) = fla+tv)

ist eine gewohnliche Funktion einer Verdnderlichen, und die Richtungsableitung von
f in a mit Richtung v ist nichts anderes als die gewohnliche Ableitung (f1)'(0).

Den Graphen von f, erhélt man, indem man den Graphen von f mit der iiber der
Geraden L gelegenen Ebene {(x,2) € R” x R | x € L} schneidet.
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Beispiel.
Sei f:R* — R definiert durch f(z):=1— x e x. Dann ist

frt) = fla+tv) =1—(a+tv)e(a+tv)
= l—aea— (2aev)t— (vev)t

also

Dy f(a) = (f1)/(0) = —2aev.

2.1 Satz. Sei f in a in Richtung v differenzierbar, v.# 0 und o # 0 eine
Konstante. Dann ist f in a auch in Richtung av differenzierbar, und es gilt:

Du.vf(a) = a- Dy f(a).

BEwEIS: Es ist

PRCICUES ORI AR CICMES0)

t—0 t t—0 ta
NN LR/ES (L
S—> S
= «a-Dyf(a).

Es reicht daher, wenn man sich bei den Richtungsableitungen auf Vektoren der
Lange 1 beschrankt.

Sei ||v|| = 1. Die Menge V aller in a in Richtung v differenzierbaren Funktionen
bildet einen reellen Vektorraum, und die Zuordnung
[ Dyf(a)

ist eine Linearform auf V.

2.2 Satz. Sind f und g Elemente von V, so liegt auch f-g inV, und es gilt die
Produktregel:

Dy(f - g)(a) = f(a) - Dyg(a) + Dy f(a) - g(a).

BeweEls:  Esist (f-¢g)r = (fr) - (92), und mit der Produktregel fiir Funktionen
einer reellen Verénderlichen folgt:

Dy(f-9)(@) = ((f-9)r)(0)
= (fL gL)/(O
= f2(0) - (9)'(0) + (f)'(0) - g.(0)
f(a) - Dyg(a) + Dy f(a) - g(a).



16 KAPITEL 1 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

u
Eine besondere Rolle spielen die Ableitungen in Richtung der Einheitsvektoren
€1,...,en.

Definition. Die Funktion f sei in a in Richtung des i-ten Einheits—Vektors e;
differenzierbar. Dann sagt man, f ist in a nach x; partiell differenzierbar, und die
Zahl

Dif (@) = Do, f(@) = limy 1 (F(a+ te) — (@)

0
heifit die i—te partielle Ableitung von f in a. Statt D, f(a) kann man auch 6f (a)
Ls

oder f,.(a) schreiben.

Wenn alle partiellen Ableitungen von f in a existieren, dann heifit f in a partiell
differenzierbar.

Wie fiihrt man die partielle Differentiation praktisch durch? Sei fina = (aq, ..., a,)
nach x; partiell differenzierbar. Dann definieren wir

fit(ai—¢e,a;+¢) =R

durch
fi(s) = fla+(s—a;)-e) = flar,...,a;-1,8,Qi11,.-.,0)

und erhalten

Dif(a) = lim t
o flat ) = ()
t—0 t
= fila;).
Um also die i-te partielle Ableitung von f in a auszurechnen, mufi man in
f(x1,...,2,) die Variablen x;, j # ¢, durch die entsprechenden Komponenten a;

von a ersetzen. Danach héngt die Funktion nur noch von der einen verbliebenen
Variablen z; ab und kann im gewdhnlichen Sinne nach dieser Variablen an der
Stelle a; differenziert werden.

Beispiel.
Sei f(z,y,z) = 22 - cos(yz).

Um partiell nach z zu differenzieren, mufl man die Variablen y und z festhal-
ten und nur die Funktion z — x? - cos(yz) betrachten. Also ist

of

—(x,y,2) = 2z - cos(yz).

ECZE) (y2)
Um partiell nach y zu differenzieren, mufl man die Variablen x und z festhal-
ten und nur die Funktion y — 2% - cos(yz) betrachten. So erhélt man
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g(az,y,z) = 2% (—sin(y2) - 2) = —x

Oy

22 sin(yz)

und analog
g—i(x,y, 2) = —2’ysin(yz).

Es sieht so aus, als hitte man die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit auf
mehrere Verdnderliche gefunden. Aber leider hat die partielle Differenzierbarkeit
nicht alle gewiinschten Eigenschaften. Sie hat z.B. noch nicht einmal die Stetigkeit
der Funktion selbst zur Folge:

Beispiel.

Wir betrachten die Funktion

x>

fii 0,0
f($,y) = 33'2 _|_y4 ur (Ivy) 7é ( ) )
0 fir (z,y) = (0,0).
Die Funktionen z — f(x,0) = 0 und y — f(0,y) = 0 sind sicherlich im

Nullpunkt differenzierbar. Also ist f in 0 = (0,0) partiell differenzierbar.
Andererseits ist f dort nicht stetig:

Wenn man y, = ((a,)? a,) setzt, mit einer Nullfolge (a,), so konvergiert
diese Folge gegen (0,0), aber es ist
(a,,)4 . 1

Jim flyv) = Jm, 2a, )t 2

Das diirfte nicht passieren, wenn f im Nullpunkt stetig wére.

Eine weitere Schwéche der partiellen Differenzierbarkeit tritt auf, wenn man hohere
Ableitungen betrachtet:

Ist B C R" offen und f : B — R in allen Punkten von B partiell differenzierbar,
so bilden die partiellen Ableitungen D;f wieder reellwertige Funktionen auf B.
Sind sie alle in einem Punkt a € B stetig, so nennt man f in a stetig partiell
differenzierbar.

Definition. Sei B C R" offen, f : B — R iiberall partiell differenzierbar und alle
partiellen Ableitungen D, f in einem Punkt a € B wiederum partiell differenzierbar.
Dann definiert man fiir ¢, =1,...,n:

o2 f
8@895]-

(a) := Di(D;f)(a).

Man nennt diesen Ausdruck die 2-te partielle Ableitung von f nach z; und z; an
der Stelle a und schreibt dafiir auch f, ., (a).
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Beispiel.

Sei f(x1,2) := ¥ . cos(zy). Dann gilt:

g—i(x) = k- e . cos(zy) und g—gi(x) = —eF 1 gin(xy),
sowie P P
/ / (a) = —ke ™ sin(ay).

011074 4= 0x9011

Man kann sich nun fragen, ob man die 2-ten Ableitungen immer miteinander vertau-
schen kann, ob es also bei hoheren partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge
ankommt. Leider ist das nicht generell der Fall:

Beispiel.
22— o2
Sei f(l‘,y) — xym fiir ($7y) 7& an )
0 fir (z,y) = (0,0).

Dann gilt fiir (z,y) # (0,0):
of 0 (23y —vyx
01y - 2 (2=

ox Oxr \ x2+y?
_ Ba’y—y)(@? +y) — (@Y —yla)2e
(22 + 2)?
_ aty + day® — o
(22 +y2)2
also of
5, 0y) =~y (firy #0).
Weiter ist 3 0 0.0
81‘ z—0 X
2
Also ist sogar %(O, y) = —y fiir alle y und @z@fx<0’ 0) =—1.
Entsprechend erhalten wir fiir (z,y) # (0,0):
ﬁ(x y) = 9 (Ty -y
oy’ oy \ 22+ y?
_ (@ =3y)(a? +y?) — (2y — yPa)2y
(22 + 42)?2

x® — 4x3y? — ayt
(22 + y2)?

Y
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also o7
a—y(x,O) =z fur z # 0,
und 0 0 0,0
dy y—0 Y
L 0
Somit ist ax—ay(0,0) = +1.

Zum Gliick gilt folgendes hinreichende Kriterium fiir die Gleichheit der gemischten
zweiten Ableitungen:

2.3 Satz von Schwarz. Sei B C R" offen und f : B — R auf ganz B nach
allen Variablen partiell differenzierbar, xo € B.

Wenn die gemischten zweiten Ableitungen D;(D;f) und D;(D;f) auf einer Umge-
bung von Xy in B existieren und in Xq stetig sind, so ist

Di(D;f)(x0) = D;(Dif)(xo)-

BEWEIS: Es reicht, den Fall n = 2 zu betrachten. Wir bezeichnen die Variablen
mit x und y und betrachten f in der Ndhe eines Punktes (zq, o), wo [ stetig
partiell differenzierbar ist.

Fiir kleines k ist g(z) := f(z,y0 + k) — f(x, yo) in der Nihe von zy differenzierbar.
Es gibt also zu jedem hinreichend kleinen A ein ¢; zwischen xy und zy + h, so dafl
g(xo + h) — g(zo) = ¢'(c1) - h ist. Das folgt aus dem 1. Mittelwertsatz.

Nach Voraussetzung ist auch y — f.(c1,y) in der Ndhe von y, differenzierbar,
und es gibt zu jedem hinreichend kleinen k ein ¢y zwischen gy, und yg + k, so daf
fa(er, yo + k) — fuler,yo) = fya(cr, c2) - k ist. Zusammen ergibt das:

f(zo+h,yo + k) — f(xo + hyyo) — (f (o, yo + k) — f(wo,90)) =
= g(wo+h) — g(wo)
= (felcr,yo + k) = faler, 0)) - h
= fy(ci,c2) - hk.

Analog kénnen wir h(y) := f(xo+h,y)— f(zo,y) betrachten. Es gibt ein ey zwischen
yo und yo + k, so daBl h(yo + k) — h(yo) = h'(e2) - k ist, und es gibt ein e; zwischen
xo und xo + h, so daB f,(xg + h,e2) — f,(z0,€2) = fuy(e1,e2) - h ist. Das fithrt zu
der Gleichung

f(xo+h,yo + k) — f(zo+ h,y0) — (f(wo, 50 + k) — f(20,%0)) = fay(er, e2) - hk.

Also ist fy,(c1,c2) = foy(er, e2), und wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen
in (zg,yo) erhdlt man beim Grenziibergang h — 0 und k& — 0 die Gleichung

fyx(lb;yo) = f:cy(l’o,yo)- n
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Es gentigt iibrigens schon, dafl eine der beiden gemischten Ableitungen in der Néhe
von X, existiert und in xq stetig ist. Dann kann man die Existenz der anderen
Ableitung und die Gleichheit beweisen.

Die Bildung der partiellen Ableitung D;f kann man auch als Anwendung eines
slinearen Operators“ D; auf die Funktion f auffassen.

Man fafit nun gerne die n partiellen Ableitungs—Operatoren zu einem vektoriellen
Operator zusammen:

V :=(Dy,...,D,) (gesprochen: ,Nabla“).

Ist f: B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion, so heifit der Vektor

grad(f)a) = /(@) = (). ... %(a))

der Gradient von f im Punkt a.

Wir wollen jetzt folgende Situation untersuchen:

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R in der Nahe von a partiell differenzierbar.
Weiter sei a : I — B ein differenzierbarer Weg, mit a(ty) = a. Dann kann man f
auf das Bild von « einschrénken und erhélt

g:=foa:I—R,
also eine reellwertige Funktion von einer Verédnderlichen! Ist ¢ in ¢ differenzierbar,

und wenn ja, wie kann man dann die Ableitung von g berechnen?

Der folgende Satz dient der Vorbereitung der Losung unseres Problems. Doch zuvor
ein paar Worte iiber konvexe Mengen:

Eine Teilmenge M C R"™ heifit konvez, falls gilt: Mit je zwei Punkten xy und yq
aus M gehort auch ihre Verbindungsstrecke

S(x0,¥0) == {x=x%0+t(yo —x0) : 0<t <1}

zu M.

Behauptung: Jede (offene oder abgeschlossene) Kugel ist konvex.

BEWEIS:  Wir betrachten nur eine offene Kugel B vom Radius » um 0. Ist xo € B
und y, € B, so folgt:

%0 +t(yo —x0)|| = [[(1—1)x0+tyoll
< (1—=1t)-||xol| + - |lyoll
< (I=tr+tr =r.
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2.4 Satz. Sei f : U.(xg) — R partiell differenzierbar und x € U.(Xq) beliebig.
Die Punkte zy, . .., z, seien definiert durch zy := xo und z; := z;_1 + (x; — :CZ(O)) -e;
firt=1,...,n.

Dann liegen alle z; und die Verbindungsstrecken von z;_y nach z; in U.(Xq), und
auf jeder dieser Verbindungsstrecken gibt es einen Punkt c;, so dafs gilt:

F00 = 1) + - (e (s = al”).

Bewels:  Es ist z; = (24, ... ,$i,x£9r)l, . ,xﬁf)), also ||z; — xo|| < ||lx — xof| < e.

Wegen der Konvexitét der Kugel liegen auch die Verbindungsstrecken in U, (xg).

Sei a; : [0,1] — R definiert durch o;(t) := xEO) + t(z; — 2\”). Dann ist

(2

(.Tl, R 7 O_/Z'(t),l’gi)l, R ,ZEnO)) =Z;_1+ t(Zi — Zi—l) .
Die Funktion f;(s) := f(z1,..., 71, s, xl(?r)l, ) st fiir jedes ¢ € [0, 1] in ay(t)

differenzierbar, und es gilt:

fioa;(t) = f(zi1 +t(z; — 2;-1))
und daher

(o () = filen(0) - €40) = 5 (aics + 10— 51) - (s — 2.

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (0, 1) mit
(fio)' (&) = filai(1)) — fi(i(0)) = f(z:) — f(zi-1)-

Setzen wir ¢; 1= z;_1 + &;(2; — Z;—1), so ist

Zg—i(ci) =) = Y () flzi))
F(x) = f(x0) -

2.5 Folgerung (Spezielle Kettenregel). Ist B C R" offen, « : I — B in
ty € I differenzierbar und f : B — R partiell differenzierbar und in a := a(ty)
sogar stetig partiell differenzierbar, so ist auch f o« in ty differenzierbar, und es
gilt:
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(F o) i) = ') « V(@) = Y- L alto) o).

i=1

BEwEIs:  Wir wihlen ein ¢ > 0, so dal U.(a) C B ist, und ein § > 0, so daf§
a(t) € Ue ist, fiir |t — to] < J. Nach dem Satz gibt es zu jedem t Punkte c4,...,c,
mit ||c; — a|| < ||a(t) — a|| und

Fa(t) — flalto) =Y g—gﬁz(cixai(w ~ay(to)).

i=1

Teilt man beide Seiten durch ¢ — ¢ty und 148t man ¢ gegen ¢, gehen, so erhélt man
die Behauptung. n

2.6 Folgerung. Ist B C R" offen, f : B — R partiell differenzierbar und in a €
B sogar stetig partiell differenzierbar, so existieren in a alle Richtungsableitungen

von f, und es ist Dyf(a) =v -V f(a)’.

BEWEIS: Fir einen beliebigen Richtungsvektor v sei a(t) := a + tv. Dann ist
foaint =0 differenzierbar, und weil o/(t) = v ist, folgt:

(foa)(0)=veVf(a)=v-Vf(a)'
Andererseits ist

Foa)(0) — i 1200 = Fo00) | flattv) - f(a)

t—0 t— O t—0 t ’

und das ist die Richtungsableitung Dy f(a). .
Wir konnen jetzt das Wesen des Gradienten etwas besser ergriinden:

Sei B C R" offen und f : B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion. Fiir
c € R sei

F..={xeB| f(x)=c}
die entsprechende Niveaumenge von f.

2.7 Satz. Seia€ B, f(a)=c und Vf(a)#0.
1. Vf(a) zeigt in die Richtung, in der f am schnellsten wdchst.
2. Ist a: (—¢e,e) — R™ ein differenzierbarer Weg mit a(0) = a, der ganz in F,

verliuft, so steht V f(a) auf o/ (0) senkrecht.

BEWEIS: 1) Wir betrachten beliebige Vektoren v mit [|v|| = 1. Zu zeigen ist,
dafl Dy f(a) genau dann sein Maximum annimmt, wenn v in die Richtung des
Gradienten zeigt. Tatséchlich ist
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Dyf(a) = Vf(a)ev
= Vi@l - [lv]l - cos®,

wobei 6 € [0, 7] der Winkel zwischen v und V f(a) ist.
V/(a)

Dieser Ausdruck wird genau dann maximal, wenn 6 = 0 ist, also v = ————

IV f (@)l

2) Verlauft o ganz in Fy, so ist f o a(t) = ¢, also

0=(foa)(0)=Vf(a)ea(0)

Man sagt dann auch, der Gradient steht auf der Niveaumenge senkrecht.

§3 Parameterintegrale

In diesem Paragraphen sollen parameterabhingige Integrale der Form

b
F(xy,...,x,) :/ flxy, ... @y, t)dt

mit stetigem f untersucht werden. Gefragt wird nach stetiger und partiell differen-
zierbarer Abhéngigkeit von den Parametern xq,...,z,. Aulerdem werden ,, Dop-

pelintegrale® der Form
b pd
// f(s,t)dtds

Sei B C R" offen, I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und f: B x I — R
stetig.

untersucht.

3.1 Hilfssatz. Ist (xi) eine in B gegen ein xo konvergente Punktfolge und fy :
I — R definiert durch fi(t) = f(xx,t), so konvergiert die Funktionenfolge fy. auf
I gleichmdfig gegen fo(t) := f(xo,1).

BEWEIS: Die punktweise Konvergenz ist trivial.

Die Menge @ := {x; : k € N} U {x0} ist kompakt, und daher auch die Menge
Q x I. Also ist f|gxs gleichméBig stetig. Nun sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt
es ein 0 > 0, so daf fiir x,y € Q und t € I gilt:

Ix=yll<é = [f(x1) = fly,0)] <e.

Wiihlen wir kg € N so groB, daf ||x, — Xo|| < 0 fiir & > ko ist, so ist |fx(t) — fo(t)| <
efirt el und k > k. "
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3.2 Satz.  Unter den obigen Voraussetzungen ist F(x / f(x,t)dt stetig.

BEWEIS:  Sei xg € B und (x;) eine gegen xo konvergente Folge. Laut Hilfssatz
konvergiert fi(t) := f(xx,t) gleichméaBig gegen fo(t) := f(xq,1).

Nach dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Integration und gleichméfliger Kon-
vergenz konvergiert dann

Flxy) = / fu(t)dt gesen / Folt) dt = F(xq).

Das bedeutet, dafl F' in xq stetig ist. .

3.3 Satz. Ist f x,t) auf B x I stetig partiell differenzierbar nach xq, ..., x,,

so ist F(x / x,t)dt stetig partiell differenzierbar auf B, und es gilt fir
i=1,..
oF bof
t) dt.
G600 = [ Sheen)

BEwEIS: O.B.d.A. kénnen wir uns auf den Fall n = 1 beschranken.

Sei xy € B und (zy) eine in B gegen xy konvergente Folge. Es sei 3 # zy fiir alle
k. Wir kénnen auflerdem annehmen, daf§ es ein abgeschlossenes Intervall J C B
gibt, das alle x; enthélt.

[, t) = f(wo,t)

Lk — Zo
auf I gleichméBig gegen g konvergiert.

Wir setzen gi(t) := und ¢(t) := f.(xo,t) und zeigen, dafl (gi)

Sei € > 0. Da f, auf der kompakten Menge J x I gleichméBig stetig ist, gibt es ein
d >0, so daB fiir (z,t) € J x I gilt:

|ZL’ - $0| <o = |fx(xat) - fm(x07t>| <e.
Wir wihlen ko, so dafl |z — x| < § fiir k > ko ist. Nach dem Mittelwertsatz gibt
es zu solchen k und zu jedem ¢ ein ¢ (t) zwischen z und zy mit g, (t) = f.(ck(t),1).
Fiir £ > kg ist auch |cx(t) — 29| < 6 und daher |gx(t) — g(t)| < ¢, fiir alle t € I.

Der Satz iiber die Vertauschbarkeit von Integration und gleichméfiger Konvergenz
liefert nun:

F(ay) = Flwo) _ /" flont) = f@o,t)
T —

T — X a Zo
b
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b
0
konvergiert gegen / a—f(:co,t) dt. Also ist F' in x, differenzierbar, und F'(x¢) =
. Ox

2 fa(zo, 1) dt. .

Sei B C R" offen und f : B — R partiell differenzierbar. Sind alle partiellen
Ableitungen D;f wieder partiell differenzierbar, so heifit f zweimal partiell diffe-
renzierbar. Induktiv definiert man dann:

f heiit (k+ 1)-mal partiell differenzierbar, falls f k-mal partiell differenzierbar ist

und alle partiellen Ableitungen

D’Lk(DZkfl( o D“f) .. )), ila ce ,ik € {1, . ,TL}
noch ein weiteres Mal partiell differenzierbar sind.

f heifit k-mal stetig partiell differenzierbar, falls f k-mal partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k stetig sind.

3.4 Folgerung. Mit den Bezeichnungen des obigen Satzes gilt:

Ist f r-mal stetig partiell differenzierbar, so ist auch F' r-mal stetig partiell diffe-
renzierbar, und man kann Differentiationen bis zur Ordnung r mit dem Integral
vertauschen.

BEwEIS: Induktion nach 7. m

Wir betrachten nun eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Rechteck,
f:a,b] x [c,d] — R.

Dann sind die Funktionen
d b
Fi(s) = / F(s,)dt bow.  Fy(t) = / F(s,1) ds

stetig und daher wieder integrierbar. Uberraschenderweise gilt:

3.5 Satz (Fubini).

/ab/cdf(s,t)dtds:/Cd/abf(s,t)dsdt.

T

Bewels: Fir ¢ < 7 < d sei g(s,7) = f(s,t)dt. Diese Funktion ist nach

dem Satz iiber die Stetigkeit von Parameteriﬁtegralen fiir jedes feste 7 eine stetige
Funktion von s, und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ist g fiir festes s € [a, b] nach 7 stetig partiell differenzierbar, mit

dg

E(S,T) = f(s, 7).
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Also konnen wir den Satz iiber die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

anwenden: ,
so(T):z/a g(s,7) ds—/ (/ fstdt> ds

ist stetig differenzierbar, mit
b
= / f(s,7)ds

Nun ist b
p(c) =0 und gp(d)://f(s,t)dtds,
also
d
//bf(s,t)dsdt = /dgo’(t)dt
= ¢(d) — ()
b pd
= //f(s,t)dtds.
Beispiele.

1. Wir betrachten f(x,y) := z¥ auf [0,1] X [a,b], mit 0 < a < b. Die Vor-
aussetzungen des Satzes von Fubini sind erfiillt. Die rechte Seite ist leicht

ausgerechnet:
b 1 y b 1 - =1
2drdy = — d
/a /0 / / (y +1 w=0> !
= —d
/ yr1Y
(b + 1)
= In :
a+1
Die linke Seite fithrt auf ein komplizierteres Integral:
1 pb 1 b
/ / ?dydr = / (/ ey'lnzdy> dx
0 a 0 a
1 _
(e )
0 Inzx y=a
= / o dx.
o Inz

Das ist ein uneigentliches Integral, bei dem nicht sofort klar ist, wie man es
ausrechnen sollte. Mit Hilfe des Satzes von Fubini haben wir jedoch schon
den Wert!
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2. Die Funktion

f(x,y) :

Y2 — 2
(22 + 12)2

ist auf [0, 1] x [0,1] \ {(0,0)} definiert, aber im Nullpunkt nicht mehr stetig.
Der Satz von Fubini kann nicht angewandt werden, aber dennoch existieren

die iterierten Integrale:

Ist (z,y) # (0,0), so existieren die Funktionen

__* __ Y
Fi(z,y) -—m und  Fy(z,y) -—m,
mit
0F1 8F2 . y2—$2
dr oy (@R
Fiir y > 0 ist daher
1 z=1 1
x
d = — —
/Of(x,y) v 224+ y? la=0 14 y?
und
1,1 1 =1
x,y)dx d :/ dy = arctan = arctan(l) = —
| [ remaray = [ == actangy) | = arctan()
Andererseits ist
1,1 1 _
_y y—l
r,y)dydr = dx
[ [ revae - [ (L)
b1
= / 5 dx
o 1+
r=1
= —arctan(z)
=0
T
= —arctan(l) = ——
arctan(1) 1

Es ist also gefiahrlich, bei mehrfachen Integralen einfach so drauf los zu inte-
grieren!!

Statt eines Doppelintegrals kann man auch mehrfache Integrale betrachten:
Ist f: [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [a,,b,] — R stetig, so existiert das iterierte Integral
bn

/b1 /b2
al az an

Mit dem Satz von Fubini und einem Induktionsbeweis kann man zeigen, dafl der
Wert des Integrals nicht von der Reihenfolge der Integrationen abhéngt.

flx1, 20, ...,xn) dey, ... deydry.
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Jetzt wollen wir noch eine etwas kompliziertere Situation betrachten:

Es seien ¢, ¢ : I := [a,b] — R zwei differenzierbare Funktionen mit ¢ < 9. Die
Menge

No=A{(z,t) e I xR | p(x) <t <9(x)}
nennt man einen Normalbereich (beziiglich der z-Achse).

t

Nun sei U eine offenen Umgebung der Menge N im R? und f : U — R eine stetige
und nach der ersten Variablen stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt:

Y(x)

3.6 Satz (Leibnizsche Formel). F(z) := / f(z,t)dt ist auf [a,b] differen-
o(x)

zierbar, mit

P(x)
F(z) = / O (o, ) dt + (e, (@) () — (s (@) ().
oz 0T

BEWEIS:  Sei ¢ < p(z) < ¢(z) < d auf I. Die Funktion g(z,7) := / [z, t)dt

ist nach 7 und nach z stetig partiell differenzierbar. Also ist ‘
Flaauo)i= [ flat)dt = glaw) = gl

nach allen drei Variablen stetig differenzierbar. Auflerdem ist

Fx) = F(x,¢(x), ¢(x)).
Die Anwendung der speziellen Kettenregel ergibt:

F@) = S8 0(w), @) + e (@ o), o) @) + S o), 9020/ ()
OF dg )

= 57 (@ (), (@) — 5 (2, ()¢ (z) + 8—5(% ()Y (x)

V@) g f , /
_ / ) Fo(@, 1) dt = f(x, p(0)¢/ (2) + f (@, v(@) ().
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Als néchstes betrachten wir ein Beispiel aus der Variationsrechnung. Sei I = [a, b]
und £ : I x R x R — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. In
der Physik wiirde man £ als Lagrange-Funktion bezeichnen. Untersucht wird das
, Funktional“

das auf der Menge K := {¢ € C*([a,b]) : ¢(a) = ¢; and ¢(b) = ¢y} definiert ist,
mit Konstanten ¢; und cy. Es gibt viele Situationen, wo es darum geht, ein ¢ zu
finden, fiir das S[¢| minimal wird.

3.7 Satz (Eulersche Gleichung). Notwendig dafiir, daff S[p] minimal ist, ist
die Giiltigkeit der Gleichung

i (Grw0.90) - Sote . 0) =0,

BEWEIS:  Sei S[p] < S[¢] fiir alle ¢ € K, und ¢ : [a,b] — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit g(a) = ¢g(b) = 0. Dann liegt auch ¢ + g in K, fiir
jedes € € R, und es ist S[p] < S[p + eg].

Das bedeutet, dal F'(¢) := S[¢ + €g] bei ¢ = 0 ein Minimum besitzt. Nach den
Sétzen iiber Parameter-Integrale hangt F' differenzierbar von ¢ ab, und es mufl
natiirlich F(0) = 0 sein. Aber mit x(¢,¢) := (¢, ¢(t) + ep(t), ¢'(t) + e¢'(1)) gilt:

b
FO) = [ SEEp()+ 2906 (0) + g 1) d

= [ (Grexteonate) + Goixttng @)
b
= [ (Gresteen - {5 exte.on)) atorar

Der letzte Schritt ergibt sich durch partielle Integration. Setzen wir f(t) :=

g—f(x(t,a)) - %[%(X(t,e))], so haben wir zu zeigen, dafl f(t) = 0 ist. Ange-

nommen, es gibt ein ¢ty € (a,b) mit f(to) # 0, etwa sei f(tp) =: r > 0. Dann gibt
es ein 0 > 0, so dal f(t) > r/2 fir |t — to| < J ist.

Wie wir anschliefend sehen werden, kénnen wir g so wéhlen, dafi g(t) > 0 fiir
|t — to] < ¢ ist, und sonst iiberall = 0.

Das fiihrt zu der Gleichung

to+0 r to+0
Oz/t f(t)g(t)dtzi/ g(t)dt > 0.

0—9



30 KAPITEL 1 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

Das ist ein Widerspruch, es mufl wirklich f(¢) = 0 sein. .

3.8 Lemma. Istty € R und § > 0, so gibt es eine beliebig oft differenzierbare
Funktion g : R — R, die auf (to — 0,19 + &) positiv und sonst iiberall = 0 ist.

BEwWEIS: Die Funktion

[ exp(=1/2?) fiirz >0
hiz) = { 0 fir x <0

ist beliebig oft differenzierbar und > 0 genau dann, wenn z > 0 ist. Also ist fiir
¢ > 0 die Funktion h.(z) := h(c + z) - h(c — x) auch beliebig oft differenzierbar,
und > 0 genau dann, wenn —c < = < c ist.

Die Funktion g(t) := hs(t — o) leistet das Gewiinschte. .

Bemerkungen.

1. Die Giiltigkeit der Eulerschen Gleichung sagt nichts dariiber aus, ob wirklich
ein Minimum vorliegt. Das mufl man stets mit zusétzlichen Mitteln untersu-
chen. Wenn iiberhaupt kein Minimum existiert, kann es auch sein, daf§ die
Eulersche Gleichung keine Losung hat.

2. Meistens arbeitet man mit einer Lagrange-Funktion £ : R x R" x R® — R
und variiert Wege « : [a,b] — R™ mit festem Anfangspunkt a = «a(a) und
festem Endpunkt b = «(b). Wenn das Funktional

b
Sla] := / L(t,alt), o' (t)) dt

bei einem Weg o sein Minimum annimmt, miissen notwendigerweise die Eu-
lerschen Gleichungen gelten:

i <%<t’“<t>’“’<t>>) — (o). (0) =00 = 1,

Ein Beispiel werden wir spéiter kennenlernen.

§4 Die Bogenlinge

Ein Weg ist bekanntlich eine stetige Abbildung « : [a,b] — R"™. Einen stiickweise
stetig differenzierbaren Weg nennen wir einen Integrationsweg. a(a) ist der An-
fangspunkt und «(b) der Endpunkt des Weges. Ist a(a) = «(b), so nennt man
den Weg geschlossen. Die Bildmenge «(I) C R™ bezeichnen wir als Spur von a.
Manchmal schreiben wir dafiir auch |a|.

a heifit glatt, falls o auf ganz I := [a, b stetig differenzierbar und o/ (t) # 0 fir alle
t €[ ist.
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Beispiele.
1. Sei xg € R” und v € R” ein Vektor # 0. Dann ist die Gerade
a(t) ==xo+t-v, fiirt e R,
ein glatter Weg, und der Kreis
a(t) := %o + (rcost,rsint), fir t € [0, 2]
ist ein geschlossener glatter Weg.

2. Der Weg
a(t) :== (t —sint, 1 — cost)
wird als Zykloide bezeichnet. Es ist o/(t) = (1 — cost,sint), und das wird
genau dann Null, wenn cos(t) = 1 ist, also bei t = 2k, k € Z. Das bedeutet,

dafl a an diesen Stellen nicht glatt ist. Bei den Punkten (2km, 0) treten Ecken
auf.

Ansonsten ist «a glatt. Die y-Komponente as(t) nimmt jeweils bei t = (2k+1)7
ein Maximum an, ansonsten bewegen sich die Werte zwischen 0 und 2.

2 -

T 2T 3T

Sind I, J zwei Intervalle, so nennt man eine k-mal stetig differenzierbare bijektive
Abbildung ¢ : I — J eine C*-Parametertransformation. Ist ¢ streng monoton
wachsend, so nennt man ¢ orientierungstreu.

Zwei k-mal stetig differenzierbare Wege « : [a,b] — R"™ und [ : [¢,d] — R" heiflen
Aquivalent, falls es eine orientierungstreue C*-Parametertransformation ¢ : [c, d] —
la, b] mit aop = [ gibt. Es handelt sich dabei wirklich um eine Aquivalenzrelation:

1. Wegen a oid = « ist jeder Weg zu sich selbst dquivalent.

2. Ist cop = f3, 50 ist Bop 1 = a. Weil mit ¢ auch ¢! eine orientierungstreue
Parametertransformation ist, ist die Relation symmetrisch.

3. Ist wop = fund Forh =, soist ao(por)) = . Das ergibt die Transitivitét.

Eine Aquivalenzklasse von C¥-Wegen nennt man eine C*-Kurve.

Die Parametertransformation o : [a,b] — [a,b] mit o(t) := a + b — ¢ dndert die
Orientierung. Ist a : [a,b] — R"™ ein Weg, so sind « und « o ¢ nicht dquivalent.
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Bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von a mit C, so wird die Klasse von oo ¢ mit
—(C' bezeichnet. Wir sprechen von der umgekehrt durchlaufenen Kurve.

Sind «; : [a,b] — R™ und «s : [¢,d] — R™ die Parametrisierungen zweier Kurven
Cy und Cy mit aq(b) = as(c), so kann man die Kurven hintereinander durchlaufen,
mit Hilfe der Parametrisierung v : [a,b+ d — ¢] — R", die durch

(1) = aq (t) fira<t<b
MW= an(t—b+e) firb<t<b+d—c

definiert wird. Die Aquivalenzklasse von ~ wird dann mit C; + C» bezeichnet. Man
beachte aber, daf§ diese Summation nicht kommutativ ist!

Eine Kurve C heif3t reguldr, wenn sie eine glatte Parametrisierung besitzt. Sie heif3t
stiickweise regquldr, wenn es eine Zerlegung C' = C + - - -+ Cy mit regulidren Kurven
C; gibt. Sie besitzt dann eine stiickweise stetig differenzierbare Parametrisierung,
wird also durch einen Integrationsweg parametrisiert.

Definition. Sei « : [a,b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg. Dann definiert
man die Ldinge von a durch

b
L(a) = / o (8)]] de.

Es ist nicht klar, warum man so die Weglange definieren kann. Das wollen wir noch
etwas genauer untersuchen.

Sei « : [a,b] — R" ein stetiger Weg. Wir betrachten Zerlegungen 3 = {to, t1,...,tn}
von [a,b] und bilden die Summen

A@B,a) = ZHa(ti) —a(ti)l,

sowie A(a) := sup A(3,«). Der Weg « heifit rektifizierbar, falls A(a) < oo ist.
3

Anschaulich ist A(3, «) die Lange eines Polygonzuges, der o approximiert, und fiir
einen rektifizierbaren Weg kann man A(«) sicherlich als Weglénge interpretieren.

4.1 Satz. Ist « stetig differenzierbar, so ist a rektifizierbar und A(a) = L(«).

BeweEls:  Fiir eine spezielle Zerlegung 3 = {to,t1,...,ty} von [a, b] gilt:

t;

la(t:) —alti)ll = ||| () dt]
ti—1
t;

< / (&) dt.
ti—1

Der Beweis der letzten Ungleichung sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
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b
Dann ist auf jeden Fall A(3,«) < / |/ (t)|| dt fiir jede Zerlegung 3, und daher
auch A(a) < L(a). ’

Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, geben wir uns ein ¢ > 0 vor. Da o’
als stetige (vektorwertige) Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] sogar
gleichméBig stetig ist, gibt es ein d > 0 mit folgender Eigenschaft:

Ist |s — t] <4, soist ||/ (s) — /(t)]] < e.

Sei nun 3 = {to,...,tx} eine Zerlegung, so daB |t; —t;_;| < 0 fiir alle ¢ ist. Dann
gilt fiir jedes t € [t;—1, 1]

o/l =l (8) + (0'(1) — o' ()] < (2] + <
Daraus folgt:
| Il < (el + o) =t
= |l (t:)(t: — tic)[| +e(ti — tia)
— [ @0+ ) - @o)ar + -

su/‘ dw+u/ () de] + £t — i)

< la(t) = a(tiz)| 4 2e(t — tiza).
Damit ist
/bHo/(t)H dt < A(3,0) +2:(b—a)
' < Ala) +2¢(b—a).
Wir kénnen € gegen Null gehen lassen und erhalten L(a) < A(a). .
Beispiele.

1. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte x; und x» ist gegeben durch «(t) :=
(1 —t)x; + txo, fir 0 <t < 1. Es ist o/(t) = x3 — x1, also

1
= [ e = xllde = e = x|
0
Das ist genau das, was man erwartet.

2. Bei der Kreislinie a(t) := (rcost,rsint) ist o/(t) = (—rsint,rcost) und
llo/(t)|| = r, also

2
L(a) = / rdt = 27r.
0
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3. Bei der Zykloide a(t) = (t —sint, 1 — cost) ist o/(t) = (1 — cost,sint), also

|/ (t)|| = /2 — 2cos(t). Nun ist
t

t t t
cost = cos(2 - 5) = 0082(5) — sin2(§) =1- 281H2(§)7

also

t

lo’ ()] = \/2 -(2- 4sin2(%)) = 2fsin(3)].

Daher ergibt sich fiir einen Zykloidenbogen (von t = 0 bis t = 27 ):

La) = 2/07r\sm(t)\dt
)

N |

= 4/0 Tr|sinm(t)|x’(t) dt  (mit z(t) :=

= 4/ |sin z| dx
0

_ s

= 4-(—cosx)
0

Es ist bemerkenswert, dafl man als Ergebnis eine rationale Zahl erhélt!

4. Sei a(t) := (acost,bsint) die Ellipse mit den Halbachsen a und b, und a > b.
Dann ist o/(t) = (—asint,bcost) und ||o/(t)|| = VaZsin®t + b2 cos?t. Also
erhélt man als Lénge des Ellipsenbogens das Integral

L(w) :/ Vazsin®t + b2 cos? t dt

= /\/sm t+ cosgtdt

= a \/1—k26082tdt,

0

2
mit k:=14/1 — —. Ein Integral dieses Typs nennt man ein Elliptisches Inte-
a

gral. Es ist nicht elementar l6sbar, man mufl es numerisch auswerten.

5. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist a(t) :=
(t, f(t)) eine Kurve, deren Spur der Graph von f ist. Es ist o/(t) = (1, f'(t)),
also

lo’ ()] = V14 f'(2)*

Damit ist

= /b V14 f(t)?dt.
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Wir beschreiben nun die Weglidnge mit Hilfe der Lagrange-Funktion
L:RxR"xR"—R,

die durch 1/2
L(t,xy)=|lyll= () +-+w)?) " .

gegeben wird. Dann ist L(a) = ffﬁ(t,a(zﬁ%a’(t))dt die Linge eines beliebigen
glatten Weges « : [a,b] — R™. Wir suchen den kiirzesten Weg, der x; := «(a)
mit Xy := «(b) verbindet. Wenn es einen solchen Weg gibt, muf er die Eulerschen
Gleichungen erfiillen:

d (0L , _ e
g (8_%(15’06(75)70( (t))> =0, firi=1,...,n.

Da L,,(t,a(t),d/(t)) = aj(t)/]|e/(t)]] ist, bedeutet das, daB o/(t)/||/(t)|| konstant
ist. Es gibt also einen festen Vektor v und eine positive stetige Funktion f : [a,b] —
R, so dal o/(t) = f(t) - v ist. Integration liefert:

a(t) = ala) + g(t) - v,

mit einer streng monoton wachsenden stetig differenzierbaren Funktion g : [a,b] —
R. Dabei ist g(a) = 0 und g(b) = f:f(t) dt. Bis auf die durch g gegebene Para-
metertransformation stimmt « also mit der Geraden ¢ — «a(a) + ¢ - v iiberein, fiir
0<t<g(b).

Dafl die Verbindungsstrecke wirklich der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten ist,
sieht man sehr leicht, denn jeder verbindende Polygonzug ist langer (wegen der
Dreiecksungleichung). Die Variationsrechnung wird vor allem dann gebraucht, wenn
die Wege zusétzliche Bedingungen erfiillen sollen.

Ist a: [a,b] — R™ ein glatter Weg, so definiert man
¢
Sa(t) := / |/ (7)]| dr, fiir a <t <b.

Diese Bogenlidngenfunktion ist stetig differenzierbar mit Ableitung s/ (¢) = ||/ (¢)|| >
0. Also ist s, : [a,b] — [0, L(«)] streng monoton wachsend und damit eine Para-
metertransformation.

a:=ao(sy) ' :[0,L(a)] — R"

ist somit eine zu « &dquivalente Parametrisierung. Sie heiflt die Parametrisierung
nach der Bogenlinge oder auch die ausgezeichnete Parametrisierung der durch «
bestimmten Kurve. Es ist

a'(s) = o/(s;1(s) - (s,1)(s) =
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Das bedeutet, daB ||@/(s)|| = 1 ist, und es folgt, dafi der Parameter der ausgezeich-
neten Parametrisierung (der traditionsgem&fl immer mit s bezeichnet wird) jeweils
der gerade zuriickgelegten Weglénge entspricht. Wenn ||o/(¢)|| = 1 ist, so mufl «
schon die ausgezeichnete Parametrisierung sein.

Theoretisch kann jede reguldre Kurve nach der Bogenldnge parametrisiert werden,
aber praktisch ist das meist nicht durchfithrbar. Schon beim Ellipsenbogen ist dafiir
die Berechnung eines elliptischen Integrals erforderlich.

Definition. Sei a : [a,b] — R™ ein glatter Weg. Dann nennt man

\

—~
o~

S~—

e

den Tangenteneinheitsvektor von « in t.

Ist n =2, @ = (a1,a9) und D : R? — R? die durch D(u,v) := (—v,u) gegebene
Drehung, so nennt man

~—

et

den Normaleneinheitsvektor von « in t.

Sei jetzt o eine mindestens zweimal stetig differenzierbare ausgezeichnet parametri-
sierte ebene Kurve. Dann ist T, (s) = o/(s) differenzierbar, und weil T,,(s) e T, (s) =
1 ist, ergibt Differenzieren nach ¢:

Ti(s)eT,(s)=0.

Das bedeutet, dafl T\ (s) ein Vielfaches von N,(s) ist. Der Proportionalitétsfaktor
Ko($) in der Gleichung
T5(5) = Fals) - Na(s)

wird als Krimmung von a bei s bezeichnet. Eine genauere Deutung soll hier nicht
vorgenommen werden. Man beachte aber, daf fiir diese Definition der Kriimmung
unbedingt die ausgezeichnete Parametrisierung benutzt werden muf.

Beispiele.

1. Sei a(t) := x¢ + tv mit ||v|]| = 1. Dann ist /(¢) = v, also a ausgezeichnet
parametrisiert. Weiter ist 77, (¢) = 0 und sicherlich N, (t) # 0, also k,(t) = 0.
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2. Die ausgezeichnete Parametrisierung eines Kreises vom Radius r um x¢ =
(20, 40) ist gegeben durch

a(t) = (xg + rcos(;), Yo + rsin(;)).

Tatsédchlich ist dann o/(t) = (—sin(t/r), cos(t/r)), also

l!(6)]] = y/sin?(t/r) + cos?(t/r) = 1.

Somit ist
T.(t) = —% - (cos(t/r),sin(t/r)) und  N,(t) = (—cos(t/r), —sin(t/r)).

Als Kriitmmung ergibt sich in diesem Falle k() = 1/r. Die Kriitmmung wird
um so kleiner, je grofler der Radius ist, und so entspricht es ja auch der
Anschauung.

Definition. Eine offene Menge B C R" heifit zusammenhdingend, falls gilt: Zu
je zwei Punkten x und y aus B gibt es einen stetigen Weg a : [0,1] — B mit
a(0) =x und o(l) =y.

Fiir abgeschlossene Teilmengen des R™ oder gar beliebige metrische Raume ist der
Begriff ,,zusammenhéngend® etwas komplizierter zu definieren. Darauf wollen wir
hier nicht weiter eingehen.

4.2 Satz. Sei B C R" eine zusammenhdngende offene Menge. Ist U C B offen
und nicht-leer und B\ U ebenfalls offen, so mufi U = B sein.

BEWEIS: Sei xg € U und yy € B ein beliebiger Punkt. Es gibt einen stetigen
Weg a : [0,1] — B mit a(0) = x¢ und a(1) = yo. Dann setzen wir

to :==sup{t € [0,1] : a(t) € U}.

Offensichtlich ist 0 < t3 < 1, und es gibt eine Folge von Zahlen t, < ty mit
lim t, =t und «(t,) € U.

V—00

Wiirde zg := a(ty) in der offenen Menge B\ U liegen, so wére t, ein innerer Punkt
von o (B \ U). Das widerspricht der Existenz der Zahlen ¢,. Also liegt zo in U.
Ist t9 < 1, so gibt es Zahlen ¢ mit ¢y < t < 1 und «(t) € U. Das widerspricht der
Tatsache, daf} to als Supremum definiert wurde. Also ist t5 = 1 und damit y, € U.

4.3 Satz. Sei B C R" eine zusammenhdngende offene Menge. Dann lassen sich
je zwet Punkte von B durch einen Streckenzug in B verbinden.

BEWEIS: Sei xXg € B ein fester Punkt und



38 KAPITEL 1 FUNKTIONEN VON MEHREREN VARIABLEN

U:={y € B : xq und y lassen sich in B durch einen Streckenzug verbinden}.

Offensichtlich ist U nicht leer. Liegt y in U, so wéhlen wir ein ¢ > 0, so daf
U.(y) C B ist. Da jeder Punkt von U.(y) durch eine Strecke mit y verbunden
werden kann, gehort die ganze e-Umgebung zu U. Das bedeutet, dal U offen ist.

Wenn y in B\ U liegt, wihlen wir ebenfalls eine e-Umgebung um y, die noch ganz
in B liegt. Konnte irgend ein Punkt x € U.(y) mit xo durch einen Streckenzug
verbunden werden, so konnte man diesen Weg durch die Strecke von x nach y
verlingern, und y miifite in U liegen. Das wire ein Widerspruch. Das bedeutet,
dafl auch B\ U offen ist.

Nach dem vorigen Satz ist dann U = B. u

§5 Pfaffsche Formen und Kurvenintegrale

Definition. Sei B C R” offen und F' : B — R" eine stetige Abbildung. Dann
nennt man F' auch ein (stetiges) Vektorfeld auf B.

Bemerkung. Man soll sich ein Vektorfeld so vorstellen, daf3 in jedem Punkt
x € B ein Vektor F(x) angeheftet ist. Deshalb sollte man ein Vektorfeld eigentlich
als ein Paar von Abbildungen

F:=(Gid,F): B— BxR"

einfithren. Dann wird F(x) als Richtungskomponente und x als Ortskomponente
bezeichnet. Aus Bequemlichkeit haben wir hier die Ortskomponente weggelassen.

Vektorfelder konnen addiert und mit stetigen Funktionen multipliziert werden:

(F1+F2)(X) = Fl(X)+F2(X)
wd  (f-F)(x) = f(x)- F(x).

Definition. Eine 1-Form oder Pfaffsche Form auf B ist eine stetige Abbildung
w:BxR"— R,
die linear im zweiten Argument ist.
Beispiele.
1. Sei F ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann ist wg : B x R" — R mit
wr(x,v) = F(x)ev

eine Pfaffsche Form auf B.
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2. Ist f: B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion, so wird das totale
Differential df : B x R™ — R definiert durch

df (x,v) := Dy f(x) = Vf(x) ev.
Einen Spezialfall stellen die Differentiale dx; dar, fir ¢ = 1,...,n. Es ist

dr;(x,v) =€, ev =1;.

Ist f eine stetige Funktion und w eine Pfaffsche Form, so ist das Produkt f - w
definiert durch

(f-w)(x,v) = f(x) wx,v).
Das ist wieder eine Pfaffsche Form.

5.1 Satz. Sei w eine Differentialform auf B. Dann ¢ibt es eindeutig bestimmte
stetige Funktionen ws, ... ,w, auf B, so daf$ gilt:

w=wy - dr;+ -+ wy - do,.

BEWwWEIS: Wir beginnen mit der Eindeutigkeit: Ist eine Darstellung der gewiinsch-
ten Art gegeben, so folgt:

w(x,ej) = wi(x)-dri(x,ej) + -+ wy(x) - dr,(x, €))
= wi(x)-ejoej+- - Fw,(x) e,oe;

i (X).

€

Um die Existenz der Darstellung zu erhalten, setzen wir wg := wy dx|+- - - +w, dx,,,
mit w;(x) := w(x, e;). Dann ist

wo(x,v) = wi(x) day(x,v) + -+ wp(x) - doy(x,v)
= w(x,e1) v+ twx,e,)- v,

= w(x,vie; + - +ue,) = wx,v),

also w = wy. "

Ist F' = (F1,..., F,) ein Vektorfeld, so ist wr(x, e;) = F(x) ® ; = F;(x), also
wF:Fld:L'1+~~—i—Fndﬂcn.

Das bedeutet, daf jede Pfaffsche Form die Gestalt wp (mit einem Vektorfeld F)
besitzt.

Ist f stetig partiell differenzierbar, so ist df (x,e;) = D, f(x) = fa,(x), also

df:fx1d$l++fxndxn

Ist A ein stetiges Vektorfeld auf B und w : B x R" — R eine Pfaffsche Form, so ist
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wo(id,A): B—R
eine stetige Funktion. Ist w = wp, so gilt:

wo (id,A)(x) = wpr(x,A(x))

d.h. esist wpo (id, A) = F e A.

Sei B C R" offen, o : I := [a,b] — B ein Integrationsweg und w eine Differential-
form auf B. Dann wird durch

t— w(aft),a'(t))
eine stetige Funktion w o (a,a’) : I — R definiert.

Definition. Sei « : [a,b] — B ein Integrationsweg und w eine Differentialform
auf B. Dann definiert man das Integral von w iiber o durch

/aw = /abw(a(t),a’(t))dt.

t)) a(t)) e a/(t), also
b

(1)) = B
/awF:/a Fla()) e o/(1) dt

5.2 Satz. Isto(t):=a+b—t, soist

[ o=-]w
aoo o'

Ist w = wp, so0 ist w(a(t)

BEwEIS: Es ist

/ “ -
«oo
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5.3 Satz. Sei«a:[a,b] — B C R" ein Integrationsweg. Dann gilt:

1. /(cl~w1+cg~w2)zcl~/w1+62‘/w2;

fiir Differentialformen wy,ws und Konstanten cy,co € R.

2. Ist ¢ eine orientierungstreue Parametertransformation, so ist

/ ‘”:/“’
aop o

3. Ist w = wp, so gilt die folgende ,Standard-Abschditzung*:

[ < sl 2o)

|a

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Sei ¢ : [c,d] — [a,b] die Parametertransformation. Dann ist

/aoww B /de(o‘osp(t)a(aoso)’(t))dt

4) Zur Abschitzung benotigt man die Schwarzsche Ungleichung. Ist w = wp, so
gilt:

[el = 1 Fam)sata

a
b

[F(a(t) o o/ (t)] dt

IA
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Ist C eine Kurve, die durch den Weg o parametrisiert wird, so konnen wir jetzt

[

setzen. Es wird sich spéter erweisen, dafli man eine Pfaffsche Form auf B auch als
reellwertige Funktion auf der Menge aller Kurven in B auffassen kann.

Beispiele.
1. Ist w=wpr = Fide;+ -+ F,dx,, so ist
wla(t),d(t)) = F(a(t)) e o'(t) = Fi(a(t))a)(t) + -+ + Fu(a(t))an,(t)

die orthogonale Projektion von F'(«(t)) auf die Tangente des Weges a. Be-
schreibt w bzw. das zugehorige Vektorfeld F' ein Kraftfeld, so wird die Kom-
ponente des Kraftfeldes in Richtung des Weges ermittelt, und das Integral
liefert die Gesamtarbeit, die bei einer Bewegung ldngs « verrichtet werden
muf.

Sei etwa n = 2, w = ydzr und a(t) := (cost, 1 +sint), fir 0 <t < 27.

Dann ist o/(t) = (—sint, cost) und

/aw = /Ozww(a(t),a’(t))dt

_ / “(anlt) - () + 0 - (1)) dt

2m
= —/ (sint +sin®t) dt
0

1 2T
= —(—Cost+§(t—costsint)) = —m.
0

2. Sei n =3, a(t) := (cost,sint,0) (fir 0 <t < 27) und

—Y
w = dr +
$2+y2 x2+y2

[« =] " walt). o/ (1) di

2m
= / (—sint, cost,0) e (—sint,cost,0) dt
0

dy  fiir 2> +y* # 0.

Dann gilt:

2
= / (sin?t 4 cos?t) dt = 2.
0

Setzen wir dagegen () := (2 + cost,sint, 0), so ist
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2 :
—sint 2 t
/w = / < S , + cos ,0).(—sint,cost,0)dt
3 0 5+ 4cost 5+ 4cost
2m
142
_ / + costdt
o OD+4cost
I 3
— 5[ | @
2 Jo d+4cost

3 /2“ dt
= T—=" e
2 Jo S5+4cost

Die Funktion 1/(5+ 4 cost) ist auf [0, 27] positiv und symmetrisch zur Gera-
den t = w. Daher gilt (mit der Substitution p(z) = 2arctan(z) ):

/2” dt _2/” dt
o H+4dcost o 9+4cost

/OO 1 2
= 92. 5 - dx
o b44-i=E 1422

1422
B 4/"0 dv 4 /°° dx
B o 9+22 9 Jo 1+ (2/3)2
12 0
= —-(arctanz)’
9 37 1o
127 2
~ 92 3"

Also ist /w =0.
B

Dafl wir hier Null als Ergebnis bekommen, ist kein Zufall, wie wir noch sehen
werden.

5.4 Hauptsatz iiber Kurvenintegrale. Sei G C R™ ein Gebiet (also eine
offene zusammenhdngende Menge), und w eine Pfaffsche Form auf G. Dann sind
die folgenden Aussagen tiber w dquivalent:

1. w ist ein totales Differential, d.h. es gibt eine differenzierbare Funktion f auf
G, so daff w = df ist.

2. Sind p und q Punkte in G, so hat das Kurvenintegral / w fiir alle Integrati-

onswege « : [a,b] — G mit a(a) = p und a(b) = q denagleichen Wert. (Das
Integral ist wegunabhingig ).

3. Ist a : [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, so ist

/w:O.
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Insbesondere ist/df = f(a(b)) — f(a(a)).

BEWEIS: Wir miissen noch eine neue Notation einfiithren.

Sind «q,...,a; Wege in G, so konnen wir formal die Summe o := a; + --- + a,
bilden. Ist w eine Pfaffsche Form auf G, so setzt man

Wenn jeweils der Endpunkt von «; mit dem Anfangspunkt von a4 ibereinstimmt,
so hat a anschaulich die Bedeutung, daf§ die Wege o; nacheinander durchlaufen
werden. Fiir die Bildung des Integrals ist diese Deutung aber nicht notwendig.
Wichtig ist: Taucht ein Weg zweimal auf, mit entgegengesetzter Durchlaufrichtung,
so heben sich die entsprechenden Integrale weg. Man bezeichnet solche formalen
Summen von Wegen als Ketten.

1 = 2: Ist w=df, so gilt:

[o = [ et

b
- / V(a(t)) e (1) di

b
_ / (foa)(t)dt
= [fla(b)) = fla(a))
= fla) = f(p),
und das héngt nicht mehr von « ab.
Den Zusatz haben wir damit auch gleich bewiesen!

2 = 3: Ist a:[a,b] — G ein geschlossener Weg und p := «a(a) = a(b), so haben
a und «a o o den gleichen Anfangs- und Endpunkt. Also ist

/w:/ w:_/w7
e aoo @

und daher /w = 0.

3 = 1: Sei p € GG ein fest gewadhlter Punkt. Ist x € (G, so gibt es einen stetigen
Weg «, der p innerhalb von G mit x verbindet. Man kann diesen Weg sogar als
Integrationsweg (also stiickweise stetig differenzierbar) wéhlen.

Wir setzen f(x) := /w.

«
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Ist § ein weiterer Weg von p nach x, so stellt die Kette C' := a — [ einen ge-
schlossenen Integrationsweg dar, der bei p beginnt und endet. Nach Voraussetzung

ist
/w:O,also /w:/w.
C a B

Damit ist die Funktion f auf G ,,wohldefiniert”, d.h. unabhéngig vom benutzten
Weg a. Es bleibt zu zeigen, dafl df = w ist.

Sei xg € GG beliebig und h irgend ein Richtungsvektor. Weiter sei
A(s) :=xg + sh (fir s € [0,1])

die Verbindungsstrecke von xy nach xg + h, A\; :== A - die Verbindungsstrecke
0,t

von xo und A(t), # ein Weg von p nach x¢ und 7; ein Weg von p nach A(¢). Dann
ist die Kette 8+ Ay — v fiir jedes t € [0, 1] geschlossen, und es gilt:

A(t)
X0 X + h
oo gy = [ [ ;
vt
- /At w M
= /tw(xo + sh, h) ds.
0

Setzen wir g(s) := w(xg + sh, h), so ist

F(xo + th) — f(xo) = / o(s) ds,

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ = ¢(t) € [0, ], so
daf gilt:
f(x0+th) — f(x¢) = g(c) - (t — 0) = w(x¢ + ch,h) - ¢,

also

lim f(xo+ th) = f(x0) = limw(xo + ¢(t) - h,h) = w(xg, h).

t—0 t t—0

Damit existieren in x, alle Richtungsableitungen von f. Setzt man speziell h = e;,
so erhélt man
of

3@»
Aber das bedeutet, dafl df = w ist. .

(x0) = w(Xp,€;), firi=1,...,n.
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Definition. Ist Vf = F bzw. df = wp, so nennt man f ein Potential fiir F.

Der Hauptsatz {iber Kurvenintegrale sagt zunéchst nichts dariiber aus, ob es zu ei-
nem stetigen Vektorfeld immer ein Potential gibt. Wir haben aber schon ein Beispiel
kennengelernt, wo das Integral iiber eine Pfaffsche Form und einen geschlossenen
Weg # 0 ist, und in diesem Fall kann kein Potential existieren.

Wir setzen jetzt voraus, dal die Komponenten F; des Vektorfeldes F' sogar stetig
partiell differenzierbar sind. Damit tiberall F((x) = Vf(x) = (D1 f(x),..., Dnf(x))
sein kann, muf auf jeden Fall gelten:

Wir nennen diese notwendige Bedingung die , Integrabilitdtsbedingung”. Ist sie

auch hinreichend? Sie ist es zumindest in einem Spezialfall.

Definition. Sei B C R” offen und x; € B ein Punkt. Die Menge B heif3t
sternformig beziiglich xg, falls fiir jeden Punkt x € B die Verbindungsstrecke von
x und x( ganz in B liegt.

Jede konvexe Menge ist auch sternformig (beziiglich eines jeden Punktes der Men-
ge), umgekehrt ist eine sternférmige Menge i.a. nicht konvex.

Wir nehmen nun an, da B C R" sternférmig beziiglich des Nullpunktes und F
ein Vektorfeld mit stetig partiell differenzierbaren Komponenten auf B ist, das die
Integrabilititsbedingung erfiillt. Dann setzen wir

0= ([ mear)

=1

Fiir die nachfolgende Rechnung beachten wir:

d B = OF; B — OF;
7 (LFy(tx)) = Fy(tx) + 1+ ; a—xi(tx)xz = F(tx) +t; oz, (tx)z;.

Damit folgt:

%(X) _y {(%/;Fi(tx)dt) x,-+5z-j/01F,-(tx)dt}
- zn:(/oltgf;(tx)dt) xi—l—/ole(tx)dt
- /1 (t.igff(tx)xﬁﬂ(tx)) dt

=1

~
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Damit haben wir gezeigt:

5.5 Satz. Ist B C R” offen und sternformig beziiglich des Nullpunktes, sowie F'
ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld auf B, das die ,Integrabilititsbedin-
gung“ D;F; = D;F; (fir alle i, j) erfiillt, so gibt es eine stetig partiell differenzier-
bare Funktion f mit Vf = F:

Der Satz bleibt {ibrigens richtig, wenn B sternférmig beziiglich eines beliebigen
Punktes ist.

Im Falle n = 3 hat man noch eine besondere Bezeichnung eingefiihrt.

Definition. Ist F' ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge des R?, so nennt man das stetige Vektorfeld

rot(F) := (Do(F3) — D3(Fy), Ds(Fy) — D1(F3), D1(Fy) — Do(Fy))

die Rotation von F'.

5.6 Folgerung. Sei B C R? offen und sternformig, und F ein stetig partiell
differenzierbares Vektorfeld auf B mit rot(F) = 0. Dann besitzt F' auf B ein Po-
tential.

Beispiele.

1. Sei F(z,y,z) := (x,y, z) auf einer sternformigen Umgebung von 0. Dann ist
offensichtlich rot(F') = 0. Also muf§ F' Gradient einer Funktion f sein. Wir
berechnen f nach der obigen Formel:

1 1 1
flzyy,2) = x/ Fi(tx, ty, tz) dt+y/ Fy(ta, ty,tz) dt+z/ Fs(tz, ty, tz)dt
0 0 0

1 1 1
= a:/ txdt—l—y-/ tydt—i—z-/ tzdt
0 0 0

(@2 + 12 + 22) t? ‘1
= (x z4) - —
Y 2 lo
1
= 5(202 + % + 2%).
Man rechnet sofort nach, dafl tatsidchlich Vf = F ist.

2. Sei U :={(x,y,2) € R® | 22 + y* # 0}. Dann ist auf U das Vektorfeld

— Y r
F(z,y,2) = (332 vl +y2’0)

stetig partiell differenzierbar, und es gilt:
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OF —(2* +y*) +y -2y y? — a?
_('Tay7z) = 2 2\2 = 2 212"
dy (22 +y?) (22 +y?)
F
) = 0,
0F, (22 +y*) —x-2x y? — a?
—(2,y,2) = 2 22 = 2 212’
Ox (22 +y?) (22 4+ y?)
F
o) = 0,
F F:

und %(x,y,z) = %—;(x,y, z) = 0.

Also ist rot(F') = 0. Ware F' ein Gradientenfeld V f, so wire df = wp, und
jedes Integral iiber w und einen geschlossenen Weg miifite verschwinden. Wir
haben bereits gesehen, dafi das nicht der Fall ist.

Die Situation dndert sich, wenn man den Definitionsbereich einschrankt. Die
Mengen Uy = {z > 0} und U_ = {2 < 0} sind jeweils sternformig, und
dort folgt aus der Integrabilitdtsbedingung die Existenz eines Potentials. Dort
verschwinden auch alle Integrale iiber geschlossene Wege, wie wir schon an
einem Beispiel gesehen haben.

Ist g eine Potentialfunktion fir /' auf U, , so muf} insbesondere g, = F sein.
Wir suchen also eine Stammfunktion von F; beziiglich der Variablen y.

v ooz
= —
9(z,y, 2) /yo i

Y1 1
= /yOE’H(t/x)zdt
_ /yL)th (mit o(t) = 1)

o L+o(t)
ely)

= / 5 ds
©(yo) L+4s

= arctan <g> -+ const.
T

Die Konstante konnte noch von x und z abhéngen, aber die Probe zeigt, dafl
wir sie nicht brauchen. Tatséchlich hat schon

g(z,y,z) := arctan <g>
x

die gewiinschte Eigenschaft Vg = F. Offensichtlich ist ¢ nicht auf ganz U
definiert!

Zum Schlufl wollen wir eine physikalische Anwendung betrachten:
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Ein Massenpunkt der Masse m bewege sich in einem Kraftfeld entlang eines Weges
a:la,b] — R3.

Sei F; die Kraft, die auf das Teilchen in x;-Richtung wirkt. Bei einer infinitesimalen
Verschiebung um v = (v, v9, v3) mufl dann die Arbeit Fiv; + Fovg + Fzvz geleistet
werden. Die Wirkung des Kraftfeldes wird also durch die Differentialform w =

Fidxy + Fydxy + Fidxs beschrieben, und / w ist die Arbeit, die geleistet wird,
wenn man das Teilchen entlang o bewegt. ¢

Das Newtonsche Gesetz der Bewegung besagt:

F(a(t)) =m-a}(t), firi=1,2,3.

/aw = /abm~o/’(t)oa'(t)dt

= % / %[O/(t) o/ (t)] dt
- D]

IR - @]

Also ist

T(t) := %-Ho/(t)”2 ist die kinetische Energie des Teilchens zur Zeit t. Die geleistete

Arbeit ist also gerade die Anderung der kinetischen Energie.

Man nennt das Kraftfeld w konservativ, wenn es ein Potential besitzt, wenn es also
eine Funktion u mit w = —dU gibt. Den Wert U(«a(t)) nennt man die potentielle
Energie des Teilchens zur Zeit ¢.

In diesem Fall ist

w = —[U(a(b)) = U(a(a))},
also T(a) + U(a(a)) = T(b) + U(a(b)). Das bedeutet, dai die Gesamtenergie
E(a(t)) == U(a(t)) +T(t) bei der Bewegung des Teilchens konstant bleibt. Das ist
der Satz von der Erhaltung der Energie!



