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§1 Stammfunktionen

1.1 Satz. Seia < b und (M,),c; ein beliebiges System offener Teilmengen von
R mit [a,b] C UML'

ved

Dann gibt es eine endliche Teilmenge Jy C J, so daf [a,b] C U M, 1st.

BEWEIS:  Sei
T :={t €la,b] : [a,t] ist in der Vereinigung von endlich vielen M, enthalten }.

T ist nicht leer, denn a liegt in einem M,,, und dann gibt es ein ¢ > 0 so daf
U.(a) C M, ist. Das bedeutet, daf z.B. a + /2 zu T' gehort.

Nun sei ¢y := sup(7’). Dann ist a < tg < b, und auch ty mufl in einem M,, liegen.
Es gibt ein 0 mit 0 < 0 < ¢ty — a, so dafl Us(ty) C M,, ist.

Weil [a,to — §/2] in endlich vielen M, liegt, und [t — §/2,tq + /2] in M,,, muB
to = b sein und [a, b] in endlich vielen M, liegen. n

Sei I = [a,b] ein fest gewihltes Intervall. Unter einer Zerlegung von I verstehen
wir eine endliche Menge 3 = {zg, z1,...,2,} mit

a=20< 21 <...<Zp_1<xp,=">0.

Eine Zerlegung 3’ heifit Verfeinerung der Zerlegung 3, falls 3 C 3’ ist.

Definition.  Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Treppenfunktion, falls es eine
Zerlegung 3 = {xo,21,...,2,} von [a,b] gibt, so daB f|u, ,.,) = ¢ konstant ist,
fire=1,...,n.

Multipliziert man eine Treppenfunktion mit einer komplexen Zahl, so erhélt man
wieder eine Treppenfunktion. Und auch die Summe zweier Treppenfunktionen ist
wieder eine Treppenfunktion. Allerdings mufl man dabei zu einer gemeinsamen
Verfeinerung der Zerlegungen iibergehen, um eine Zerlegung fiir die Summe zu
erhalten. Mit T'(1) bezeichnen wir den (komplexen) Vektorraum der Treppenfunk-
tionen auf [I.

Definition. Sei I C R ein beschrinktes Intervall. Eine Funktion f : I — C
heifit Regelfunktion, falls f in jedem inneren Punkt x € I einen rechtsseitigen und
linksseitigen Limes und an den in [ enthaltenen Randpunkten einen einseitigen
Limes besitzt.

Beispiele.

1. Ist f stetig auf I, so ist f offensichtlich eine Regelfunktion.
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2. Sei f : I — R eine monoton wachsende (reellwertige) Funktion und z, ein
Punkt von I. Dann ist fiir jede Folge (x,) in I mit x, < o und lim x, =

n—oo

xy die Folge f(x,) eine durch f(xo) nach oben beschrankte Folge. Wihlt
man (z,) monoton wachsend, so ist auch (f(x,)) monoton wachsend, und
man kann den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden. Es sei ¢ =

lim,, . f(zn).

Nun sei (y,,) eine beliebige andere Folge in I mit y,, < xo, die gegen xg
konvergiert. Wir wollen zeigen, dal (f(y,,)) ebenfalls gegen ¢ konvergiert.
Dazu sei ein € > 0 vorgegeben. Es gibt ein ng, so dafl ¢ — e < f(x,) < ¢
fiir n > ny ist. Und es gibt ein my, so dal z,, < y,, < zo fir m > my ist.
Zu jedem solchen m kann man aber ein n(m) mit y,, < T,(m) finden. Dann
ist c —e < f(Tny) < flym) < f(@nem)) < ¢, also |f(ym) — | < €. Das zeigt
die Existenz des linksseitigen Limes. Beim rechtsseitigen Limes geht man
analog vor, und das ganze funktioniert natiirlich auch bei monoton fallenden
Funktionen. Also ist jede monotone Funktion eine Regelfunktion.

1.2 Satz.  Eine Funktion f : I = [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion,
wenn es eine Folge (1,,) von Treppenfunktionen auf I gibt, die gleichmdfig gegen f
konvergiert.

BEwEIs: 1) Es sei f gleichméBiger Limes einer Folge von Treppenfunktionen. Es
sei zg € [a,b) und € > 0 vorgegeben. Es gibt eine Treppenfunktion 7 mit ||f — 7| <
£/2 und ein ¢ > 0, so dafl 7 auf (xq,xo + 0) konstant ist. Fiir 2,y € (zo, xo + J) ist
dann

1f(@) = fWl < |f(@) —7(@)][ +[7(y) — fy)| <e.
Wir wenden das zunéchst auf eine beliebige Folge () in (29, b) mit lim z,, = x, an.
Zu gegebenem € > 0 und dem zugehorigen ¢ gibt es ein ng, so dal o < z,, < xo+6
fiir n > ng ist, und dann ist

|f(xn) — f(xn)| < e, fir n,m > ng.

Also ist (f(z,)) eine Cauchyfolge, die gegen ein ¢ € R konvergiert.

Wir wollen zeigen, daB8 lim f(z) = ¢ ist. Dazu geben wir wieder ein £ > 0 vor und
z—x0+

wéhlen wie oben dazu ein passendes d und ein passendes ng, so dafl o < z,, < xo+9
und |f(x,) — | < e/2 fiir n > ng ist, und | f(z) — f(y)| < ¢/2 fir x,y € (xo, x9+9).
Fiir ein beliebiges  mit xog < x < xg 4+ 0 und n > ng ist dann

[f(x) — e < |f(x) = flaa)| + |f(20) —c| <e.

Die Existenz des linksseitigen Limes zeigt man genauso.

2) Sei nun f eine Regelfunktion, und n € N fest gewéhlt. Zu jedem x € I gibt es
Zahlen a(x), f(x) mit a(z) < z < f(z), so daB gilt:
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1f(s) — f(t)] < %, falls s,t € (a(z),z) N I oder s,t € (x,B(x))NI.

Die offenen Intervalle I, := (a(x), 3(x)) iiberdecken I. Nach dem Satz vom Anfang
dieses Paragraphen gibt es endlich viele Punkte zq,...,x, € I mit 1 < 25 < ... <
Zn, so daBl [ bereits von I,,,... [, lberdeckt wird.

Wir bilden eine Menge N aus a, b, den Punkten x; und den Punkten «(z;) und
B(z;), i =1,...,n. Wir ordnen die endlich vielen Elemente von N linear an, d.h.
wir schreiben N = {ag,...,a;}, mit a;_y < a; firi =1,... k.

Nun definieren wir die Treppenfunktion 7,, auf I durch

_J fl(aisa +@)/2) in (ai1, @),
Ta(t) = { fla;) fiir t = q,.

1
Dann ist offensichtlich ||7,, — f|| < —. Das bedeutet, daf§ (7,,) auf I gleichméfig
n

gegen f konvergiert. .

1.3 Satz. IstI = [a,b], so bildet die Menge R(I) der Regelfunktionen auf I einen
Untervektorraum der beschrdinkten Funktionen auf I. Das Produkt von zwei Regel-
funktionen ist wieder eine Regelfunktion. Ist f gleichmdf$iger Limes einer Folge von
Regelfunktionen, so ist f selbst eine Regelfunktion.

BEwWEIS: Summen und Produkte von Treppenfunktionen sind wieder Treppen-
funktionen. Aus den Grenzwertsétzen folgt das gleiche fiir Regelfunktionen.

Ist f eine beliebige Regelfunktion, so gibt es ein € > 0 und eine Treppenfunktion
T mit || f — 7| <e, also

AT =1 =)+ 7l <N =7l + 7l < e+ lI7l

Das zeigt, dafl jede Regelfunktion beschréankt ist.

Sei schlielich (f,) eine Folge von Regelfunktionen, die gleichméflig gegen eine
Funktion f konvergiert. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt ein ng, so daf ||f — f,| <
e/2 fiir n > ng ist. Und zu jedem n > ng gibt es eine Treppenfunktion 7,, mit
| fr. — Tull < €/2. Dann ist

Lf = 7all S Nf = fall + 1fn = 7l <e.

Das zeigt, dafl f eine Regelfunktion ist. "

Definition. Sei I ein Intervall und f : I — C eine beliebige Funktion. Eine
Funktion F': I — C heifit Stammfunktion von f, falls gilt:

1. F ist stetig.

2. Es gibt eine (hochstens) abzdhlbare Teilmenge ) C I, so daf§ F' auf I\ @
differenzierbar und dort F’ = f ist.
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ct

Zum Beispiel ist —cos(z) auf R eine Stammfunktion von sin(z), (1/c) - e eine
Stammfunktion von e (auch fiir komplexes ¢) und F(z) := |z| ist Stammfunktion
von
—1 fir x <0,
f(z) = 0 firz=0,
1 firx>0.

1.4 Satz. F|, F5 seien zwei Stammfunktionen einer Funktion f auf I. Dann ist
Fy — F5 konstant.

BEWEIS:  Sei F' := F} — F,. Dann ist fast iiberall F' differenzierbar und F”(x) = 0.
Daraus folgt, dal F' konstant ist. .
Eine zentrale Aussage ist nun der folgende

1.5 Satz. Sei f: I =[a,b] — C eine Regelfunktion. Dann besitzt f auf I eine
Stammfunktion F.

BEWEIS: 1) Zunéchst sei f eine Treppenfunktion. Dann gibt es eine Zerlegung
3 ={xo,21,...,2,} von I, so daB f(z) = ¢; auf (x;_1,2;) ist, fir i =1,...,n. In
diesem Falle kann man eine Stammfunktion F' von f direkt angeben:

—_

1—

F(z) =) cppi(®pi1 — ) + cipr(z — x;), auf [z, 2444), fliri =0,...,n —1,

<
Il
o

i
L

und  F(x,) := Cor1(Tysr — ).

Il
o

1%

Offensichtlich ist F' auf [z;, z;11) stetig, und

lim F(z) = Z Cor1(zysr — ) = F(x441).
R v=0
Also ist F' auf ganz [a, b] stetig und auf jedem Intervall (z;, x;.;) differenzierbar,
mit [’ (x) = ¢;. AuBlerdem ist F'(a) = 0.

2) Nun sei f eine beliebige Regelfunktion, und (7,,) eine Folge von Treppenfunk-
tionen, die auf I gleichméflig gegen f konvergiert.

Sei F,, Stammfunktion von 7,,. Es gibt — wie wir im ersten Teil gesehen haben —
eine endliche Teilmenge @Q,, C I, so dafl F,, auf I \ @, differenzierbar und F) = 7,
ist. Auflerdem konnen wir voraussetzen, dal F,(a) = 0 ist. Sei @) die hochstens
abzéhlbare Vereinigung aller ),,. Dann sind alle F,, auf I \ @ differenzierbar. Nach
dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung konvergiert (F,,) auf
I gleichmifig gegen eine stetige Funktion F', die auf I \ @) differenzierbar ist, mit
F' = f. Also ist F' Stammfunktion von f. .
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1.6 Folgerung. Ist f: I — R stetig, so gibt es eine differenzierbare Funktion F
auf I mit F' = f.

BEwEIS: Da f eine Regelfunktion ist, besitzt f eine Stammfunktion F. Aufer-
halb einer abzihlbaren Teilmenge Q C [ ist I/ = f. Aber da f stetig ist, mufl F’
auch in den Punkten von @) differenzierbar und dort F’ = f sein. "

Ist F' eine beliebige differenzierbare Funktion, so braucht F’ keine Regelfunktion
zu sein. Umgekehrt braucht die Stammfunktion einer Regelfunktion nicht {iberall
differenzierbar zu sein, wir nennen sie fast diberall stetig differenzierbar.

Definition.  Eine Funktion F' : I = (a,b] — R heiit in zy € [ linksseitig
differenzierbar, wenn es eine Funktion A_ : (a,z9] — R gibt, so daf gilt:

1. F(x) = F(xg) + (x — o) - A_(x), fir a < z < x,
2. Es existiert F” (xg) := lim A_(z).

T—To—
Der Wert F” (xg) heifit dann die linksseitige Ableitung von f in xq.

Die rechtsseitige Differenzierbarkeit und die rechtsseitige Ableitung F'y(xq) einer
Funktion F' : [a,b) — R in einem Punkt zy € [a,b) werden analog definiert, und
die Begriffe iibertragen sich auch auf komplexwertige Funktionen.

Ist F'in x¢ linksseitig und rechtsseitig differenzierbar und ist F” (x9) = F (), so
ist F' dort differenzierbar, und der gemeinsame Wert der links- und rechtsseitigen
Ableitung ist die gewohnliche Ableitung von F' in xg.

1.7 Satz. Die Stammfunktion F einer Regelfunktion f ist tiberall rechts- und
linksseitig differenzierbar, und es ist

Fi (o) = f(zot+) und FL(zo) = f(zo—).

BEWEIS:  Wir begniigen uns mit der Annéherung an xy von rechts. Wir setzen

Flx) - F
A (x) = Fla) = F(zo) (x0)7 fir x > x.
T — X9
Dann haben wir die Darstellung
F(x) :F($0)+($—$0)'A+($), fir z > .

Es bleibt noch zu zeigen, dafl hm+ A (x) existiert.
T—T(

Dazu sei ein € > 0 vorgegeben. Weil f eine Regelfunktion ist, gibt es ein 6 > 0 mit
|f(z) — flxo+)| <e, filr o < <o+

Weiter gibt es eine hochstens abzéhlbare Teilmenge @@ C I, so dafi F auf I\ Q
differenzierbar und dort F’ = f ist. In (29, 0+ 9) \ @ ist dann auch F' — f(xo+) -id
differenzierbar und
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|(F = f(zot) - id)'(2)] = [f(x) — f(zot)| <e.

Aus dem verallgemeinerten Schrankensatz folgt dann fiir alle x,y € (xg,zo + ) :

|F(z) = F(y) = f(xot) - (x —y)| <e- [z —yl.

Da alle beteiligten Funktionen in x stetig sind, kann man y gegen xy gehen lassen
und erhélt dann zumindest noch

|[F'(x) — F(wo) — f(wot) - (v —x0)| < & |7 — 70,
also
A4 (@) — flag+)] <.

Damit ist /' bei x( rechtsseitig differenzierbar, und F’ (zo) = f(xo+). Der Beweis
fiir die linksseitige Ableitung verlduft analog. "

Definition.  Die Gesamtheit aller Stammfunktionen einer Regelfunktion f &
R(I) bezeichnet man mit dem Symbol

/ f(z) de.

Man spricht auch vom unbestimmten Integral iiber f(x).

Ist F' eine spezielle Stammfunktion von f, so ist
/f(x)dx: {F(z)4+c: ceR}.

Der Kiirze halber schreibt man meist: [ f(z)dz = F(z) + c¢. Diese Abkiirzung ist
aber nur dann erlaubt, wenn sie so gebraucht wird, daf} sie jederzeit als die obige
Menge aller Stammfunktionen interpretiert werden kann!

Beispiele.

3. / sin(z) dz = —cos(z) + ¢ und / cos(z) dz = sin(z) + c.

d
4. [ = In(z) 4 ¢, auf jedem Intervall I C {z € R : x > 0}.
T
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5. Sei f: I — R eine stetig differenzierbare Funktion, die in I keine Nullstellen
besitzt. Dann ist entweder |f(x)| = f(x) auf ganz I oder |f(z)| = —f(z) auf

ganz I, also F(z) := In(|f(z)|) differenzierbar und F'(z) = ||J;C|<( )’) J;c/((x))v

und damit

f x)

n(|f(x)]) +

Daraus folgt z.B.: /tan(x) dz = —1In(|cos(x)]) + c.

Bemerkung. Ist F' auf / Stammfunktion der Regelfunktion f, so schreiben wir
statt [ f(z)dz = F(x) + ¢ auch — etwas miibrauchlich — [ F'(z)dz = F(x) + ¢,
obwohl F’ gar nicht iiberall definiert ist!

Gewisse Differentiationsregeln konnen bei der Suche nach Stammfunktionen helfen.
Wir beginnen mit der Linearitét:

1.8 Satz. Sind f und g Regelfunktionen, so ist

(c1-fx)+ca-g(x flx)dr+cy- | g(zx)de.
/ = s fo

Der BEWEIS ist trivial.

Als néchstes betrachten wir die Produktregel:
(f-9)=f-9+f4d.

Man kann sie wie folgt auf fast iiberall stetige Funktionen ausdehnen:

Sind f und g iiber einem Intervall I fast iiberall stetig differenzierbar, so ist auch
f - g fast iiberall stetig differenzierbar, und es gilt:

(f - 9)e(@) = filz) - g(z) + f(z) - gh().

1.9 Regel der Partiellen Integration. Sind F' und G dber einem Intervall
I fast dberall stetig differenzierbar (also Stammfunktionen von Regelfunktionen f
bzw. g), so sind die Funktionen f-G und F-g (die wir wieder mit F'-G bzw. F -G’
bezeichnen) Regelfunktionen, und es gilt:

/F(x)G'(x) dr = F(z) - G(x) — /F’(x)G(x) dr .

BEWEIS: F und G sind stetig und iiberall links- und rechtsseitig differenzierbar.
AuBerdem gibt es (hochstens) abzéhlbare Teilmengen @Q1,Q2 C I, so dal F' auf
I'\ @1 und G auf I\ @)y differenzierbar ist. Dann ist auch F' - G stetig, F' - G ist
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natiirlich auf I\ (Q; U @) differenzierbar, und dort ist " = f und G’ = g, also
(F-GY=F.G+F-G.

Flz)-Glz) + ¢ = /(F-G)’(m)dm

_ / F(z) - Glx) dz + / Fx) - G'(z) da.

Auf den ersten Blick ist der Nutzen dieser Formel noch nicht zu sehen, den Vorteil
erkennt man am besten an Beispielen:

Beispiele.

1.

/ (2 - In(z)) dz — / <(§O:11)'~1n(:6)) da

a+1 «
= 2 -ln(x)—/ a

a+1 a+1 ’
$a+1 xa+1
pr— -1 _——_—
w1 n(x) CESIE +c
xa+1
= (a+1)2~((a—|—1)-ln(a:)—1)—i—c.

Also ist z.B. z - (In(z) — 1) eine Stammfunktion von In(x).

/ co(z) de = / (sitt (2)) - cos(z) da
— sin(z) - cos(z) — / (sin(2) - cos'(z)) dz
— sin(a) - cos(a) + / sin®(z) da
— sin(z) - cos(x) + / (1 - co(a)) dz
— sin(x) - cos(z) + 7 — / cos?(z) dz.

Jetzt ist das Integral, das wir ausrechnen wollten, wieder aufgetaucht! Trotz-
dem hilft uns das weiter. Wir kénnen das Integral iiber cos?(z) auf die andere
Seite der Gleichung bringen und erhalten:

/cos2(x) dr =

- (@ + sin(x) - cos(z)) + c.

N | —
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/ e sin(z) dr = / e (= cos'(z)) da

= —¢e"-cos(x) — /(ez)' - (—cos(x)) dx
/

= —e"-cos(x)+ [ " cos(x)dz.

Eine zweite Rechnung liefert:

/ (€7 - cos(x)) dz = €® - sin(x) — / e® - sin(z) dz.

Setzt man das in das erste Ergebnis ein, so erhélt man:
. 1 .
/ez -sin(z) dx = §(e$ - (sin(z) — cos(z))) + c.

Eine weitere Integrationsmethode ergibt sich aus der Kettenregel. Sei ¢ : J —
I eine stetig differenzierbare Funktion und f : I — R eine Regelfunktion mit
Stammfunktion F. Dann ist auch (fop)-¢’ eine Regelfunktion auf J (man iiberlege
sich den einfachen Beweis dafiir!), und es gilt fast iiberall: (Fop)'(t) = f(p(t))-¢'(t).
Daraus folgt:

1.10 Substitutionsregel.

([ fic)or= [ st o

Ist ¢ sogar umkehrbar, so folgt:

/f@) dz = (/ fle@) - ¢'(t) dt> ol

Merken kann man sich diese Regel mit der folgenden (allerdings sehr suspekten)
Eselsbriicke: Ist x = x(t), so ist

/f dx—/f d:zc:/f(x(t —dt /f

Diese Herleitung ist mathematisch unhaltbar, und sie liefert ein falsches Ergebnis,
denn auf der linken Seite fehlt die Substitution, so dafl links eine Funktion von z
und rechts eine Funktion von t erscheint.

Bei den Beispielen beginnen wir mit dem einfacheren Fall, der Anwendung der
Substitutionsregel von rechts nach links, wenn der Integrand schon in der Form

flo(t)¢'(t) gegeben ist.
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Beispiele.

1. Es sei eine Stammfunktion F' der Regelfunktion f gegeben. Wir suchen eine
Stammfunktion fiir x — f(x — z). Hier bietet sich die Substitution p(z) :=
x — xo an, mit ¢'(z) = 1. Dann folgt:

[ ste—ayds = ([ fwyar) o= Fla =) e

Fir z — f(a- ) benutzen wir die Substitution ¢(z) := a -z, mit ¢'(z) = a.
Dann ist a - f(a-z) = f(p(z)) - ¢'(x), und wir erhalten:

/f(a'l’)d%:%'(/f(x)dx>0¢=2-F(a-x)+c.

Also ist z.B.

1
/Sin(mx) dx = —— - cos(mx) + ¢, fir m € N,
m

/ dx 1/ dx 1 ; <x)+
——=— [ ——— = ~arctan(—) +c.
a?+22 a® ) 1+(5)? a a

1
2. Das folgende Beispiel ist eigentlich ein alter Bekannter. Es sei f(z) := — und
T

und

©(t) eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen auf einem Intervall

J. Dann ist f(¢(t))-¢'(t) = L ((f)) = (Inolp|)’(¢) die logarithmische Ableitung.
¥

Die Substitutionsregel fiihrt zu der schon bekannten Formel

e ll’o = \njrj) o c=1n c
/w(t) "= (/xd> p(t) = (Infz]) 0 p(t) + e = In(le(®)]) +c.

t
Suchen wir z.B. eine Stammfunktion fiir g(t) := 50 so stellen wir fest,

_ P i e o) = 1 4 2
daB 2-¢(t) = D) ist, fur ¢(t) := 1+ t*, also

t 1
dt = = -In(1 + ¢* .
/1+t2 y I+ +e

3. Manchmal ist bei einem Bruch zwar nicht der Zéahler gleich der Ableitung
t
des Nenners, aber der Bruch hat die Gestalt A0

g(e(t))

/ gfs;(é))) _( C<l_>

Die Substitutionsregel

liefert dann
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Das funktioniert z.B. in folgender Situation:

/ tdt %/L@)dt (mit p(t) := %)

1+t4 L+ (t)?

1 1

1
=3 arctan(z?) + c.

Hier sei noch einmal vor der ,Ingenieur-Methode® gewarnt: Man liest oft
folgende Herleitung;:

t* = x, also 2t dt = dx (Was soll das bedeuten?),

/ tdt 1/ dx 1 tan(z) +
= - = — arctan(z) + c.
1+t 2 ) 1+22 2

Die letzte Zeile ist eindeutig Unsinn! Wir werden erst im 3. Semester lernen,
wie man mit Hilfe von , Differentialformen* diese Methode mathematisch
einwandfrei formulieren und anwenden kann.

und dann

Wenn die rechte Seite der Substitutionsregel der Ausgangspunkt ist, kann man die
Substitution ¢ leicht erkennen. Schwieriger ist die Anwendung von links nach
rechts.

Es soll z.B. eine Stammfunktion von f(z) = +/1 — 22 bestimmt werden. Dafiir
suchen wir nach einer Substitution, durch die der Integrand einfacher wird. Die

Gleichung y = /1 — 22 erinnert an die Gleichung cos(t) = /1 — sin*(), deshalb
probieren wir es (auf gut Gliick) mit der Substitution ¢(t) := sin(¢) und erhalten:

([vi=atas)oe= [ romiswa= [ e

1
Dieses unbestimmte Integral kennen wir schon, es ist = Q(t +sin(t) cos(t)) + ¢. Da

¢(t) = sin(t) auf [~7, 7] umkehrbar ist, erhalten wir:

1
/\/1 —22dr = — - (arcsin(x) + x - V1 — 22) + ¢, auf [—1,1].

N |

Nun konnen wir uns an weitere Beispiele wagen:

Beispiele.
1. Es soll / eV?® dx bestimmt werden.

Da die Wurzel im Exponenten stort, versuchen wir es mit der Substitution
©(t) = t* und ¢'(t) = 2t. Dann existiert ' (z) = /& fiir £ > 0, und es ist
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/eﬁdx: (/et-2tdt) opt=2r—1) e+
denn es ist [te'dt = (t — 1)e' +c.

2. Wir werden zeigen, dafl jede rationale Funktion (aufierhalb ihrer Polstellen)
Stammfunktionen besitzt. Deshalb wollen wir Integranden héufig gerne mit
Hilfe einer geeigneten Substitution rational machen:

In / _de benutzen wir die Substitution ¢(t) = 5, mit ¢'(¢) = 6t°, um
v+ ’ ’
die beiden stérenden Wurzeln in einem Schritt zu beseitigen. = (z) = ¢z
ist auch wieder fiir x > 0 definiert, und dort gilt:
dx 6t°
— = ——dt -1
/\B/EJF\/E (/t2+t3 >o¢
t3
= 6- dt -
( / 1+1 ) i
3 1
Polynomdivision liefert =t* —t+1— ——. Also erhalten wir:
1+t 1+t
dx 1 1
= 6 (=Pt —In|l 4t =
/e/EJr\/E (3 ot T n|+‘)0(’0 e
= 2Vo —3Yr+6(r —In(Yx + 1)) + ¢, fiir 2 > 0.
3. Sei F(u,v) eine rationale Funktion in u und v (also ein Ausdruck wie z.B.

u
3u? — v
Winkelfunktionen, ihrer Umkehrungen und deren Ableitungen kennen wir
bisher nur einen einzigen Fall, wo eine rationale Funktion auftaucht:

). Wir wollen / F(sinz,cosx)dr bestimmen. In der Klasse der

1

arctan’(z) = o2
T

Daher versuchen wir, Sinus und Cosinus durch den Tangens auszudriicken:
Es ist

iy S 1ot 1
cos?(z) cos?(x) cos?(z)
und damit
) ‘ tan?(x)
os'(n) = [y W sin(@) =1 cosi(a) = o s

Das ist noch nicht ganz befriedigend, weil jetzt fiir die Darstellung von Sinus
und Cosinus durch den Tangens noch Wurzeln benétigt werden. Es gilt aber:
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2t
sin(2z) = 2sin(z)cos(x) = T ?;E () )
1 — tan?
und  cos(2x) = cos® (z) — sin” () = 1—1—%?18;
2
Jetzt verwenden wir die Substitution ¢(t) = 2arctan(t), mit ¢'(t) = 1+t

Dann folgt:

/ F(sinz, cosz) dz = < / F(singo(t),cosgo(t))gp’(t)dt>ogp‘l

2t 1 —+¢2 2
= F - dt -1
(/ (1+t2’1+t2> 142 >O(p

Damit ist der ganze Integrand rational geworden.

4. Manchmal kann es auch sinnvoll sein, Winkelfunktionen einzusetzen, wie wir
es schon beim ersten Beispiel zur Substitutionsregel gesehen haben. Die Sub-
stitution o(t) = sin(t) ergibt z.B. fir —1 <z < 1:

/ /1—3:d 11—z
€T =
14+ \/1—x2
1—
= (/—Smtcostdt) op !
cost
= (/(1 —sint) dt) op!

= arcsin(z) + V1 — 2% 4 c.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl man jede rationale Funktion ,elementar® integrieren
kann. Wichtiges Hilfsmittel ist dabei die

1.11 Partialbruchzerlegung. p(z),q(x) seien zwei Polynome mit grad(p) <
grad(q). Auflerdem sei

q(@) = (@ =) (2 =)™

die Zerleqgung von q(x) in Linearfaktoren (iber C), mit paarweise verschiedenen
komplexen Zahlen c;. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung

J

r k;
ple) _ L
(@) —Z ——, mit az € C.

I—C
j=1 k=1 J

BEWEIs: Wir zeigen, dafl es eine eindeutig bestimmte Zerlegung

pz)  a  p)
@) @ @)
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gibt, mit @ € C und Polynomen p;(x),q () mit ¢(z) = (z — ¢1) - q1(z) und
grad(p;) < grad(q1) = grad(q) — 1. Es ist klar, dal man dies dann iterieren kann
und nach endlich vielen Schritten die gewiinschte Zerlegung erhalt.

a) Eindeutigkeit: Wenn es eine solche Zerlegung gibt, dann ist
pla)=a-(z—c)2-(z—c)" +pi(2)- (x— ),

also p(c1) = a- (c; — co)®2 -+ (c; — ¢,)*. Damit ist a festgelegt, und dann auch
pi(x) = (p(x) —a- (z =) (z = ¢))") /(2 = 1), sowie qu(x) = g(x)/ (2 — 1)

b) Existenz: Jetzt definieren wir

pler)

a-= (Cl — C2>k32 o e (Cl — Cr>kr7

P(x) =px)—a-(x —c)® - (z — ).

Da P(cy) = 0 ist, gibt es ein Polynom p;(x) mit P(z) = pi(z) - (x — ¢1). Also ist
p)=a-(x—c)? - (x—c)" +p(z) (x— ).

Wir haben natiirlich k; > 1 vorausgesetzt. Das bedeutet, daf ¢1(z) := ¢(x)/(z—c1)
ein Polynom ist, und es folgt:

plz) a pi(x)
@) @ @)

SchlieBlich ist grad(p;) < max(grad(p), k2 +--- + k) < grad(q) — 1 = grad(q;). =

Ist grad(p) > grad(q), so kann man Polynomdivision mit Rest durchfithren und
erhélt eine Darstellung
p(z) r(z)
— — 9\ + N
o) T )
mit Polynomen g(z),r(z) und grad(r) < grad(q).

Seien nun p(x), ¢(x) Polynome mit reellen Koeffizienten. Sind auch alle Nullstellen
von ¢(z) reell, so erhdlt man reelle aj;. Es bleibt das Problem der nicht-reellen
Nullstellen von ¢(x). Ist etwa ¢; eine Nullstelle von ¢(z), mit Im(c;) # 0, so ist
auch ¢; eine Nullstelle von p(x). Es muf} also ein ¢ # j mit ¢; = ¢; geben, und es
ist dann k; = k;

Behauptung: a;, = a;i, fir k =1,..., k;.

Beweis:  Weil (p/q)(z) = p(Z)/q(T) ist, muBl — wegen der Eindeutigkeit der Par-
tialbruchzerlegung — gelten:

Qjk . ik

G- @
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Dabei kann fiir = jede komplexe Zahl ¢ {c;, ¢;} eingesetzt werden. daraus folgt die
Behauptung. "
Nun ist aber

LI @ 2(Re(a)r — Re(ac))

r—c; x—7¢ ax?—2Re(¢)r+ |¢]?
Es tritt oben ein lineares und unten ein quadratisches Polynom auf, beide mit
reellen Koeffizienten.

Jetzt konnen wir Stammfunktionen fiir beliebige rationale Funktionen bestimmen:

1. Der Fall eines Polynoms ist trivial.

1
2. / dx = In|z — ¢|, fiir c € R.
r—c

1 1
> /(x-c)kdm:1-k<x_c)1_k7fﬁrk??undceﬁi,

denn Produkt- und Quotientenregel gelten auch fiir die Differentiation von
komplexwertigen Funktionen.

d
4. Es bleibt der Fall f(z) = %
€T axr

zunéchst eine Substitution vor: ¢(t) := ut—v, mit noch geeignet zu wihlenden
reellen Zahlen v und v. Dann ist

mit a® — 4b < 0. Hier nimmt man

et)? +a-pt)+b=u"t* +u(a—20)t+v(v—a)+b.

Setzen wir v := a/2, so erhalten wir

o) +a-p(t)+b=u*+ }1(4b —a?) = (b— az) S+ 1),

wenn wir auch noch u := (1/2)v/4b — a? setzen.

1
(a) Esist / o] dt = arctan(t),

t 1,
(b) und/t2+1dt—§ln(t +1).

So sind alle Félle erledigt!

§2 Bestimmte Integrale

Definition. Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion, 3 = {zg,x1,...,2,} eine
Zerlegung von [a, b], so daB8 f|(, , ) = ¢; konstant ist, fir i = 1,...,n.

Die Zahl 3(f) := Z ¢i(x; — x;_1) nennt man das Integral von f.
i=1
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Ist ;1 < & < x4, so ist
(& —xis1) + ez — &) = ci(ry — xiq).

Das bedeutet, daf sich X(f) nicht dndert, wenn man von 3 zu einer Verfeinerung
iibergeht. Da es zu zwei verschiedenen Zerlegungen immer eine gemeinsame Ver-
feinerung gibt, sieht man, daf§ die Definition von X(f) nicht von der Zerlegung
abhéngt.

2.1 Satz. Das Integral von Treppenfunktionen besitzt folgende Eigenschaften:

1. 3(fi + f2) = S(fi) + S(fo), fir fi, f2 € T().
2. 5(r- f)=r-X(f), fir feT) undr € R.
3. Ist f € T(I) und f >0, soist X(f) > 0.

4. Es st stets |S(f)| < (b—a) - ||f]]-
Der BEWEIS ist eine sehr einfache Ubungsaufgabe.

Wir betrachten im Folgenden nur reellwertige Funktionen. Erinnern wir uns: Ist
I ein Intervall, so ist der Raum B = B(I,R) der beschrinkten Funktionen auf
I ein metrischer Raum, mit der Metrik d(f,g) := ||f — gl|, wobei ||h|| = sup,|h|
die sogenannte ,,Supremumsnorm® ist. Jede Teilmenge von B ist nun wieder ein
metrischer Raum, mit der von B induzierten Metrik. Das gilt insbesondere fiir den
Vektorraum 7'(I,R) der reellwertigen Treppenfunktionen auf /. Das Integral ¥ :
T(I,R) — Rist eine lineare Abbildung. Aber da T'(I, R) kein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist, ist auch nicht selbstverstandlich, dafi 3 stetig ist. Die Abschétzung
(4) hat jedoch die Stetigkeit von ¥ zur Folge. Ist ndmlich 7 € T'(/,R) und ein € > 0
vorgegeben, so wahlen wir ein § < /(b — a). Fiir |7 — 79| < J ist dann

1X(7) = X(m0)| = [B(r = 7)| < (b —a) - [|[7 — 7ol <.

In der Integrationstheorie versucht man nun, das Integral fiir Treppenfunktionen
auf einen moglichst grofen Funktionenraum stetig (und linear) fortzusetzen. An
dieser Stelle begniigen wir uns zunéchst damit, ¥ auf die abgeschlossene Hiille
T(I,R) stetig fortzusetzen. Das geht sehr einfach, denn die abgeschlossene Hiille
des Raumes der Treppenfunktionen in B ist der Raum R([) der Regelfunktionen
auf I (Konvergenz in B ist die gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen).

Sei also jetzt f : [a,b] — R eine Regelfunktion, und (7,,) eine Folge von Treppen-
funktionen, die auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert.

Behauptung:

1. Die Folge der Integrale ¥(7,) konvergiert gegen eine reelle Zahl A.
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2. Der Grenzwert A hingt nur von f ab, nicht von der Folge (7,).
Bewels: 1) Fir n,m € Nist
X(7m) = B (7a)| = [E(7m — )| < (b= a) - |7 — 7.
Mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums folgt aus der gleichméfigen Konvergenz von (7,)

die Konvergenz der Zahlenfolge (X(7,)).

2) Wir betrachten zwei Folgen (7,,) und (o,,) von Treppenfunktionen, die gleichméfig
gegen f konvergieren. Ist ein € > (0 vorgegeben, so konnen wir ein ng finden, so daf3
gilt:

S £

1f —7all < fiir n > ny.

ist. Aber dann

Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus, daf |7, — o, || < 2 <

ist B
|E(70) = (on)| < (b—a) |7 —onll <&, fiir n > ny.

Damit ist klar, daf$ ¥(7,,) und X(o,,) gegen den gleichen Grenzwert konvergieren. m

Definition. Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, (7,,) eine Folge von Treppen-
funktionen, die auf [a, b] gleichméfig gegen f konvergiert. Dann heifit die Zahl

/a b f(a)dz == lim (7))

n—oo

das (bestimmte) Integral von f (iiber [a,b]).

b
Bemerkung. Ist f eine Treppenfunktion, so ist / f(x)dx = X(f).

2.2 Satz. f,g: [a,b] — R seien zwei Regelfunktionen, ¢ € R eine Konstante.
Dann gilt:

1 /ab(f(a:)—l—g(x))dx:/abf(x)dx+/abg(m)dm.
2 /ab(c~f(x))dx:c~/abf(x) da.

b
3. Ist f(z) > 0 auf [a,b], so ist auch / f(z)dx > 0.

/a b f(z) dx

b
J. Esist < / F@)|dz < (b—a)- | f].
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BEwEIS: (1) und (2) folgen sehr einfach aus den Grenzwertsétzen und den ent-
sprechenden Aussagen iiber Integrale von Treppenfunktionen.

3) Sei f > 0 und (7,) eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichméfig gegen f
konvergiert. Dann ist auch 7} := 7, + || f — 7,,|| eine Treppenfunktion, und es gilt:

If =l =1f == If =7l <2 If = 7all-
Also konvergiert auch (77) gleichméaflig gegen f. Es ist aber
n=f+m—f)+lm-fll=f=0,
und daher ,
/ f(z)dz = lim (7)) > 0.

n—oo

1) Aus —|f] < f < |f] folat:

—/ablf(w)|d:c§/abf(w)dxﬁ/ablf(x)|dm~

/abf(x) dr| < /ab\f(:z:)|dx.

Weil |f| durch (|7,,|) approximiert wird und X(|7,|) < (b — a) - ||7,,|| ist, folgt:

Das bedeutet:

b
[ 1#@ldz = lim S < ¢ a)- 1]

Das oben eingefiihrte bestimmte Integral von Regelfunktionen ist also tatséchlich
eine stetige lineare Fortsetzung des Integrals fiir Treppenfunktionen.

Beispiel.

Wir betrachten die Funktion f(x) = z, die stetig und damit eine Regelfunk-
tion ist, auf einem beliebigen Intervall I = [a, b].

Wir teilen I in n gleich lange Teile [xy_1, 2], K = 1,...,n, mit
k
= —-(b—a).
Tpi=at (b—a)

Dann wird durch 7,(z) := x,_ fiir z € [x_1,2) und 7,(b) := b eine Trep-
penfunktion 7, auf [a,b] definiert.

Fiir x € [zg_1,2x) ist © = 2,1 + h, mit

1
O0<h=z—xp1 <z} —x)_1=—"+(b—a).
n
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Also ist
1
(@) = mu(@)] = [(@h-1 + 1) = 2pa| = [2] < - (b= a),
unabhéngig von k. Das zeigt, dafl (7,,) gleichméBig gegen f konvergiert.

Auflerdem ist

X(tn) = Zxk_l (xk — 1)

_ Z(a—f—k_l-(b—a))-b_a

n n
k=1
(b—a)2 n—1
= a (b—a)+——j >k
k=0
—a)? n—
= a~(b—a)—|—<b 2a) .nnl.

Also konvergiert 3(7,) fir n — oo gegen

b 2 12 2
2ab — 2 b= — 2ab
/a:d:v: a a” + ab+a Loy
“ 2
Sei I = [a,b], 3 = {xo,21,...,2,} eine Zerlegung von I und f : I — R eine

(zunéchst beliebige) Funktion. Fiir jedes ¢ mit 1 < i < n sei ein Zwischenpunkt
& € (xi—1, ;) gegeben. Wir fassen diese Zwischenpunkte zu einem Vektor & =
(&1, ..., &,) zusammen. Dann nennt man

S(f,3.6) : Zf& T — i)

eine Riemannsche Summe von f zur Zerlegung 3.

Definition.  f heifit iiber I im Riemannschen Sinne integrierbar, falls es eine
reelle Zahl A und zu jedem £ > 0 eine Zerlegung 3, von [ gibt, so daf} gilt:

Ist 3 eine Zerlegung von I, die feiner als 3 ist, und ist & eine beliebige Wahl von
Zwischenpunkten zu 3, so ist

X(f,3,6) — Al <e.

2.3 Satz. Ist f eine Regelfunktion, so ist f im Riemannschen Sinne integrierbar,
und die Zahl A ist das Integral von f tber I.
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BEWEIs:  Wir zeigen: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jede Zerlegung
3={xo,x1,..., oot mit z; —x; 1 <dgilt: st z; y <& < a; firi =1,...,n, soist

<Ee.

> () i) - [ f(e)d

Ist f sogar eine Treppenfunktion, so kann man sich das leicht iiberlegen: Es sei 3
eine Zerlegung der , Feinheit“ 6 und {ag,as,...,ax} die Menge der Punkte von I,
in denen die Treppenfunktion f ,springt“. Féllt keiner der Zwischenpunkte &; mit
einem a; zusammen, so ist (£, 3,&) = X(f) und nichts mehr zu zeigen. Sonst gibt
es schlimmstenfalls k£ Zwischenpunkte &; , die jeweils mit einem a, zusammenfallen.
Also gibt es hochstens k Intervalle der Lénge ¢, die unterschiedliche Beitridge zu
X(f,3,€) bzw. X(f) liefern. Da die Werte von f durch +|| f|| beschréinkt sind, gilt:

n b
> &) =)~ [ rte)at| <2k 1] -

WEeil k konstant ist, kann man ¢ so klein wahlen, dafl der Ausdruck auf der rechten
Seite < e wird.

Sei nun f eine beliebige Regelfunktion, und (7,,) eine Folge von Treppenfunktionen,
die gleichméfig gegen f konvergiert. Dann ist

‘E(f737£) - E(Tvag)’ < (b_ CL) ’ ||f - Tn”

b
Weil ||f — 7|l gegen Null konvergiert, ¥(7,) von (7,3, &) und / f(z)dx von

¥(7,,) approximiert wird, wird auch das Integral von f iiber [a,b] von den Rie-

mannschen Summen 3(f, 3, &) approximiert. .

2.4 Satz. Sei f :[a,b] — R eine Regelfunktion und a < ¢ < b. Dann ist

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Der BEWEIS ist trivial.

Der Vollstandigkeit halber definiert man:

/af(x)dx =0 und /af(x)dx = —/bf(x)dx, fiir a < b.
a b a

Aus der Monotonie-Eigenschaft des Integrals folgt: Ist f : [a,b] — R eine Regel-
funktion und m < f(x) < M fir alle x € [a, b], so ist
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mn@—wfi/f@ngMV@—w.

2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung.
Ist f :[a,b] — R stetig und p : [a,b] — R eine nirgends negative Regelfunktion, so
gibt es ein ¢ € [a, b] mit

[ rewtya =50 [ eyar

BEwEIS: Es sei m das globale Minimum und M das globale Maximum von f auf
[a,b]. Dann ist m - p(x) < f(x)p(x) < M - p(z) auf [a, b], und wegen der Monotonie
des Integrals ist dann auch

/ m</f dwﬂl/

Durch F(x) := f(x) - / p(t) dt wird nun eine stetige Funktion F': [a,b] — R defi-
niert, die die Werte m- / t) dt und M- / t) dt in [a, b] annimmt. Nach dem Zwi-

schenwertsatz muf} F' in einem geeigneten Punkt ¢ € [a, b] den Wert / f(z)p(x) dx

1@ [ soai= [ s o

Mit p(z) = 1 erhélt man daraus:

annchmen. Also ist

dc € [a, b mit/f(:c)dx:f(c)-(b—a).

2.6 Satz. Sei f, : [a,b] — R eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmdfig
gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist

lim h t)dt = /f

n—oo

BEWEIS:  Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ng, so daBl fiir n > ny und alle
x € [a,b] gilt:
€

1) = @] <
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Also ist
b b
|/ f(t) dt—/ fa(t)dt] = \/ ) dt|
< / [F(t) = fu(D)] dt
b — —
D — (b—a) =«
Das ergibt die gewiinschte Formel. "

2.7 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Sei I C
R ein abgeschlossenes Intervall, a € I ein fester Punkt und f : I — R eine
Regelfunktion. Wir betrachten die Funktion

:/:f(t)dt

1. F st eine Stammfunktion von f.

Es gilt:

2. Ist G irgend eine Stammfunktion von f, so gilt fir jeden Punkt b € I die
Beziehung
b
/ f(t)dt = G(b) — G(a).

BEwEIs: Da f als Regelfunktion beschrankt ist, und

|F'(x) = F(xo)| =

[ o dt] < lo— a0l - If]l

folgt zunéchst, daf3 F' stetig ist.

Wir zeigen, dafl F' rechtsseitig differenzierbar ist. Dazu setzen wir

A, (z) = ! /l‘ f(t)dt, fiir x> x.

T — 2o
Weil F(z) — F(xg) = / f(t) dt ist, haben wir die Darstellung

F(x) = F(xg) + (v — o) - Ay (x), fiir x > x.

Es bleibt noch die Stetigkeit von A (x) bei xy zu zeigen.

Es sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein § > 0 mit
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|f(z) = fzo+)| <&, fiir o <z <o+

Fiir solche z folgt:

A () = fzot)| =

— ) — fleot)) de

T — 2o 0

1
Sz —x0|- sup  [f(x) = fzot)| < e
’JI - .To‘ ro<zr<ro+d

Damit ist /' bei x( rechtsseitig differenzierbar, und F’ (zo) = f(xo+). Der Beweis
fiir die linksseitige Ableitung verlauft analog. In den Punkten, wo f stetig ist, ist
F nun automatisch differenzierbar und F’ = f. Damit ist F' eine Stammfunktion
von f.

Ist G irgend eine Stammfunktion von f, so ist G = F' + ¢, und daher

Gb) — G(a) = F(b) — Fla) = / F(t) dt.

In seiner , klassischen Form* besagt der Fundamentalsatz:

2.8 Folgerung. Ist f : I = [a,b] — R stetig, so ist F(z) = / f)dt auf I
differenzierbar und F' = f. ‘
Ist G irgend eine differenzierbare Funktion auf I und G' = f, so ist G — F konstant

und / f(t)dt = G(b) — G(a).

Beispiele.

n+1

1. Da

n eine Stammfunktion von z" ist, folgt:
n

b
1
" dr = bn+1 _ . nt+l )
/(z & dg = —— 1( a")
2. Sei f(x) := |z — 1|. Eine Stammfunktion ist

1
—?—rx+1 fallsz>1

F(z):={ 2 1,
x—ix falls z < 1.

Man beachte, dal durch Addition einer Konstanten dafiir gesorgt wurde, dafl
Fin x =1 stetig ist!

Nun ist z.B.
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/2|x—1|dx:F(2)—F(—2):1—(—4):5‘

Zum gleichen Ergebnis kommt man durch Aufspaltung des Integrals:

/_22|:U—1\dx - /_12(1—$)d56+/12(:c—1)dx

(w529 ||+ —a) |

= (z— <2 —r°—x

2 -2 2 1
1 1

= G- +0-(3) =5

Welchen Weg man wéhlt, ist Geschmacksache.

1
3. Da arctan’(z) = e ist, und arctan(0) = 0, folgt:
T

1+¢2

|
arctan(z) = / dt
0

In der Literatur werden die Winkelfunktionen manchmal auf diese Weise ein-
gefiihrt.

Da tan(}) = 1 ist, ergibt sich speziell:

1
T 1

- = dt.
4 /0 142

Das liefert eine Definition der Zahl 7, die von den Winkelfunktionen un-
abhéngig ist.

In der Praxis kommen héufig Funktionen F : [a,b] — R vor, die aulerhalb einer
endlichen Menge E = {x1,...,xy} C (a,b) stetig differenzierbar sind, und deren
Ableitung f = F’ in jedem Punkt x € FE einen rechtsseitigen und linksseitigen
Grenzwert besitzen. Solche Funktionen nennt man stickweise stetig differenzier-
bar. Sie sind natiirlich Regelfunktionen. Sind sie zusatzlich stetig, so sind sie auch
Stammfunktionen von Regelfunktionen.

Gelegentlich ist folgende Feststellung niitzlich:

2.9 Satz. Sind fi,fo : I = [a,b] — R Regelfunktionen und gibt es eine
(hdchstens) abzihlbare Teilmenge Q@ C I, so daff fi und fo auf I\ Q dberein-

stimmen, S0 1st
b b

BEWEIS: Seien Fi, Fy, Stammfunktionen fiir fi, fo. Aulerhalb einer abzéhlbaren
Menge Q* C [ ist F' := F; — Fy differenzierbar und F’ = 0. Also ist F' konstant,
und Fl(b)—Fl(CL) :Fg(b>—FQ(a) ]
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§3 Uneigentliche Integrale

Wir beginnen mit einem Beispiel:

: 1 o : . :
Sei f(x) := NG Dann ist Ilgaf(x) = 400, also f nicht zu einer Regelfunktion

auf [0, 1] fortsetzbar.
Andererseits ist F(x) := 24/z eine Stammfunktion von f(z), und daher

/ f(x)dz = F(1) - F(e) = 2(1 - V2),

Nun lassen wir € gegen Null gehen und erhalten:

lim /alf(a:) dr = 2.

e—0+

Da dieser Grenzwert existiert, wollen wir ihn gerne als Integral von f iiber [0, 1]
auffassen. Damit das mdglich ist, miissen wir den Integralbegriff erweitern. Das
geschieht in Gestalt der ,,uneigentlichen Integrale®.

Definition. Sei f : [a,b) — R eine Regelfunktion. Der Grenzwert

/abf(t) dt = lim / () dt

wird als uneigentliches Integral bezeichnet. Falls er existiert, nennt man das unei-
gentliche Integral konvergent, andernfalls divergent.

Analog erkliart man das uneigentliche Integral einer Regelfunktion f : (a,b] — R
durch den rechtsseitigen Limes, wie im obigen Beispiel.

Man kann zeigen, daf3 dieser Begriff nichts Neues bringt, wenn f schon eine Regel-
funktion auf [a, b] ist.

Ist f eine Regelfunktion auf einem offenen Intervall (a,b), so bildet man das un-
eigentliche Integral {iber [a,b], indem man einen Punkt ¢ € (a,b) wéhlt und die
uneigentlichen Integrale von f iiber [a,c|] und iiber [c,b] bildet und dann addiert.
Das Ergebnis héngt nicht von der Wahl des Punktes ¢ ab. Wichtig ist nur, dafl man
beide Grenziibergénge unabhéngig voneinander durchfiihrt!

Beispiel.
1

Wir betrachten f(z) := — auf (0, ] fiir verschiedene a.
IOC

a) Ist a =1, so ist F(z) := In(x) eine Stammfunktion fiir f(z), und daher

b
1
/ - dr = In(b) — In(e) — o0 fiir ¢ — 0.
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Das uneigentliche Integral divergiert!

1
(v — 1)zt

Wir betrachten zunachst den Fall : dann ist
b
1 1 1
- d — . -« .
. x° T . (b‘l—l c >

b
1 1
Da 1 — « > 0 ist, existiert / —dr = —-———.
0 T« (1 —a)b—t

b) Ist a # 1, so ist F(x) :== — Stammfunktion fiir f.

"1 "1
Speziell ist / —dzr = , also etwa / —dx = 2.
o ¥ 0

Nz

c) Ist , soist @« — 1 > 0, und €'~ strebt gegen +oo fiir ¢ — 0. In
diesem Fall divergiert das uneigentliche Integral.

11—«

1
1

Das trifft z.B. auf/ — dx zu.
0 T

Bisher haben wir nur iiber beschréankte Intervalle integriert. Manchmal mochte man
jedoch die Integration auf ganz R oder zumindest auf eine Halbachse ausdehnen.
Dann behilft man sich mit einer anderen Sorte von uneigentlichen Integralen:

Definition. Sei f : [a,+00) — R eine Regelfunktlon Dann wird der Grenzwert

/ fydt:= lim | f(ar

als uneigentliches Integral bezeichnet. Konvergenz und Divergenz erklart man wie
oben.

Analog definiert man das uneigentliche Integral {iber (—o0, b].

Beispiel.
1
Wir betrachten noch einmal f(z) = — fiir verschiedene a.
xoé
‘1 .
a) a = 1: / n dt =In(z) —In(a) strebt fiir x — +oo gegen +0c0.

Das uneigentliche Integral divergiert also auch hier.

1 1 1
b) Ist [a < 1], so ist / o dt = N : (xla — —1>, wobei
a « _ aa—

e
1=a gegen 400 strebt, fiir x — oo. Auch dieses Integral divergiert.
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c) Ist , so konvergiert das uneigentliche Integral.

>~ 1
Das bedeutet, dafl insbesondere das Integral / — dzr = 1 konvergiert,
T

<1
wéhrend / —— dx divergiert.
1

VT

<1
Wir haben damit auch gesehen, dafl / — dx fiir kein « erklart werden kann!
0o ¢

Wie bei offenen Intervallen miissen uneigentliche Integrale iiber ganz R durch zwei
voneinander unabhéngige Grenzprozesse berechnet werden:
Definition. Sei f : R — R eine Regelfunktion. Das wuneigentliche Integral
+oo

f(t) dt konvergiert genau dann, wenn die beiden uneigentlichen Integrale

0 400
/ f(t)dt und f@t)dt
—00 0

konvergieren. Der Wert des Integrals iiber ganz R ist gleich der Summe der Werte
der Teilintegrale, d.h. es ist

—+00

b
ftydt = lim [ f(t)dt.
[e'e) botoo YA

Man beachte, daf in der letzten Formel a und b unabhéngig voneinander gegen die
Grenzen streben. Manchmal findet man auch noch den folgenden Grenzwert:

—+00 —+r

HW f(t)dt = lim f(t)dt.

—00 r

Man spricht dann vom Cauchy’schen Hauptwert. Es kann passieren, dafl dieser
Hauptwert existiert, obwohl das uneigentliche Integral von f iiber R divergiert.

Wenn keine explizite Stammfunktion gegeben ist, wird es schwierig mit dem Nach-
weis von Konvergenz oder Divergenz eines uneigentlichen Integrals. Fiir den Fall
gibt es aber gewisse Konvergenzkriterien.

3.1 Satz (Cauchykriterium fiir uneig. Integrale). Sei f : [a,+0) — R
eine Regelfunktion. Das uneigentliche Integral f(x) dx konvergiert genau dann,

. a
wenn gilt:

Ve>03C =C(e) >a, s.d. ‘/ f(:c)da:‘<5fiir0<x1<x2 ist.
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BEWEIS:  Wir betrachten die (stetige) Funktion F(z) := / f(t)dt. Das unei-

gentliche Integral konvergiert genau dann, wenn A := lim F(z) eine reelle Zahl

T— 00

ist.

, = “: Das uneigentliche Integral konvergiere gegen A € R. Ist ¢ > 0 vorgegeben,
so gibt es ein C' > a, so dafl

]F(m)—A|<gfﬁrx20ist.

Fir C' < x1 < 25 gilt dann:

‘ /:zf(x)d:ﬁ‘

|F(22) = F(21)]
= |(F(x2) = A) = (F(x1) — A)]

< ’F(sz) - A’ + ’F(lj) - A’
< c + - €
2 2
,<=": Nun sei das Kriterium erfiillt.

a+n
Wir setzen A, = F(a+n) = / f(t)dt. Wir wollen zeigen, da die Folge

(A,) gegen eine reelle Zahl A konf;ergiert, und dafl A gerade der Grenzwert des

uneigentlichen Integrals ist.

a) Sei € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen C' = C(g) im Sinne des Cauchy-Kriteriums

und eine Zahl ng € N, so dafl a +n > C' fiir n > nyg ist. Fiir solche n gilt:
A, — Ayl = |F(a+n) — Fla+ng)| <e.

Daraus folgt, da8 (A4,) eine Cauchyfolge ist, die dementsprechend gegen ein A € R
konvergieren mu$.

b) Noch einmal sei ein ¢ > 0 vorgegeben. Wir wéihlen ny € N so grof}; dafl
|4, — A] < % und |F(z) — F(a+n)| < % fir n > no und z > a + n ist. Fir

x> a+ngund ng <n < x—aist dann

F(z) Al = |(F(z) — Ay) — (A— A,)
< |F(z)— F(a+n)|+|A— A,
e, €
< 5 + 5 = €.
Damit ist alles gezeigt. .

Der Nutzen des Cauchykriteriums wird sich gleich zeigen. Zuvor brauchen wir je-
doch noch einen weiteren Begriff:

Definition.  Das uneigentliche Integral / f(x)dx konvergiert absolut, falls

/ |f(2)] dz konvergiert.
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Fiir andere Typen von uneigentlichen Integralen definiert man die absolute Kon-
vergenz entsprechend.

3.2 Satz. Konwvergiert ein uneigentliches Integral tber f absolut, so auch im
gewohnlichen Sinne.

BEwEIS: Es ist

[ rwaz|< [

Wenn also |f(x)| das Cauchykriterium erfiillt, so erst recht f(x) selbst. Daraus
folgt die Behauptung. "

Die Umkehrung des Satzes ist falsch!

Nun haben wir ein Mittel an der Hand, die Konvergenz von Integralen durch den
Vergleich mit bekannteren Integralen zu beweisen:

3.3 Satz (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale). FEs seien
f und g zwei Regelfunktionen tber einem Intervall I, mit |f| < g. Konvergiert
das uneigentliche Integral iber g, so konvergiert das uneigentliche Integral iiber f
absolut.

BEwEIS: Man verwende das Cauchykriterium und die Monotonie des Integrals. =

Beispiele.

2 2

/ e tdt = —/ (e dt = —(e* —e 1),
1 1

1
und dieser Ausdruck konvergiert gegen — fiir x — oo.
e

oo o0 1
1. / O e konvergiert, weil / — dx konvergiert.
1 1

2. Esist

Also konvergiert das uneigentliche Integral / et dt.
1

Analog ist

-1 —1
/ e’ dt = lim (e dt = lim (et —e ) =e "

[e.e] x

Fiir > 1 ist 22 > z, also e < e 7.

Fiir & < —1ist 22 = |z]? > |z| = —x, also —2% < 2. Damit ist dort e™*" < ¢7,
+oo
und es folgt die Konvergenz des ,, Fehlerintegrals* / e dz.

—00
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) ) sin(z) . ) )
3. Die Funktion f(x) := ist iiberall stetig, und es gilt:
x
t 2 t !
/ smxdx _ _/ coS xd$
S xz S z
¢ ¢
__cosz _/ cos;z:dx’
i s s i
also . .
i 1 1 1
’/ Smxdx ‘§—+—+/ —dz.
s T st s T2
Der Ausdruck auf der rechten Seite strebt fiir 0 < s <t und s — oo gegen
Null. Mit dem Cauchykriterium folgt nun, dafl
/ sinx de
0o
konvergiert.
. : | sinx N
Man kann jedoch zeigen, dafl / ‘ ‘ dzx divergiert!
0 x
4. Die Funktion I' : (0,00) — R sei definiert durch

I'(x) ::/ e ' dt.
0

Dabei ist t*~! = ele=1Int

Wir untersuchen zunéchst die Konvergenz des uneigentlichen Integrals bei
t =0.Ist x > 1, so handelt es sich gar nicht um ein uneigentliches Integral,
und es ist nichts zu zeigen. Ist 0 < x < 1, so beachten wir, dal 1 < e’ < e fiir
0 <t < 1ist, also |e”'t* | < ¢*~1. Aber das uneigentliche Integral iiber t*~!
von 0 bis 1 konvergiert.

Nun zeigen wir die Konvergenz des Integrals fiir t — oo. Da die Exponen-
tialfunktion stirker als jede Potenz wichst, strebt e 't*! fiir t — oo gegen
Null. Also gibt es eine Zahl C > 0, so dafi e '*™! < (C fiir alle ¢ ist. Daraus
folgt:

1
le”4" 1t < C- = fiir t > 1.
$2
Mit dem Majorantenkriterium ergibt sich die Konvergenz des Integrals.
Die so eingefiihrte Funktion nennt man die Gamma-Funktion.

3.4 Satz.
(a) T'(1) = 1.
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(b) T(x+1) =z-T'(z).

=1.

BEWEIS: a) I'(1) :/ e tdt = —(e)
0 0

b) Esist I'(z 4+ 1) = / e~ "t* dt. Mit partieller Integration erh#lt man:
0

' r T
/ et dt = —e U | 4 / e dt.
€ € e

Der erste Summand strebt (fiir e — 0 und r — 00) gegen 0, der zweite gegen
xZ - F(l’) [ |

Insbesondere folgt nun:

I = I(1+1)=1-T(1) = 1,

I'(3) = I'(2+1) =2-T2) = 2

T(4) = I'(3+1) =3-T(3) =2-3
und allgemein  I'(n + 1) n-I'(n) =n! firneN

Zum Schlufl wollen wir noch den engen Zusammenhang zwischen Reihen und un-
eigentlichen Integralen hervorheben:

3.5 Vergleichssatz. Sei m € N und f : [m,00) — R positiv und monoton
fallend. Dann haben

die Reihe Z f(k) und das uneigentliche Integral / f(x

das glezche Konvergenzverhalten

BEWEIS: Als monotone Funktion ist f eine Regelfunktion. Auf dem Intervall
|k, k + 1] ist

fk) = f(z) = f(k+1),

also auch -
f(k) = f(x)de > f(k+1)
k
und damit
N N+1 N+1
SVCEY RETEES S
k=m k=m+1

Daraus folgt die Behauptung. "
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Beispiel.

Aus dem Vergleichssatz und unseren Kenntnissen {iber uneigentliche Integrale
folgt sofort:
oo

Z — konvergiert genau dann, wenn o > 1 ist.
n

n=1

1 =~ 1 — 1
So ist etwa Z — divergent und Z 7 = Z — ¢ konvergent.
n ny/n nt

n=1 n=1
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