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§1 Die Ableitung

Sei M C R eine Teilmenge. Wir setzen voraus, dafl jeder Punkt x € M auch ein
Haufungspunkt von M ist. Ist etwa M ein Intervall, so ist diese Bedingung auf
jeden Fall erfiillt.

Wir wollen eine Funktion f : M — R in einem Punkt xq € M durch eine affin-
lineare Funktion L(z) = max+b approximieren. Dann mufl zunéchst einmal L(xy) =
f(zo) sein, also b = f(x¢) — maxy und

L(z) = [f(wo) +m(z — o).

Der Faktor m beschreibt die Steigung von L. Soll auch noch L(z1) = f(x;) sein,
fiir irgend einen Punkt x; # xq, so ist diese Steigung eindeutig festgelegt:
m:Af(SU(),SUl) — f(xl> f(.To)
1 — X
Man bezeichnet A f(xq,z1) auch als den Differenzenquotienten von f, bezogen auf
2o und x1, und die durch L beschriebene Gerade nennt man die Sekante durch x
und z1. Wenn der Graph von f bei zy hinreichend ,,glatt® ist, so kann man erwarten,
daf die Richtung der Sekante bei Anndherung von z; an xy gegen die Richtung der
Tangente an den Graphen bei x strebt. Dann liefert die zu der Tangente gehorende
affin-lineare Funktion Ly = f(z0) + A(zo)(z — xp) (mit A(zg) = lim A(x)) eine
T—x0

optimale Approximation von f.

Der ,Fehler* o(z) = f(z) — Lo(x) = f(x) — f(xo) — A(zo)(x — x0) bei dieser
Approximation erfiillt die Gleichung

=0.

A) - Alwo) = 25 also tim £&)

T — X T—=r0 T — T

Wir betrachten nun gleich die etwas allgemeinere Situation einer Abbildung

f:(f177fn)M—>Rn

1.1 Satz. Folgende Aussagen tiber eine Funktion f: M — R"™ sind dquivalent:

1. Es existiert der Grenzwert f'(xo) := lim M.
z—z0 X — Xo

2. Es gibt einen Vektor a € R™ und eine Funktion ¢ : M — R"™, mit

f(@) = fwo) + (x —m0) -a+ p(x)  auf M

und
i 2 g,

T—T0 T — X
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3. Es gibt eine in xy stetige Abbildung A : M — R™ mit
f(x) = f(@o) + (z — @0) - A(x).
BEwEIs: (1) = (2): Setze a := f'(x) und p(z) := f(z) — f(zo) — (v — z0) - .

Dann ist
f(z) = f(xo) + (x — x0) - a + p(z), und es existiert

lim 2 gy (L@ =@y
T—T0 L — Ty T—To T — To
(2) = (3): Setze
o(x) .
f
Alr) = a+x—x0 ir o # xo,
a sonst. .

Dann ist f(z) = f(xo) + (x — zo) - A(z) und lim A(z) = A(zo).

T—T(
(3) = (1): Esist A(z) = Jl@) = Jxo) fiir x # xy. Wegen der Stetigkeit von A
r — Xy
in o existiert lim A(x). n
T—x0

Definition. [ : M — R” heillt differenzierbar in xq, falls die dquivalenten
Bedingungen des Satzes erfiillt sind. Der Vektor f'(zg) heiit die Ableitung von f
in zy. Im Falle n > 1 spricht man auch vom Tangentenvektor.

Im Falle n = 1 nennt man die lineare Abbildung (df),, : R — R mit (df),,(u) :=
u - f'(xo) das Differential von f in x.

Ist f auf ganz M differenzierbar, so ist die Ableitung von f auf M die Funktion
fx e f(x) auf M.

Beispiele.

1. Die Funktion f : R — R mit f(z) = x ist in jedem Punkt z, € R differen-
zierbar, denn es ist * = xo+ 1 (x — ). Also ist f'(zo) = 1, fiir jedes xo, und
(dx) 4, (u) = u. Daraus folgt fiir eine beliebige in xq differenzierbare Funktion
f die Beziehung

(f )y = [ (w0) - (d) -

d
Man schreibt deshalb auch f'(zq) = d—f(xo) und spricht vom Differentialquo-
T

tienten. Natiirlich handelt es sich nicht wirklich um einen Quotienten.

2. Sei c € R. Wegen ¢ = c+0- (z — xg) ist jede konstante Funktion f(z) =cin
jedem Punkt zy € R differenzierbar, und die Ableitung ist = 0.
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3. Ist f in xg € M differenzierbar, so ist f dort auch stetig (wegen der Dar-
stellung f(z) = f(x¢) + A(x)(z — z¢)). Die Umkehrung gilt nicht. So ist z.B.
f(z) = |z| in 2o = O stetig, aber nicht differenzierbar:

f(x) = f(zo) || :{ 1 firxz>0

r -1 flirz<0

T — 2o T
besitzt keinen Grenzwert fiir x — xg.

4. Durch f(t) := xo+t- v wird die Gerade durch zy mit Richtung v parametri-
siert. Es ist

ft) = f(to)

— = v fiir beliebige Parameter t, ¢y,
— o

also f'(t) = v. Physikalisch gesehen ist v die Geschwindigkeit, mit der die
Gerade durchlaufen wird.

5. Eine vektorwertige Funktion f = (fi,..., f,) : M — R™ ist genau dann in
xo € M differenzierbar, wenn alle Komponenten f; es sind, und dann ist
f(xo) = (fi(xo), ..., fl(x0)). Das sieht man unmittelbar, wenn man Kriteri-
um (3) fiir die Differenzierbarkeit verwendet.

Insbesondere gilt fiir komplexwertige Funktionen f =g+ ih: M — C: f ist
genau dann differenzierbar in xqg € M, wenn g und h es sind, und dann ist
(g+ih) =g +ih

1.2 Satz. Sei f: M — R" differenzierbar in x¢ und u : R* — RF linear. Dann
ist auch uo f : M — RF in xy differenzierbar, und es ist

(wo f)'(zo) = u(f'(x0))-

BEWEIS:

uo f(z) —uo flzo) _ (f(x) —f(fﬁo)) ’

T — Zo Tr — 2y
und da u stetig ist, konvergiert der rechte Ausdruck fiir x — xy gegen u(f'(xg)). m
Beispiele.
1. Sind f, g : M — R differenzierbar, so auch f+g¢, und esist (f+g) = f'£¢'.

BEWEIS: (f,g) : M — R? st differenzierbar, und u : R? — R mit u(z, z) :=
1 &£ 9 ist linear. n

Analog folgt: Sind f, g : M — R™ differenzierbar, so ist auch f+¢: M — R"”
differenzierbar, und (f £ g)' = f' £ ¢'.
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2. Sei f = g+ ih eine komplexwertige differenzierbare Funktion auf M und
¢ = a+ ib eine komplexe Zahl. Dann kann man f auch als Funktion (g, h) :
M — R? auffassen. Die Abbildung M, : C — C mit M.(z) := c¢- z ist in
reellen Koordinaten gegeben durch (x,y) — (ax — by, ay +bx), stellt also eine
R-lineare Abbildung M, : R? — R? dar. Offensichtlich folgt jetzt:

c- f ist differenzierbar, mit (¢- f) =c- f'.

1.3 Verallgemeinerte Produktregel. Sind f,g: M — R" beide in xy diffe-
renzierbar, so ist auch f e g: M — R in xq differenzierbar, und es gilt:

(f ®9)(w0) = f'(w0) ® g(xo) + f(20) ® g'(0).

BEWEIS: Man benutzt einen kleinen Trick:

(feg)@) = (feg)(xo) _ (f(z)— f(xo)) e g(x)+ flxo) e (9(x) — g(x0))

r — X9 r — X
T — X T — Xo
strebt fiir x — xy gegen f'(zo) ® g(xo) + f(x0) ® ¢'(x0). n

Hierin ist die gewohnliche Produktregel (f - g) = f'- g+ f - ¢ enthalten. Ein
einfacher Induktionsbeweis liefert nun die Regel

(") =n-2" (demn (w2 =12" 4 (n— 1)z 2",

Aus der Produktregel folgt sogleich auch die bekannte ,, Quotientenregel*

f y = f'9 -1
g 9

(

Y

die man erhilt, indem man die rechte Seite der Gleichung [ = (g - i)’ weiter
9
ausrechnet.

!/

Insbesondere ist (x™") = —n - 27"~ denn (_n)/ =

1.4 Kettenregel. Sei f : M — R" differenzierbar in xo, I C R ein Intervall
und g : I — M differenzierbar in ty € I, g(to) = xo. Dann ist auch fog:I — R"
differenzierbar in ty, und es gilt:

(f ©9)'(to) = f'(g(t0)) - ¢'(to)-

BEWEIS:  Sei f(z) = f(zo) + (2 — 20) - Af(x), mit einer in z, stetigen Funktion
Ay M — R™, sowie g(t) = g(to) + (t —to) - Ay(t), mit einer in ¢, stetigen Funktion
Ay : I — R. Dann folgt:
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fogt)—foglte) = (g(t) —g(to)) - As(g(t))
= (t—=to) - [Ag(t) - As(g(D))].
Weil A, - (Af o g) stetig in ¢, ist, ist f o g dort differenzierbar. Der Wert von
A, - (Afog) an der Stelle ¢, ergibt den Wert der Ableitung. .

Definition. Sei f : M — R" iiberall differenzierbar. Ist die abgeleitete Funktion
f': M — R™in xy € M erneut differenzierbar, so sagt man, f ist in xg zweimal
differenzierbar, und

f" (o) = (f') (o)
heifit die zweite Ableitung von f in x.
Induktiv definiert man nun fiir n € N: f heiflt in g n-mal differenzierbar, falls f
auf ganz M (oder zumindest auf einer Umgebung von xg) (n — 1)-mal differenzier-

bar und die (n — 1)-te Ableitung £~V in z, ein weiteres Mal differenzierbar ist.
f0(xg) := (f1) (o) heiBt dann die n-te Ableitung von f in xq.

Bemerkung. Manchmal benutzt man auch die Leibnizsche Schreibweise:

mn

d
—L statt ™.
dx”sa /

Beispiele.

1. Wir betrachten die reelle Exponentialfunktion, und zwar zunéchst im Null-
punkt. Es ist

> " > :L,n—l & "

n=1
Da A(z) := ﬁ den Konvergenzradius oo hat, ist A stetig. Au-
n !
n=0
Berdem ist A(0) = 1. Es folgt, dal exp in x = 0 differenzierbar ist, mit
exp’(0) = 1.

Ist g € R ein beliebiger Punkt, so ist
exp(z) — exp(zg) = exp(zo) - (exp(z —x9) — 1) = (z — xo) - exp(zo) - A(x — o).
Daraus folgt, daf exp in z( differenzierbar ist, und exp’(zg) = exp(z). Also
ist allgemein

(e*) = e".
Ersetzen wir & durch it und xy durch ity, so erhalten wir mit dem gleichen
Beweis die Formel

exp(it) — exp(ity) = i(t —to) - exp(ity) - A(i(t — to)).

Also ist auch t — e in ¢, differenzierbar, und (e'!)’ =i - e't.
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2.

3.

4.

Aus der Eulerschen Formel e'* = cost + isint erhalten wir:
cos(t) und sin(t) sind auf ganz R differenzierbar, und es gilt:

cos'(t) + i sin'(t) =i - (cos(t) + i sin(¢)),
also cos'(t) = —sin(¢) und sin’(t) = cos(t).

Sei 7> 0 und zo = (21", 2{") € R? ein fester Punkt. Durch f : [0, 27] — R?
mit
f) = (:L‘go) + 7 - cos(t), :Eg)) + 7 -sin(t))

wird der Kreis um zy mit Radius r parametrisiert. Es ist

f'(t) = (—=r-sin(t),r - cos(t)).

Sind v,w € R™ zwei beliebige Vektoren # 0, so ist ||[v|| # 0 und |Jw|| # 0.
Auflerdem gilt die Schwarzsche Ungleichung: |v @ w| < ||v||-||w]||. Daraus folgt:

1< U0 .
[l - [l

Das wiederum bedeutet, daf es eine eindeutig bestimmte Zahl 6 € [0, 7] gibt,
so daf} gilt:
vew = |v| - |lw] - cos(h).

Die Zahl Z(v,w) := 6 nennt man den Winkel zwischen v und w. Ist Z(v,w) =
7, so sagt man, v und w stehen senkrecht aufeinander (oder sind orthogonal
zueinander). Das ist genau dann der Fall, wenn v e w = 0 ist.

Im Falle der Kreislinie f gilt: der ,,Radius-Vektor” f(t) —x¢ und der Tangen-
tenvektor f'(t) stehen fiir jedes t € [0, 7| aufeinander senkrecht.

Aus der Quotientenregel folgt:

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos'(x)

tan'(z) = o (7]
cos?(z) + sin’(z)
cos?(x)
1

= co?(2) (oder =1+ tan®(x)).

Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man z.B. fiir f(z) := e
F(z) = @) L (sin(2?) + 222 - cos(z?)).

Allgemein ist (ef)’ = f'- e, also z.B. (a®) = (e*™@)" = In(a) - a®.
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5. Sei f(x) :=e*". Dann gilt:

2

() = 2z-€",
f(x) = 2" +22-(20-e%) = (2+42?) - &,
fO) = 8x-¢” +(2+42%) 2z-€%) = (122 4 82%) - ¥ .

Die Versuche lassen folgendes vermuten:

FD(2) = po(x) - ¥,
mit einem Polynom p,(z) vom Grad n, das entweder nur gerade oder nur
ungerade Potenzen von x enthélt, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist.
Fiir kleine n haben wir das schon verifiziert. Nun fithren wir einen Indukti-
onsbeweis nach n. Ist die Formel fiir ein n > 1 richtig, so gilt:

FOD (@) = (P (x) + 22 - pu()) - €.
Ist etwa n = 2k, so enthélt p,(z) nur gerade Potenzen von z. Aber dann ist
pl,(x) ein Polynom vom Grad n — 1 und 2z - p,(z) ein Polynom vom Grad
n+1, und beide enthalten nur ungerade Potenzen von z. Analog argumentiert
man im Falle n = 2k + 1. Also gilt die Formel auch fiir n + 1, und damit fiir
alle n € N.

1.5 Ableitung der Umkehrfunktion. FEs seien I,J C R Intervalle. Ist f :
I — J bijektiv, stetig, in xo € I differenzierbar und f'(xo) # 0, so ist f~1:J — I
in yo := f(xo) differenzierbar, und es gilt:

(f71)(f(@0)) =

f'(wo)

BeEwEls:  Wir schreiben f(z) = f(xo) + A(x) - (x — x¢), mit einer in z stetigen
Funktion A.

Wire A(z) = 0 fiir ein x € M, so wire f(x) = f(xy). Wegen der Injektivitiat von
f miifite dann x = x( sein, was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Also ist
A(x) # 0 fiir alle € I, und wir konnen die obige Gleichung nach x auflésen:

f(@) — (o)
A(z)

r=x9+
Setzen wir f~!(y) fiir z ein, so erhalten wir:

-1 — 1 —1 . _
f~w=r (yO)+A(f*1(y)) (Y — Yo)-

Da f abgeschlossene Teilintervalle von I homdomorph abbildet, ist £~ in g, stetig.

Also ist auch ———— in yp stetig und f~! in g, differenzierbar, mit

A(f~Hy))
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11
(zo)  f'(w0)

(Y () =

Beispiele.

1. exp : R — R, ist bijektiv und differenzierbar, und exp’(z) = exp(x) ist stets
> (. Also ist auch die Umkehrfunktion In : R, — R {iberall differenzierbar,

1
mit (In)'(e”) = —, also
em

1
In'(y) = ~.
W) =7

2. Die Funktion 2 ist fiir festes o # 0 und = > 0 definiert durch z® := e*(®),

Dann ist (%) = a - 27" - (@) also

(%) = a -z, fiir £ > 0 und o # 0.

Speziell ist /z = x'/™ fiir x > 0 differenzierbar, mit

1 1
Iso z.B. "= —— und (Vz) = ——=, jeweils fiir x > 0.
also z.B. (v/x) NG und ({/z) T jeweils fiir x

Die Funktion 2% = ¢*™®) ergibt dagegen beim Differenzieren:

(@) = (lnz+1) - 2"

3. Sei I C R ein Intervall und f : I — R, eine differenzierbare Funktion. Dann
ist auch g :=Inof : I — R differenzierbar, und es gilt:

f'()
fx)

Man nennt diesen Ausdruck auch die ,logarithmische Ableitung* von f.

g'(z) = (Inof)(z) =W'(f(x)) - f'(x) =

Definition. f: 1 — R hat in xy € [ ein lokales Mazimum (bzw. lokales Mini-
mum), falls gilt:

de >0, so daB f(z) < f(xg) (bzw. f(z) > f(x) ) fiir x € I und |z — 2| < € ist.

In beiden Féllen sagt man, f hat in x einen (lokalen) Extremwert.

Man beachte: Ist f in der Ndhe von x( konstant, so hat f dort nach unserer Defi-
nition auch einen Extremwert! Wir fithren deshalb noch einen zusétzlichen Begriff
ein:
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Definition. f:I — R hat in zy € I ein isoliertes Mazimum (bzw. ein isoliertes
Minimum), falls gilt:

de >0, sodaB f(z) < f(xo) fir |z — x| < € und x # xy ist

(bzw. f(x) > f(zo) im Falle des Minimums).

Sei I C R ein beliebiges Intervall. Wir nennen einen Punkt xy € I einen inneren
Punkt von I, falls es ein ¢ > 0 gibt, so da§ U.(xo) C I ist. Das bedeutet, dafl I
eine Umgebung fiir x darstellt.

1.6 ,,Notwendiges Kriterium* fiir Extremwerte. Sei I ein Intervall, xo ein
innerer Punkt von I und f: I — R in xy differenzierbar.

Wenn f in xq ein lokales Extremum besitzt, dann ist f'(zq) = 0.

BEWwEIS:  Wir betrachten den Differenzenquotienten A f(xg,x) := M,
r — 2o
fiir x # w9, und behandeln nur den Fall des lokalen Maximums, beim Minimum

geht es analog.

Hat f in xg ein lokales Maximum, so ist f(x) < f(x¢) fiir z nahe bei zq. Ist x < xy,
so ist  — xg < 0 und daher Af(xg,z) > 0. Ist jedoch x > zy, so ist Af(zg,x) < 0.

Aber dann muf} f'(zq) = xlii?() Af(xg, ) = 0 sein. .
Hinreichende Kriterien behandeln wir spéter.
Beispiele.

1. Sei I = [-1,1], f : I — R definiert durch f(z) := 2% Dann gilt fiir alle

xe€l: f(x) >0= f(0). Also hat f in xy := 0 ein (sogar isoliertes) lokales
Minimum. Und tatséchlich besitzt f'(z) = 2z in x eine Nullstelle.

Die Ableitung der Funktion h(z) := 2* verschwindet auch in x = 0, aber h
hat kein lokales Extremum in diesem Punkt.

2. g : I — R mit g(z) := |z| hat ebenfalls in ;5 = 0 ein lokales Minimum.
Aber weil |z| dort nicht differenzierbar ist, kann man das Kriterium nicht
anwenden.

In den Punkten z = —1 und = = 41 hat |z| (als Funktion auf I) jeweils ein
lokales Maximum. Aber das kann man nicht aus dem notwendige Kriterium
herleiten, denn die Punkte liegen nicht im Innern von 1.

3. Sei f(z) := z®. Dann hat f'(z) = 32% in x = 0 eine Nullstelle. Allerdings
liegt kein lokales Extremum vor. Fiir < 0 ist f(z) < 0 und fir x > 0 ist

f(z) > 0.
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§2 Der Mittelwertsatz

2.1 Der Satz von Rolle. Sei f : I := [a,b] — R stetig und im Innern von
I differenzierbar. Ist f(a) = f(b), so gibt es einen Punkt xo im Innern von I mit

f'(xg) = 0.

BEWEIS:  Sei ¢ := f(a) = f(b). Ist f(x) = ¢ auf ganz [, so ist auch f'(z) = 0.
Ist f auf I nicht konstant, so mufl entweder das Minimum oder das Maximum von
f im Innern von [ liegen. Und dort mufl dann f’ verschwinden. "

Der folgende wichtige Satz ist eine einfache Folgerung:

2.2 Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Sei f:[:=[a,b] = R
stetig und im Innern von I differenzierbar. Dann gibt es einen Punkt xo im Innern
von I mit

Py = T =10

BEwWEIs: Sei L : R — R die eindeutig bestimmte affin-lineare Funktion mit
L(a) = f(a) und L(b) = f(b) (also die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b))). Dann

1st

f(0) — f(a)
b—a
Setzen wir g := f—L auf I, so ist g(a) = g(b) = 0 und ¢’(x) = f'(z) —m. Nach dem
Satz von Rolle, angewandt auf die Funktion g, existiert ein Punkt zy im Innern
von I mit ¢'(z9) = 0, also f'(z¢) = m. n

L(z) = f(a) + m - (x —a), mitm:=
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So einfach der Beweis, so méchtig die Konsequenzen:
2.3 Satz. Sei f: I — R stetig und im Inneren von I differenzierbar.

Ist f'(x) =0, so ist f konstant.

BEWEIS:  Sei I = [a,b], a < x1 < 25 < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein
To mit ;1 < 29 < T und

0= oy = ) = Se)

To — Iq
Das ist nur moglich, wenn f(x1) = f(x2) ist. Und da die Punkte 1 und x5 beliebig

gewahlt werden konnen, ist f konstant. "

Der Satz bleibt auch fiir vektorwertige Funktionen richtig, also insbesondere fiir
komplexwertige Funktionen. Um die néchste Folgerung ebenfalls fiir komplexwer-
tige Funktionen zu erhalten, miissen wir zeigen, dafl die Produktregel fiir solche
Funktionen gilt:

fi = g1 +ihy und fo = go + ihy seien auf einem Intervall I differenzierbar. Dann ist
auch f1 - fo = (g192 — hihe) + i(g1ha + h1gs) auf I differenzierbar, und es gilt:

(fi-fo) = (9192 + 9195 — hihy — hihy) +i(g he + g1l 4 Riga + h1g)
[(9192 — Wyho) 4 i(g)ho + hyga)] + [(9195 — hahy) + i(gih + hugs)]
= f{'fz—l-fl'fé'
Damit erhalt man:

2.4 Folgerung. Sei f: R — C differenzierbar, ¢ € C eine Konstante und f'(x) =
c- f(x) fir alle x € R.

Dann ist f(z) = f(0) - e*, fir x € R.
BeweEls:  Wir setzen F(z) := f(z) - e . Dann folgt:

Fl(z) = (f'(x) —c- f(z)) - e =0.
Also ist F(z) konstant. Wegen F'(0) = f(0) ist dann f(x) = f(0) - e**. .
Wir haben unsere erste Differentialgleichung gelost!

2.5 Satz. Sei f : I :=[a,b] — R stetig und im Inneren von I differenzierbar.
f ist genau dann auf I monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(z) > 0 (bzw.
f'(x) <0) fir alle x € (a,b) ist.

Ist sogar f'(x) > 0 fir alle x € I (bzw. f'(z) < 0 fir alle x € 1), so ist f streng
monoton wachsend (bzw. fallend).

BEWEIS: Wir beschranken uns auf den Fall der wachsenden Funktion.

1) Ist f monoton wachsend, so sind alle Differenzenquotienten > 0, und daher ist
auch iberall f'(z) > 0.
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2) Nun sei f'(z) > 0 fiir alle z € (a,b). Ist z1 < z2, so gibt es nach dem Mittel-
wertsatz ein xo mit r; < xy < x9, so daf} gilt:

To —T1

0< f(x) = , also f(x1) < f(x2).

3) Ist f monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend, so gibt es Punkte
21,29 € I mit 1 < zound f(x;) = f(2z2). Dann muf} f auf dem Teilintervall [z, x2]
konstant sein und die Ableitung dort verschwinden. Also kann f’ nicht iiberall
positiv sein. "

Beispiele.

1. Sei f(z) := 2%, Dann ist f'(z) = 322 und f”(x) = 6z. Da iiberall f'(z) > 0
ist, wachst f auf ganz R monoton. Aufierhalb des Nullpunktes ist f’(x) sogar
positiv, also wachst f dort streng monoton. Aber eine monotone Funktion,
die auf keinem Intervall positiver Lange konstant ist, mufl insgesamt streng
monoton sein. Obwohl f(z) = 2? iiberall streng monoton steigt, ist f/(0) = 0.

f : R — R ist bijektiv und stetig, besitzt also eine iiberall stetige Umkehr-
funktion. Offensichtlich ist f~'(y) = ¥y. Wire diese Funktion in y = 0
differenzierbar, so miifite

0=f(0)-(f71)(0) = (fof1)(0)=1

sein. Widerspruch! So sieht man, daf§ f~! im Nullpunkt nicht differenzier-
bar sein kann. Der Grund dafiir ist, da# f~! im Nullpunkt eine senkrechte
Tangente besitzt.

2. Die Funktion tan : (=3,+%) — R ist differenzierbar, mit tan'(z) =
1 + tan?(z). Da die Ableitung iiberall positiv ist, ist tan(z) streng mono-
ton wachsend und damit bijektiv. Der Tangens besitzt eine auf ganz R de-
finierte Umkehrfunktion, die man mit arctan(z) (Arcustangens) bezeichnet.
Offensichtlich ist arctan auf R differenzierbar, und es gilt:

arctan’(y) ! !
rctan’(y) = = .
Y tan’(arctan(y)) 1+ y?

Dieses Ergebnis sollte man sich fiir spédter merken: Durch Differenzieren des
Arcustangens erhélt man eine rationale Funktion!

3. Es ist sin’(z) = cos(z) > 0 fiir —g <z < g Also ist sin(x) dort streng mo-

noton wachsend und damit injektiv. Die Umkehrfunktion von sin : (=%, %) —
(—1,1) ist die Funktion

arcsin : (—1,1) — (—g, g) (Arcussinus).
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Fiir die Ableitung gilt:

arcsin’(y) = ! S
v= sin’(arcsin(y)) /1 — 42

Da der Sinus auf allen Intervallen ((k+3)m, (k+2)m) streng monoton ist, gibt
es auch dazu Umkehrfunktionen arcsing(y). Man spricht von verschiedenen
Zweigen des Arcussinus. Im Falle £ = —1 ergibt sich der Hauptzweig, den wir
oben behandelt haben.

Beim Cosinus kann man analoge Uberlegungen anstellen. Wegen cos(§ —
arcsin(z)) = sin(arcsin(z)) = x ist

g — arcsin(x) = arccos(x).

1 1
4. Die Funktionen sinh(x) = i(ex — e *) und cosh(z) = E(ex + e~ ") sind offen-

sichtlich {iberall differenzierbar, und es gilt:
sinh’(z) = cosh(z) und  cosh’(x) = sinh(z).

Da sinh’(z) > 0 fiir alle z ist, ist sinh streng monoton wachsend und somit
umkehrbar. Die Umkehrfunktion wird mit arsinh (Area-Sinus hyperbolicus)
bezeichnet.

1
Die Beziehung y = sinh(x) = 5(650 — e ") liefert eine quadratische Gleichung
fiir e,

1
2y =-—"—— also (") —2y-e"—1=0,

und damit
arsinh(y) = z = In(y + /1 + 3?).

Das positive Vorzeichen vor der Wurzel mufl gewéhlt werden, weil e* > 0 ist.

Daraus folgt:
1

VIty

Der Cosinus hyperbolicus 148t sich nur fiir z > 0 oder fiir x < 0 umkehren.
Die Umkehrfunktion arcosh (Area-Cosinus hyperbolicus) ist jeweils fiir y > 1
erklart. Sie ist gegeben durch

arcosh(y) = In(y £ \/y? — 1).

Das Vorzeichen vor der Wurzel hiangt davon ab, welchen Teil des Cosinus
hyperbolicus man umkehren mochte.

arsinh’(y) =
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Wir kénnen den Mittelwertsatz noch etwas verallgemeinern:

2.6 Der Satz von Cauchy. Fs seien f und g auf I := [a,b] stetig und im
Innern von I differenzierbar.

Dann gibt es einen Punkt ¢ tm Innern von I mit
f'(e) - (g(b) = g(a)) = g'(c) - (f(b) — f(a)).

Fiir g(z) =  erhdlt man den 1. Mittelwertsatz zuriick.
BeEwEeIs: Ist g(a) = g(b), so gibt es ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0, und die Gleichung
ist offensichtlich erfiillt.

Ist g(a) # g(b), so benutzen wir die Hilfsfunktion

Weil h(a) = f(a) = h(b) ist, gibt es nach dem Satz von Rolle ein ¢ im Innern des
Intervalls, so daB8 1/(¢) = 0 ist. Aber offensichtlich ist

B (c)= f'(c) — g(c) b) — f(a
(€)= £1(6) = s () - fa)
Daraus folgt die gewiinschte Gleichung. "

Es hat sich ergeben, dafl der Satz von Cauchy sogar dquivalent zum 1. Mittelwert-
satz ist! Sofort folgt nun

2.7 Der 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Fs seien f und g auf
I :=[a,b] stetig und im Innern von I differenzierbar. Auflerdem sei g'(x) # 0 im
Innern von 1.

Dann gibt es einen Punkt ¢ tm Innern von I mit

f'(e) _ f(b) — f(a)
g(c)  gb)—gla)

BeweEls:  Wire g(a) = ¢(b), so miiite ¢'(c) = 0 fiir mindestens ein ¢ sein. Das
haben wir aber ausgeschlossen. Also konnen wir in der Formel aus dem Satz von
Cauchy durch g(b) — g(a) teilen. .

Eine anschauliche Deutung liefert der folgende Satz, der ebenfalls dquivalent zum
Mittelwertsatz ist:

2.8 Satz. Sei F : [a,b] — R? stetig und auf (a,b) differenzierbar. Ist F(a) #
F(b), so gibt es ein ¢ € (a,b), so daff F'(c) parallel zu dem Vektor F'(b) — F(a) ist.

BEwEIs:  Wir schreiben F(t) = (f(t),g(t)) und konnen annehmen, dafl g(a) #
g(b) ist. Dann gibt es nach dem Satz von Cauchy ein ¢ € (a,b) mit
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Das entspricht der Behauptung. "
Als Anwendung aus dem 2. Mittelwertsatz ergibt sich:

2.9 Satz (1. Regel von de 'Hospital).  Die Funktionen f und g seien auf
dem offenen Intervall I := (a,b) differenzierbar, und es sei ¢g'(x) # 0 fir alle x € I.

Auferdem sei ¢ € I und f(c) = g(c) = 0.
Wenn  lim J'(w)

e ()
und die beiden Grenzwerte sind gleich.

f(=)

existiert, dann existiert auch — lim —— |
2 9(a)

BEwWEIS:  Wir arbeiten mit einseitigen Grenzwerten. Der Satz gilt dann dement-
sprechend auch etwas allgemeiner.
Es sei (z,) eine Folge von Zahlen mit ¢ < x, < b und lim z, = ¢ (nicht notwendig

V—00

monoton). Nach dem 2. Mittelwertsatz gibt es Zahlen ¢, mit ¢ < ¢, < z,, und

flay) _ flw) = fle) _ f(e)
g(z,)  gl@,) —glc)  glc)

/!
c
Da auch lim ¢, = c ist, strebt der letzte Quotient nach Voraussetzung gegen f/g § .
V—00 g C

Aber das bedeutet, dafl

@) [
a—ct g(z)  g'(c)
ist, und analog schliefit man fiir den linksseitigen Grenzwert. "

An Stelle der Annéherung an eine endliche Zahl ¢ kann man auch den Fall x — 00
betrachten, es gelten analoge Aussagen.

Beispiele.
1. Sei f(z) :=sinz und g(z) := x.

f'(z) cosx

Da f(0) = g(0) = 0 ist und fiir  — 0 gegen 1 strebt, ist auch

gx) 1
lim w =1.
r—0 x

2. Sei f(x) :=In(l — ) und g(x) := = + cosz. Dann gilt:

f(z) = ! — —1, firz —
g(x)  (z—1)(1—sinx) L1 0.
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Aber man darf 'Hospital gar nicht anwenden, denn es ist zwar f(0) = 0, aber
9(0) = 1.
In(1 — x)

Tatsachlich ist im ——~= =0
z—0 T + COS T

2.10 Satz (2. Regel von de I"'Hospital). Die Funktionen f und g seien auf
dem offenen Intervall I := (a,b) differenzierbar, und es sei g'(x) # 0 fir alle x € I.
Auferdem sei lim+g(.1:) = +00.

/
Wenn lim f/(x) =: ¢ emistiert, dann existiert auch lim M
T—a+ @ (:L’) r—at g([E)

Grenzwerte sind gleich.

, und die beiden

Die gleiche Aussage gilt fiir die Anndherung an a von links.

BEwEIs: Die Schluflweise ist etwas komplizierter als bei der 1. Regel von de
I’Hospital.

Es sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein 6 > 0, so daf} gilt:

f'(x)
g ()

—cl<e fira<z<a+d.

Wegen lim+g(w) = 400 kann man annehmen, daf g(x) > 0 fir a <z < a+ 4 ist

Sei jetzt ein xgp mit a < xg < a + ¢ fest gewahlt. Zu jedem x mit a < x < xq gibt
es nach dem 2. Mittelwertsatz ein § = £(z) mit v < £ < zp und

flxo) = f(z) _ f'()
g(zo) —g(x)  g'(&)

Daraus folgt:
f(x) — f(xo)

c—e< ———"—""<c+e fira<uz<u.
9(x) — g(zo)

Also existieren Konstanten k1, ks € R mit
(c—¢e)-g(z)+k < f(z) <ko+ (c+e)-g(x), fira<az <,

und das ergibt die Ungleichungs-Kette

_ ) .
(c €)+g(x) < () < 20 + (c+e).

Es gibt ein dy mit 0 < dyp < x¢p — a und
k1 ko

—e< — < ——<e fira<z<a+dy.
g(@)  g(z)
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So erhalten wir schliefilich:

c—2e< @ <c+2 fira<zxz<a+dp.
9(x)
Das zeigt, daf§ lim Lx) = c ist. .
vt g(x)

Beispiele.

1. Wir wollen 1i1’(I)1+ x - In(z) berechnen.

1 In’ -1
n() und  lim n'() = lim = lim (—x) =0,
! x—0+ (Qj_l)/ z—0+ —x 2 z—0+

Esist xlIn(x) =

also auch lim z -In(x) = 0.
z—0+

2. Sei p(x) ein Polynom. Ist grad(p) = k, so ist p*) eine Konstante ¢ # 0, also

lim (<*) = lim - +00.

Mehrfache Anwendung von I’Hospital ergibt daher

x T x

lim —— = lim — I +
1m = l1im = ...= 1m — = +0OQ.
r—00 p(l’) T—00 p/(:L‘) r—00 C

Die Exponentialfunktion wéchst stiarker als jedes Polynom.

3. Dagegen gilt:

lim M = lim + =
A pla) e a p(@)

Die Logarithmusfunktion wéchst also schwécher als jedes Polynom.

Eine wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist der
2.11 Schrankensatz. Sei I C R ein Intervall, f : [ — R differenzierbar und
m < f'(x) <M auf I. Dann ist

fly) — f(z)
Yy—

m < <M firz,yel undz <y.

BeEwers: Esist (f —m-id)'(z) = f'(z) —m > 0 auf I, also f —m - id monoton
wachsend.

Sind nun z,y € I, mit x < y, so ist f(z) — mz < f(y) — my, also m(y — z) <

fy) = f(x).
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Analog folgt die andere Ungleichung. .

2.12 Folgerung. Ist f: I — R differenzierbar und |f'(z)| < C auf I, so ist

f(z)— fly)| <C-|lx—y| firzyel.

BeEwers: Esist —C < f'(z) < C fiir x € I, also auch

fly) — =)
y—x

—C < <(C firz<y.

Daraus folgt: |f(y) — f(z)| < C-|y — z|. Die Formel bleibt auch giiltig fiir x > y. =

Wir werden den Schrankensatz spéter in der folgenden stark verallgemeinerten
Form brauchen:

2.13 Verallgemeinerter Schrankensatz. Sei f : 1 — R stetig, Q C I eine
(héchstens) abzihlbare Teilmenge und f auf I\ Q differenzierbar. Es gebe eine
Konstante C' > 0, so daff | f'(z)| < C in allen Punkten gilt, in denen f'(x) definiert
15t.

Dann ist |f(x) — f(y)| < C - |z —vy| fir alle z,y € I.

Man nennt f in einem solchen Fall auch Lipschitz-stetig.

BEwWEIS: Es sei x1 € [ ein beliebiger Punkt. Fiir einen beliebigen Parameter
¢ > 0 definieren wir die Funktion F, : I — R durch

Fo(z) = [f(2) = fz1)| = (C+e) - (x = 21),

Offensichtlich ist F. stetig und F.(z1) = 0. Wir wollen zeigen: Ist xo € I, x5 > xy,
so ist Fi(xg) < O fiir jedes e. LaBt man dann ndmlich, bei festgehaltenem x5, den
Parameter € gegen Null gehen, so erhélt man die Aussage des Satzes.

Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Und zwar nehmen wir an, es gebe ein
go > 0 mit Fy (x2) > 0. Weil F_,(Q) hochstens abzdhlbar ist, gibt es ein y mit

O:Fao(xl) <y<Fao(5E2) und ygFao(Q)'

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein  mit 1 < # < x5 und F () = y. Wir
setzen

xo = sup{z € (z1,22) : F.,(v) =y}
Dann ist F. (xg) =y und F. (x) > y fir zp < x < 24, also

F€0<x> - F€0 ('TO)

T — Zo

>0 fiur g <z < 9.

p(z) =

Setzen wir fiir F;, die Definition dieser Funktion ein, so erhalten wir:
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[f(z) = f(z)| = |f(xo) = )] = (C + o) - ((# = 1) = (w0 — 71))

@) = f@)l = @) = F@)]

Wegen |f(@) = f(@)] < |£() = f(zo)| + |(w) = ()] folst:
@) = )l

r — X

p(z) =

(C'+¢p), firzy <z <.

p(z)

Da y nicht in F. (Q) liegt, kann xy auch nicht in @ liegen. Also ist f in z( diffe-
renzierbar und | f'(x¢)| < C. Das bedeutet, dafl es ein § > 0 gibt, so daf} gilt:

f(@) — (o)

r — X

< C+ep, fiirryg <ax<xg+0.

Dann ist ¢(z) < 0 fiir 29 < @ < 29 + ¢. Das ist ein Widerspruch! n

Eine stetige Funktion f : I — R heif3t fast tberall differenzierbar, falls es eine
(héchstens) abzéhlbare Teilmenge @ C I gibt, so daf f|; g differenzierbar
ist. Ist f'(x) = g(x) fur z € I\ Q, so sagt man, es ist fast iiberall f' =g

2.14 Folgerung. Ist f : I — R stetig und fast tiberall differenzierbar, und ist
auflerdem fast iberall f' =0, so ist [ konstant.

BEwWEIS:  Wir setzen C' = 0 im verallgemeinerten Schrankensatz und erhalten so,

daB |f(z) — f(y)| = 0 ist, fiir z,y € I. Das bedeutet, dafl f konstant ist. n

Kann man die Ableitung einer fast iiberall differenzierbaren Funktion f in einem
Ausnahmepunkt stetig fortsetzen, so ist f dort schon differenzierbar:

2.15 Satz. Sei f : I — R stetig und auflerhalb einer hichstens abzihlbaren
Teilmenge (Q C I differenzierbar, xo € I ein beliebiger Punkt.

Wenn lim f'(z) =: ¢ existiert, dann ist f in xy differenzierbar und f'(zo) = c.
xel\gg
BEWEIS:  Sei e > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ¢ > 0, so da8 fiir z € Us(zo) \ @
gilt:
c—¢ S f,<£L') S C+€7
also |(f —c-id)'(z)] < e fast tberall auf Us(xg). Aus dem verallgemeinerten
Schrankensatz folgt nun:

|f(z) = f(xo) —c- (x —x0)| <e-|x—xo|, fiirxe Us(z),
also

f(@) — f(xo)

r — Tg

c—e< <c+e.
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Das bedeutet, da§ lim f(@) = f(wo)

z—g T — g

= ¢ 1ist. n

2.16 Folgerung. Sei f : I — R stetig, ¢ ein innerer Punkt von I und f in
jedem Punkt x # xq differenzierbar. Auflerdem sei

lim f'(z)= lim f'(z)=:c.

T—x0— r—x0+
Dann ist f in xo differenzierbar und f'(zq) = c.
Folgende Frage bleibt offen:

f erfiille die obigen Voraussetzungen, aber es sei

lim f'(z) =¢; und limJr f'(z) = ca, mit ¢; < ca.
r—xr0— T—x0
Kann f dann trotzdem differenzierbar sein? Wir haben diese Frage in der Vorlesung
nicht behandelt, sie soll aber hier der Vollstéindigkeit halber beantwortet werden.
Dazu brauchen wir folgende verbliiffende Tatsache:

2.17 Satz von Darboux. Sei f: I — R differenzierbar, x,y € I, x < y und
f'(x) <c< f'(y). Dann gibt es ein xo mit © < xo < y und f'(xq) = c.

BEWEIS:  Sei g(t) := f(t) — ¢t auf I. Dann ist ¢’(x) < 0 und ¢'(y) > 0. In der
Néhe von x ist g daher streng monoton fallend, und in der Nahe von y streng
monoton wachsend. Es muf3 also Punkte zq,y; mit x < x; < y; < y geben, so dafl
g9(x1) < g(x) und g(y1) < g(y) ist.

Als stetige Funktion mufl ¢ auf [z, y] ein Minimum annehmen, und aus den obigen
Betrachtungen folgt, dafl dies in einem Punkt z¢ € (z,y) geschehen muf. Dann ist
aber ¢'(z9) = 0, also f'(xg) = c. .

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion erfiillt also den Zwischenwertsatz.
Soll das heiflen, dafl die Ableitung einer differenzierbaren Funktion immer stetig
ist? Mitnichten! Allerdings kann die Ableitung keine Sprungstelle haben:

Sei etwa f'(zo—) = lim f'(z) = ¢ < ¢ = hm+ f'(z) = f'(zo+). Dann gibt
T—xo— T—T0

es ein ¢ mit ¢; < ¢ < ¢g, ein € > 0 und ein 6 > 0, so da} f'(z) & [c —e,c+ €]
fir [v —xo| < § und = # xo. Wére f auch in z, differenzierbar, so miifite f'(x)
zwischen zg — d und z¢ + J jeden Wert aus [¢ — ¢, ¢ 4 ] annehmen. Das haben wir
aber gerade ausgeschlossen.

§ 3 Differentialgleichungen
Definition. Ist f : I — C iiberall k-mal differenzierbar und f*) auf I noch
stetig, so nennt man f auf I k-mal stetig differenzierbar.

Die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I bezeichnet man mit

Ck(1).
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Bemerkung. C¥(I) ist ein C-Vektorraum, und D : C¥(I) — C*~1(I) mit
D[fl =1r

ist eine lineare Abbildung (auch ,linearer Operator” genannt). Ker(D) besteht aus
den konstanten Funktionen.

Wir definieren D? : C*(I) — C*74(I) durch D° := id und

Di:=DoDo...oD, firl<gqg<k.

g-mal

Dann ist D?[f] = f@ ebenfalls C-linear. Offensichtlich ist

DP o D% = D%0 DP = DPTY,

Ist nun n < k und p(z) = Za,,x” ein Polynom vom Grad n mit reellen oder

v=0
komplexen Koeffizienten, so setzt man

p(D) =) aD"=ag-id+a;-D+---+a, D"
v=0

Man nennt p(D) einen Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten. Offen-

sichtlich ist p(D) : Ck(I) — C¥="(I) eine C-lineare Abbildung, und es gilt:
p(D)[f] :ao.f+a1.f,+...+an.f(”)‘

Das Polynom p(x) nennt man das charakteristische Polynom von p(D).

3.1 Satz.  Sind p1,p2 zwei Polynome, so ist (py - p2)(D) = pi(D) o pa(D) =

p2(D) o p1(D).

BEWEIS: Esist (x —¢) - (a;2") = a2 — a;cx’ und

(D —c-id) o (a; - D") = a; - D™ — (a;c) - D" = (a; - D") o (D — ¢ -id),

wegen der Linearitét von D. Daraus folgt die Behauptung fir pi(z) = x — ¢ und
po(z) = ag + a1z + -+ - + a,x". Da sich iiber C jedes Polynom in Linearfaktoren
zerlegen laf3t, erhélt man per Induktion den Satz fiir allgemeines p;. .

Der Beweis funktioniert iibrigens nur bei Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten.

Beispiele.

1. Sei p(z) ein beliebiges Polynom und A € C. Es ist D[e*] = X - M und
allgemeiner D4[eM] = M7 . eM. Daraus ergibt sich:

p(D)[e™] = p(A) - €.
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2. Ist f € C*¥(I) beliebig, so ist
(D= X-1d)[f(1)e™] = f'(t)e + A~ f(t)eX — X~ f(t)e = f'(t)e,
und allgemeiner (D — X -id)?[f(t)eM] = f@(t)eM.

Definition. Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten ist eine Gleichung der Gestalt

Y 4 a1y 4 ary + agy = g(a),

mit reellen (oder komplexen) Koeffizienten a; und einer stetigen Funktion ¢. Un-
ter dem charakteristischen Polynom dieser Differentialgleichung versteht man das
Polynom p(z) := 2" + a, 12" ' + -+ + a1z + ao.

Eine Ldsung der Differentialgleichung iiber einem (offenen) Intervall I ist eine
Funktion f € C*(I) mit
p(D)[f] =q.

3.2 Satz (von der Eindeutigkeit der Lésung). fi, fo € C"(I) seien Lisungen
einer DGL

Y™+ a, 1y 4+ ay +oagy = q(z)

auf dem Intervall I, und es sei fl(k)(to) = fék)(to) firk=0,1,2,....,n—1 und ein
spezielles tg € 1.

Dann ist f1 = fs.
BEwEIS: Es geniigt, fiir f = f; — fo zu zeigen:
Ist p(D)[f] = 0 und f®(to) =0 fiir k =0,1,...,n — 1, so ist f = 0.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es komplexe Zahlen ¢4, ..., ¢,, so daf3
p(x) = (r —c1)(x —ca) - (x — ¢,) ist. Wir setzen

po(D) :=1id und pg(D) := (D — ¢y_gr1id) o... 0 (D —¢,id), fir k=1,...,n.
Dann ist

pi(D) = (D — ¢,id),
(D) = (D eprid) o (D - c,id)
wd  p(D) = p(D).

Weil fi := pr(D)[f] eine Linearkombination von f, f’,..., f*) ist, folgt:

filte) =0, fir k=0,1,...,n— 1.
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Auflerdem ist
fe=fi1— Choppr foo, firk=1,...,n.
Esist f, = p(D)[f] = 0, und wir wissen schon, dafl die Gleichung 0 = f/ | —¢1 fn1

n

die (eindeutig bestimmte) Losung f,,—1(t) = fn—1(0) - e* hat. Weil f,,_1(to) = 0

ist, mufl f,_; = 0 sein. Analog folgt, da} f, o = f,.3 = ... = fi = 0 ist. Aus
der Gleichung 0 = f] — ¢, fo und der Anfangsbedingung fo(to) = 0 ergibt sich
schlieflich, dafl f = fy = 0 ist. "

3.3 Satz. Ist p(x) ein normiertes Polynom n-ten Grades und
L:=p(D): C"(1) = C°(1)
der zugehorige Differentialoperator iber einem (offenen) Intervall I, so ist
dim¢ Ker(L) < n,

d.h., es gibt hochstens n tber C linear unabhingige Lidsungen der ,homogenen
Differentialgleichung“ L[ f] = 0.

BEWEIS:  Sei ty € [ beliebig. Die Abbildung A : Ker(L) — C" mit

A(f) = (f(t())v f/(t0)7 R f(nil)(t()))v

die jeder Losungs-Funktion einen vollstdndigen Satz von ,, Anfangsbedingungen® im
Punkt ¢y zuordnet, ist linear, und nach dem Satz iiber die Eindeutigkeit der Losun-
gen ist sie auch injektiv. Daraus folgt, dafl A : Ker(L) — Im(A) ein Isomorphismus
ist. Wegen Im(A) C C" folgt dim¢ Ker(L) < n. n

Wir werden sehen, dafl sogar die Gleichheit gilt: dimc(Ker(L)) = n. Um das zu
zeigen, reicht es jetzt aus, n unabhingige Losungen zu konstruieren.

3.4 Hilfssatz. Die Zahlen Ay, ..., A\, € C seien paarweise verschieden, und fi(z),
..., fr(x) seien Polynome mit

@) - N 4o+ () - e =0,
Dann ist fy = ... = f. = 0.
BEWwWEIS: Wir fihren Induktion nach 7.

Alx

Ist fi(z) - eM® =0, so muB f; = 0 sein, weil eM? > 0 fiir jedes x ist.

Sei nun r > 2, und die Behauptung fiir » — 1 bewiesen. Es sei

fi(z) - eMT 4.4 fr(z) - Mt =0,

also
fi(@) + falw) - P27 4 g f() MM =0,
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Ist f1 = 0, so sind wir fertig. Ist f; # 0 und d = grad(f;), so differenzieren
wir die Gleichung (d 4 1)-mal. Dann erhalten wir Polynome Fy(z),..., F.(z) mit
grad(F;) = grad(f;) fir i = 2,...,r, so daf gilt:

Fg(a:) . 6()\2—)\1)m I Fr(ﬁ) . 6(/\7«—>\1)x =0.

Nach Induktionsvoraussetzung mufl dann F, = ... = F, = 0 sein, also auch f; =
... = fr = 0 (wegen der Gleichheit der Grade). Dann ist selbstversténdlich auch

f1:O. u

Jetzt konnen wir ein ,,Fundamentalsystem* von Losungen der DGL p(D)[f] = 0
angeben, d.h. eine Basis des Losungsraumes.

3.5 Satz iiber das Fundamentalsystem der DGL p(D)[f] =0. Seip(z) das
charakteristische Polynom der homogenen DGL

Sind My, ..., \. die paarweise verschiedenen Nullstellen von p(zx) in C, mit Viel-
fachheiten kq, ..., k., so bilden die Funktionen

xu X eAix

,miti=1,....rundv=20,...,k —1,
ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung.

Insbesondere hat der Losungsraum die Dimension ky + - - - + k, = n dber C.

BEwEeIs: 1) Wir zeigen zunéchst, daf§ die angegebenen Funktionen tatséchlich
Losungen sind. Ist A eine Nullstelle von p(z) mit der Vielfachheit k, so gibt es
ein Polynom ¢(x) vom Grad n — k, so dafl p(z) = q(z) - (x — \)* ist. Wegen der
Vertauschbarkeit der Differentialoperatoren ist dann auch

p(D) = q(D) o (D - N,
und es folgt:
p(D)[t"eM] = q(D)o (D — N[t V]
= D)) M =0,

2) Nun miissen wir noch sehen, daf§ die Losungen linear unabhéngig sind. Wir
miussen mit den beiden Indizes v und 7 arbeiten:

r ki—1 ki—1
Sei E E ci,l,:c”e’\” = 0. Dann setzen wir f;(z) := E cipx’, firi=1,...,r. Das
i=1 =0 V=0

sind alles Polynome, und wir haben
fi(x)-eM” o 4 fo(x) - e =0.

Also mufl f; = ... = f, = 0 sein. Aber ein Polynom ist nur dann das Nullpolynom,
wenn alle seine Koeffizienten verschwinden. Damit ist ¢;, = 0 fiir alle 7 und v, und
die Losungsfunktionen sind linear unabhéngig. "
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Bemerkung. In der Praxis ist man meist an reellen Losungen interessiert. Sind
alle Nullstellen Aq, ..., A, des charakteristischen Polynoms reell, so ist alles in Ord-
nung. Hat p(x) reelle Koeffizienten und ist A = a+ i3 eine komplexe Nullstelle, so
ist auch A eine Nullstelle, und es gilt:

e = e*(cos(Bx) + isin(Bx)),
N = e (cos(Bx) — isin(Bx)).

Ax

Dann konnen wir die komplexen Losungen z”e*® und x“e*® durch die linear un-

abhéngigen reellen Losungen

Re(ze?) = 2"e™ cos(fz)

und Im(z”e™) = 2"e® sin(fz)

ersetzen.

Beispiel.
Wir betrachten die homogene lineare DGL 2. Ordnung
y" + 2ay’ + by = 0,

mit reellen Koeffizienten und der Anfangsbedingung y(0) = 1 und y'(0) = 0.
Das charakteristische Polynom ist p(z) = x? + 2ax + b. Die Nullstellen der
Gleichung p(z) = 0 sind gegeben durch

_ A/ 2 _
_ 2a + 4a 4b:_a:l:\/z7

v 2

mit A :=a? — b.
1. A > 0. (starke Dédmpfung)

Dann ist p(z) = (z — M)(x — X2), mit {\, X2} = {—a £ VA}. Die
allgemeine Losung hat die Gestalt

y(x) = c1eM” + e, ey, €R.

Dann ist y/(7) = c; A€M + cu\0e™2% | und das Einsetzen der Anfangsbe-
dingungen ergibt

c1+cy=1und ¢;\; + oAy = 0.
Also ist ¢a =1 — ¢; und ¢1 Ay + (1 — ¢1) Ay = 0 Die gesuchte Losung hat
deshalb die Gestalt

1

= /\2 — /\1 (/\26)‘”” — )\16>\2I>.

y()
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2. A = 0. (kritische Ddmpfung)

Dann besitzt p(x) die zweifache reelle Nullstelle —a. Also hat die allge-
meine Losung die Gestalt

y(x) = (c1 + cow)e .
Wegen 3/ (x) = (ca — a(cy + cox))e " ergeben die Anfangsbedingungen:
¢1 =1 und ¢3 —ac; =0, also ¢y = a.

Die gesuchte Losung hat die Gestalt

y() = (1 + az)e™ .

. A < 0. (schwache Dampfung)

Setzt man w := v—A und A := —a + iw, so hat p(z) die komplexen
Nullstellen A und A. In diesem Fall hat die allgemeine Losung die Gestalt

y(x) = e *(¢q cos(wx) 4 co sin(wz)).
Dann ist
—ax(

y(z) = —ae 1 cos(wz) + o sin(wz))

+ e (—wcey sin(wx) + weg cos(wi))

= e “[(cow — acy) cos(wz) — (acy + weq) sin(wz)].
Die Randbedingungen ergeben
c1 =1 und cow —acy =0, also ¢y = g.
Das fithrt zu der Losung
y(x) = e *(cos(wr) + gsin(wx)).

Man kann sie umformen zu einer geddmpften Schwingung

y(r) = Ae”“sin(wzx + ).

Wie 16st man jetzt die ,,inhomogene Gleichung® p(D)[f(x)] = q(z) 7

1. Sind ¥,y zwei Losungen der inhomogenen Gleichung, so ist y; — y» eine

Losung der homogenen Gleichung.

2. Ist yo eine ,partikuldre Losung® (d.h. eine spezielle Losung der inhomogenen

Gleichung) und y eine Losung der homogenen Gleichung, so ist yo + y wieder
eine Losung der inhomogenen Gleichung.
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Das bedeutet, daf§ die Gesamtheit der Losungen von p(D)[y] = ¢g(z) einen affinen
Raum der Gestalt yo + Ker(p(D)) bildet, mit einer beliebigen partikuléren Losung

Yo-

Es bleibt also noch das Problem, eine partikulére Losung der inhomogenen DGL
y™ 4+ a, iy + o ary +ap = (@)

zu finden.

Hierfiir konnen wir im Augenblick noch kein allgemeines Verfahren angeben. Wir
beschrénken uns daher auf einen Spezialfall, wo man die partikulare Losung durch
einen geschickten Ansatz finden kann.

3.6 Satz. Seip(xz) ein normiertes Polynom (mit reellen Koeffizienten). Die DGL
p(D)ly] = f(x)e*® mit einem Polynom f(x) vom Grad s besitzt eine partikulire
Lésung y,(z) = g(x)e**, mit einem Polynom g(x) vom Grad s +m, wobei m > 0
der hichste Ezponent ist, so daff eine Darstellung p(x) = q(x) - (x — \)™ existiert.

BEwEIS:  Wir untersuchen zunéchst zwei Spezialfille.

1) Ist p(x) = (x — \)™, so ist p(D)[g(z)e*] = g™ (x)e**. In diesem Falle reicht
es, ein Polynom g(x) mit ¢ (x) = f(x) zu finden. Offensichtlich mufl g den Grad
s + m haben

2) Ist pu # A, so ist

(D = p-id)[g(x)e™] = (¢'(2) + (A = ) - g(2)) - €,
wobei das Polynom ¢'(x) + (A — u) - g(x) den gleichen Grad wie g(x) hat. Ist

S
f(z) = Z bix', so setzen wir g(z) mit unbestimmten Koeffizienten an:
i=0

s

g(x) = Z a;x’.

=0
Zur Abkiirzung setzen wir auflerdem ¢ := A\ — p. Dann ist

s—1

g@)+c-glx)= Z((z +1) - aiq +c-a)r' +c-agxt
i=0

Das liefert das folgende lineare Gleichungssystem:

c-as = by,

s-astc-asy = bs,

2'CL2+C'CL1 = bl,

und a1 +c-a9 = by
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Man kann es sehr leicht nach ag, aq, ..., as auflosen.

3) Bei zusammengesetztem p(x) wendet man die gewonnenen Ergebnisse mehr-
fach an. Ist p(z) = (z — ¢;)® - (2 — ¢,)*, so sucht man zunichst ein Poly-
nom g;(z) mit (D — c;id)*[g;(z)e*®] = f(x)e*, dann ein Polynom go(x) mit
(D — cid)*2[go(x)e?] = g1(z)e*® und so weiter. SchlieBlich landet man bei ei-
nem Polynom g(z) mit (D — ¢,)* [g(x)e*] = g, (x)e*®. Offensichtlich ist g das
gesuchte Polynom. "

Beispiel.

Das charakteristische Polynom der DGL 4" + 3y” + 3y’ + y = e ™ ist
p(r) =2 +32° + 3z +1=(x + 1),
mit x = —1 als dreifacher Nullstelle. Das bedeutet, dafl die drei Funktionen
file) = e, o) = e und  fylz) = a2
ein Fundamentalsystem bilden.
Die Inhomogenitit hat die Form f(z)e’ mit f(z) = 2 und A = —1. Da )
dreifache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, suchen wir ein Poly-

1
nom g(z) mit g®(z) = 2. Offensichtlich leistet g(x) := ﬂx‘l das Verlangte,
und wir erhalten fiir die partikuldre Losung den Ansatz
1 4 —x

le) = Spate™

Die Probe zeigt, dafl das richtig ist. Die allgemeine Losung lautet nun

1
y(z) = (c1 + o + c32” + ﬁx“)e’z.

§4 Die Taylor-Entwicklung

4.1 Satz. Sei I C R ein Intervall und (f,) eine Folge von stetigen und fast
tiberall differenzierbaren Funktionen auf I, die in wenigstens einem Punkt von I
konvergiert. Weiter sei (g,) eine Folge von Funktionen auf I, die auf jedem abge-
schlossenen Teilintervall von I gleichmdf$ig gegen eine auf I definierte Funktion g
konvergiert, und es sei fast tberall f, = g,,.

Dann ist (f,) auch auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I gleichmdf$ig kon-
vergent, die Grenzfunktion f = lim f, ist fast tberall differenzierbar, und es ist

fast tiberall f' = g.
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Man kann also unter den gegebenen Voraussetzungen Limes und Ableitung mitein-
ander vertauschen.

BewEIs: Es reicht, ein abgeschlossenes Intervall J = [a,b] C I zu betrachten,
das einen Punkt ¢ enthélt, in dem die Folge (f,) konvergiert. Es sei @), C J eine
hochstens abzéhlbare Teilmenge, so daf f, auf J\ @, differenzierbar und dort auch

fl, = g, ist. Die Menge Q := U (), ist immer noch hochstens abzéhlbar.

Fiir n,m € N setzen wir f,,, :== f,— fm und gnm := gn— gm. Nach Voraussetzung ist
frm auf J\ Q differenzierbar und dort f! == gn.,. AuBerdem gibt es zu jedem & > 0
ein ng € N, so daf ||gnm|| < € fur n,m > ng ist. Die Norm ist die Supremumsnorm
auf J, und die Aussage beweist man wie das Cauchy-Kriterium fiir Zahlenfolgen:
Aus der gleichméfigen Konvergenz der Folge (g,) auf J erhélt man:

N gnmll = 11(gn — 9) + (9 — gl < lgn — 9]l + [lgm — 9| <&, fiir n,m > ny.

Ist x € J, so folgt jetzt aus dem verallgemeinerten Schrankensatz:
’fnm<x> - fnm(c)‘ < ’SL’ - C| &

also

| famll < [fam(c)| + (b —a) - &.

Wegen der Konvergenz von (f,(c)) bedeutet das, dafl || f,..| beliebig klein wird,
wenn nur n und m geniigend grofl gewéhlt werden. Als stetige Funktionen auf dem
abgeschlossenen Intervall J gehoren die Funktionen f,, zum Raum B = B(J,R) der
beschrinkten Funktionen auf .J, und wir haben gerade gesehen, daf sie eine Cauchy-
folge in B bilden. Da B vollsténdig ist, folgt daraus, da8 (f,) auf J gleichméfig
gegen eine Funktion f konvergiert.

Wir miissen noch zeigen, dafl fast iiberall f* = g ist. Dazu sei 2o € J \ @ ein
beliebiger Punkt und ¢ > 0 vorgegeben. ng € N sei wie oben gewéhlt. Fiir jedes
x € J\ Q liefert der verallgemeinerte Schrankensatz die Abschéitzung

’fnm(x> - fnm(x0)| < |3j - x0| ' Hgan7
also

fo(@) = fulwo) — fm(x) = fin(20)

r — X T — TIg

<eg, firn,m >mng, x € I\ Q,x # xo.

Wir halten ein m > ng fest und lassen n gegen oo gehen. Das liefert:

f(x) = f(wo) _ fm(x) = fin(20)

r — I T — 2o

<e, firm>mng, x € J\Q, x# .

Es gibt ein mgy > ng, so daBl |g.,(zo) — g(x)| < € fiir m > my ist, und dazu gibt es
ein 0 > 0, so daB fiir € J\ Q und |z — | < ¢ gilt:
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Sy (%) = fing (o)

r — X

— Gmo(20)| < &,

weil fr,, in zo differenzierbar und f;, (70) = gm,(z0) ist. Jetzt erhalten wir mit
Hilfe der Dreiecksungleichung:

[z o)
EAAA ol VA <
= . o) <
‘f xo) N fm0<£L‘) — fmo(xo) + fmo(x) — fmo(mo) _gmo(xo)
T — X9 T — 2o r — g
+ |gmo (o) — g(@o)]
< 3e, fir |z —xo| <0,z € J\Q.
Das zeigt, daB f in x differenzierbar und f'(zq) = g(x) ist. n

4.2 Folgerung. Sei (f,) eine Folge von differenzierbaren Funktionen auf dem ab-
geschlossenen Intervall I = [a,b], die in wenigstens einem Punkt ¢ € I konvergiert.
Auflerdem sei die Folge der Ableitungen (f)) auf I gleichmdfig konvergent. Dann

konvergiert auch (f,) auf I gleichmdfig gegen eine differenzierbare Funktion f, und
es st

f = lim f].
Eine wichtige Anwendung ist der folgende
4.3 Satz. Sei f(x) = ch(x —a)" eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten,
n=0
Entwicklungspunkt a € R und Konvergenzradius R > 0.

Dann ist die Grenzfunktion f(x) auf dem Konvergenzintervall (a — R,a + R) ste-

tig differenzierbar, und die Reihe Zn - cp(z — a)" ! konvergiert im Innern des
n=1
Konvergenzintervalls absolut und auf jedem abgeschlossenen Teilintervall des Kon-

vergenzintervalls gleichmdfig gegen die Ableitung f'(z).

Potenzreihen konnen also gliedweise differenziert werden!

N

BEwEIs:  Die Funktionenfolge Fiy( Z cn(x—a)" konvergiert auf (a— R, a+

n=0
R) punktweise (und sogar gleichméfig) gegen eine stetige Funktion f. Jede der

Funktionen Fy ist stetig differenzierbar, und die Folge der Ableitungen F kon-
vergiert nach dem Satz iiber das Konvergenzverhalten von Potenzreihen auf jedem
abgeschlossenen Teilintervall gleichméfig gegen eine auf (a— R, a+ R) stetige Funk-
tion g

Also ist f sogar stetig differenzierbar, und f’ = g. "



4 Die Taylor-Entwicklung 125

Da die Ableitung einer Potenzreihe wieder eine Potenzreihe ist, kann man das obige
Argument wiederholen und erhélt:

[e.9]

4.4 Folgerung. FEine (reelle) Potenzreihe f(x ch x —a)" ist im Konver-
n=0
genzintervall beliebig oft differenzierbar, und es gilt:
f"(a)

a4 ,  fir alle n > 0.

BEWEIS: Wir miissen nur noch die Formel beweisen. Offensichtlich ist
Zn (n—1)-...-(n—k+ Dey(z —a)" "
n==k

Setzt man x = a ein, so erhélt man:
fOa)=kk—=1)-...-(k—k+1)-cx =kl .

Ist umgekehrt f : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, so kann man
in jedem Punkt a € I die Taylorreihe

> £(n) (g
:anf )(m_a>n

n=0

bilden. Allerdings ist i.a. nicht klar, ob f durch seine Taylorreihe dargestellt wird.
Beispiele.

e}

1. f(x)= Z cn(z—a)" sei eine konvergente Potenzreihe, mit Konvergenzradius

n=0
R. Dann ist Tf(z;a) = f(z) auf (a — R,a + R). Das trifft z.B. auf exp(z),
sin(x) und cos(z) zu.

2. Wir betrachten die Potenzreihe Z(—l)":c2”. Dann ist ¢ = 0 und R = 1, und

n=0
da es sich um eine geometrische Reihe handelt, ergibt sich als Grenzwert die

Funktion
o0 o0 1
n_2n __ 2\n __
;%(—1) z _nz;(_g;) St

Die Grenzfunktion ist auf ganz R definiert und beliebig oft differenzierbar,
aber die Taylorreihe konvergiert nur auf (—1,+1).
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3. Noch verriickter verhalt sich die Funktion

| exp (—x%) fir x #£0
flw) = { 0 fir x =0

Offensichtlich ist f stetig und fiir = # 0 beliebig oft differenzierbar. Auflerdem
ist x = 0 die einzige Nullstelle von f.

Behauptung: Es gibt rationale Funktionen gx(z) (mit 0 als einziger Polstel-
le), so daB gilt:

F9(2) = qu(x) - e V%", fiir 2 #£ 0 und k € No.
BEWwEIS dafiir durch vollstéindige Induktion:

Offensichtlich kénnen wir go(x) := 1 setzen. Ist nun £ > 1 und die Behaup-
tung fiir £ — 1 schon bewiesen, so folgt:

fO) = fEV ()
= g (@) eV fgp(a) 2070 eV
= (qh_y1(z) + 211 (2)27?) - eV

Also hat £ die gewiinschte Gestalt. .

Da die Exponentialfunktion stérker als jedes Polynom wichst, folgt:

lim f®(z) = lim 4(2) = lim a(1/z) = 0.

z—0 z—0 61/x2 T—00 er

Also ist f auch im Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und f*)(0) = 0 fiir
alle k£ € Nj.

Damit folgt, dal T'f (z;0) = 0 ist. Da die Funktion aulerhalb des Nullpunktes
stets #£ 0 ist, konvergiert die Taylorreihe nur im Entwicklungspunkt selbst
gegen die Funktion.

Sei nun / C R ein Intervall und f € C*(I). Dann kann man i.a. keine Taylorreihe
mehr bilden. Wir wollen jedoch versuchen, f in der Néhe eines fest gewéhlten
Punktes a € I moglichst gut durch Polynome zu approximieren.
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Nach unserer Erfahrung mit den Potenzreihen bieten sich dafiir die sogenannten
,, Taylor-Polynome® an:

Definition. Sei f € C"(I), a € I ein fester Punkt. Das Polynom

heiit n-tes Taylorpolynom von f in a.

Offensichtlich ist T3 f(z;a) = f(a) + f'(a)(x — a) die lineare Approximation von f
in a, und es ist (T,,f)*(a) = f®(a), fir k=0,1,2,...,n.

Nun geht es um das Verhalten des Restgliedes R, (x) := f(x) — T, f(z) in der Néhe
von a:

4.5 Satz (von der Taylorentwicklung). Es sei f auf I n-mal differenzierbar
und R,(x) :== f(z) — T,.f(x).

1. Es gibt eine Funktion n(x) mit limn(z) =0, so daf$ gilt:

r—a

2. Ist f auf I sogar (n + 1)-mal differenzierbar, so gibt es zu jedem = # a ein
¢ = c(x) zwischen a und x, so daf gilt:

f(n+1)(c) . (l’ - a)nJrl.

nf(w) = (n+1)!

Man spricht dann auch von der ,Lagrangeschen Form® des Restgliedes.

Die Darstellung

- f(k]i'(a) (1, o a)k + f(n—l—l)(c) X ([E - a)n-i—l

F(2) = Tuf (z50) + Ral2) = D)

k=0

nennt man die , Taylorentwicklung“ der Ordnung n von f im Punkte a.

BEWEIS:  Wir beginnen mit dem zweiten Teil. Fiir = # a ist f(x) = T, f(x) +
o(z) - (x — a)™™, wenn man definiert:

Zahler und Nenner dieses Quotienten sind (n 4 1)-mal differenzierbar, und es ist
R,(a) = (a — a)"™ = 0. Der 2. Mittelwertsatz liefert zu jedem x # a die Existenz
einer Zahl ¢; = ¢;(x) zwischen a und z, so daf gilt:
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Rn(x) - Rn<c) _ R;(Cl)
(x —a)"t (n+1)(c; —a)*”

p(r) =

Die (n + 1)-te Ableitung von (x — a)"*! ergibt (n + 1)!, die (n + 1)-te Ableitung
von R,(z) ergibt f*+V(z), weil T, f(z) nur den Grad n hat. Eine (n + 1)-fache
Anwendung des 2. Mittelwertsatzes ergibt somit

R (c1)
(n+1)(c; —a)”
R (co)
n(n+1)(cg —a)r1!

p(r) =

R7(1n+1)(cn+1) _ f(n+1)<cn+1)

(n+1)! (n+1) 7
mit geeigneten Punkten ¢; = ¢;(x) zwischen a und z. Setzt man ¢ := ¢, 1, so erhilt
man g
S (e 1
R,(x) = ~——F(x —a)"*.
(@) = Tyl —a)
Ist f nur n-mal differenzierbar, so betrachten wir die Funktion g(z) := f(z) —

T,.f(z). Offensichtlich ist g n-mal differenzierbar, und g(a) = ¢'(a) = ... =
g™ (a) = 0. Nach dem ersten Teil des Beweises gibt es zu jedem z € I ein c(x)
zwischen a und x mit

(=D (¢(z
g(x) =T, _29(z) + ‘Q(T%'))(x —a)" " =n(z) (z—a)",
wobei ( )( (@)
9" (e(x .
n(x) = (= Dlz —a) fir x # a,
0 firx =a

Da ¢~V differenzierbar ist, gibt es eine Funktion A mit

9" V(c(x)) = g" V(a) + (c(x) —a) - Ae(z))  und  lim A(y) = g™ (a) = 0.

y—a
Dann ist (e(2) )

c(r) —a

- A
und es ist klar, dal n(z) fir x — a gegen Null konvergiert. Daraus folgt die erste
Behauptung. "
Bemerkung. Die Bezichung lim % = 0 wird gerne mit Hilfe des Landauschen
T—a g e

Symbols o abgekiirzt:

flx) =o(g(z))  (fir z —a).
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Zum Beispiel ist

-1
(1+I)"=1+nx+%x2+...:1+nx+o(x), (fiir x — 0)
oder ]
csin(=) = o(1).
x sm(x) o(1)

Im Falle der Taylorentwicklung kann man nun schreiben: Ist f € C"(I), so ist

[(2) = Tuf (@) + o(( — a)"), (fir @ — ),

Beispiele.
1. Sei f(z) =sin(z) und a = 0. Es ist
sin’(z) = cos(x), sin”(x) = —sin(z), sin® (z) = — cos(z), sin® (z) = sin(x),
und dann wiederholt sich das wieder. Daraus folgt:
sin®(0) =0 und  sin®*V(0) = (-1)".

Das ergibt fiir die Entwicklung der Ordnung 2n + 2:
. ~ (=D* 2k+1 cos(c)  onis
= . 4+ 2\ o
sin(z) kzzo 2k+1) " @n+ 21"
1 1 —-1)"
= r— 23+ —2°% (=1)

L 2n+1 2n+2
6" 120 ST T G

Weil alle geraden Ableitungen des Sinus bei x = 0 verschwinden, gewinnt
man eine Ordnung zusétzlich.

2. Analog geht es beim Cosinus. Es ist
cos®(0) =0 und  cos®(0) = (—1)".

Daraus folgt:

o - (_1)k 2k 2n+1
cos(r) = k)! -z 4 o(x™ )
k=0 '
1 1 1 (—1)”
- 1-—Z= 2 4 6 2n 2n+1
5% +24:c 720° + (2n)':c + oz

ist jedes Taylor-Polynom T, f(z;0) = 0. Man sagt auch, f ist im Nullpunkt
,fach®. Die Taylor-Entwicklung ist dort ziemlich wertlos.



130 KAPITEL 3 DIFFERENTIALRECHNUNG

§5 Anwendungen

Als Anwendung der Taylor-Entwicklung kénnen wir jetzt das Problem der lokalen
Extrema abschliefend behandeln:

5.1 Hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte. Die Funktion f sei in der
Ndhe von xo n-mal stetig differenzierbar. Es sei

O = 0 firk=1,....n—1
und  f™(zo) # 0.

Ist n ungerade, so besitzt f in xqy kein lokales Extremum.

Ist n gerade, so liegt ein lokales Fxtremum in xqo vor, und zwar

ein Mazimum, falls f™(z) < 0 st
und ein Minimum, falls f™(zo) > 0 st

BEwEIS: Da f'(zo) = f"(x0) = ... = fO®U(xy) = 0 ist, liefert die Taylor-
Entwicklung mit h :=x — xq:

)¢
£(0) = Sl +h) = flao) + T D

mit einem geeigneten ¢ zwischen xy und .

Ist £ > 0 klein genug gewiihlt, so ist f™(z) # 0 fiir | — 20| < ¢, und dann hat
f™(c) das gleiche Vorzeichen wie £ (z).

Wir betrachten nur den Fall £ (zy) > 0, der andere geht analog. Da ¢ von x (und
damit von h) abhéngt, konnen wir schreiben:

f(@o +h) = flzo) = p(h) - b",

mit einer positiven Funktion .

Ist n ungerade, so wechselt h"™ bei h = 0 sein Vorzeichen, und es kann kein Extrem-
wert vorliegen. Ist n gerade, so bleibt A™ immer > 0 und verschwindet bei h = 0.
Dann besitzt f in z¢ ein Minimum. .

Bemerkung. Gelegentlich interessiert man sich fiir den Fall, dafl f”(x¢) = 0 und
f" (o) # 0 ist. Dann besitzt f in z kein lokales Extremum, und es muf} ein £ > 0
geben, so dal f"(z) # 0 fir |z — x| < € und = # x¢ ist, denn sonst gébe es eine
Folge von verschwindenden Differenzenquotienten A(z,) mit x, — xg, und es wére
" (z9) = 0. Da f"(z) = 0 ist und f” in xy kein Extremum besitzt, mufi f” bei
xo sein Vorzeichen wechseln, und demnach f’ bei zy sein Monotonieverhalten. Der
Graph einer Funktion mit monoton wachsender Ableitung ist nach links gekriimmt,
der einer Funktion mit monoton fallender Ableitung ist nach rechts gekriimmt.
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Wenn f von einer Linkskriimmung in eine Rechtskriimmung iibergeht, oder umge-
kehrt, so sagt man, f hat bei zq einen Wendepunkt. Wenn zusétzlich f'(xy) = 0
ist, sprechen wir von einem Sattelpunkt.

Ist etwa f(z) := 23, so ist f”(x) = 6z, also f”(0) = 0. Fiir z < 0 ist f’(z) < 0,
und fiir x > 0 ist f”(z) > 0. Also wechselt f von einer Rechtskriimmung zu einer
Linkskriimmung und hat damit in 0 einen Wendepunkt.

Tatséchlich ist f”(0) = 6 # 0.
Als néchstes wollen wir weitere Taylor-Entwicklungen betrachten:
1. Die Funktion f(x) = In(z) ist nur fiir > 0 definiert. Hier nehmen wir a = 1

als Entwicklungspunkt. Es ist

1 1 2
In(1) =0, In(z) = =, In"(z) = ——;, n®(z) = =, nW(z) = ——
x T

x3’ x4’

und allgemein

kE—1)!
In® (z) = (=1)k+1. (x—k)’ fir k > 1.
n® (1 1)k
Das ergibt, daf3 - k:'( ) = ( k) ist, fiir K > 1. Also ist
i jp 1)’“

k=1

die Taylorreihe von In(z) an der Stelle z = 1. Im Konvergenzintervall (0, 2)
konvergiert sie gegen eine beliebig oft differenzierbare Funktion L mit

L) =) ()" => (1-o)f ﬁ = i

Damit erfiillen L(x) und In(z) beide das Anfangswertproblem ¢’ = 1/2 und
y(1) = 0. Das bedeutet, daf In(z) = L(x) auf (0,2) ist.

1
Die Reihe L(z) hat die reellen Koeffizienten ¢, = (—1)k+1E und den Kon-

o
vergenzradius 1, und die alternierende harmonische Reihe E ¢ konvergiert.

k=1
Auflerdem existiert der Grenzwert

lim L(z) = lim In(z) = In(2).

r—2— r—2—

Mit dem Abelschen Grenzwertsatz folgt nun:

o0

Z(—m“% = In(2).

n=1
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2. Esist
1 oo
t I — _ —1)" 2n‘
arctan’(z) 2 nz:%( )
Setzen wir
o . I.Qn—&-l
F(z) = Z(—l) 1
n=0

so erhalten wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion auf (—1, 1), die dort

mit ihrer Taylorreihe {ibereinstimmt. Es ist £/(0) = 0 und F'(z) = T
x
Also miissen F(z) und arctan(xz) auf (—1,1) tibereinstimmen. Die Reihe

o1
Z(_l) on+1

erfiillt das Konvergenzkriterium von Leibniz. Also folgt mit

dem Abelschen Grenzwertsatz:

- 1
%(—1)”271 1 il_{q arctan(z) = Z

Zum Schlufl wollen wir noch eine besonders interessante Taylorentwicklung be-
trachten:

Wir beginnen mit dem Polynom

" (0
n p
pa) = 1+t = S 2
k=0 '
mit p(@(0) = p(0) = 1 und p®(0) =n(n—1)-...- (n—k+1), fir 1 <k <n, also
(1+x)" = Z (Z) zk

k=0
Das wollen wir jetzt verallgemeinern und die Funktion
fl)=14+2x)* fir|z]<lund a€eR
untersuchen. Hier ist

100 _ofol)eclokbl) ()

k! k!

a) werden durch die obige Glei-

Die wverallgemeinerten Binomialkoeffizienten (k:

chung definiert. Insbesondere setzt man (g) := 1. Man beachte, daf} diese Zahlen

weder ganz noch positiv zu sein brauchen. Es gilt aber z.B.
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() () - et e
_ (a=D-(a—k+)(@—k)+k) _ (a)
k! k

n

5.2 Satz. Die Binomialreihe B(z) := Z (

n=0

) " konvergiert fir |x| < 1 gegen
(1+2)*
BeweEls: 1) Den Konvergenzradius der Reihe bestimmen wir mit der Quotien-

tenregel: Es ist ¢, = (04) und
n

‘Cn| _ ‘a(a—1)~...'(a—n+1)~(n+1)!’
Crt1 ala—1)-...- (a—n)-n!
on+1l 14+ (1/n)
jo=n| 1= (a/n)]’

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 1.

2) B(x) ist also eine differenzierbare Funktion auf (—1,+1), und es gilt:

B(z) = gn (Z)xn—l - i(n+1)~ (nil)x”

n=0

also
vt = (57, ) £ ()
= « 1+§;((a;1)+(z:1))x")
= a 1+§;(z)x”> = a- B(z)

B
Setzen wir h(z) := (z) so folgt:

(1+x)’

(1+2)*B'(z) — B(z)a(l 4+ z)*!
(1+ )%

h'(x) =

_ (a2 / _
= AraE (1+2)B'(x) —aB(z)) = 0.
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Demnach muB h(x) konstant sein. Weil ~(0) = 1 ist, folgt, dal B(x) = (14 z)* fiir
|Z)3| < 1 ist. u

Beispiel.

Es ist

Bemerkung. Sei M C R offen. Eine Funktion f : M — R ist bei xq in eine
Potenzreithe entwickelbar, falls ein € > 0 existiert, so daf§ gilt:

flz) = ia,,(x —x9)”, fir z € U(xo) N M.
v=0

f heiBt auf M analytisch, falls f bei jedem Punkt x € M in eine Potenzreihe
entwickelbar ist.

Ist f analytisch, so ist f beliebig oft differenzierbar, und die Taylorreihe von f
in einem Punkt x € M konvergiert auf einer ganzen Umgebung von x gegen f.
Jede konvergente Potenzreihe ist analytisch (der Beweis ist nicht trivial!), aber
eine beliebig oft differenzierbare Funktion braucht nicht analytisch zu sein.



