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§1 Metrische Riume

Definition. Es sei X eine beliebige nicht-leere Menge.

Unter einer Metrik (oder Abstandsfunktion) auf X versteht man eine Funktion
d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

0 <= x=uy.

3 = d(y, ) fir alle z,y € X (Symmetrie).

4. d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) fir z,y,z € X (Dreiecks-Ungleichung).

Ein metrischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit einer Metrik d auf X.

Beispiele.

1. Klassisches Beispiel ist die Menge X = R mit der Abstandsfunktion d(z,y) :=
|z — y|. Die ersten drei Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt. Die Dreiecks-
ungleichung zeigt man mit dem iiblichen Trick:

d(z,y) = |r—y|
= [(—2)+(z—y)|
< o=z 4]z =y
d(z,x) 4+ d(y, 2).

2. Sei (X, dx) ein metrischer Raum und Y C X. Dann ist auch (Y,dx|y) ein
metrischer Raum.

Insbesondere kann man jede Teilmenge von R als einen metrischen Raum
auffassen.

3. Sei X die Menge der Einwohner von Hamburg und d : X x X — R definiert

durch
0 falls x =y,

d(z,y) = { 1 sonst.

Auch dies ergibt einen metrischen Raum.

4. Sei X = R? :={x = (v1,79) : x; € R fiir i = 1,2}. Das ist das mathemati-
sche Modell der Anschauungsebene. Wir setzen

d(x,y) = max(|z; — y1|, |2 — y2).

Die Eigenschaften einer Metrik sind erfiillt, wie man leicht nachrechnet. Aber
es handelt sich natiirlich nicht um den anschaulichen Abstandsbegriff. Den
behandeln wir im folgenden Beispiel.
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5. Als Menge legen wir den Raum
R" ={(z1,...,2,) : m; eRfiiri=1,...,n}

der geordneten n-Tupel reeller Zahlen zugrunde. In der Linearen Algebra
lernt man, dafl R™ ein reeller Vektorraum ist, d.h. man kann die Elemente
von R™ addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren:

(1, )+ (Y1 Yn) = (14 Y1, T+ Yn)
und r- (xl,...,l'n) = (rl‘l’._.’Txn)_

Beziiglich der Addition ist R"™ eine kommutative Gruppe, mit dem Nullele-
ment 0 = (0,...,0) und dem Negativen —(z1,...,2,) = (—21,...,—Tp).
Auflerdem gilt:

(r+s)-x = r-x+s-xfirrseR, zeR",

r-(x4+y) = r-x+r-yfirreR, z,y e R",

r-(s-x) = (rs)-z furr,s e R, z € R"
und 1l-x = «firzeR"

Die Einheitsvektoren e; = (1,0,...,0),...,¢e, = (0,...,0,1) bilden eine Basis
des R", d.h. jeder ,,Vektor® x € R"™ besitzt eine eindeutige Darstellung als
Linearkombination der e; :

T=(T1,...,Tp) =T1- €1+ -+ Tp- ey

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R™ wird definiert als

rey = il’zyz
=1

Es gilt:
(a) reoy=yezx. (klar!)
(b) (x+y)ez=zez+yecz.

BEWEIS:

n

($+y)‘22Z(xi-Fyz)Zz‘:inziJrZyizi:xoz+yoz.
i=1 i=1

i=1
(c) (r-z)ey=r(zey).
(d) xox:Zx?ZOﬁirallexER".

i=1
Und offensichtlich ist x @ x = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.
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Auf die anschauliche Bedeutung des Skalarproduktes kénnen wir an dieser
Stelle nicht eingehen, wir betrachten es einfach als eine Rechengrofe.

Die Zahl ||z|| := vz ez = y/a? + -+ + 22 nennt man die Norm von z. Im

Falle n = 1 ist ||z|| = |z|, im Falle n = 2 oder n = 3 kommt die euklidische
Liange des Vektors x heraus, gemafl Pythagoras. Die Norm erfiillt folgende
Eigenschaften:

(a) Es ist immer ||z|| > 0, und es ist ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.
(b) Ist r € R, soist ||r-z|| = |r| - ||=|.
(c) Es gilt die ,,Schwarzsche Ungleichung*:

(zoy)” < [ll”- Iyl

Gleichheit tritt genau dann auf, wenn x und y linear abhéngig sind, d.h.
wenn x ein Vielfaches von y oder y ein Vielfaches von x ist.

Die Schwarzsche Ungleichung miissen wir beweisen:

Ist y = 0, so ergibt sich auf beiden Seiten die Null. Daher kénnen wir voraus-
setzen, dafl y # 0 ist. Wir benutzen eine beliebige reelle Zahl ¢t und erhalten:

0 < |lz+t-y|> =@+t-y)e(z+t-y)
= zex+tl-yey+2-zey

Te
J ein, so ergibt sich:

Setzen wir t 1= ——=
[ylI?

ng.x_'_(w.y)Q_z (x.y)Z :”IHQ_ (I’Oy)2

1yl ly1I? lyll*

Multiplikation mit ||y||* liefert die Schwarzsche Ungleichung. Offensichtlich
gilt die Gleichheit genau dann, wenn x +t -y = 0 ist, also z = —t - y.

Behauptung: ||z + y|| < ||z||+ ||y]] (Dreiecksungleichung).

BEWEIS: Es ist

|z + y]?

(z+y)e(z+y)
rex+2-reytyey
|* +2 - [z oyl + [ly|
1 +2 - [l]| - gl + lyl®
(el + Tyl

IA A

Jetzt konnen wir endlich den euklidischen Abstandsbegriff einfiihren:
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dist(z, y) == [ly — |,

Offensichtlich erfiillt dist die ersten drei Eigenschaften einer Metrik. Aufler-
dem ist

dist(z,y) = lly =zl = (v —2) + (z = 2)]
< lly =2l + 1z — =l
dist(z,y) + dist(z, 2).

Ausfiihrlich geschrieben haben wir

dist(z,y) = \/(yl —x1)? 4t (Yo — )
Das ist eine n-dimensionale Version des Pythagoras.

6. Ein Spezialfall ist die komplexe Ebene C = R2. Ist z eine komplexe Zahl,
so nennt man |z| := /2Z den Betrag der komplexen Zahl. Er entspricht
der Norm des Vektors z. Durch d(z,w) := |w — z| wird eine Metrik auf C
definiert. Sie stimmt mit der euklidischen Metrik des R? {iberein.

Es sei nun (X, d) irgend ein metrischer Raum.

Definition. Sei xg ein Punkt aus X und € > 0 eine reelle Zahl. Dann heif3t
Uc(xg) :={z € X : d(z,z0) < &}

die e-Umgebung von xy.

In R ist U.(zg) = (z9 — €, 2o +¢) ein offenes Intervall. In R? (oder C) ist U, (z,) eine
Kreisscheibe, wir schreiben dann auch D, (z) (,D“ fiir das englische Wort ,, disk“).
In R? ist U.(z) eine Kugel, wir schreiben auch B.(zg) (,,B* fiir ,,ball“). Der Rand
gehort jeweils nicht zu der Menge.

Eine beliebige Teilmenge M C X heifit eine Umgebung von xq, falls es ein £ > 0 mit
Uc(xg) C M gibt. Der Punkt xy hat dann einen ,Sicherheitsabstand“ zum Rand
der Umgebung. M seinerseits kann eine beliebige Gestalt haben.

Jede e-Umgebung von z; ist auch eine allgemeine Umgebung von xy. Der Durch-
schnitt von zwei Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung dieses Punk-
tes.

1.1 Hausdorffscher Trennungssatz. Sind x,y € X zwei Punkte mit x # vy,
so gibt es Umgebungen U von x und V von y, so daf UNV = & ust.

BEwEIs:  Wegen = # y ist 7 :=d(z,y) > 0. Nunsei 0 < e < /2, U = U.(x) und
V =U.(y).

Waire z ein Punkt in U NV, so wire

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <2 <.
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Das ist ein Widerspruch. "

Definition. Eine Menge M C X heifit offen, falls es zu jedem x € M ein € > 0
gibt, so dal U.(z) C M ist.

Eine Menge M ist also genau dann offen, wenn sie fiir jeden ihrer Punkte eine
Umgebung darstellt.

1.2 Satz. Jede e-Umgebung ist eine offene Menge.

BEWEIS:  Sei y € U.(xg). Wir suchen eine §-Umgebung von y, die noch ganz
in U.(zo) enthalten ist. Dazu sei r := d(y,xo). Dann ist 0 < r < . Man kann
eine positive reelle Zahl § < ¢ — r finden. Ist x € Us(y), also d(z,y) < J, so ist
d(z,x0) < d(z,y)+d(y,z0) < 6471 < (¢e—1)+7r = e. Das zeigt, daB Us(y) C U.(zo)
ist. L]

1.3 Satz. Die offenen Mengen in einem metrischen Raum besitzen folgende Ei-
genschaften:

1. X und die leere Menge sind offen.
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen.

Bewels: 1) Fir X und @ ist der Beweis trivial.

2) Seien My, ..., M, offen und M := My N...NM,. Ist z € M, so gibt es Zahlen
g; > 0 mit U, (x) C M; fir i = 1,...,n. Setzt man € := min(ey,...,&,), so liegt
Uc(x) in M.

3) Es sei M = {M, : ¢ € I} eine Familie von offenen Mengen, M = U M, deren

el
Vereinigung, = ein Element von M. Dann gibt es ein ¢ mit z € M,. Also gibt es

auch ein € > 0, so da U.(z) C M, ist. Aber dann ist erst recht U.(x) C M. n
Definition. Eine Menge M C X heifit abgeschlossen, falls X \ M offen ist.

1.4 Satz. Die abgeschlossenen Mengen in einem metrischen Raum besitzen fol-
gende Eigenschaften:

1. X und die leere Menge sind abgeschlossen.

2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlos-
sen.



48 KAPITEL 2 STETIGKEIT

3. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abge-
schlossen.

Der BEWEIS ergibt sich unmittelbar aus den Regeln der Komplement-Bildung.

Definition. Sei M C X eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt xy € X heifit
ein Haufungspunkt der Menge M, falls in jeder Umgebung von z; unendlich viele
(verschiedene) Punkte von M liegen.

Eine endliche Menge besitzt keine Hiufungspunkte. Auch Z hat keinen Hiufungs-
punkt in R. Aber jede reelle Zahl ist ein Hiufungspunkt von Q.

Beispiel.

Sei M C R eine nach oben beschriankte Menge, z := sup(M). Nun gibt es
zwei Moglichkeiten:

Entweder existiert ein € > 0, so daB M N U.(zg) = {zo} ist, oder fiir jedes
v € N kann man ein Element z, € M mit xo—% <z, < ¢ finden (denn sonst
wiire xo nicht die kleinste obere Schranke von M). Im ersten Fall mufl zg zu M
gehoren, und man nennt z( einen isolierten Punkt von M. Zugleich ist dann
xo = max(M). Im zweiten Fall wollen wir zeigen, dafl = ein Haufungspunkt
von M ist.

Sei € > 0 vorgegeben. Wenn es nur endlich viele z, in M N U (xy) gébe, so
konnten wir darunter ein gréfites Element finden, etwa x,,,. Aber da zg—x,,, >
0 ist, gibt es ein ny € N mit 1/n; < 2y — x,,,. Und dann gibt es ein z,,, € M
mit x,, < xo— 1/n1 <, < xo. Das ist ein Widerspruch.

Analoges gilt fiir das Infimum einer nach unten beschriankten Menge.

1.5 Satz. FEine Teilmenge M eines metrischen Raumes X ist genau dann abge-
schlossen, wenn sie alle thre Hdufungspunkte enthdlt.

BEWEIS: 1) Sei M abgeschlossen und zy ein Haufungspunkt von M. Wenn z,
nicht zu M gehort, dann liegt o in der offenen Menge X \ M. Also existiert ein
e > 0, so daB auch noch U := U.(z¢) zu X \ M gehort. Das ist ein Widerspruch.

2) Es sei M eine Menge, die alle ihre Haufungspunkte enthélt. Wir betrachten einen
beliebigen Punkt 2y € X \ M. Da z( kein Haufungspunkt von M ist, gibt es eine
Umgebung V' = V(zy) C X, die hochstens endlich viele Punkte yy,...,y, € M
enthélt. Wegen der Hausdorffschen Trennungs-Eigenschaft gibt es Umgebungen
Ui = Ui(y;) und V; = Vi(zo) mit U; NV; = @, fir i = 1,...,m. Dann ist W :=
Vnvin...NnV, eine Ungebung von z(, die keinen Punkt von M enthélt.

Weil so etwas mit jedem Punkt xy € X \ M geht, ist X \ M offen und M selbst
abgeschlossen. -



1 Metrische Raume 49

Definition. Ist M C X eine beliebige Teilmenge und H (M) die Menge aller
Héaufungspunkte von M, so nennt man M := M U H(M) die abgeschlossene Hiille
oder den Abschlufl von M.

1.6 Satz. Sei M eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raumes X. Dann
gilt:

1. M ist abgeschlossen.

2. M st genau dann abgeschlossen, wenn M = M ist.

BEwEIS: 1) Ein Punkt 79 € X liegt genau dann in M, wenn M NU, (7o) # @ fiir
jedes € > 0 gilt. Man nennt einen solchen Punkt auch einen Berihrungspunkt von
M.

xo ist genau dann kein Beriithrungspunkt von M, wenn es ein € > 0 gibt, so daf3
M NU(xg) = @ ist. Ist y € U(xy), so gibt es ein 6 > 0, so daB Us(y) C Uc(zo) C
X \ M ist. Aber dann kann y kein Haufungspunkt von M sein. Das bedeutet, dafl
X \ M offen ist, also M abgeschlossen.

2) Esist M C M. Ist M abgeschlossen, so ist H(M) C M, also sogar M = M. Ist
umgekehrt diese Gleichheit gegeben, so ist M abgeschlossen, nach (1). "

Es ist (a,b) = [a,b], und im R™ ist U.(zg) = {z € X : d(z,z9) < €}. In einem
beliebigen metrischen Raum gilt i.a. nur ,C*“. So ist z.B. im metrischen Raum Z
jede Teilmenge zugleich offen und abgeschlossen, und es ist dort U;(0) = {z € Z :
12| <1} = {0}, U;(0) = {0} und {z € Z : |2| <1} = {—1,0,1}.

Definition. Eine Folge (z,) von Punkten in X konvergiert gegen einen Punkt
xo, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Ve >0 3y, sodaB Vv > vy gilt: d(z,,x) < e.

Man schreibt dann: lim x, = x,.

V—00

Man kann auch sagen: (z,) konvergiert in X gegen xy, falls d(z,,zo) in R gegen 0
konvergiert.

Im metrischen Raum R ergibt das den bereits bekannten Konvergenzbegriff. Wie
dort folgt auch in beliebigen Rdumen, dafl der Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

Betrachten wir jetzt den R™ mit der euklidischen Metrik. Ist z, = (z\, ..., 2

eine Punktfolge und z¢ = (;n§°), e ,SBS))) ein fester Punkt, so ist

dist (. 20) = 7 — woll = /(a1 — 22 - 4 (2 — V)2
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dist(x,, zg) konvergiert offensichtlich genau dann gegen 0, wenn |:B1(-V) — 3:50)] fiir
jedes i gegen Null konvergiert. Die Folge (x,) konvergiert also genau dann, wenn
(v)

alle Komponenten (x;

;) konvergieren.

1.7 Satz. FEine Teilmenge M in einem metrischen Raum X ist genau dann
abgeschlossen, wenn gilt:

Ist (x,) eine Folge in M, die in X konvergiert, so liegt der Grenzwert ebenfalls in

M.

BEWEIS: 1) Sei M abgeschlossen, (x,) eine Folge in M und 2y = lim z,. Ist die

V—00

Menge der Folgeglieder endlich, so muf§ xy eines dieser Folgeglieder sein und daher
in M liegen. Ist sie unendlich, so ist zy ein Haufungspunkt von M und es folgt
ebenfalls, dafl zy in M liegt.

2) M erfiille das Kriterium und z sei ein Hiufungspunkt von A/. Dann liegt in
jeder (1/v)-Umgebung von zy ein Punkt =, € M. Offensichtlich konvergiert (z,)
gegen xq. Also liegt xy schon in M. Wir haben gezeigt, dafl M abgeschlossen ist. m

Eine Menge M C R™ heifit beschrénkt, falls es ein R > 0 gibt, so dafl M in der Kugel
Br(0) = {x € R" : d(z,0) < R} enthalten ist. Eine Folge im R™ heiit beschrinkt,
wenn die Menge der Folgeglieder beschrénkt ist. Es gilt folgende Verallgemeinerung
des Satzes von Bolzano-Weierstrafl:

1.8 Satz. Seiz, = (azgy), . ,x;y)) eine beschrinkte Folge im R™. Dann besitzt
(x,) eine konvergente Teilfolge.

BeEwEIls: Es gibt ein R > 0, so daf§ alle x, in Bg(0) liegen. Aber dann liegen sie
erst recht in I" =1 x ... x I, mit I :== [—-R, R].

(z1")) besitzt eine konvergente Teilfolge (") mit einem Grenzwert z\” € I.

(25 besitzt eine konvergente Teilfolge (z%)) mit einem Grenzwert 2 € I,
Usw.
SchlieBlich erhdlt man eine konvergente Teilfolge (x,;,)) von (z,). n

Definition. Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum X heifit eine Cauchy-
Folge, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Ve >0 3y, sodal Vv, u >y gilt: d(z,,z,) <e.

1.9 Satz. Ist (x,) konvergent, so ist (z,) eine Cauchyfolge.

BEWEIS:  Sei xy der Grenzwert der Folge, ¢ > 0 vorgegeben und vy so gewéahlt,
daB d(x,,x) < /2 fiir v > 1y ist. Dann folgt fir v, u > vy :
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d(z,,x,) < d(z,,x0) + d(zo,2,) <e.

Also ist (z,) eine Cauchy-Folge. n

Definition. FEin metrischer Raum X heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge in
X einen Grenzwert in X hat.

Beispiele.
1. R ist vollsténdig.

Um das zu zeigen, betrachten wir eine Cauchyfolge (z,). Wir miissen einen
Grenzwert finden. Zunéchst ist (z,) beschriankt: ist € > 0 vorgegeben, so gibt
es ein vy, so daf |z, — z,,| < ¢ fiir alle v > vy ist. Ist auBerdem

ri=max(e, [T1 — Tyy|, -y [Tug—1 — T ),
so liegen alle Folgeglieder in [x,, — 7, x,, + 7]

Wir wissen nun, dafl eine Teilfolge (z,,) existiert, die gegen eine reelle Zahl
xo konvergiert. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt ein vy, so dafl |z, — x,| < /2
fir v, u > 1y ist. Und es gibt ein iy mit v;, > 1y und |xyi0 — o] < /2. Daraus
folgt:

|2y — 20| < |2y — 2, | + |70, — 20| <€/2+4¢/2=¢.

(x,) konvergiert selbst gegen x.

Das liefert das ,, Cauchy-Kriterium* fiir die Konvergenz von Zahlenfolgen:

Eine Folge (z,) in R ist genau dann konvergent, wenn gilt:
Ve>03ysd Vo,p >yt |z, —a,] <e.

Dies ist eine weitere Moglichkeit, die Konvergenz einer Zahlenfolge festzustel-
len, ohne den Grenzwert zu kennen.

2. Da die Konvergenz von Vektorfolgen auf die Komponenten zuriickgefiihrt
werden kann, ergibt sich auch, daB8 der R” (und insbesondere C) vollsténdig
ist.

3. Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen Raumes ist wieder ein
vollstandiger Raum.

4. Ein offenes Intervall in R ist nicht vollstandig. Auch die Menge QQ der ratio-
nalen Zahlen ist nicht vollstindig.
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Definition. Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes X heifit kompakt, falls
jede Punktfolge in K eine (in K) konvergente Teilfolge besitzt.

1.10 Satz von Heine-Borel. Fine Teilmenge K des R™ ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

BEwEeIs: 1) Sei K kompakt. Ist K nicht beschriankt, so gibt es eine Punktfolge
(z,) in K mit ||z,|| > v. Dann ist auch jede Teilfolge von (x,) unbeschriankt. Das
ist ein Widerspruch.

Sei nun xy ein Haufungspunkt von K. Dann gibt es fiir jedes v einen Punkt z, € KN
By, (). Die Folge (x,) konvergiert gegen o, und nach Voraussetzung konvergiert
eine Teilfolge gegen ein Element von K. Das mufl dann aber z( sein. Also ist K
abgeschlossen.

2) Sei jetzt K als abgeschlossen und beschriankt vorausgesetzt. Eine Punktfolge
in K ist dann ebenfalls beschrankt und eine Teilfolge davon konvergiert gegen ein
xg € X. Aber weil K abgeschlossen ist, liegt z¢ in K. "

Bemerkung. Genau wie im R" beweist man auch in beliebigen metrischen
Réumen: Jede kompakte Teilmenge ist abgeschlossen.

1.11 Satz.  Ein kompakter metrischer Raum ist vollstindig.

BEwEIs: st (z,) eine Cauchyfolge in einem kompakten Raum X, so besitzt sie
eine konvergente Teilfolge. Wie im Beweis der Vollstédndigkeit von R zeigt man nun,
daf} bereits die urspriingliche Folge gegen den Grenzwert der Teilfolge konvergiert.

Umgekehrt braucht ein vollstédndiger metrischer Raum nicht kompakt zu sein, wie
man am Beispiel X = R sieht.

Beispiele.

1. In R ist jedes abgeschlossene Intervall kompakt. Im R™ ist jede abgeschlossene
Kugel

By (xg) ={z € R" : ||z — x¢]| < 1}
kompakt. Vorsicht! In einem beliebigen metrischen Raum braucht eine sol-
che abgeschlossene ,,Kugel* nicht kompakt zu sein! Auch dann nicht, wenn
oben die Gleichheit gilt.

2. Jede endliche Teilmenge eines metrischen Raumes ist kompakt.

3. Sei (x,) eine konvergente Punktfolge in einem metrischen Raum X, mit
Grenzwert xo. Dann ist M := {zo} U {z, : v € N} kompakt. Man sicht
das so: Jede Folge in M ist eine Teilfolge von (x,), oder die Folgeglieder neh-
men nur endlich viele Werte an. In beiden Féllen gibt es eine Teilfolge, die in
M konvergiert.
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4. Ist X ein kompakter metrischer Raum und M C X eine abgeschlossene Teil-
menge, so ist auch M kompakt. Der Beweis ist trivial.

§2 Stetige Abbildungen

Definition. Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen.
f heiit stetig in xq € X, falls gilt:

Ve>030>0sd Voe X mit dx(z,xo) <6 gilt: dy (f(z), f(x0)) < e.

f heifit stetig, falls f in jedem Punkt von X stetig ist.
Ist M C R, so ist eine Funktion f: M — R stetig in z, falls gilt:

Ve>030>0s.d. gilt: Ist |z —xo| <6, soist |f(x) — f(zo)| <e.

Anschaulich bedeutet dies: Man kann eine beliebig kleine Schranke £ vorgeben.
Wenn z nur nahe genug bei zy ist, so sind die Bildpunkte f(z) und f(zo) um
weniger als € voneinander entfernt.

2.1 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. f ist stetig in xg.

2. Zu jeder Umgebung V- = V(f(zo)) gibt es eine Umgebung U = U(xg) mit
fU)cv.

3. Fir jede Folge (x,) in X mit lim x, = xo gilt auch lim f(x,) = f(xo).
BeEwers: (1) = (2):
Ist V' eine Umgebung von f(xz¢), so enthélt V' eine e-Umgebung von f(z(). Nach
Definition der Stetigkeit gibt es ein > 0 mit f(Us(zo)) C U(f(z0)). Wir setzen
U .= U(;(azo).
(2) = (3):
Sei (z,) eine Folge in X, die gegen z( konvergiert. Aulerdem sei ein € > 0 vorgege-
ben. Es gibt eine Umgebung U = U(x¢) mit f(U) C U.(f(xo)). Fiir ein geeignetes
o liegen alle Folgeglieder x, mit v > vy in U. Dann ist dy (f(z,), f(xo)) < € fur
v > vy. Das bedeutet, da8 (f(z,)) gegen f(xo) konvergiert.
(3) = (1):

Es sei das Folgenkriterium erfiillt. Wir nehmen an, f sei nicht stetig in xy. Dann
gibt es ein ¢ > 0, so dafl zu jedem v € N ein z, mit dx(z,,z9) < 1/v und
dy (f(z,), f(xg)) > € existiert. Aber das kann nicht sein. .

Auch fiir die globale Stetigkeit haben wir dquivalente Formulierungen.

2.2 Satz. Folgende Aussagen tiber f . X — 'Y sind dquivalent:
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1. f ist stetig.
2. Ist M C'Y offen, so ist auch f~(M) C X offen.

3. Ist A CY abgeschlossen, so ist auch f~1(A) C X abgeschlossen.

BEwWEIs: (1) = (3):

Sei f stetig, A C Y abgeschlossen und (z,) eine Punktfolge in f~1(A), die gegen
ein zy € X konvergiert. Dann liegen die Punkte y, := f(z,) in A, und die Folge
(y,) konvergiert gegen f(xg). Weil A abgeschlossen ist, gehort f(zg) auch zu A,
also zg zu f71(A). Das bedeutet, dafl f~'(A) abgeschlossen ist.

(3) = (2):
Trivial, weil X \ f~Y(M) = f~1(Y \ M) ist.
(2) = (1):

Sei g € X und yo := f(20). Sei auflerdem ein ¢ > 0 vorgegeben. Nach Voraus-
setzung ist f~1(U.(yo)) eine offene Menge, die den Punkt x enthélt. Also gibt es
ein § > 0 mit Us(zo) C f~H(U(0)), also f(Us(xo)) C U(f(z0)). Das ergibt die
Stetigkeit in xy und damit in jedem beliebigen Punkt von X. "

2.3 Satz. FEsseien f: X —Y undg:Y — Z Abbildungen zwischen metrischen
Rdumen. Ist f stetig in xo € X und g stetig in yo := f(xg) € Y, so ist auch
gof: X — Z stetig in xy.

BEWEIS:  Sei zg := g(yo) = (g o f)(xo) und W = W(zy) C Z eine Umgebung.
Dann gibt es eine Umgebung V = V(yy) C Y mit g(V') C W, sowie eine Umgebung
U=U(xy) C X mit f(U) CV. Es folgt, daB (g o f)(U) C W ist, also g o f stetig

in xzg. m
Beispiele.

1. Besteht Y nur aus einem einzigen Punkt g, so ist jede Abbildung f: X — Y
stetig, denn es ist f~1(Y) = X und Y die einzige offene Umgebung von .

Insbesondere ist jede konstante Funktion auf R stetig.

2. Ist X ein metrischer Raum, so ist die identische Abbildung idyx : X — X
stetig, denn id'(M) = M fiir jede (und insbesondere jede offene) Teilmenge
von X.

Speziell ist die Funktion f(z) = x auf R stetig.

3. Ist f: X — Y stetig (in xp) und M C X eine Teilmenge (mit xy € M), so
ist auch f|y : M — Y stetig (in zo).
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Es seien nun eine Zahl 2y € R und zwei Funktionen f; : (—oo, x¢] — R und
fo i [xo,+00) — R gegeben. Sind fi, fo beide stetig und fi(zg) = f2(xo), so

ist auch
fi(z) fur z <z,
fo(z) fir z > xg

)=

stetig auf R. Dazu brauchen wir nur das Verhalten bei x; zu untersuchen.
Sei yo := f(xo) = fi(zo) = falzo). Sei € > 0 vorgegeben. Es gibt Zahlen
91,02 > 0, so daB |fi(x) —yo| < € fiir x < zp und |z — x| < d; ist, sowie
|fo(z) —yo| < € filr x > 2o und |x — zo| < da. Setzen wir ¢ := min(dy, d2), so
ist | f(z) —yo| < e fiir |x — x| < 9.

4. Eine Abbildung f : R® — R™ heifit linear, falls gilt:

fle+y) = [flo)+ [fy), fir z,y € RY,
und fAx) = X f(x) fir A € R, x € R".

Bezeichnen wir die Einheitsvektoren im R™ mit ey, ..., e,, so erhalten wir fiir
r =1x1€1 + -+ xye, die Abschitzung

If@)I = IIZ i - f(ei)l

n
< D - [If ()]
i=1
< O max|z;]
7
< Ozl

wobei C'= """ || f(e;)| eine nur von f abhingige Konstante ist.

Aus der gewonnenen Ungleichung leitet man sofort ab, daf§ f im Nullpunkt
stetig ist. Es ist jetzt aber auch

1f (@) = f@l = lfz =yl <C-llz—yll
Daraus folgt, dal f iiberall stetig ist.

Insbesondere ist jede Funktion f(z) := ax (mit a # 0) stetig. Zusammen mit
dem vorigen Beispiel ergibt das auch die Stetigkeit der Funktion f(x) := |z]|.

5. Es sei X ein metrischer Raum, und es seien stetige Abbildungen f,g: X —
R™ gegeben. Dann sind auch die Abbildungen f+g¢g: X — R™ und feg:
X — R (mit (feg)(x) := f(x)eg(x)) stetig.

BEWEIS: Man braucht nur die Stetigkeit in einem Punkt zu untersuchen und
benutzt am besten das Folgenkriterium und die Konvergenzsétze, z.B.:
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Aus z, — x folgt: f(x,) — f(xo) und g(z,) — g(x0), und dann

(f +9)(xy) = fxy) + g(2) = flw0) + g(20) = (f + 9)(0)-

Daraus folgt z.B., daf3 alle reellen Polynome stetig sind.

6. Eine Abbildung f = (f1,..., fm) : X — R™ ist genau dann stetig, wenn alle
Komponenten-Funktionen f; : X — R stetig sind. Eine komplexe Funktion
f ist deshalb genau dann stetig, wenn Realteil und Imaginérteil stetig sind,
und dann folgt, daB auch f stetig ist. Mit s#hnlichen Argumenten wie oben
folgt, dal auch alle komplexen Polynome stetig sind.

2.4 Satz. Sei X ein metrischer Raum und f : X — R eine stetige Funktion.
Dann ist die Menge M :={x € X : f(xz) > 0} offen.

BEWEIS:  Sei xg € M, 19 := f(xg). Ist 0 < € < 7¢, so gibt es ein § > 0, so daf}
|f(z) = f(xo)] < € fiir x € Us(xyg) ist. Fiir jedes x € Us(xg) ist dann 0 < rg — e =
f(zo) —e < f(x), also © € M. Daraus folgt, daB M offen ist. .

2.5 Folgerung 1. f,g: X — R seien stetig. Dann gilt:
1. {x e X : f(z) < g(x)} ist offen.
2. {reX : f(x)=g(x)} und {x € X : f(z) < g(x)} sind abgeschlossen.

Bewers: 1) {f < g} ={g — f > 0} ist offen, wegen des Satzes.

2) Da auch {f > g} offen ist, muBl {f # g} offen sein, also {f = g} abgeschlossen.
SchlieBlich ist {f < g} das Komplement von {f > g}, also ebenfalls abgeschlossen.

2.6 Folgerung 2. Sei f : X — R stetig, o € X und f(xo) # 0. Dann gibt
es eine Umgebung U = U(zg) C X, so daff f(x) # 0 fir x € U ist. Die auf U

definierte Funktion — st stetig in xg.

BEWEIS: Der erste Teil der Aussage folgt sofort aus den obigen Resultaten. Die
Stetigkeit von 1/ f ergibt sich aus dem Folgenkriterium und den Konvergenzsitzen.

¢

2.7 Folgerung 3. Sind f und g reelle Polynome, so ist die ,rationale Funktion*
f/g stetig auf der Menge {x € R : g(z) # 0}.

2.8 Satz. Sei f: X — Y ecine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Ist K C X kompakt, so ist auch f(K) kompakt.

BEWEIS:  Sei (y,) eine Folge von Punkten in f(K'). Dann gibt es zu jedem v einen
Punkt z, € K mit f(z,) = y,. Weil K kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine
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konvergente Teilfolge (z,,), ihr Grenzwert in K sei mit xy bezeichnet. Wegen der
Stetigkeit von f konvergiert (v,,) gegen f(zo), und dieser Punkt liegt in f(K). =

2.9 Folgerung. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Dann nimmt jede Funk-
tion f: X — R auf X ihr Mazximum und ihr Minimum an.

BeEwers:  f(X) C R ist kompakt, also abgeschlossen und beschréankt. Demnach
existieren y_ :=inf f(X) und y, := sup f(X), und sie sind in f(X) enthalten. Also
gibt es Punkte x_ und x, in X mit f(z_) =y_ und f(z4) = y,. n

Insbesondere nimmt eine stetige Funktion f : [a,b] — R (auf einem abgeschlossenen
Intervall) Maximum und Minimum an und ist demnach beschriankt. Zwischen dem
minimalen und dem maximalen Wert gibt es keine Liicken, wie die folgenden Sétze
zeigen.

2.10 Satz von Bolzano. Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) <0 und f(b) > 0. Dann
gibt es ein xo € [a,b] mit f(xy) = 0.

BeEwEeIs: Die Menge N := {z € [a,b] : f(z) < 0} ist nicht leer und nach oben
beschrinkt, also existiert zo := sup(/N), und es ist a < o < b. Weil N offen in
[a, b] ist, muB} 2y > a sein. Daher gibt es eine Folge (z,) in N mit a < z,, < xy und
lim x, = zo. Weil f(z,) < 0 fiir alle v ist, mufl auch f(zy) < 0 sein. Insbesondere

V—00

ist zg < b.

Wiire f(zg) < 0, so wire xg € N. Aus der Offenheit von N folgt dann, dafl z keine
obere Schranke von N sein kann. Das ist ein Widerspruch. Es muf§ f(xy) = 0 sein.

2.11 Zwischenwertsatz. Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < ¢ < f(b). Dann
gibt es ein x € [a,b] mit f(x) = c.

BEwEIs:  Sei F(z) := f(z) — ¢. Dann ist F'(a) < 0 und F(b) > 0, und nach dem
Satz von Bolzano existiert ein x € [a,b] mit F(z) = 0. Also ist f(z) = c. n

Insbesondere folgt, dafl das stetige Bild eines abgeschlossenen Intervalls wieder ein
abgeschlossenes Intervall ist.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heif3t ein
Homdomorphismus oder eine topologische Abbildung, falls gilt:

1. f ist stetig,
2. f ist bijektiv,

3. f~!ist ebenfalls stetig.
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2.12 Satz. Sei X kompakt und f : X — Y stetig und bijektiv. Dann ist | ein
Homdomorphismus.

BEWEIS: Da f bijektiv ist, existiert f~! : Y — X. Zu zeigen bleibt, daf diese
Abbildung stetig ist. Dazu sei A C X abgeschlossen. Dann ist A sogar kompakt,
und auch (f71)71(A) = f(A) ist kompakt und insbesondere abgeschlossen. n

Unter einem Intervall in R verstehen wir hier eine Menge der Gestalt [a, b], (a,b),
la,b), (a,b], (—o0,b], (—o0,b), [a,00), (a,00) oder R = (—o0, 00).

Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heif3t monoton
(bzw. streng monoton) wachsend, falls fiir beliebige Elemente xy, 25 € I gilt:

r1<my = f(z1) < f(wa) (bzw. f(x1) < f(x2)).

Analog heifit f monoton (bzw. streng monoton) fallend, falls gilt:

11 <z = f(z1) = f22) (bzw. f(z1) > f(22)).

In beiden Féllen sagen wir, f ist monoton (bzw. streng monoton).

2.13 Satz. Die folgenden Aussagen iiber eine stetige Funktion f : [a,b] — R
sind dquivalent:

1. f ist streng monoton.
2. f ist injektiv.

3. f:]a,b] — f([a,b]) ist ein Homdéomorphismus.

BEWwEIS: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (3): f : [a,b] — f([a,b]) ist nach Voraussetzung stetig und bijektiv. Weil
la, b] kompakt ist, ist f sogar ein Homdomorphismus.

(3) = (1): Aus der Voraussetzung folgt insbesondere, daf§ f injektiv ist. Also ist
f(a) # f(b), und wir kénnen annehmen, daf§ f(a) < f(b) ist. Nun betrachten wir
zwei beliebige Zahlen xq, x5 mit a < ;1 < x5 < b und bilden die Funktion

g(t) = fla+t(xy —a)) — f(b—t(b—xg)), fur0<t<1.

g ist als Zusammensetzung stetiger Funktionen selbst wieder stetig. Es ist g(0) =
fla) = f(b) <0 und g(1) = f(x1) — f(x2). Wére g(1) > 0, so miiite nach Bolzano
g(t) = 0 fiir ein ¢ € [0,1] gelten, also f(a + t(x; —a)) = f(b — t(b — x2)). Da
a<a+t(r;—a) <z < a9 <b—1t(b— 1) < bist, ergibe sich ein Widerspruch
zur Injektivitat von f.

Da auch g(1) = 0 unmdéglich ist, muf g(1) < 0 sein, also f(z1) < f(z2). f ist streng
monoton wachsend. Wéren wir von der Ungleichung f(a) > f(b) ausgegangen, so
hétten wir herausbekommen, dafl f streng monoton fallt. "
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Wir haben gezeigt, daf eine streng monotone stetige Funktion umkehrbar ist und
dafl die Umkehrfunktion wieder stetig und streng monoton ist.

Da f(z) := a™ fiir > 0 streng monoton wachsend ist, ist {/z ebenfalls stetig und
streng monoton. Als Anwendung erhilt man z.B., daf§ z — |z| stetig auf C und
x +— ||z|| stetig auf dem R™ ist.

Bemerkung. Eine monotone Funktion braucht nicht stetig zu sein. Allerdings
hat sie keine zu schlimmen Unstetigkeitsstellen, wie wir weiter unten sehen werden.

Definition. Sei X ein metrischer Raum, M C X eine beliebige Teilmenge,
xo € X ein Haufungspunkt von M (der zu M gehoren kann, aber nicht muf)
und f : M — R eine Funktion.

Wir sagen, der Grenzwert von f(x) fir x gegen x, existiert, falls es eine reelle Zahl
c gibt, so daf die Funktion f: M U {z¢} — R mit

flz) = { flx) fiir z # xo

¢ firx =2z
stetig in xg ist.

Wir schreiben dann:  lim f(z) = c.

T—T0o

Der Grenzwert von f(x) fir x — x( existiert genau dann, wenn es ein ¢ gibt, so
daB fiir alle Folgen (z,) in M mit z, # zo und lim x, = ¢ gilt: lim f(x,) = c.
V—00 V—0o0

Bei Funktionen, die auf einer Teilmenge von R definiert sind, kann man zusétzlich
zwischen Anndherung von links und von rechts unterscheiden. Sei xqg € R, U =
U(xy) C R eine Umgebung und f : U\ {z¢} — R eine Funktion. Gibt es ein ¢ € R,
so daf fur alle Folgen (z,) in U mit =, < xy und z, — x( der Grenzwert lim f(z,)

V—00

existiert und = c ist, so sagt man, dal der linksseitige Grenzwert
Jim () = f(zo-)

existiert (und = cist). Analog definiert man den rechtsseitigen Grenzwert f(zo+) =

lim f(z). Wenn beide Grenzwerte existieren und iibereinstimmen, so ist f stetig
T—x0+

in 2y (den sehr einfachen Beweis dafiir mége sich jeder selbst iiberlegen). Wenn die
Grenzwerte existieren, aber verschieden sind, dann sprechen wir von einer Sprung-

stelle (der Hohe |f(zo+) — f(xo—)]).

Ist nun f eine monoton wachsende Funktion auf einem Intervall I und xq € I kein
Randpunkt des Intervalls, so folgt schon, dafl der linksseitige und der rechtsseitige
Limes von f(x) in xq existiert, und es ist f(xo—) < f(zo) < f(xo+).

Zum BEWEIS betrachte man die Menge M := {f(x) : = € I und = < xp}. Of-
fensichtlich ist M nicht leer und durch f(zy) nach oben beschrénkt. Also exi-
stiert y, = sup(M) < f(xo). Ist € > 0 vorgegeben, so gibt es ein xf < o mit
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f(z§) > yg —e. Sei (x,) eine Folge, die von unten gegen zy konvergiert. Dann gibt
es ein vy, so dal xf < x, < xy fiir v > 1y ist. Aber dann folgt:

Yo —€ < flzg) < fl) <yy <y +e,

also |f(z,) —yy| < e. Esist lim f(z) = y;. Genauso funktioniert es auf der

T—To—

rechten Seite von z.

Fiir monoton fallende Funktionen gelten entsprechende Aussagen. Allgemein hat
eine monotone Funktion also hochstens Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen.

2.14 Satz. f,g seien reelle Polynome, xo € R eine gemeinsame Nullstelle. Ist
die Ordnung der Nullstelle von f grofier oder gleich der Ordnung der Nullstelle von
g, so ezistiert der Limes von f(x)/g(x) fir x — xg.

BEWEIS: Nach Voraussetzung gibt es Zerlegungen f(z) = (x — 2¢)* - u(x) und
g(z) = (v — x0)" - v(x), mit k > 1, u(xg) # 0 und v(xg) # 0.
Fiir x # x( ist dann
T o u(x
f():(.r—l’o)kl ()’
9(x) v(z)
und die rechte Seite ist stetig in . n

Man sagt dann, f/g hat in xy eine hebbare Definitionsliicke.
Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heifit
gleichmdfsig stetig, falls f folgende Eigenschaft besitzt:

Ve>030>0,sd Vo,y € X mit dx(z,y) < gilt: dy (f(x), f(y)) < e.

Beispiel.

Ist f: R™ — R™ linear, so gibt es eine Konstante C' > 0, so dafl

1 () = F)ll < C-llz =y

ist, fir alle z,y € R™. Ist nun ein € > 0 gegeben, so wihle man § < S ost

C
|z —y|| <9, s0ist || f(x) — f(y)|| <e. Alsoist f gleichméBig stetig.

Trivialerweise gilt: Ist f gleichméBig stetig, so ist f auch stetig. Die Umkehrung ist
i.a. falsch, wie das Beispiel der Funktion f(z) := z* zeigt: fiir festes h > 0 strebt
(x + h)? — 2® = 2zh + h? fiir * — oo gegen Unendlich. Zu festem e braucht man
mit wachsendem x ein immer kleineres 0. f ist also nicht gleichméfig stetig.

Allerdings gilt:
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2.15 Satz. Ist X kompakt und f: X — Y stetig, so ist f gleichmdfig stetig.

BEwWEIS:  Wir nehmen an, f ist nicht gleichméflig stetig. Dann gibt es ein € > 0,
so daf fiir alle v € N Punkte z,,y, € X existieren, so dafl gilt:

Ars) <~ wd d(f(e,), f() > =

Da X kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (z,,) von (z,), die gegen einen Punkt
xp € X konvergiert. Dann ist

d(yl/w QZO) < d(yVi7 xVi) + d(&?,,z., 370)7

und die rechte Seite strebt gegen Null. Das bedeutet, dafl auch (y,,) gegen x
konvergiert.

Weil f stetig ist, konvergieren nun f(z,,) und f(y,,) beide gegen f(z). Das ist ein
Widerspruch. "

§3 Unendliche Reihen

Definition.  Sei (a,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen. Mit
N
Sy = Z a, bezeichnet man die N-te Partialsumme der a,. Die Folge (Sy) der Par-
n=0

tialsummen nennt man eine unendliche Reihe und bezeichnet sie mit dem Symbol
o0

Z a, Die Reihe heifit konvergent (bzw. divergent), falls die Folge (Sy) konvergent

n=0
(bzw. divergent) ist. Der Grenzwert der Reihe wird — wenn er existiert — ebenfalls

mit dem Symbol Z a,, bezeichnet.

n=0
Aus den Regeln fiir die Konvergenz von Folgen ergeben sich analoge Regeln fiir
Reihen:

1. Konvergieren die Reihen Zan und an gegen a bzw. b, so konvergiert

n=0 n=0

auch a, + b,), und zwar gegen a + b.
geg

n=0

2. Ist ¢ eine feste Zahl, so konvergiert Z(c - a,) gegen ¢ - a.

n=0
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Beispiele.
N vt -1
1. Sei ¢ € R, 0 < ¢ < 1. Dann ist Zq" = —— und die Folge
n=0 q- 1
qN+1 -1
Sy = 7 konvergiert gegen ] . Das bedeutet, daf3 die sogenann-
q— - q
. L 1 .
te geometrische Reihe Zq” gegen 1 konvergiert.
n=0
Im Falle ¢ = 1/2 erhélt man z.B.:
= [1\" 1 1 1 1 1
— = =2 lso = + -4+ -4+ — +...=1.
;(2) 1_% ; a802+4+8+16+

Eine Anwendung ist die Behandlung periodischer Dezimalbriiche, z.B.

o0

3
0.3333... = —
10™
n=1
o) 1 n
— 3. il
(i)
n=1
1
o ()
=15
1 1
= 3. - = —.
9 3
=1
2. Die Reihe Z — wird als harmonische Reihe bezeichnet. Fiir die Partialsum-
n
n=1

men Sy mit N = 2% gilt folgende Abschiitzung:

ST PR Sy (E I I (I L
T 37, 5 ) ok—1 1 1 ok

S S
2 4 8 ok 2’
und dieser Ausdruck wichst iiber alle Grenzen. Die harmonische Reihe diver-

giert.
Ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe ist schnell gefunden:
3.1 Satz. Ist Zan konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge.

n=0

BEwEIs: Die Folgen Sy und T := Sy_1 konvergieren beide gegen den gleichen
Grenzwert, eine Zahl a. Aber dann konvergiert ay := Sy — Ty gegen a —a =0. =
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Daf3 dieses Kriterium nicht hinreicht, zeigt das Beispiel der harmonischen Reihe.

In einem besonderen Spezialfall kommt man fast mit dem notwendigen Kriterium
aus:

3.2 Leibniz-Kriterium. FEs sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge reel-

ler Zahlen. Dann ist die ,alternierende Reihe” Z(—l)”an konvergent.

n=0

BEwWEIS:  Wir betrachten die Folgen uy := Son_1 und vy := Sy. Dann gilt:

UN+1 = S2N+1

Son—1+ asn — Gany1

> Son-1 = un.
UN+1 = S2N+2

= Son — Gant1 + Gant2

< Sy = un.

Weiter ist vy = Sony = Son_1 + aany > upy, denn die a,, miissen alle > 0 sein.
Zusammen ergibt das die folgende Ungleichungskette:

...SUNSUN_HS...SUN_HS’UNS...

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz strebt also uy gegen eine Zahl u
und vy gegen eine Zahl v. Da aulerdem vy — uy = asy gegen Null konvergiert,

mufl u = v sein. Es ist klar, dal dann auch Sy gegen diese Zahl konvergiert. "
Beispiel.
> 1 .
Die alternierende harmonische Reihe Z(—l)”“— konvergiert! Uber den
n
n=1

Grenzwert konnen wir allerdings im Augenblick noch nichts aussagen.

Eine besonders wichtige Rolle spielt bei den Reihen das Cauchy-Kriterium:

3.3 Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Die Reihe (reeller oder komplexer
Zahlen) Z a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
n=0

N
Ve>03dNy, sodaff VN > Ny gilt: | Z a,| < e.

n=Np+1
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N

BEwEIS: Da Z a, = Sy — Sy, ist, folgt das Cauchy-Kriterium fiir Reihen
n=Np+1

unmittelbar aus dem fiir Folgen. n

Der Vorteil des Cauchy-Kriteriums besteht darin, dafl man es mit endlichen Sum-
men zu tun hat!

Definition. Eine Reihe (reeller oder komplexer Zahlen) Z a,, heifit absolut kon-
n=0
vergent, falls die Reihe Z]an| konvergiert.
n=0
3.4 Satz. FEine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewéhnlichen Sin-
ne.

Zum BEWEIS verwendet man das Cauchy—Kriterium. Es ist

N N
2wl ) el
n=Np+1 n=Np+1

Konvergiert die Reihe der Absolutbetrige, so wird die rechte Seite bei groflem Ng
beliebig klein, und das gilt dann erst recht fiir die linke Seite. "

Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch, wie das Beispiel der alternierenden Leibniz-
reihe zeigt.

Man beachte: Unter dem Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe versteht
man immer den Grenzwert der Reihe im Sinne der gewohnlichen Konvergenz. Wir
werden aber spéter sehen, dafl es bei einer absolut konvergenten Reihe nicht auf
die Reihenfolge der Summation ankommt.

Besonders héufig wird das folgende Vergleichskriterium benutzt:

3.5 Satz (Majoranten—Kriterium). Ist Z a, eine konvergente Reihe nicht-

negativer reeller Zahlen, und ist (c,) eine Folg; reeller oder komplexer Zahlen, so

daf$ |c,| < ay, fir fast alle n € N gilt, so konvergiert die Reihe Z cn absolut!

n=0

BeweEls:  Wir kénnen annehmen, da$ |c,| < a, fiir alle n € N gilt. Dann ist

N N
Z len| < Z ay, fir N > Ny.
n=Np+1 n=Np+1

Fiir geniigend grofles Ny wird die rechte Seite nach dem Cauchy—Kriterium beliebig
klein, also auch die linke Seite. "
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o0 o0
Bemerkung. Ist Z a, divergent und |c,| > a, fir alle n, so kann Z Cp, ZWAar

n=0 n=0
noch im gewohnlichen Sinne, aber nicht mehr absolut konvergieren.

Wenn nun eine Reihe nicht zufillig das Leibniz—Kriterium erfiillt, so wird man i.a.
versuchen, die Konvergenz mit Hilfe des Majoranten—Kriteriums auf die absolute
Konvergenz einer Vergleichsreihe zuriickzufiithren. Zur Feststellung der absoluten
Konvergenz gibt es zahlreiche Untersuchungsmethoden, wir beginnen mit einer der
populérsten.

3.6 Satz (Quotienten—Kriterium). Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder
komplexen) Zahlen # 0. AufSerdem gebe es eine reelle Zahl ¢ mit 0 < g < 1, so dajs

‘ Anp41

| <q fir fast alle n gilt.

n

Dann st die Reihe Z a, absolut konvergent.

n=0

BeEwers: Fiir fast alle n gilt ...“ bedeutet hier: ,Es gibt ein ng, so daf fiir
n > ng gilt: ... “. Nach Voraussetzung haben wir also:

a

Ine € N, so daf fiir n > ng gilt: | =] < ¢ < 1.
n
Dann ist
|ano+k| <q- ’an(ﬁ-k—l’ <. < qk ’ |an0| :

o0

o0
Also ist Z q" - |an,| eine Majorante der Reihe Z Ano+n- Die erstere konvergiert,

n=0 n=0
es handelt sich ja um eine geometrische Reihe. Nach dem Majorantenkriterium

konvergiert dann die zweite Reihe absolut, und damit auch die Ausgangsreihe, die
lediglich ein paar Anfangsterme mehr besitzt. n

Bemerkung. In der Praxis kommt man oft schon mit folgendem Kriterium aus:

Qp41

o0
| <1, so konvergiert Zan absolut.
n=0

Ist a,, # 0 fiir fast alle n und lim |

n—oo

a

Das ist aus folgendem Grund richtig: Wenn die Quotienten |”—+1| gegen ein ¢* < 1
a

konvergieren, so gibt es ein € > 0 und ein ng € N, so daf gilt: "

‘ an+1

| <¢" +e<1firn > ny.

n

Setzt man nun q := ¢* + ¢, so ist das Quotientenkriterium mit diesem ¢ erfiillt.

Es gilt auch folgendes:
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Ist a,, # 0 und ’a

”H] > 1 fir fast alle n, so divergiert die Reihe Zan.
Qn
n=0

Das ist klar, denn die Glieder a,, bilden keine Nullfolge.

Achtung! Ist lim |an+1

n—oo an
terium — keine Aussage machen!

| = 1, so kann man — zumindest mit dem Quotientenkri-

Beispiel.

n

Sei z # 0 eine beliebige komplexe Zahl und ¢, := Z—' Dann ist
n!

oy _ L nl
o (D zr n+

Dieser Ausdruck konvergiert gegen Null. Also konvergiert 5 Z—' fiir jedes
n!
n=0

z € C absolut (fir z # 0 nach dem Quotientenkriterium und fiir z = 0
trivialerweise).

Zn

Die Funktion exp : C — C mit exp(z) := Z nennt man die (kompleze)
n=0

n.

Exponentialfunktion.

— 1
Speziell muf} exp(1l) = g — eine reelle Zahl sein. Diesen Wert wollen wir
n!
n=0

jetzt ermitteln.

n

1
Wir wissen, dafl die Folge a, = 1+ —) monoton wachsend gegen die
n

Eulersche Zahl e konvergiert. Nach der binomischen Formel ist auflerdem

o= 3 (1)

k=0
"1 (n—k+1)-...-(n—1)-n
- ZE nk
k=0
1 n—-1 n-2 n—k+1
"1
< H<exp(1)
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Also ist e = lim a, < exp(1).

n—oo

Nun wenden wir einen kleinen Trick an! Ist m > 2 irgend eine feste natiirliche
Zahl und n > m, so gilt:

1 n—1 n-2 n—k+1
a, = SR —
k! n n n
k=0
z””‘:1 n—1 n—2 n—k+1
- k! n n n
k=0

1
Die rechte Seite strebt (bei festem m) fiir n — oo gegen Z o Also ist
k=0

1
auch e > Z ik fiir jedes m > 2. Nun lassen wir m gegen Unendlich gehen

k=0
und erhalten die Ungleichung e > exp(1). Zusammen mit der weiter oben

gewonnenen Abschitzung ergibt das die Beziehung

, 1" 1
e:nh_)nolo(l—i—g) :Zn'—exp(l)

n=0

Manchmal ist auch das folgende Kriterium niitzlich:
3.7 Satz (Wurzelkriterium).  Es sei (a,) eine Folge von positiven reellen Zah-
len und o := lim /a,,.

Ist a < 1, so konvergiert die Rethe Zan. Ist a > 1, so divergiert sie.
n=0

BEWEIS: Ist a < 1, so gibt es ein ¢ € R mlt 0<qg<1,sodal a, < q fiir fast

alle n ist. Dann ist die geometrische Reihe Z q" eine Majorante von Z a,, und

n=0 n=0
auch diese Reihe konvergiert.

Ist a > 1, so gibt es unendlich viele n mit a, > 1, und die Reihe kann nicht

konvergieren. .
Beispiele.
: 27k fiirn =2k —1
1. Selan.—{g_,C fiir 1 — 2k, n=1,223,...

Wir untersuchen die Reihe Z a,. Fir n = 2k gilt:

n=1
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aper 270D 1 /3\F
= ==-(=] — o0
n, 3k 2 \2

Also ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.

Wir versuchen es mit dem Wurzelkriterium. Es ist

i = (V2)~" — (v/2)"' fiir ungerades n,
! (\/g)_l fiir gerades n.

Also ist Tim /a,, = (v2)™' < 1, und die Reihe konvergiert.

[e.9]

1
2. Wir betrachten die Reihe E — - Der Quotient
n
n=1
2 2

|an+1| B n n 1

an _(n+1)2_n2+2n—|—1:1+%+#

konvergiert gegen 1, also sagt das Quotientenkriterium nichts aus.

Wir versuchen es mit dem Wurzelkriterium. Offensichtlich ist

— /1
lim E:L

Also versagt auch das Wurzelkriterium.

Man kann aber wie folgt abschétzen:

N oo
E - < 1+§ -
2 = _
—~n ann(n 1)
N
1 1
= 1 E _ -
+n:2(n—1 n)
1
= 1+1-— < 2.

N
Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend und beschrankt, also

konvergent. Den Grenzwert konnen wir hier leider noch nicht bestimmen.

Eine andere Moglichkeit, die Konvergenz zu beweisen, sieht so aus:
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Sgk_l - 1 + (

Auch hier kommt man mit dem Satz von der monotonen Konvergenz zum

Ziel. Man kann iibrigens mit der gleichen Abschétzung beweisen, daf3 jede

1
Reihe der Gestalt Z - mit einer rationalen Zahl ¢ > 1 konvergiert.

n
n=1

Absolut konvergente Reihen verhalten sich sehr gutartig, was die Reihenfolge der

Summation betrifft.
o

3.8 Umordnungssatz. Ist die Reihe Z a, absolut konvergent, etwa gegen A,
so konvergiert auch jede Umordnung der Reihe gegen A.

BEWEIS: Die Summation moge bei 1 beginnen. Eine Umordnung der Reihe er-
reicht man mit Hilfe einer bijektiven Abbildung 7 : N — N. Die umgeordnete Reihe

ist dann die Reihe Z Ar(n)-

n=1

Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der absoluten Konvergenz der Ausgangsreihe kénnen

o) no—1
. € € . ..
wir ein ng > 1 finden, so da8 E la,| < 5 und | E 1 a, — Al < B ist. Wahlt man
n=no n=

nun N so grof3, dafl

{1,2,...,ng =1} C{7(1),...,7(N)}

ist, so gilt fir M > N :

M M no—1 no—1
|Za7(n)_A| S |Za7(n)_ Zan|+|zan_A|
n=1 n=1 n=1 n=1
maz(r(1),...,7(M)) c
< _
n=no
< Z|a"| +< <
- 2
n=ng

Das zeigt, dafl die umgeordnete Reihe gegen A konvergiert "



70 KAPITEL 2 STETIGKEIT

Bemerkung. Ist die Reihe Zan konvergent, aber nicht absolut konvergent,
n=0
so gibt es zu jedem z € R eine Umordnung der Reihe, die gegen x konvergiert.

Wir verzichten hier auf einen Beweis dieser merkwiirdigen Tatsache.

3.9 Produktsatz fiir Reihen. Die Reihen Z an und Z b, seien absolut kon-

n=0 n=0
vergent gegen a bzw. b. Firn € Ny sei

Cp = Z aibj = agbn + albn—l + -+ (lnbo.

i+j=n
Dann ist die Rethe Z cn, absolut konvergent gegen a - b.
n=0
BEWEIS:
N N
Es konvergiert Ay := Z a, gegen a und By := an gegen b. Wir setzen noch

n=0

n=0
N 0
Cy = Z ¢, und a* = Z!an| (< 0o wegen der absoluten Konvergenz).
n=0 n=0
Setzen wir By := By — b, so ist By = b+ Oy, und es gilt:

Cy = agby + (aghy + arby) + - -+ + (aohy + - -+ + anby)
= ayByn+a1By-1+ - +anBy
= ap(b+Bn)+ - +an(b+ fo)
= An b+ (aBn + - +an).

Wir wollen zeigen, dafl (Cy) gegen a - b konvergiert. Das ist sicher der Fall, wenn

N =N + -+ anfBo

gegen Null konvergiert. Letzteres konnen wir tatsédchlich beweisen:

Sei £ > 0 vorgegeben. Wir wéhlen ein § mit 0 < § < % Es gibt dann ein Ny, so
a

daB |By] < 6 fiir N > Ny ist (denn Sy = By — b konvergiert ja gegen 0). Dieses
Ny halten wir fest. Auerdem wéhlen wir ein C' > 0, so daf |Gx| < C fiir alle N
ist. Dann gilt fiir N > Ny:

< |Boan + -+ Brnyan—n,| + |BNo+1aN—Ng—1 + - - - + Bnao]
< C(lan|+-+lan-no|) +6-a”

g
C-(an]+- - +lav-wm|) + 5.

WN|

A\



8 Unendliche Reihen 71

Der linke Summand wird bei festem Ny und wachsendem N beliebig klein (Cauchy-
Kriterium fiir die absolute Konvergenz der Reihe iiber die a, ). Also ist |yy| bei
hinreichend groflem N kleiner als €. Das war zu zeigen.

Fiir die absolute Konvergenz der Produktreihe benutzt man die Abschétzung

Sl <3 X ol < (z\a@) ' (zw) |

n=0 i+j=n
Die rechte Seite ist durch das Produkt der absoluten Reihen beschriankt. "
Bemerkung. Die Konvergenz wiirde natiirlich auch schon aus dem kurzen

Schlufteil des Beweises folgen. Der komplizierte Konvergenzbeweis am Anfang
dient dazu, den genauen Grenzwert zu bestimmen.

3.10 Folgerung. Die Fxponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:
1. exp(0) =1 und exp(1l) = e.
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fir alle z,w € C.

FEs ist exp(z) # 0 und exp(z)~! = exp(—=2) fiir alle z € C.

Es ist exp(Z) = exp(z) fiir z € C.

BEWEIS: 1) wurde schon gezeigt.

2) Wir benutzen die absolute Konvergenz der Exponentialreihe und den Produkt-
satz fiir Reihen. Danach ist

ate o= (£5) (S%) -5 3

=0 7=0 n=0 i+j=n

@IJI

n!

1 ]l — —
Andererseits ist — - (z+w)" = — Z (n) 2w

Somit ist exp(z) - exp(w) = exp(z + w).

3) Esist 1 = exp(0) = exp(z+ (—2)) = exp(z) - exp(—z). Damit ist exp(z) # 0 und
exp(z)~! = exp(—2).
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4) Ist Sy(z) die N-te Partialsumme der Exponentialreihe, so ist offensichtlich
Sn(Z) = Sn(z). Diese Bezichung bleibt erhalten, wenn man N gegen Unendlich
gehen laf3t. "

Zum SchluB: Die Reihen-Maschine:

o0
(1) Eingabe:  Reihe Z an,
n=0
ja
Zusammengesetzt? Bestandteile einzeln untersuchen!
nein
Spezieller Typ? e Weiter bei (2)
ja
geometr. Reihe altern. Reihe Wechselsumme verallg. harmon. Reihe
Yoo d™ gl <1 Someo(=D"an 307 (an — an-1) D oner 1/n®
| | | | fertig!
’ (2) Kein spezieller Typ: ‘
(ay,) Nullfolge? nem divergent!
ja
ja
Quotientenkriterium anwendbar? —— = fertig!
nein
ja .
Wurzelkriterium anwendbar? ———— > fertig!
nein
ja
Konvergente Majorante zu seshen? —— > konvergent
nein
ja
Divergente Minorante zu sehen? ——— = divergent
nein
Schwierige Reihe!
Kreativ werden oder Experten fragen!
Ende
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84 Folgen und Reihen von Funktionen

Es sei X ein metrischer Raum und ( f,,) eine Folge von (reell- oder komplexwertigen)
Funktionen auf X.

Definition. Die Funktionenfolge (f,) konvergiert auf X punktweise gegen eine
Funktion f, falls gilt:

VeeX : lim f,(z)= f(x).

n—oo

Das Konvergenzverhalten wird also fiir jeden einzelnen Punkt x € X gesondert
behandelt. Das globale Verhalten der beteiligten Funktionen spielt dabei keine
Rolle.

Beispiel.

Sei I := [0,1] € R und f, : I — R definiert durch f,(z) := z". Dann
konvergiert diese Funktionenfolge punktweise gegen die Funktion

0 firo<<e<1,

f(x)::{ 1 fire=1.

Obwohl alle Funktionen f, stetig sind, ist die Grenzfunktion f nicht stetig.
Das ist ein wenig wiinschenswertes Verhalten.

Wir brauchen also einen besseren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen!

Wechseln wir den Standpunkt! Sei K € {R, C}. Die Menge F(X, K) der K-wertigen
Funktionen auf X bildet einen K-Vektorraum. Jedem f in diesem Raum ordnen
wir die (Supremums-)Norm zu:

IfIF:= supf|f(2)| : = € X}.

Dann ist 0 < ||f|| < 400, und wir nennen f beschrinkt, falls ||f|| < oo ist. Die
Menge
B=B(X,K):={f:X — K : f beschrinkt }

bildet einen K-Untervektorraum von F (X, K).
Fir f € B(X, K) ist || f|| eine reelle Zahl > 0, und es gilt:

L [[f[=0 < f=0,
2. ||r- fll =1rl - ||f|l fir r € K und f € B,

3. M+ gl < IfIl =+ llgll fiix f, g € B.
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Die Eigenschaften leiten sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der Be-
tragsfunktion auf K her.

Durch d(f,g) = ||f — ¢|| konnen wir jetzt aus B einen metrischen Raum machen.
Dann steht uns ein zweiter Konvergenzbegriff fiir Funktionen zur Verfiigung. Eine
Folge (f,) von Elementen aus B konvergiert gegen ein f € B, wenn in jeder e—
Umgebung von f fast alle Folgeglieder f,, liegen:

Ve>03dno €N, sodaB Vn >nggilt: || f, — f]] <e.

Tatséchlich wird hierbei nicht einmal die Beschréanktheit von f und f, benotigt.
Nur die Differenzen f,, — f miissen beschriankt sein.

Wie kann man sich eine e-Umgebung einer Funktion vorstellen? Wir beschréinken
uns auf den Fall (beschriankter) reeller Funktionen auf einem Intervall I und be-
trachten die zugehorigen Graphen. Wir definieren einen e-Schlauch um Gy :

S.(f):={(x,y) eR* |z cTund f(z) —ec <y < f(x)+e}.

Die e-Kugel um f besteht nun aus allen (beschrénkten) Funktionen g : [ — R,
deren Graph ganz in S.(f) liegt:

B:(f) = {9€B(R): [g— [l <e}
(I,R) : Vzelist |g(z) — f(z)] < e}

= {geB(I,R): Voeelist f(x)—e < g(x) < f(x) +¢}
(I,R) : Vzelist (z,9(x)) € S.(f)}
(I,R)

: Gy CS(f)}-

Definition.  Eine Folge (f,,) von (nicht notwendig beschrénkten) Funktionen
konvergiert gleichmdif$ig auf X gegen eine Funktion f (auf X), wenn gilt:

Ve >0 dng so daB fiir n > np und alle x € X gilt: | fn(x) — f(2)| <e.

Die Folge (f,) konvergiert also genau dann gleichméflig gegen f, wenn in jedem
e-Schlauch um f fast alle f, liegen. Es ist klar, da (f,) dann auch punktweise
konvergiert.

Daf§ wir den richtigen Konvergenzbegriff gefunden haben, zeigt der folgende Satz:

4.1 Satz. (f,) konvergiere auf X gleichmajig gegen f, alle f,, seien stetig. Dann
st auch die Grenzfunktion f auf X stetig.

BEWEIS:  Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, die nur in der Nihe eines (belie-
bigen) Punktes zq € X gezeigt werden mu$.
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Sei 2 € X eine Folge von Punkten mit lim z; = xy. Wir miissen zeigen, dafl dann

k—o0

auch kILIJ[Olo f(zr) = f(zo) ist.
Sei € > 0. Da (f,,) gleichméfig auf X gegen f konvergiert, gibt es ein ng, so daf
|fu(z) — f(2)] < % fiir n > np und alle x € X
ist. Wir wihlen ein solches n > ng. Da f,, stetig ist, gibt es ein kg, so dafl
| fa(ax) — Falzo)] < % fiir & > Ko

ist. Fiir solche k gilt dann:

|flze) = f(@o)| < [f(@e) = falzn)| + | falzn) = fal@o) + [fnlzo) — f(20)]
e € ¢
< 3 + 3 + 3 = €.
Das zeigt, da (f(zx)) gegen f(xy) konvergiert. n

Beispiel.

Die Folge f,,(z) := 2™ kann auf [0, 1] nicht gleichmé&Big konvergent sein, weil
die Grenzfunktion nicht stetig ist. Aber wie steht es mit der Konvergenz auf
I, :=[0,r],mit 0 <r <17

Die Folge r™ konvergiert gegen Null, und fiir 0 < x < rist 0 < 2™ < r™. Zu
gegebenem ¢ > 0 gibt es daher ein ng, so daf} fiir n > ngy gilt:

|fu(z) =0 =2" < 7" <™ < e.

Also konvergiert (f,,) auf dem kleineren Intervall [0, r] gleichmé&Big gegen die
Nullfunktion.

4.2 Satz. Wenn (f,) auf X gleichmafSig gegen [ und (g,) auf X gleichmdifig
gegen g konvergiert, dann konvergiert auch f, £ g, gleichmdfsig auf X gegen f + g
und (c- fn) gleichmdfig auf X gegen c- f.

Auf den Beweis verzichten wir hier.

4.3 Satz. Der Raum B = B(X,K) der beschrinkten Funktionen auf X ist
vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge in B konvergiert.

BEWEIS:  Sei (f,,) eine Cauchyfolge in B. Sei x € X irgend ein Punkt. Dann gibt
es zu jedem e > 0 ein ng, so daf fiir n, m > ngy gilt:
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|fn<x> - fm(x)’ < an - me = d(fn,fm) <e.

Also ist (f,(z)) eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstandigkeit von K gegen eine
Zahl f(x) € K konvergiert. So erhalten wir eine Grenzfunktion x +— f(z). Wir
miissen nun zeigen, dafl (f,,) gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei € > 0 gegeben. Wir wahlen ein ng, so daf§ || f, — fu|| < € fir n,m > ny ist. Sei
n > ng festgehalten. Fiir € X lassen wir m in |f,(z) — f.(z)| gegen Unendlich
gehen. Dann ist auch | f,, () — f(x)| < e. Weil das fiir jedes z gilt, ist || f, — f]] < e.

Es ist dann f,(z) —e < f(x) < fu(z) + ¢ fir alle € X. Weil f,, beschriankt ist,
muf} auch f beschrinkt sein, also in B liegen. "

Ist X ein kompakter metrischer Raum, so ist C°(X, K) := {f : X — K : f stetig }
ein K-Untervektorraum von B(X, K).

4.4 Folgerung. Ist X kompakt, so ist der Raum C°(X, K) der stetigen Funktio-
nen auf X wvollstindig.

BEWEIS:  Wenn eine Folge (f,) von stetigen (und damit beschréankten) Funktio-
nen gleichméfBig gegen eine beschrinkte Funktion f konvergiert, dann mufl f auch
wieder stetig sein. Also ist C%(X, K') ein abgeschlossener Unterraum von B(X, K),
und damit vollsténdig. "

Ist (f,,) eine Folge von K-wertigen Funktionen auf X, so kann man auch die Folge

N

der Partialsummen Fly := Z fn betrachten. Diese Folge nennt man eine Reihe von
n=0

Funktionen und schreibt dafiir: Z fn-

n=0
Wie bei den Funktionenfolgen unterscheidet man auch bei den Funktionenreihen
zwischen punktweiser und gleichméfiger Konvergenz. Auflerdem gibt es die (punkt-
weise) absolute Konvergenz.

Definition. Eine Reihe Z fn von beschréankten Funktionen auf X heifit normal
n=0

konvergent, falls ZH fnl| konvergiert.

n=0

4.5 Satz.  Fine normal konvergente Reihe von Funktionen auf X ist absolut und
gleichmdf$ig konvergent.

Bewels:  Fiir jedes © € X ist ZanH eine Majorante der Reihe Z|fn(x)\ Das

n=0 n=0
ergibt die absolute und damit punktweise Konvergenz.
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N
Sei Fy(z) := an(x) die N-te Partialsumme. Dann gilt fiir M > N
n=0
d(Fn, Fy) = [[Fu — Fy|
M
n=N+1
M
< DAL
n=N+1

Aus der normalen Konvergenz folgt — iiber das Cauchy-Kriterium fiir Reihen von
Zahlen — | daf8 (Fy) eine Cauchyfolge in dem metrischen Raum B ist. Aber dann
konvergiert (Fy) gegen ein F' € B, und das bedeutet die gleichméflige Konvergenz
der Reihe. u

Ublicherweise formuliert man dieses Ergebnis in folgender Form:

4.6 Satz (Weierstrafi—Kriterium).

o0

Es ser Zan eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen und (f,) eine
n=0
Folge von beschrinkten Funktionen auf einem metrischen Raum X, so daf gilt:

|fu(2)] < a, fir fast alle n € N und alle x € X.

Dann konvergiert Z fn absolut und gleichmdflig auf X .
n=0

Beispiele werden in den kommenden Paragraphen behandelt.

§5 Potenzreihen

Die e-Umgebungen eines Punktes 2y in der komplexen Ebene sind die Kreisscheiben
D.(z) :={2€C : |z — 2] <€}

Wir untersuchen jetzt eine spezielle Klasse von Funktionenreihen auf C, die (kom-
plexen) Potenzreihen. Lafit man {iberall statt komplexer Zahlen nur reelle Zahlen
zu, so erhélt man die Theorie der reellen Potenzreihen, ohne dafl irgend welche
Anderungen notig waren.

Sei (c,,) eine Folge komplexer Zahlen, a € C. Dann heifit

f(z):= ch(z —a)"

n=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Die Zahlen ¢, heiflen die Koeffizienten
der Potenzreihe.
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Ist @ € R und sind alle Koeffizienten ¢,, reell, so spricht man von einer reellen
Potenzreihe und schreibt die Variable auch reell:

(o)
g cn(x —a)®

n=0

5.1 Satz.

Die Potenzreihe f(z ch z —a)" konvergiere fir ein zy € C, z1 # a. Es

sei 0 < o < |z —al. Dann konvergzert f(2) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
D,(a) absolut und gleichmdfig, und die Reihe

[e.e]
= Zn cep(z —a)"?
n=1

konvergiert ebenfalls absolut und gleichmdfig auf D,(a).

o0

BeEweEls: 1) Da Z ¢n(21 —a)"™ nach Voraussetzung konvergiert, gibt es eine Kon-

n=0
stante M > 0, so daB |c,(z1 —a)"| < M fiir alle n ist. Und da ¢ < |z; — a] sein
< 1.

soll, ist q := | |
21— a

Fiir alle z mit |z — a| < o gilt dann:

z—a,,

21— a

en(z = a)"] = lea(z1 — a)"] - |
< M-q".

(e.9]
Die geometrische Reihe Z M q" konvergiert. Mit dem Weierstraflkriterium folgt,
n=0

daB Z cn(z — a)™ absolut und gleichmiBig auf D,(a) konvergiert.
n=0

2) Nach (1) ist |n-cp(z —a)" | <n-M-¢"", und

n+1)-M-¢" n+1

n_M,qn—l - n q

konvergiert gegen ¢ < 1. Aus dem Quotientenkriterium folgt, dafl Z n-M-q¢" !

n=0
(e.¢]
konvergiert, und wie oben kann man daraus schliefen, dafl E n-cu(z —a)"* auf
n=0

D,(a) absolut und gleichméBig konvergiert. n
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Der vorliegende Satz hat weitreichende Konsequenzen fiir das Konvergenzverhalten
von Potenzreihen.

Definition. Sei f Z cn(z — a)" eine Potenzreihe. Die Zahl

n=0
R:=sup{r > 0| 3z € C mit r = |z; — al|, so daB f(z) in z; konvergiert }
heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. Die Félle R = 0 und R = 400 sind dabei
auch zugelassen!

Der Kreis um a mit Radius R heift der Konvergenzkreis der Reihe. Ist a € R, so
heifit (a — R,a + R) das Konvergenzintervall.

5.2 Satz. R sei der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z). Dann gilt:
1. Fiir 0 <r < R konvergiert f(z) auf D,.(a) absolut und gleichmdfig.

2. Ist |2y — a| > R, so divergiert f(z) in 2.

BEwEIS: 1) ist klar, wegen des obigen Satzes.

2) Nach Definition von R kann f(z) in einem Punkt z; mit |z; — a| > R nicht mehr
konvergieren. "

o0

5.3 Satz. Hat f(z) = ch(z —a)" den Konvergenzradius R, so ist f(z) im
n=0
Innern des Konvergenzkreises Dr(a) = {z € C | |z — a| < R} stetig.

BEwEIs: Jedes komplexe Polynom ist auf ganz C stetig. Die Folge der Parti-
alsummen der gegebenen Potenzreihe ist eine Folge von komplexen Polynomen,
und sie konvergiert auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe D,(a), 0 < o < R,
gleichméBig. Deshalb ist auch die Grenzfunktion f dort stetig. "

Es ist offensichtlich wichtig, den Konvergenzradius einer Potenzreihe bestimmen
zu konnen. In vielen Fillen gibt es dafiir ein einfaches Kriterium:

5.4 Satz. Sei (c,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen, ¢, # 0 fir
fast alle n.

. c . . . &
Wenn die Folge |——| konvergiert, dann ist R := lim |——|
Cn+1 n—00 Cpyl
o
der Konvergenzradius der Reihe f(z E cn(z —a)”
n=0

Man beachte, dafl der Entwicklungspunkt a dabei keine Rolle spielt!
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BEwEIS:  Wir verwenden das Quotientenkriterium: Es ist

cn(z—a)” cn '|Z—CL|,

1
und dieser Ausdruck konvergiert (fiir festes z ) gegen B |z —al.

1
Ist |z —a| < R, also I |z —a| < 1, so konvergiert die Reihe. Ist |z —a| > R, so
divergiert sie. Also mufl R der Konvergenzradius sein!
Wir haben uns dabei {ibrigens nicht um gleichméfige Konvergenz kiimmern miissen.
|

Beispiele.

1. Sei f(z) = Zz" Dann ist ¢ = 0 und ¢, = 1 fiir alle n € N. Das ergibt den
n=0
Konvergenzradius R = 1.

1
Fiir |z] < 1 konvergiert die Reihe gegen N . Da alle Koeffizienten reell
—z

sind, kann man die Reihe auch reell auffassen. Tatséchlich nimmt die Grenz-
funktion dann auf dem Konvergenzintervall (—1, 1) nur reelle Werte an. An
den Randpunkten x = —1 und =z = +1 divergiert die Reihe.

o0 n

z
2. Sei = Z  Hierist a=0und ¢, = +.
el f(2) nz_:l —- Hier ist a und ¢, = -
C, n+1 . . ..
Da = gegen 1 konvergiert, ist R = 1. An den Réndern des
Cn+1 n

Konvergenzintervalls ist das Verhalten diesmal unterschiedlich:

[e.9]

1

Die harmonische Reihe Z — divergiert, die alternierende harmonische Reihe
n

n=1
Z(—l)" — konvergiert.
n=1 n
3. Sei f(z) = Z Z—| Wieder ist a = 0. Wir wissen schon, da§ die Reihe fiir
n!
n=0

jedes z € C konvergiert. Nun folgt, dafl exp(z) auf C stetig ist.

Das Quotientenkriterium fiithrt nicht immer zum Ziel. Eine allgemeine Formel fiir
den Konvergenzradius liefert der folgende

5.5 Satz (Formel von Hadamard). FEs sei f(z) = Z cn(z—a)" eine Potenz-
n=0

reihe mit Konvergenzradius R, und v := lim {/]c,|.
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1. Ist ~y eine positive reelle Zahl, so ist R =1/~.
2. Ist v =0, so ist R = 4o00.

3. Ist v = 400, so ist R = 0.

BEWEIS: Essei z € C ein fester Punkt # a. Wir untersuchen die Konvergenz der
Reihe mit Hilfe des Wurzelkriteriums. Dazu sei a,, := ¢,(2—a)" und « := lim {/|a,|.
Dann ist o = |z — a| - 7.

Sei zunédchst 0 < v < +00. Die Reihe konvergiert genau dann in 2z, wenn o < 1 ist,
also |z — a| < 1/~. In diesem Fall ist R = 1/~.

Ist v = 0, so mufl auch o = 0 sein, und die Reihe konvergiert auf jeden Fall. Ist
v = 400, so ist auch o = +o00, und die Reihe divergiert auf jeden Fall. "

Beispiel.

Weil der Konvergenzradius der Exponentialreihe = 400 ist, folgt:

— 1
lim {/— = 0.
n!

Diese Tatsache kénnen wir an anderer Stelle gut verwenden:

o 2n

Sei f(z) := Z(—l)”<2n)!. In diesem Falle ist nicht etwa ¢, = (—1)"/(2n)!,

n=0
sondern es ist

00:17 61:0, 02:—1/2, 03:0, 0421/24, 0520,
Die Reihe hat Liicken! Es ist

B 0 fiir ungerades n,

Vlen| = { 3/(n!)~1 fiir gerades n.

Daraus folgt lim {/|c,| = 0, und der Konvergenzradius ist R = +oo.

Manchmal kommt man bei Potenzreihen mit Liicken auch mit einem einfacheren
Kriterium aus:

5.6 Satz (iiber Potenzreihen mit Liicken).

In der Potenzreihe f(z) = cn(z —a)" sei cop =0 und cop1 # 0 fiir fast alle k,

n=0
und es existiere

.1 C2k+1
c:= lim | |.
k=00’ Cog43
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Dann ist R := \/c der Konvergenzradius.

Wenn cory1 = 0 und cop # 0 fiir fast alle k ist und der Grenzwert

. Cak
c:= lim | |
k—oo Cogy2

existiert, so ist ebenfalls R := \/c der Konvergenzradius.

Der BEWEIS geht dhnlich wie bei der frither bewiesenen Formel. Wir betrachten
nur den Fall cop 1 =0

Copy2 22 B
Cor 2 Cor,

Cok+2
| =] |- |2

1
konvergiert gegen —|z|?, und dieser Ausdruck muB < 1 sein, damit die Reihe (nach
c

Quotientenkriterium) konvergiert. Also muB |z] < \/c sein. .
Beispiel.
Sei f(z) = Z(—l)”x%. Dann ist ¢y, = (—1)" und copq1 = 0. Weil |C2n /¢y, 1o
n=0

gegen 1 konvergiert, hat die Reihe den Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1
konvergiert sie gegen 1/(1 + x?). Obwohl diese Funktion auf ganz R definiert
und stetig ist, divergiert die Reihe fiir |z| > 1.

Im Innern des Konvergenzkreises ist der Grenzwert einer Potenzreihe eine stetige
Funktion. Auf dem Rand des Konvergenzkreises kann man keine allgemeine Aus-
sage machen. Es gibt allerdings eine ganz kleine Ausnahme.

5.7 Abelscher Grenzwertsatz. FEs sei f(z) = chx” eine Potenzreihe mit

n=0
reellen Koeffizienten und dem Konvergenzradius R = 1. Dann gilt:

Ist ¢ := ch < 00, S0 ist lirr% f(x)=c.
n=0

n
BEWEIS: Sei s_; ;=0 und s, := Z ¢;, fiir n > 0. Dann kann man schreiben:
i=0
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N N
n n
E et = E (Sn — Sn_1)x
n=0 n=0
N N-1
= E Sy — syt
n=0 n=0

Ist |z| < 1, so konvergiert die Potenzreihe in x absolut, und man kann beliebige
Umformungen vornehmen. Daher folgt aus der gerade bewiesenen Gleichung fiir
N — oo die Beziehung

flz)=1-2)- anx" (denn: sy — c und % — 0).
n=0

Fiir || < 1 ist auerdem (1 — x) - Zx” = 1.
n=0
Nun sei ein € > 0 vorgegeben. Wir haben zu zeigen: Es gibt ein § > 0 mit

lf(x) —c|<e firl—-d<z<l.

Zunéchst wihlen wir ein ng, so dafl fiir n > ng gilt:

£
|sn —¢| < 3

Dann folgt:

@) e = [(1—a)- Y s~ (1—a)- 3 e
= (1) Y (s —

no oo
< (I=2) Y Jsn—cl-fa"+(1=2)- Y |sn—c||2]"
n=0

n=ng+1

ng
< (1—:c)~Z|sn—c|~|a:\”+% < e,
n=0

wenn nur 0 < z < 1 ist, und der erste Summand < €/2. Aber das ist sicher der Fall,
wenn 1 — 0 < x < 1 ist, fiir geniigend kleines ¢ > 0. Das ergibt die Behauptung. =

Bemerkung. Man kann allgemeiner zeigen:

Hat f(2) = ch(z —a)" den Konvergenzradius R, mit 0 < R < oo, und ist f(b)
n=0
konvergent fiir ein b € C mit |b — a| = R, so existiert
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fim f(a-+ #(6 — a)) = £(8)

t<1

Beispiel.
o0 :L.Qn—i-l
Wir betrachten die Reihe f(x) = ;;(_1)“2” 1

Hier ist cop = 0 und copy1 = (—1)%/(2k + 1). Weil

Cok1,  2n+3  243/n
Cok+3 2n +1 2—|—1/n

gegen 1 konvergiert, hat f(z) den Konvergenzradius R = 1. Insbesondere
ist dann f(x) eine stetige Funktion auf (—1,1). Wir werden diese Funktion
spater noch genauer kennenlernen.

Die Reihe

)k’
ZC"_Z%H

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium (den Grenzwert kénnen wir jetzt
noch nicht bestimmen). Das bedeutet:

lim f(x i (-1)*
z—1 2k +1°

<l k=0

§6 Elementare Funktionen

Vorweg wollen wir den Begriff des Grenzwertes einer Funktion noch etwas verall-
gemeinern. Ist f eine reelle Funktion auf (z¢ — &, x¢), so sagen wir:

xh_)Ig:lO f(x) = +oo, falls gilt:
x<x0

VneN3Id>0sd f(x)>nfir |z — x| <.

Ist f auf (x0,00) definiert, so sagen wir:

lim f(x) = ¢, falls gilt:

T——400

Ve>03dmeN, sd. |f(z) — | <e firz>m.

Und schliellich:
lim f(z) = +o0, falls gilt:

T—-+00
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Vn>03dmeN, sd. f(x) >n fir x> m.

Wir untersuchen nun die (komplexe) Exponentialfunktion

[e.e] n

exp(z) :== Z %

n=0

Da alle Koeffizienten der Reihe reell sind, definiert sie auch eine Funktion exp :
R — R.

6.1 Satz. Die reelle Fxponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

~

. Es ist exp(xz) > 0 fir alle z € R.

2. Fir x> 0 ist exp(z) > 1 und lim exp(x) = 4o00.

Tr——+00

3. Firxz <0ist 0 <exp(z) <1 und lim exp(x)=0.

r——00

4. exp : R — R, ist streng monoton wachsend.

(&

. Fiirn € N ist exp(n) = €™ und exp(1/n) = {/e.

BeEwEIs: 1) Da exp stetig, exp(0) = 1 > 0 und exp(z) # 0 fiir alle z ist, folgt aus
dem Zwischenwertsatz, dafi exp(z) > 0 fiir alle z € R gilt.

2) Ist & > 0, so ist exp(z) =1+ +22/2+ -+ > 1+ z. Also ist exp(z) > 1, und
fir £ — +oo wichst exp(z) tiber alle Grenzen.

3) Ist x < 0, so ist —z > 0 und exp(—=z) > 1, also exp(z) < 1. Wegen (2) ist klar,
dafl exp(x) fiir © — —oo gegen Null konvergiert.

4) Ist x1 < @9, so ist x9 = 1 + h, mit h > 0, und es folgt:

exp(zq) = exp(z1) - exp(h) > exp(z1), weil exp(h) > 1 ist.
Das ergibt die strenge Monotonie.
5) Esist exp(n) =exp(l1+1+---+1) =exp(1)” =€", und

1 1 1

1
fr— 1 — . — j— “ e — ) = _\n
e = exp(1l) = exp(n n) exp(n + et n) exp(n) ,

1
also exp(—) = /e. .
n

Wir schreiben dann auch e” an Stelle von exp(z).

6.2 Folgerung. exp:R — R, ist bijektiv.

BEWEIS:  Wegen der strengen Monotonie ist exp injektiv, und aus dem Zwischen-
wertsatz folgt die Surjektivitét. "
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Definition.  Die auf R, definierte Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
heifit (natirlicher) Logarithmus und wird mit In(x) bezeichnet.

6.3 Satz. Fiir die Logarithmusfunktion gilt:
1. In(1)=0
2. Firxz,y >0 istIn(x - y) = In(z) + In(y).

3. In(z) >0 fir x> 1, und lim In(z) = +o0.

T——+400

4. In(z) <0 fir 0 <z <1, und lim In(x) = —oc.

z—0

Bewers: 1) Klar!

2) Es ist exp(In(z) +1n(y)) = exp(In(z)) -exp(ln(y)) = z-y = exp(In(x - y)). Daraus
folgt die Behauptung.

3) und 4) konnen ebenfalls aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponenti-
alfunktion hergeleitet werden. "

Definition. Sei a > 0. Die Ezponentialfunktion zur Basis a ist die Funktion
exp,(z) := exp(x - In(a)).

Auch exp, : R — R ist eine stetige Funktion, mit exp,(0) = 1, exp,(1) = a und
exp, (T + y) = exp,(z) - exp,(y).

Genau wie oben folgt: exp,(n) = a™ und exp,(1/n) = /a. Deshalb schreiben wir
auch a” an Stelle von exp,(z). Fiir eine rationale Zahl x = p/q ist a® = /a?.

Fiir das Rechnen mit allgemeinen Potenzen a” (fiir @ > 0 und = € R) gilt:
1. a® =1 und a®*"¥ = a® - a?.
2. (a®)¥ = a™.
Zum BEWEIS von (2): Es ist In(a”) = z - In(a), also
(a®)" = exply-In(a”)]
= exp(zy-In(a)) = a™.
Seix >0.Ist a > 1,s0ist a® > 1. Ist 0 < a < 1, so ist a® < 1. Daraus folgt:

Im Falle a > 1 ist die Potenzfunktion z +— a® streng monoton wachsend, im Falle
a < 1 streng monoton fallend.

BEWEIS: Sei h > 0. Dann ist a*t" = a® - a". Der rechte Faktor ist > 1, wenn
a > 1ist, und < 1, wenn a < 1 ist. "
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In beiden Fiéllen ist exp, : R — R bijektiv.

Definition. Unter dem Logarithmus zur Basis a versteht man die Umkehrfunk-
tion log, : R, — R zur Exponentialfunktion zur Basis a.

log, hat analoge Eigenschaften wie In = log,. Fiir Rechenzwecke benutzte man
frither die Briggsschen Logarithmen lg = log,,. Dazu wurde eine beliebige reelle
Zahl z in der Form x = x; - 10* geschrieben, mit 1 < x5 < 10. Dann ist lg(z) =
k 4 1g(x¢). Die Logarithmen der Zahlen zwischen 1 und 10 wurden tabelliert.

Wir kommen jetzt zur komplexen Exponentialfunktion. Ist 2 = a + ib, so ist
exp(z) = e* - exp(ib). Es reicht also, die Funktion ¢ — exp(it) zu untersuchen.

Der Schliissel zu allem ist die folgende Feststellung:
lexp(it)|* = exp(it) - exp(—it) = exp(it — it) = exp(0) = 1.

Die komplexen Zahlen exp(it) liegen also alle auf dem Rand des Einheitskreises.

Definition. Die Funktionen sin,cos : R — R (Sinus und Cosinus) werden defi-
niert durch
exp(it) = cos(t) + isin(t).

Man nennt dies die Eulersche Formel.

Man beachte, daf§ wir hier Cosinus und Sinus als Realteil und Imaginérteil von
exp(it) definiert haben. In der Literatur werden sie oftmals auf anderem Wege
eingefithrt (z.B. durch ihre Reihendarstellungen), und dann kann die Eulersche
Formel als Satz bewiesen werden.

Aus der Eulerschen Formel und der Beziehung exp(Z) = exp(z) ergibt sich:

1
cos(t) = §(exp(it) + exp(—it))
1
und  sin(t) = ?(exp(it) — exp(—it)).
i
Beide Funktionen sind stetig, und es ist cos(—t) = cos(t), sin(—t) = —sin(t),
sin(0) = 0 und cos(0) = 1. AuBerdem gilt:

6.4 Satz.
1. sin®(t) + cos?(t) = 1,
2. sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),
3. cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y).

Die letzten beiden Aussagen nennt man die Additionstheoreme.

BEWEIs: 1) folgt aus der Beziehung |a + ib|> = a* + b* und der Gleichung
lexp(it)|> = 1.
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2) und 3) ergeben sich aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion:

(i(z +y)) = exp(iz + iy)
exp(iz) - exp(iy)
= (cos(x) + isin(x)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y))

+ i(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

cos(x +y) +isin(z +y) = exp

Koeffizientenvergleich liefert die gewiinschten Formeln. .

r+y r—y

) sin( 5 ).

BEWwWEIS: Sei v := (z + y)/2 und v := (z — y)/2. Dann ist u + v = z und
u — v = y. Die Anwendung des Additionstheorems fiir den Cosinus ergibt die
Gleichung cos(u 4 v) — cos(u — v) = —2sinusinv, und damit die Behauptung. =

6.5 Folgerung. FEs ist cos(x) — cos(y) = —2sin(

Um mehr {iber sin und cos herauszubekommen, benotigen wir die Reihenentwick-
lungen:

0 A t2k+1 t3 t5 t7
sin(t) = > (—1) e bttt
k=0
0 tQk t2 t4 tﬁ
und  cos(t) = Z(—l)kw = 1_5+I_Ei”“
— ! ! !

Das ergibt sich aus der Exponentialreihe und deren absoluter Konvergenz, unter
Beriicksichtigung der Gleichungen i%* = (—1)* und i?**! =i . (—=1)*. Nun folgt:
6.6 Satz. Fir(0<ax <2 st

x3 x? x?  xt

a:—€<sin(x)<x und 1—?<Cos(a:)<1—5+ﬂ.

Insbesondere ist sin(x) > 0 in diesem Bereich.

BEwels: Firn € N sei

n n—+2 n 2
o [ — ° .
n!  (n+2)! n! (n+1)(n+2)
. x? 4 2 . . .
Weil < =-<1firn>1und 0 < x < 2 ist, ist in diesem

(n+1)(n+2) —2-3 3
Bereich D, (x) > 0.

1) Aus der Beziehung

sin(z) =« — Y Dy (2) = (z — ‘%) +Y" D (2)
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folgt die Behauptung fiir den Sinus.
2) Aus der Beziehung

cos(w) = (1— ) + Z Durle) = (1= 5 +57) - Z Dagys()

folgt die Behauptung fiir den Cosinus.

3 .112

2
3) Schlieﬁlichistx—%:a:(l—g)zx(l—g):§>0fﬁr0<x§2. .

6.7 Folgerung. Fir 0 < x < 2 ist cos(x) streng monoton fallend, und es ist
cos(2) < 0.

TIET2 9ind 0 < 220 o

BEWEIS: Sei 0 < 27 < 29 < 2. Dann ist 0 < 5 <1,

also
T + )

2

To — T

) >0 sin( ) > 0.

sin(

1+ X9
2

—_ xl) < 0, also cos(zq) <

) sin( 5

Daraus folgt: cos(zy) — cos(x1) = —2sin(
cos(zy).

Weiter ist cos(2) <1—-2(1-1/3)=1-4/3=-1/3<0. n

Da cos(0) > 0 und cos(2) < 0 ist, muB es nach dem Zwischenwertsatz eine Null-
stelle des Cosinus zwischen 0 und 2 geben. Wegen der strengen Monotonie ist diese
Nullstelle eindeutig bestimmt.

Definition. Die Zahl 7 wird dadurch charakterisiert, dafl 7/2 die eindeutig be-
stimmte Nullstelle von cos(z) ist.

Tatsachlich ist # = 3.141592653 . ..

Wir haben nun cos(7/2) = 0 und sin(7/2) = 1. Schreiben wir e an Stelle von
exp(it), so folgt:

6.8 Satz. _ _ _ _
=i €T =1, B2 = _junde* =1.

BEWEIS: Die erste Aussage ergibt sich aus den Werten fiir sin und cos bei /2.
Die weiteren Aussagen ergeben sich aus i2 = —1, i* = —i und i* = 1. "

6.9 Folgerung 1. Die Funktionen sin und cos sind periodisch mit Periode 27,

und es ist cos(x) = sin(g —x).

BEwEIS:  Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit Periode p, falls f(z+p) =
f(z) fur alle x € R gilt.
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Wegen e?™ = 1 ist cos(27) = 1 = cos(0) und sin(27) = 0 = sin(0). Die Periodizitit
von sin und cos folgt nun aus den Additionstheoremen, z.B. ist

cos(x + 27) = cos(x) cos(2m) — sin(z) sin(27) = cos(x).

Auch die zusétzliche Formel ergibt sich aus dem Additionstheorem fiir sin. .

6.10 Folgerung 2. Fs ist

sin(x) =0 <= x=k-7 firkelZ,

1
cos(z) =0 <— xz(k—l—?-%ﬂirkEZ.

BeweEIls: Es ist sin(r) = sin(27) = 0, also auch sin(k - 7) = 0 fiir alle k € Z.
Fir 0 < x < 7/2 ist sin(x) > 0 und cos(z) > 0. Fir 7/2 < & < 7 ist sin(x) =
sin(m/2—(m/2—x)) = cos(m/2—x) = cos(x—m/2) > 0. SchlieBlich ist sin(7/2) = 1.
Also gibt es keine Nullstellen fiir 0 < x < 7. Aus dem Additionstheorem folgt, daf3
sin(m + 2) = —sin(x) ist. Also gibt es auch keine Nullstelle fiir 7 < & < 27.

Die Nullstellen des Cosinus ergeben sich aus cos(z) = sin(r/2 — x). n

6.11 Folgerung 3. 27 st die kleinste positive Periode von sin und cos.

BEWEIS:  Sei p > 0 die kleinste Periode des Sinus. Dann ist sin(p) = sin(0) = 0,
also p = k-7 fiir ein k € N. Weil sin(7/2) = 1 und sin(7n/2+7) = —sin(7/2) = —1

ist, muf} p = 27 sein. "
cos(z)
//1'-\\\ -7
R . 7 sin(z)
d N s
AN - N e 27

\___,// 14 S _ -7
Definition.

1. Fir x # (k+ 3)m, k € Z, sei tan(z) := 2;2((?) (Tangens).

~ cos(z)

2. Firz # k-7, k € Z, sei cot(z) :=

sin(z) (Cotangens).

6.12 Satz. FEs gilt:

1. tan(0) = 0 und tan(z) >0 fir 0 <x < 7/2.
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2. tan(z) — +oo firx — T/2, x < T/2.
3. tan(—z) = —tan(x) fir 0 <z < 7/2.

4. tan ist periodisch, mit Periode .

BEwEIS: 1), 2) und 3) folgen sofort aus den Eigenschaften von sin und cos. Zu

4): Es ist sin(z + 7) = —sin(z) und cos(x 4+ m) = — cos(x). n
t
e
‘ T T T T
- 8 : s 2m
-1
-9

§7 Der Fundamentalsatz der Algebra

Die Eulersche Gleichung e = cos(t) + isin(#) hilft uns beim Verstindnis der
komplexen Poynome.

7.1 Satz. Die Abbildung t — €'t bildet das Intervall [0,27) bijektiv auf die Kreis-
linie {z € C : |z| = 1} ab.

BEWEIS: 1) Injektivitdt: Annahme, es gibt 0 < s < t < 27 mit e'* = ¢'’. Dann
ist 0 <t—s<2rund e =1, also cos(t — s) = 1 und sin(t — s) = 0. In (0, 27)
hat sin nur die Nullstelle 7. Es ist aber cos(m) = —1. Das ist ein Widerspruch.

2) Surjektivitit: Sei z = a+ib € C mit a®+b* = |2|* = 1 gegeben. Dann ist |a| < 1.
Weil cos stetig ist, cos(0) = 1 und cos(m) = —1, folgt aus dem Zwischenwertsatz,
daB es ein t € [0, 7] mit cos(t) = a gibt. Dann ist sin(t) = £+/1 — cos2(t) = £V12 =
+b. Ist sin(t) = b, so ist €'t = 2. Ist sin(t) = —b, so ist cos(2m —t) = cos(t) = a und
sin(2r —t) = —sin(t) = b, also ™) = 2, -

Fir n € N setzen wir
2mi 27 27

G = exp(Y) = cos(;) + i ~sin(?).

7.2 Satz. Fir jede natiirliche Zahl n hat die Gleichung 2" = 1 in C genau n
Lésungen, ndamlich
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(Cn)o =1, (Cn)l = (n, (Cn)za (Cn)ga s (Cn)nil-

BEWEIs:  Offensichtlich ist (((,)%)" = ((,)"" = exp(k-2m) = 1 fiirk =0,...,n—1.
Wegen der Injektivitit von ¢ — e’ sind die n Zahlen (¢, )* paarweise verschieden.

Ist umgekehrt w irgend eine Losung der Gleichung z™ = 1, so ist auch |w|™ = 1, also
lw| = 1. Das bedeutet, dafl es ein t € [0,27) mit e’ = w gibt. Und es ist ™ = 1,
also cos(nt) = 1 und sin(nt) = 0. Dann mufl nt = k - 27 sein, mit k € Z. Wegen
0<t<2mrist 0 <nt <n-2x. Also kommen fir £ nur die Werte 0, 1, 2, ..., n—1
in Frage. Damit ist alles bewiesen. "

Definition. Die Zahlen 1,(,, ()%, ..., (¢)™ ! nennt man die n-ten Einheits-
wurzeln.

7.3 Satz. In C besitzt jede Zahl z # 0 genau n n—te Wurzeln.

BEWEIS: Sei z = re't, mit r = |z| und einem geeigneten ¢ € [0, 27). Dann setzen
wir

2k = {77_“-6% g, k=0,1,...,n—1.
Offensichtlich sind dies n verschiedene komplexe Zahlen z;, mit 2z} = .

Ist andererseits w irgendeine Losung der Gleichung w" = z, so ist w" = zg, also
(wzy')® = 1. Das bedeutet, daf8 es eine n-te Einheitswurzel (;, gibt, so dafi w =
20 Ck ist. u

Der Satz zeigt, dafl man in C nie von der n—ten Wurzel einer Zahl z sprechen kann,
es gibt stets n verschiedene. Das gilt auch im Falle n = 2. Das Symbol /z ist
also zweideutig, und es fillt schwer, eine der beiden Wurzeln auszuzeichnen. Zum
Beispiel sind 3(1 —i) und 3(i — 1) die beiden Wurzeln von —3. Welche davon sollte
man bevorzugen?

In R ist das ja ganz anders. Dort gibt es entweder iiberhaupt keine oder eine positive
und eine negative Losung der Gleichung 22 = a, und wir haben die positive Losung
als die Wurzel aus a definiert. Das 1a3t sich nicht iibertragen, weil wir in C keine
Anordnung haben und daher auch nicht zwischen positiven und negativen Zahlen
unterscheiden kénnen.

7.4 Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht konstante komplexe Polynom
hat in C wenigstens eine Nullstelle.

BEwEIS:  Wir kénnen uns auf den folgenden Fall beschrénken:
p(z) = 2"+ Up12" V4 g+ ag, mit n > 2.

Es sei p:= i%f|p|.
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Behauptung: |p| nimmt auf C sein Minimum an, d.h. es gibt ein zy € C mit
p(z0)| = p-

Zum Beweis untersuchen wir |p(z)| auf {z € C : |z| = R}. Dort ist

Ay a
p()l = fe" =+
Z <z

1 1

> R"-(1—lap-1|= —... —|ao|—=

= ( la 1’R ‘aO‘R")

— oo, fir R — oc.

Also gibt es ein Ry, so daB |p(z)| > u fir |z| > Ry ist.

Da die stetige Funktion |p| auf der kompakten Menge Dpg,(0) ein Minimum an-
nimmt, finden wir dort das gesuchte z.

Behauptung: p(zy) = 0.
Wir nehmen an, es sei p(zy) # 0. Dann ist

p(z + 20)

q(z) == (o)

ein Polynom vom Grad n mit ¢(0) = 1 und |¢(z)| > 1 fiir z € C. Wir werden einen
Widerspruch herbeifithren, indem wir zeigen, dafl |¢| auf dem Rand eines kleinen
Kreises um 0 auch Werte < 1 annimmt.

Dazu schreiben wir
q(2) =1+ b2+ -+ b,2",  mit by #0.

Die Idee ist, z so zu wihlen, daf8 b,z* eine negative reelle Zahl ist, deren Betrag
den der iibrigen Terme iiberwiegt.

Es gibt ein ¢ € [0,27) mit by = —|bg|e™ . Wir setzen 6 := ¢/k und wihlen r > 0 so
klein, da8 r* - |b,| < 1 ist. Dann ist €™’ - by = —|b;,| und

11+ b - (- = |1 —r¥|be|| = 1 — 7F|by],

also
lgr - )| = |1 +0bp-(r-e)* 4 rF(r- bpire BT g bne™)]
< (1 =R [bg]) A+ (brgalr A (bl
= 1- rk(|bk| —rlbgy1| — ... — 7"n_k|bn|)’

Wahlt man r sehr klein, so wird der Klammerausdruck positiv,
und damit  |g(re'?)| < 1.

Das ist der gewiinschte Widerspruch. "
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Der ,,Fundamentalsatz der Algebra® wurde von Gauf} in seiner Dissertation (1799)
zum ersten Mal streng bewiesen. Spéter lieferte er noch drei andere Beweis-
Versionen. Der hier vorliegende Beweis geht auf eine 1814 von R.Argand veroffent-
lichte Methode zuriick, die 1820 in vervollstéindigter Form von Cauchy erneut vor-
gestellt wurde.



