3 Funktionentheorie

3.1 Komplex differenzierbare Funktionen

Der Korper C der komplexen Zahlen sei als bekannt vorausgesetzt. Ist z = x +
iy € C, so nennt man x den Realteil und y den I'magindrteil von z. Die Zahl
Z = — iy heiBt die zu z konjugiert komplexe Zahl, |z| = /2Z = /22 + 12
der Betrag von z. Statt der Darstellung in kartesischen Koordinaten benutzt man
(fiir komplexe Zahlen z # 0) gerne auch die Darstellung in Polarkoordinaten. Ist
z2€C, z# 0 und r := |z|. Dann ist

z T . Y T 2 Y 2
Z- + 4 (=) + (=) -1
N a4 y? | Va2 4 y? . Va2 4 y? VvVt 4+ y?

Deshalb gibt es genau ein t € [0, 27), so dass

=cost und y =sint

x
/ZIZ'2 + y2 /1.2 + y2

ist. Daraus folgt die eindeutige Darstellung
z=r(cost+ isint), mit r >0 und 0 <t < 27.

Die (bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27) eindeutig bestimmte
Zahl t € R nennt man das Argument von z (in Zeichen: ¢ = arg(z)).

Man schreibt nun
e't .= cost+ isint.
Behauptung: ¢/ - et = (571,

BEWEIS:

e'*.el’ = (coss+ isins)-(cost+ isint)
= (cosscost —sinssint) + i(cosssint + sin ssint)
= cos(s+1t)+ isin(s+1t) =e ),

itn

Folgerung: (e'')" = e
BEWEIS: Ein einfacher Induktionsbeweis.

Ist 2 € Cund 2" = 1, so ist auch |z|* = |2"| = 1, also |z| = 1. Damit ist z = e'’
und cos(nt) = 1, sin(nt) = 0. Das bedeutet, dass nt = 2kn fiir ein k € Z ist, also
t = 27k /n. Die komplexen Zahlen

Con = cos(#) + i sin(?), k=0,1,...,n—1,

sind paarweise verschieden, danach wiederholen sich die Werte. Es handelt sich
offensichtlich um die einzigen Losungen der Gleichung 2" = 1.



2 3  Funktionentheorie

Definition

Die n Losungen der Gleichung 2" = 1 nennt man die n-ten Einheitswurzeln.

3.1.1. Satz

Ist w # 0, so besitzt die Gleichung 2™ = w in C genau n Lésungen.

BEWEIS: Sei w = re'!, mit r = |w| und einem geeigneten t € [0,27). Ist ¢ eine
n-te Einheitswurzel # 1, so setzen wir

wy, = etk k=0,1,...,n—1.

Offensichtlich sind dies n verschiedene komplexe Zahlen wy mit w} = w.

Ist andererseits z irgendeine Losung der Gleichung 2" = w, so ist 2" = wy, also
(zwy1)™ = 1. Das bedeutet, dass es eine n-te Einheitswurzel ¢ gibt, so dass z = wy-¢
ist. ]

Die Metrik und die Topologie auf C ist die bekannte Topologie auf dem R2. Wir
interessieren uns hier fiir Funktionen mit Werten in C, die auf Teilmengen von C
definiert sind. Prominente Beispiele sind die (auf ganz C definierten) komplexen
Polynome

p(2) == an" + ap_12" a2+ ag

und die (auf ihrem Konvergenzkreis definierten) komplexen Potenzreihen

P(z) := Z c(z—a)”.

v=0
Zur Erinnerung:

Die Konvergenz einer komplexen Zahlenfolge (z,,) gegen eine Zahl z wird wie {iblich
definiert:
Ve >03dng, sd. Vn>nggilt: |z, — 2] <e.

Eine Reihe )~ | z, konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsummen Sy := 27]:[:1

konvergiert. Die Reihe heifit absolut konvergent, falls die Reihe > |z,| kon-
vergiert.

Wie im Reellen gilt auch hier das Cauchykriterium:

Die Reihe komplexer Zahlen )"z, konvergiert genau dann, wenn es zu
jedem £ > 0 ein Ny € N gibt, so dass ‘ZS:NOH zn| < € fiir alle N > Ny gilt.

Mit Hilfe des Cauchykriteriums zeigt man:

1. FEine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewdhnlichen Sinne.
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2. Ist 3" a, eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen und (z,)
eine Folge komplexer Zahlen mit |z,| < a,, so konvergiert die Reihe )" 2,
absolut (Majorantenkriterium)

3.1.2. Beispiel

Sei z € C, |z| < 1. Dann konvergiert die geometrische Reihe

- 1
;z”zl_z.

Der Beweis folgt wie im Reellen.

Sei M C C und (f,) eine Folge von stetigen komplexwertigen Funktionen auf M.

1. >, f, konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : M — C, falls fir
jedes x € M die Reihe Y 7 f,(2) gegen f(z) konvergiert.

2. > [, konvergiert normal auf M, falls die Reihe ) 7 sup,,|f,| konver-
giert.

3. >, [, konvergiert auf M gleichmdj3ig gegen f, falls gilt:

Vo
Ve >0 3y, so dass fiir alle v > 14 gilt: sup| ny(z) —f(2)|<e.
M
v=0

Aus der normalen Konvergenz folgt die gleichméflige Konvergenz, und daraus die
punktweise Konvergenz. Oft benutzt man das

3.1.3. Weierstral3—Kriterium

Es set M C C, und es seien stetige Funktionen f, : M — C gegeben. Weiter
gebe es eine konvergente Rethe Y~ a, nicht-negativer reeller Zahlen und ein
vy € N, so dass gilt:

|f,(2)| <a, firv>wvy und alle z € M.

Dann konvergiert Y~ f, auf M normal (und damit gleichmdifig) gegen eine
stetige Funktion auf M.

BEWEIS im 1. Semester. Die normale Konvergenz folgt ganz trivial, die Stetigkeit
der Grenzfunktion zeigt man mit dem iiblichen ¢/3-Beweis.

Typische Funktionenreihen sind die Potenzreihen.
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3.1.4. Uber das Konvergenzverhalten von Potenzreihen
Die Potenzrethe P(z) =Y~ cn(z — a)" konvergiere fiir ein zy € C, zy # a.

Ist dann 0 < r < |zg — al, so konvergiert P(z) und auch die Reihe

P'(z) := Zn Cp(z —a)"

auf der Kreisscheibe D,.(a) absolut und gleichmdfsig.

y = Im(2)

/
20

a

x = Re(2)

BEWEIS: 1) Da > ¢,(20 — a)” nach Voraussetzung konvergiert, gibt es eine
Konstante M > 0, so dass |c,(z0 — a)"| < M fiir alle n ist. Ist 0 < r < |29 — al, so
ist ¢ :=1/|20 — a] < 1. Fur alle z mit |z — a| < r gilt dann:

Z—a

(2 — n| _ . _ \" . n < M -aq".

enlz = )" = lenlz = a)"] - | S| < 01 g

Die geometrische Reihe Y >° /M ¢" konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium
folgt, dass Y - ¢,(z — a)" fir jedes z € D,(a) absolut konvergiert, und mit dem

Weierstra—Kriterium folgt sogar, dass die Reihe auf D,.(a) gleichméBig konvergiert.
2) Sei M := M/r. Nach (1) ist |n - c,(z — a)"Y| < n-M-¢*!, und die Quotienten

(n+1)-M~q”_n+1
n.M.qn_l N n q

konvergieren gegen ¢ < 1.

Aus dem Quotientenkriterium folgt jetzt, dass )~ n-M -¢"~! konvergiert, und wie
oben kann man daraus schlieBen, dass Y oo jn-c,(z —a)" ! auf D,(a) gleichméBig
konvergiert. "

Die Zahl
R :=sup{r >0 : 3z € Cmit r = |z — al, so dass P(z) konvergiert}

heifit Konwvergenzradius der Potenzreihe. Die Fille R = 0 und R = 400 sind
dabei auch zugelassen. Der Kreis um a mit Radius R heifit der Konvergenzkreis
der Reihe. Es gilt:
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1. Fir 0 < r < R konvergiert P(z) auf D,(a) normal (und damit insbesondere
absolut und gleichméfBig).

2. Ist |20 — a| > R, so divergiert P(zp).

3. Die Grenzfunktion P(z) ist im Innern des Konvergenzkreises Dg(a) = {z €
C : |z —a] < R} stetig.

Fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe gibt es verschiedene Berechnungsme-
thoden:

3.1.5. Lemma von Abel

Set R > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe

flz) = Z cn(z —a)". Dann ist

n=0

R =sup{r >0 : (|ca|r")nen beschrinkt }.

BEWEIS:  Sei ryp der Wert auf der rechten Seite der Gleichung.

Wenn eine Reihe nicht-negativer reeller Zahlen konvergiert, dann bilden ihre Glieder
eine Nullfolge, sind also insbesondere beschrénkt. Ist also r < R und |z — a| = r,
80 ist Y > |, |r™ < oo und damit (|c,|r™) beschrinkt, d.h., r < ry. Das bedeutet,
dass R < rq ist.

Da R > 0 vorausgesetzt wurde, muss auch rq > 0 sein. Ist nun 0 < r < rg, so kann
man noch ein v’ mit r < r’ < ry finden, so dass (|c,|(r")") beschrénkt ist, etwa

o
durch eine Konstante M. Wir setzen ¢ := — und erhalten:
r

1. 0<g< 1.
2. [en|r™ = [en|(r'g)" < M - g™

Mit dem Majorantenkriterium folgt die Konvergenz der Reihe Z\cnlr", alsor < R.

n=0
WEeil das fiir alle r < 7y gilt, ist auch ro < R. "

3.1.6. Folgerung

Die komplexe Potenzreihe ch(z — a)" und die reelle Potenzreihe Z|cn\:v"
n=0 n=0

haben den gleichen Konvergenzradius.
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Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen, so versteht man unter dem Limes Superior
lim a,, das Supremum iiber die Menge aller Haufungspunkte der Folge (a,,). Ist (a,,)
konvergent gegen a, so ist a der einzige Haufungspunkt der Folge und lima,, = a.
Besitzt (a,) mehrere, aber nur endlich viele Hiufungspunkte, so ist lima, der
Grofite dieser Haufungspunkte.

3.1.7. Formel von Cauchy-Hadamard
Sei f(z) = ch(z —a)" eine Potenzreihe und v := lim {/|c,|, also das Supre-

n=0

mum tGber die Menge aller Hiufungspunkte der Folge {/|cy|.

Dann gilt fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe:
1. Wenn v eine endliche Zahl > 0 ist, dann ist R = 1/7.

2. Wenn v = oo ust, dann ist R = 0.

3. Wenn v =0 ist, dann ist R = oco.

BEWEIS: Sei z € C, z # a. Setzt man « := lim {/|c,(z — a)"|, so erhélt man die
Gleichung a = |z — a| 7.

1) Sei 0 < v < +o00. Ist |z —a| < 1/7,s0ist @ < 1 und es gibt ein ¢ mit o < ¢ < 1
und ein ng, so dass {/|c,(z —a)?| < ¢ und damit |c,(z —a)"| < ¢" fiir n > ny
ist. Dann folgt aus dem Majorantenkriterium, dass die Potenzreihe in z (absolut)
konvergiert.

Ist |z—a|l > 1/v, so ist @ > 1. Das bedeutet, dass unendlich viele Terme
| (2 — a)”| ebenfalls > 1 sind. Dann divergiert die Potenzreihe.

2) Sei v = 0. Dann ist auch « = 0, und die Folge {/|c,(z — a)”| konvergiert gegen
Null. Ist 0 < ¢ < 1, so gibt es ein nyg, so dass |¢,(z — a)"| < ¢" fir n > ng gilt. Die
Reihe konvergiert.

3) Sei v = +o0o. Dann sind die Glieder der Potenzreihe unbeschriankt und die Reihe
divergiert. "

Ein Gebiet in C ist eine offene Teilmenge G C C, innerhalb der sich je zwei Punkte
durch einen stetigen Weg miteinander verbinden lassen. Man kann zeigen, dass das
dann sogar mit Hilfe eines Streckenzuges bewerkstelligt werden kann. Ist G C C
ein Gebiet und U C G eine nicht-leere Teilmenge, die zugleich offen und (relativ)
abgeschlossen! ist, so ist U = G.

Wie kann man sich eine Funktion f : G — C anschaulich vorstellen? Wir untersu-
chen das im Falle der Funktion f(z) = 22

ldh. G\ U offen
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1. Im Reellen versuchen wir, eine Funktion durch ihren Graphen darzustellen.
Das geht hier schlecht, denn der Graph einer komplexen Funktion ist eine
reell 2-dimensionale Fliche im R*.

2. Beschrankt man sich auf die reellwertige Funktion z = = + iy — [f(z)] =
2|2 = 22 + y?, so kann man deren Graph darstellen, verliert aber zu viele
Informationen.

3. Eine weitere (und vielleicht auch die beste) Moglichkeit besteht darin, mit
zwei Ebenen zu arbeiten. Ist w = 22, so ist

lw| = |z|* und arg(w) =2 -arg(2).

i 2w = 2>

z-Ebene w-Ebene

Soweit funktioniert das ganz gut. Jetzt suchen wir nach der Umkehrabbil-
dung. Wenn wir f auf die rechte Halbebene beschrinken, dann erhalten wir
als Wertemenge die ganze w-Ebene. Auf dem Rand gibt es allerdings ein
Problem. Es ist f(it) = f(—it) = —t?. Damit f injektiv bleibt, diirfen wir
in der z-Ebene nur die Menge aller z mit Re(z) > 0 betrachten. Als Bild-
menge erhalten wir dann die ldngs der negativen reellen Achse aufgeschlitzte
w-Ebene.

Sei g1 : C\R_ — {z € C : Re(z) > 0} definiert durch
gi(r(cosp + i sing)) := /1 (cos(p/2) + i sin(p/2)).
Dann ist g; eine Umkehrung von f|(.cc:Re(z)>0}-
Definieren wir go : C\ R_ — {z € C : Re(z) < 0} durch
g2(w) = —g1(w),
so ist gy eine Umkehrung von f|{z€C¢Re(z)<0}.

Um also eine globale Umkehrfunktion g(w) = /w von f(z) = 2? zu defi-
nieren, brauchen wir als Definitionsbereich zwei Exemplare der geschlitzten
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Ebene. Dabei ist folgendes zu beachten: Ndhert man sich in der w-Ebene
von oben dem Schlitz bei w = —r, so néhert sich der Wert von ¢; der Zahl
z = i4/r. Bei Annéherung von unten ergibt sich als Wert die Zahl z = —i /7.
Dagegen ist es bei go gerade umgekehrt. Um nun /2 stetig zu definieren,
muss man die Oberkante der ersten Ebene mit der Unterkante der zweiten
Ebene zusammenkleben, und die Unterkante der ersten Ebene mit der Ober-
kante der zweiten Ebene. Es entsteht eine Flache R, die in zwei Blédttern iiber
C* liegt. Der Nullpunkt fehlt dabei.

Die Fliche R nennt man die Riemannsche Fliche von /w. Man kann sie
auch folgendermafien gewinnen:

R={(z,w) €eC* xC* : w = 2*}.

Die Projektion 7 := pry|g : R — C* hat die Eigenschaft, dass 7~} (w) =
{g1(w), g2(w)} genau die beiden Wurzeln aus w enthélt. Andererseits ist R
aber auch der Graph von f(z) = 22

Der wichtigste Begriff in der Analysis ist die ,,Differenzierbarkeit“. Sieht man ein-
mal von der anschaulichen Bedeutung der Ableitung ab, so liefert der Differential-
Kalkiil vor allem einen handlichen algebraischen Apparat zur Untersuchung von
Funktionen. Um z.B. die Ableitung von f(z) = 2™ zu berechnen, braucht man keine
Grenzwertuntersuchungen. Als Euler seinerzeit recht sorglos begann, mit komple-
xen Zahlen, Funktionen und Reihen zu rechnen, benutzte er die iiblichen Regeln:

(") =n-2""1 (*) =€  usw.

Diese Regeln gewinnt man aus folgender Definition:

Definition

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine Funktion und zg € G ein Punkt. f heift
in zg komplex differenzierbar, falls der Grenzwert

f(z) = f(%)
2—20 zZ— 20

existiert. Die komplexe Zahl f'(zp) nennt man dann die Ableitung von f in z.

f heiBlt auf G komplex differenzierbar, falls f in jedem Punkt von G komplex
differenzierbar ist.

Wie im Reellen kann man zeigen: f ist genau dann in zy komplex differenzierbar,
wenn es eine in zg stetige Funktion A : G — C gibt, so dass gilt:

f(z) = f(20) + (2 — 20) - A(2).
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f(2)=F(20)
Dann ist natiirlich A(z) = { fZIEZO) iaﬂs 27 %,
20 alls 2 = Zp.

3.1.8. Satz

f,9: G — C seien beide in zg € G komplex differenzierbar, ¢ eine komplexe Zahl.
1. f+g, cf und f-g sind ebenfalls in zy komplex differenzierbar, und es gilt:
(f+9)(20) = [f(20)+9(2)

(Cf)/(zo) = Cf,(Zo)
und (f-9) (=) = f(20)9(z0)+ f(20)9(20)-

2. Ist g(z0) # 0, so ist auch noch g(z) # 0 nahe zy, f/g in zo komplex
differenzierbar und

<[>/ (z0) = f'(z0) - 9(20) = f(20) - 9'(20)
g

9(20)?

3. Ist h in wy := f(z0) komplex differenzierbar, so ist h o f in zy komplex
differenzierbar, und es gilt:

(ho f)(20) = B'(wo) - f'(20)-

Der BEWEIS geht genauso wie im Reellen. Exemplarisch soll hier nur der Beweis
fiir die Kettenregel angedeutet werden:

Ist h(w) = h(wp) + A**(w) - (w —wp) und f(2) = f(20) + A*(2) - (2 — 20), so folgt:

(hof)(z) = h(wo) +A™(f(2)) - (f(2) — wo)
= (ho f)(z0) + A™(f(2)) - A%(2) - (z = 20).

Nun kann man A(z) := A™(f(z)) - A*(2) setzen.

3.1.9. Satz
Sei f: G — C komplex differenzierbar und f'(z) = 0. Dann ist f konstant.

BEWEIS: Sei zp € G und U = U(zy) C G eine konvexe offene Umgebung. Ist
z € U, so definieren wir g : [a,b] — C durch g(t) := f(z0 + t(z — 20)).

Sei tg € [a,b] und wy := zo + to(z — 20). Weil f komplex differenzierbar ist, gibt
es eine in wy stetige Funktion A, so dass f(w) — f(wo) = (w — we)A(w) und
A(wg) = f'(wp) ist. Mit w := 2y + t(z — zo) folgt dann:

9(t) = g(to) = f(w) = f(wo) = (¢ = t0)(z = 20)A(20 + t(2 = 20)),
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also

9(t) — g(to)

t—1p

wobei die rechte Seite fiir t — ty gegen gegen (z — zg) - f'(wo) = 0 konvergiert.
Also verschwindet die Ableitung von g auf dem ganzen Intervall [a,b], und g ist
dort konstant. Daraus folgt, dass f(z) = g(1) = g(0) = f(zo) ist, also f konstant
auf U. Die Menge der Punkte z € G, in denen f(z) = f(zo) ist, ist offen und
(trivialerweise) abgeschlossen und daher = G. n

= (2 — 20)A(z0 + t(z — 20)),

3.1.10. Beispiele
A. Weil 2" — 2l = (2 — 2) Zz’ BT st st

n—1

= lim E 220 = E 2t =n-0t
2—20

=0

hm
z2—z20 2 — 20

Also ist tatsiichlich iiberall (2")" = n z""1.

Dass das so schon geht, liegt daran, dass C eben mehr als der R? ist. C ist
ein Korper.

B. Die komplexen Polynome p(z) = a,2"+- - -+a;2+ag sind auf ganz C komplex
differenzierbar, die Ableitung gewinnt man in gewohnter Weise.

C. Die Funktion f(z) = zZ ist in 2y = 0 komplex differenzierbar, denn A(z) := %
ist im Nullpunkt stetig, und es ist

f(z2) = f(0) + z- A(2).
Die Punkte z # 0 werden wir spéter untersuchen.

D. Rationale Funktionen sind auf ihrem ganzen Definitionsbereich komplex dif-
ferenzierbar. Das gilt insbesondere fiir alle ,,M&bius-Transformationen®. Eine
(gebrochen) lineare Transformation oder Mdbius-Transformation
ist eine Abbildung der Gestalt

b
T(z) ::%, ad — be # 0.

Die Funktion T ist fiir alle z # —d/c definiert und stetig.
Wir betrachten zwei Spezialfille.

1. Fall: Ist c =0, A := a/dund B :=b/d, so ist T eine komplexe affin-lineare
Funktion:
T(z)=A-z+ B.
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Da A eine komplexe Zahl ist, stellt die Abbildung z — A-z eine Drehstreckung
dar. Die Abbildung w +— w + B ist eine Translation der Ebene.

2. Fall: Die Abbildung I(z) := 1/z nennt man die Inversion. Sie ist auf
C* :=C\ {0} definiert und stetig. Bekanntlich ist

1 1

- = —"Z.

z 2z
Schreibt man z in der Form z = r - (cost + i sint), mit reellem r» > 0 und
t €[0,27), soist zz=r>und z =1 (cost — i sint). Also gilt:

1

11(2)] = ] und  arg(/(z)) = —arg(z) .

Fiir 2 = r - (cost + i sint) bedeutet der Ubergang r — 1/r eine Spiegelung
am Einheitskreis, der Ubergang t +— —t eine Spiegelung an der x—Achse.

0 1
az+0b . - s . ,
Ist T'(z) = g one beliebige M&bius-Transformation mit ¢ # 0 und
cz
bc — ad
A=2"1 und B::g,
c c
so ist
(a(cz 4+ d) + (be — ad)
A B =
cz+d * c(cz +d)
acz + ad + bc — ad az+0b T(2)
== — - Z).
c(ez+d) cz+d

Also setzt sich T aus affin-linearen Funktionen und der Inversion zusammen.
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E. Sei f(z chz eine konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0

=0
und Konvergenzradlus R > 0.

Behauptung: f ist in jedem Punkt z des Konvergenzkreises Dg(0) komplex
differenzierbar, und es gilt:

f'(z) = f:n ep2" L
n=1

BEWwEIs: Wir wissen schon, dass die formal gliedweise differenzierte Reihe

oo
5 n-c,z" !
n=1

ebenfalls in Dg(0) konvergiert. Daraus kann man leicht folgern, dass f im
Nullpunkt differenzierbar und f’(0) = ¢; ist: Es ist

)= FO) =23 e,

Schwieriger wird es aber, wenn man die komplexe Differenzierbarkeit von f
in einem beliebigen Punkt 2z, des Konvergenzkreises Dg(zg) zeigen will. Sei
nun 2y ein solcher Punkt . Ist Fiy(z) die N-te Partialsumme von f(z), so ist

Fn(z) — Fn(20) Z (2" = 20) = (2 — 20) - An(2),

n=1

mit
N n—1
ZC ZZ n—i—1
n
n=1 =0
Wir wihlen ein r < R, so dass |zg| < r ist. Fiir z € D,.(0) gilt dann:
n—1 n—1
len D22 T < eal - Y L2l 20l < eal -
=0 =0

Da die Reihe > 7 n-¢,2" ! in jedem Punkt z € D, (0) absolut konvergiert,
ist insbesondere die reelle Reihe Z nle,|r" ! konvergent.
n=1

Nach dem Weierstrafi-Kriterium konvergiert dann Ay(z) gleichméfig auf
D,.(0) gegen die stetige Funktion

o0}

A(z) = lim Apy(z chZzlnl U (mit A(z) = Zn cnzh ).
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Aus der Gleichung Fiy(z) = Fn(z0)+(2—20)-An(z) wird beim Grenziibergang
N — oo die Gleichung f(2) = f(z0) + (2 — 20) - A(2). Also ist f in zy komplex
differenzierbar und

o0
f'(z0) = Zn e g
n=1

Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt werden wir spéater behan-
deln.

Die Reihen

exp(z) = Y %

sin(z) = Y (<)o

und  cos(z) = Z(—l)”

n=0

konvergieren auf ganz C und stellen dort komplex differenzierbare Funktionen dar.
Auf R stimmen sie natiirlich mit den bekannten Funktionen iiberein.

Die Reihen kénnen gliedweise differenziert werden. Deshalb gilt:

exp’(z) = exp(z), sin'(z) =cos(z) und cos'(z) = —sin(z).

3.1.11. Satz
Fiirt € R ist exp(it) = cost + isint =e't.

BEwEIS: Man berechne Realteil und Imaginérteil der Reihenentwicklung von
exp(it). .

Auch die komplexe Exponentialfunktion erfiillt das

3.1.12. Additionstheorem
FEs ist exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fir alle z,w € C.

BEWEIS:  Sei zy € C fest und f(z) := exp(z) - exp(z9 — 2z). Dann ist f'(z) = 0,
also f(z) = f(0) = exp(zo) konstant. Setzt man w := zy — 2, so ist zp = z + w und
exp(z +w) = f(z) = exp(z) - exp(w). .
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3.1.13. Folgerung

FEs ist exp(z 4+ 2mi) = exp(z), fir alle z € C.

BEWEIS: Es ist exp(2mi) = cos(27) + i sin(27) = 1, also
exp(z +2mi) = exp(z) - exp(27mi) = exp(z).

Das ist alles! "
Die Exponentialfunktion ist also iiber C periodisch.

AuBerdem gilt fiir alle z € C die Eulersche Formel:

exp(iz) = cos(z) + i sin(z).

BEWEIS: Ersetzt man jeweils —1 durch i?, so erhilt man

2n+1

cosz+ 1sinzg =
2n+1)

2n+1

+Z 2n~|—1

n=

1 2n

1M81M8

= exp(iz).

Daraus folgen auch neue Relationen, z.B.:

1 . .
cos(z) = i(e'z—ke"z)
1 . .
und  sin(z) = E(e'z—e_'z).

Nun wollen wir die komplexe Differenzierbarkeit in C mit der reellen Differenzier-
barkeit im R? vergleichen.

Zur Erinnerung:

f heiit in zy (reell) differenzierbar, wenn es eine R-lineare Abbildung L : C — C
und eine in der Nidhe des Nullpunktes definierte Funktion r gibt, so dass gilt:

1. f(2) = f(20) + L(z — z9) + (2 — ) fiir z nahe 2.

Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung L nennt man die totale Ableitung
von f in zy und bezeichnet sie mit D f(z).
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Bei der Identifikation von C mit dem R? entsprechen die komplexen Zahlen 1 und i
den Einheitsvektoren e; = (1,0) und e; = (0, 1). Deshalb nennt man die komplexen
Zahlen

Folea) = Gh(ea) = D Ga)(1) wnd  fy(an) = G (aa) = D))

die partiellen Ableitungen von f nach x und y. Ist f = g+ ih, so gilt:

fo(20) = go(20) + 1 he(20) und fy(Zo) = gy<z0) + ihy(ZO)'

Die R-lineare Abbildung D f(zy) wird deshalb beziiglich der Basis {1, i } durch die
Funktionalmatrix () ()
9z\Z0 Iy\ =0
J = Y
o= () )

beschrieben.

3.1.14. Satz

Ist f in zg komplex differenzierbar, so ist f in zg auch reell differenzierbar, und die
totale Ableitung D f(z) : C — C ist die Multiplikation mit f'(zo), also C—linear.
Auch die Umkehrung dieser Aussage ist richtig.

BEWEIS:  Sei f in 2y komplex differenzierbar. Dann gibt es eine in 2, stetige
Funktion A, so dass gilt:

f(z) = f(20) + (2 — 20)A(2)
= f(20) + f"(20)(z = 20) + (A(2) = ['(20)) (= — 20)
= f(z0) + L(z — 20) + 7(2 — 20),

mit der linearen Abbildung L (mit L(v) := f'(z0) - v) und der Funktion r(h) :=
(A(zo + h) — f'(20)) - h. Dann gilt:

r(h)
h

Also ist f in zg reell differenzierbar und D f(z) C-linear.

= A(z0+h) — f'(20) — 0 (fiir h — 0)

Ist umgekehrt f in zy reell differenzierbar und D f(z5) C-linear, so gibt es eine
komplexe Zahl a, so dass D f(z)(v) = a - v ist, und es gibt eine Darstellung

f(z) = f(20) + a(z — 20) + r(z — 20), mit lim L:) = 0.

h—0

Setzt man dann A(z) :=a + r(z = =)
Z— 20

A ist also stetig nach zy fortsetzbar. Auerdem ist A(2)(z — 2z9) = f(2) — f(20). =

, fiir z # 2y, so strebt A(z) — a fiir z — 2,
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Eine R-lineare Abbildung L : C — C ist genau dann zusétzlich C-linear, wenn es
eine komplexe Zahl ¢, gibt, so dass L(w) = ¢o - w ist. Schreibt man ¢y = ag + i by,
SO 1st

C[)'lzao—f-ibo und Co'i:—bo—l—iao.
ap  —bo
bo Qo
schrieben wird. Fiir eine in 2z, komplex differenzierbare Funktion muss also gelten:

Das bedeutet, dass L beziiglich {1, i} durch die Matrix A = be-

92(20) = hy(20) und  g,(20) = —hyu(20) -

Dieses kleine System von partiellen Differentialgleichungen ist der Schliissel zum
Versténdnis der komplexen Differenzierbarkeit. Man spricht von den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen.

3.1.15. Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. f st in zg reell differenzierbar und D f(z) : C — C ist C-linear.

2. Es gibt eine in z, stetige Funktion A : G — C, so dass fiir alle z € G
qgilt:
f(z) = f(20) + A(2) - (z = 20).

3. f ist in zo komplex differenzierbar.

4. f ist in zg reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

92(20) = hy(20)  und  gy(20) = —ha(20).

BEWEIS:

Die Aquivalenz der Aussagen (1), (2) und (3) haben wir schon gezeigt. Ausserdem
ist klar, dass aus diesen Aussagen auch (4) folgt.

Ist schlielich f in 2y reell differenzierbar, und gelten die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen, so beschreibt die totale Ableitung die Multiplikation mit
der komplexen Zahl g, (z0) + ih.(z0) = fu(z0). Also ist D f(z) C-linear. n

Bemerkung: Ist f in zy komplex differenzierbar, so ist

f'(20) = fa(20) = g2(20) + i ha(20)
= hy(20) — igy(20) = —i(gy(20) + ihy(20)) = —ify(20)-
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3.1.16. Beispiel

Sei f(z) := 2zZz. Dann ist f in 2y := 0 komplex differenzierbar und f’(0) = 0.
Aber f ist in keinem Punkt zy # 0 komplex differenzierbar, denn sonst wiére
dort auch die Funktion

1
k(z):=2z=—-f(2)
z
. . . 1 0 .
komplex differenzierbar. Es ist aber Ji(z) = 0 —1 /) Die Cauchy-

Riemannschen Differentialgleichungen sind nicht erfiillt!

Wir kommen jetzt zum zentralen Begriff der Vorlesung.

Definition

Eine Funktion f heifit in zy € C holomorph, wenn sie in einer offenen Umgebung
U = U(zy) C C definiert und komplex differenzierbar ist.

Komplexe Polynome sind auf ganz C holomorph. Eine durch eine Potenzreihe de-
finierte Funktion ist auf dem Konvergenzkreis der Reihe holomorph. Die Funktion
f(2) := 2Z ist zwar in z = 0 komplex differenzierbar, aber nirgends holomorph!

Funktionen, die auf einem Gebiet G C C komplex differenzierbar sind, sind dort
auch automatisch holomorph.

3.1.17. Satz
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph.

1. Nimmt f nur reelle oder nur rein imagindre Werte an, so ist f konstant.

2. Ist |f| konstant, so ist auch f konstant.

BeEwers: 1) Nimmt f = g + ih nur reelle Werte an, so ist h(z) = 0. Da f
holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen DGLn, und es ist g, = g, = 0.
Das ist nur moglich, wenn g lokal-konstant und daher iiberhaupt konstant ist. Also
ist auch f konstant. Im Falle rein imaginédrer Werte geht es genauso.

2) Sei |f| konstant. Ist diese Konstante = 0, so ist f(z) = 0. Ist aber [f| =: ¢ # 0,
so ist die Funktion ff = ¢? konstant und damit holomorph, und f besitzt keine
2

Nullstellen. Daraus folgt, dass f = 07 holomorph ist, und damit auch

Wegen (1) muss f dann konstant sein. .
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Wir setzen jetzt voraus, dass G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und
f'(2) # 0 fiir alle z € G ist. Wegen der Cauchy-Riemannschen DGLn ist dann

derDf(e) =det (9 ) = (02 (1) = £ >0

Das bedeutet, dass f — aufgefasst als Abbildung von R? nach R? — orientierungs-
erhaltend ist!

Holomorphe Funktionen lassen auflerdem Winkel invariant. Allerdings miissen wir
erst einmal erklédren, was darunter zu verstehen ist.

Sind z = r; - e’ und w = 7y - €2 zwei komplexe Zahlen # 0, so verstehen wir
unter dem Winkel zwischen z und w die Zahl

w { to — 11 falls to > 1

4('27“)) = arg (;) - 2w +t9 —t; sonst.

Der Winkel Z(z,w) wird also von z aus immer in mathematisch positiver Dreh-
richtung gemessen.

Sind a, 8 : [0,1] — C zwei glatte differenzierbare Wege mit «(0) = 5(0) = 2o, so
setzt man

L(e, B) := £('(0), 5'(0)).
Ist f eine holomorphe Funktion, so ist (f o a)’(0) = f'(«(0)) - &/(0).

Definition

Sei G C C ein Gebiet. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — C mit
nicht verschwindender Ableitung heifit in zy winkeltreu, falls fiir beliebige glatte
differenzierbare Wege «, # mit a(0) = 5(0) = 2, gilt:

L(foa, fof)=ZL(a,p).

Ist f lokal umkehrbar, iiberall winkeltreu und orientierungserhaltend, so nennt
man f lokal konform. Ist f sogar global injektiv, so nennt man f konform.

3.1.18. Satz

Ist f : G — C holomorph, mit stetigen partiellen Ableitungen, und f'(z) # 0 fir
z € G, so st f lokal konform.

BEWEIS: Ist f/(29) # 0, so ist auch det D f(29) = |f"(20)|? # 0. Sind auBerdem die
partiellen Ableitungen von f stetig, so folgt aus dem Satz {iber inverse Abbildungen,
dass es offene Umgebungen U = U(zp) und V' = V(f(20)) gibt, so dass f: U — V

ein Diffeomorphismus ist. Also ist f lokal umkehrbar.
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Wir miissen nur noch zeigen, dass f winkeltreu ist. Aber es ist

Ufoa,fod) = L(foa)(0L(foB)(0) = Z(f/(z0)-a'(0). f'(z0) - F(0)
Pl -0 _ B0y _
2 (Fow) = () = 40

Zum Schluss eine nicht ganz so triviale holomorphe Funktion!

Man kann sich die Frage stellen, ob es auch im Komplexen eine Umkehrfunktion
zur Exponentialfunktion gibt. Leider kann das nicht sein, denn es ist

exp(z + 2kmi) = exp(z) fir alle k € Z.

Genauer ist {z € C : exp(z) = 1} = 27 iZ. Immerhin gilt:

3.1.19. Satz
Sei a € R beliebig. Dann ist

exp:{z€C:a<Im(z)<a+2n}—C"

bijektiv.

BEWEIS: Sei a € R. Dann wird durch
Se:={2€C:a<Im(z) <a+2r}

ein Streifen parallel zur x-Achse definiert.

Im(z)
a—+ 2w Ry e
exp
Sa —>
a
Re(z)

1) Injektivitét:
Esist exp(z) =1 <= z=2min,n € Z.
Also gilt:

exp(z) = exp(w) = exp(z—w)=1

— zZz=w+2min
—> z und w nicht beide im gleichen Streifen .S,,.
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2) Surjektivitét:
Seiw =re't € C*, alsor > 0,0 <t < 27.
Wir setzen z := In(r) + it. Dann ist exp(z) = e+t = . it = qp,

Liegt 2z nicht im Streifen S,, so kann man ein k£ € Z finden, so dass z* := z+27ik
in S, liegt. Dann ist exp(z*) = exp(z) = w. ]

Definition

log ) == (exp o )7L Cr\Rye' — S,

heifit der durch a bestimmte Logarithmuszweig. Insbesondere heifit
log(z) = log(_,(2) der Hauptzweig des Logarithmus.

3.1.20. Satz

Ist z=r-e', mita <t<a-+2m, so ist log o) (2) definiert, und es gilt

log (o) (2) = In(r) + it.

Der BEWEIS ist klar.

3.1.21. Satz

log(2) ist eine holomorphe Funktion mit

log(1) =0, exp(log(z)) =2 und log'(z)=1/z.

BEWwWEIS: Die Funktion log ist auf der entlang der negativen reellen Achse aufge-
schlitzten Ebene C’ definiert. Die Zahl 1 liegt in dieser aufgeschlitzten Ebene, und
es ist log(1) = In(1) = 0. Nach Konstruktion ist exp(log(z)) = z auf ganz C'. Als
Umkehrabbildung zur komplexen Exponentialfunktion (deren Funktionaldetermi-
nante nirgends verschwindet und deren Ableitung wieder die Exponentialfunktion,
also stetig ist) ist log zumindest reell differenzierbar.

Sei zp € €' und wy := log(zp). Nach der Kettenregel im R? ist Dexp(wy) o
Dlog(zp) = idc, also exp(wp) - Dlog(zp)(v) = wv fiir alle v € C. Daraus folgt,
dass Dlog(zy) die Multiplikation mit der komplexen Zahl exp(wg)~!, also insbe-
sondere C-linear ist. Damit ist log in z; komplex differenzierbar und log'(zy) =
1/ exp(wgy) = 1/z. Das gilt fiir jeden Punkt 2z, € C'. .
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Wir kénnen noch eine weitere Beschreibung des Logarithmus geben. Aus der reellen
Analysis ist bekannt, dass folgendes gilt:

In(1+xz) = i (_1>n:z:”+1 = i ﬂxn,

n=0 n+l1 n=1 n
= (1)
bzw. In(z) = Z (x—1)"
n
n=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist = 1, also wird durch

Lw) =3 D

n

n=1

auf D;(0) eine holomorphe Funktion gegeben. Sei L(z) := L(z — 1).
Behauptung: Fiir [z — 1| < 1ist L(z) = log(z).

BEWEIS:

(_1)n_1wn—1

In Dy(0) ist  L'(z) =Y n- . = (~w)"t = HLw

n=1

Weil L auf D;(0) holomorph ist, ist L(z) = L(z — 1) holomorph auf D;(1), und es
ist I'(z) = L'(z — 1) = 1/2 = log/(2), also L(z) = log(z) + ¢, mit einer Konstanten
c. Setzen wir z = 1 ein, so erhalten wir ¢ = 0. .

Der Nullpunkt ist natiirlich ein uniiberwindliches Hindernis fiir den Logarithmus.
Warum man ihn aber nicht wenigstens auf C* = C\ {0} definieren kann, zeigt die
folgende Uberlegung;:

Ist 21(e) = re' und 2;(e) = re'®2 mit t; = —w+e und t, = T—¢, so streben beide
Punkte z;(¢) fiir e — 0 gegen die reelle Zahl —r. Aber log(z:(¢)) — log(zi(g)) =
i(m—e)—i(—m+¢e)=2(m—¢)i strebt fiir ¢ — 0 gegen 27i.

25(€) r

21 (€)

Die Zweige 10g(_, opn), k € Z, sind alle auf C’ definiert. Verschafft man sich fiir
jedes k ein Exemplar Gy von C’ und verheftet man jeweils Gy mit Gy entlang
der negativen reellen Achse und so, dass die Logarithmuswerte aneinander passen,
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so erhélt man eine wendeltreppenartige Fliache aus unendlich vielen Bléttern, die
Riemann’sche Fldche des Logarithmus, auf der eine globale Logarithmusfunktion
definiert werden kann.

Das Kochrezept zum Bestimmen des Logarithmus lautet folgendermaflen:

Ist eine komplexe Zahl z = r-e'* gegeben, mit 0 < ¢ < 27, so wihle man ein a € R,
so dass a < t < a + 27 ist. Wenn z nicht gerade auf der negativen reellen Achse
liegt, kann a = —7 oder a = 7 gewahlt werden. Dann ist

log(,)(2) = In(r) + it.

Liegt t zwischen 7 und 27, so liegt ¢t — 27 zwischen —7 und 7, und es ist log(_ﬂ)(z) =
Inr+ it —2mi.
3.1.22. Beispiele

A. Sei z = 2i. Dann ist 7 = 2 und ¢ = . Also kann a = —m gewihlt werden,
und es ist log(z) = log_y(2) = In(2) + i 3.

B. Sei z = —2i. Dann ist wieder r = 2, aber diesmal ¢t = 37“ Wir kénnen a =
wiihlen und erhalten: log . (z) = In(2) + i 3.

Nun ist zugleich z = 2-e~("/2)7 also auch log(_n)(2) = In(2) — i 7. Die beiden
verschiedenen Darstellungen entsprechen der allgemeinen Gleichung

108 q42m)(2) = loggy(2) + 2.

Da auch 0 < 37“ < 2w gilt, hitten wir auch a = 0 wihlen kénnen. Das ergibt
aber nichts neues. Es ist log)(2) = In(2) + i =uy

Jetzt kénnen wir auch beliebige Potenzen in C definieren.

Definition

Fiir komplexe Zahlen z und w mit z # 0 setzt man

2" = exp(w - log,(2)).
Dabei muss z im Definitionsbereich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen.
Wenn moglich, benutzt man den Hauptzweig.

Das ist eine seltsame Definition! Die Potenz z* wird im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt sein, im schlimmsten Fall gibt es unendlich viele Werte. Betrachten wir
einige Beispiele:
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1. Was ist i ' ? Benutzen wir die Bezichung i = e'2 und den Hauptzweig des
Logarithmus, so folgt:

i1 = exp(i - log_y(e'$)) = exp(i - 1 5) = 777 = 0.207879....

Es kommen aber noch unendlich viele andere Werte in Frage, namlich
e ™22k | e 7.

2. Die Wurzel aus einer komplexen Zahl z = re'! ist die Potenz

1
A2 = exp(§ “[log_n(2) + 2mik])

= exp(% n(r) 4+ it +27ik])

= exp(% In(r)) - exp(i (% + 7k))
= +r-e'z,

je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Das ist ein ganz verniinftiges
Ergebnis. Von den urspriinglich unendlich vielen Méglichkeiten bleiben nur
zwei iibrig.

3. Ahnlich ist es bei der n-ten Wurzel:
Zl/n _ C/F_ei%—l—i%w
= Ur-ew- (G k=0,...,n—1.
wobei (,, eine n-te Einheitswurzel bezeichnet.

In den bekannten Fallen kommt also auch Bekanntes heraus.
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3.2 Der Cauchy’sche Integralsatz

Zur Erinnerung: Eine (komplexwertige) Funktion f auf einem Intervall [a, b]
heiflt stickweise stetig, wenn es eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b gibt, so
dass f auf jedem der offenen Intervalle (¢;_i,t;) stetig ist und in den Punkten ¢;
einseitige Grenzwerte besitzt. f heiflt stickweise stetig differenzierbar, wenn f auf
[a, b] stetig und auf den abgeschlossenen Teilintervallen einer geeigneten Zerlegung
stetig differenzierbar ist.

Schon in Analysis 1 wurden Integrale von vektorwertigen Funktionen und als Spezi-
alfall Integrale von komplexwertigen Funktionen (von einer reellen Veranderlichen)
behandelt. Wir wiederholen hier einige FErgebnisse.

Definition

Sei f : [a,b] — C eine stiickweise stetige komplexwertige Funktion. Dann erklirt man das
Integral iiber f durch
b b b
/ Ft) dt ::/ Re f(t) dt + i/ T f(t) dt

Die Zuordnung f +— ff f(t) dt ist C-linear, und das Integral einer reellwertigen Funktion ist reell.
AuBlerdem gilt:

1. Ist f stetig und F' eine (komplexwertige) Stammfunktion von f auf [a,d], so ist

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
2. Ist ¢ : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar, so ist
@(b
/ ) dt = / e

3. Ist (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf [a, b], die gleichmifig gegen eine Funktion

f konvergiert, so ist
b
/ foyar=tim [ pa

V—00

b b
I/ f(t)dtlg/ |f(t)] dt.

4. Es gilt die Abschétzung

3.2.1. Beispiele

A. Sein€Z,n#0, f(t):=e' ™ und F(t) := € e'™. Dann ist F'(t) = f(t) und daher

i TL

b
/ eintdt:ieint b: i(einb_eina)
u in a in '
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B. Sei G C C ein Gebiet, f: G — C komplex differenzierbar und f’ stetig.

Ist « : [a,b] — C ein stetig differenzierbarer Weg, so ist auch f o « : [a,b] — C stetig
differenzierbar und

| #la)-ata= [ (7oay i = fa®) - fla@).

Man beachte, dass der Strich hier einmal die komplexe und einmal die reelle Ableitung
bezeichnet!

Im ersten Abschnitt haben wir die komplexe Differenzierbarkeit eingefiihrt, indem
wir den reellen Differentialquotienten einfach formal ins Komplexe iibertragen ha-

be df f(z) — f(20)
. z) — J{%0
/ = — = ]_ m —— .
Jz0) dz (20) ST o 20
Jetzt wollen wir versuchen, nach dem Muster der reellen Analysis auch komplexe

Integrale
q
JRCLE
p

einzufithren. Aber wie sollen wir das tun? Im Reellen muss der Integrand in allen
Punkten zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt definiert und in irgend einem
Sinne integrierbar sein. Im Komplexen gibt es keine Intervalle, bestenfalls die Ver-
bindungsstrecke. Ist aber etwa f eine stetige Funktion auf einem Gebiet G' und
sind p, ¢ Punkte aus G, so braucht die Verbindungsstrecke nicht komplett zu G zu
gehoren.

Dass G ein Gebiet ist, sichert aber auf jeden Fall die Existenz eines stetigen Verbin-
dungsweges von p nach ¢ innerhalb von G. Wir kénnen versuchen, die Funktion f
entlang eines solchen Weges zu integrieren. Leider erhalten wir dann eine zusétzli-
che Abhéangigkeit vom Integrationsweg. Welche Konsequenzen das hat, werden wir
untersuchen miissen.

Wir fiithren noch folgende Sprachregelung ein: Ein Integrationsweg in einem Ge-
biet G C C ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg « : [a,b] — G.

Definition

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige Funktion und
a : [a,b] — G ein Integrationsweg. Dann wird das komplexe Kurvenintegral
von f iiber « definiert durch

b
a

/af(z) dz ::/ Fa(t)) - o (t) dt.

Man kann das komplexe Kurvenintegral einer stetigen Funktion f iiber a0 natiirlich
schon dann bilden, wenn f nur auf der Spur |a| definiert ist.
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3.2.2. Satz
Das komplexe Kurvenintegral hat folgende FEigenschaften:

1. Ist @ : [e,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare, streng monoton wachsende
Parametertransformation, so ist

/Wf(z)dz:/a]f(z)dz

2. Fiir stetige Funktionen f1, fo und Konstanten cq,co € C ist
/(lel +caf2)(2)dz = c1 - / fi(z)dz + ¢z / fa(2) dz
3. Es gilt die Standardabschditzung:

M&@MASL<>mwu<n

€lal

wobei L« / |/ (t)| dt die Linge von « ist.

4. Sind f und f, stetige Funktionen auf |a| und konvergiert (f,) auf |o|
gleichmdf$ig gegen f, so ist

Aﬂ )d = lim [ f(2)d:

V—00

BeEwEIs: 1) Ist ¢ eine Parametertransformation, so ist

AﬂMz=f%mmmﬁ:fwmwmwwwm8
:/f (a0 p)(s)(o ) /f

2) Die Linearitét ist trivial.

3) Es ist
JEOLCE Mf w</v (1) dt.

Setzt man M := max|f( )|, so ist

/|f |;:<M /\a \dt = M- L{a).

u (4): Da « stiickweise stetig differenzierbar ist, gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass |o/(t)] < C auf [a,b] ist. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein vy, so
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dass gilt:
fu(z) — f(z <£ﬁirv21/0undze al.
C

Also ist
|foa(®)d/(t) — fla(t)a' )] = |f.(a(t) = fla@)] - /()| <e

fir v > vy und t € [a,b]. Das bedeutet, dass ((f, o «) - ) gleichméBig auf [a, b]
gegen (f o) - o konvergiert, und daraus folgt die Behauptung. .

3.2.3. Satz

Ist f: G — C komplez differenzierbar, f' stetig und « : [a,b] — G ein Integrati-
onsweg, so 1St

L/f@ﬁk:fmw»—fmm»

BEwEIS:  Wir haben diese Aussage schon oben in einem Beispiel bewiesen. "

Definition

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist
eine holomorphe Funktion F': G — C mit F' = f.

Bemerkung: Ist f : G — C stetig, so unterscheiden sich je zwei Stammfunktionen
von f hochstens um eine Konstante.

3.2.4. Beispiele

A. Sei zp # 0und a(t) :=t-z (fiir 0 <t < 1) die Verbindungsstrecke von 0 und
zp. Weiter sei f(z) := z". Dann ist

n+1

1 1
1
/f(z)dz:/ f(t-zo)-zgdt:zg+l-/ t" dt = PRy
a 0 0

Dieses FErgebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten. Setzt man

1
F(z):= - 1z”+1, so ist F'(z) = f(z) und daher

[ #6)dz = Fa(w) - Fla().

B. a(t) := zp+r-e' (fir 0 < ¢ < 27) ist die iibliche Parametrisierung der Kreis-
linie 0D, (2p). Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, benutzen
wir immer diese Parametrisierung.
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Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist folgende For-
mel:

n o ny. ) 2mi firn=-1
(z—z0)"dz := /(z —20)"dz = { 0 sonst.
aD,(z0) a

BEWEIS: Es ist

1 27r1 ) ) 2
/ dz:/ —e_'t-rie'tdt:i-/ dt = 2mi,
o Z— 20 o T 0
und fiir n # —1 ist
2w ) . 2
/(z—zo)”dz = / (re'Y" - rie'tdt = r"tti / el (ntDt gy
« 0 0

_ 7anJrli . 1 ei(nJrl)t 2m
i(n+1)

= 0.
0

Ist « : [a,b] — C ein Integrationsweg, so bezeichne — a den in umgekehrter Richtung

durchlaufenen Weg, parametrisiert z.B. durch

—a(t):=ala+b—1) (fiir a <t <D).

Mit ¢(t) :== a+ b —t gilt dann:

[ fyd: = [ flaow®)aop)()d

Sind « : [a,b] — C und f : [¢,d] — C zwei Integrationswege (i.a. mit a(b) = 3(c),
aber das muss nicht zwingend so sein), so bezeichne o+ den Weg, der entsteht,
indem man « und [ hintereinander durchlauft. Dann setzt man

/Mf(z) dz ::/af(z)dz—}-/ﬁf(z)dz‘

Bemerkung: Ist a(b) = B(c), so kann man o+ auf [a, b+ d — ¢] durch
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o a(t) fiira<t<b
(a+0)(1) ~—{ Bt—b+4c) firb<t<b+d—c

parametrisieren. Dann ist tatséchlich

b b+d—c
f(z)dz = / fla(t)d/(t) dt+/ fFBE=b+e)B(t—b+c)dt

a+

b
/ fla@)a'(d+ | F(8(s)8 (s)ds

/af(z)dz—i—/ﬁf(z)dz.

3.2.5. Beispiel
Wir betrachten die Wege o, 3,7 : [0,1] — C mit

a(t):=—1+2t, pB(t):=14it und ~(t):=(-14+2¢t)+ it.

14

Dann ist
1 1
/ zZdz = /(—1+2t)-2dt+/(1—it)-idt
at+3 0 0
2. (—t +12) ‘1+' (t— g2 ‘1
= -\ — I - - =
0 2 0
i 1
= 2.(-1+1 i (l—=) = i +=
(Cl+ 1)+ i (1=5) = i+3,
und

/Edz _ /01(—1+2t— 2+ i) dt

= (2+ i)~(—t+%t2) ;

. [ . 1
= (2+|)-(—1+1—§) = —|+§.

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Z hingt vom Integrationsweg ab!
Wir werden bald sehen, dass das daran liegt, dass f nicht holomorph ist.
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Definition

Sei G C C ein Gebiet. G heiit sternformaig beziiglich a € G, falls mit jedem
z € G auch die Verbindungsstrecke von a und z ganz in G liegt.

Jedes konvexe Gebiet ist sternférmig, aber die Umkehrung ist i.a. falsch. Sind G,
und G5 konvex und ist a € G1 N Ga, so ist G U G beziiglich a sternférmig.

Das ,Innere eines Dreiecks“ (die exakte Formulierung sei dem Leser iiberlassen)
nennen wir ein Dretecksgebiet. Offensichtlich ist jedes Dreiecksgebiet konvex,
und der Rand ist stiickweise stetig differenzierbar. Nimmt man den Rand hinzu, so
spricht man von einem abgeschlossenen Dreieck.

3.2.6. Satz

Sei G C C ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, f : G — C stetig. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. FEs st / f(z)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als
OA
Eckpunkt hat.

BEWEIS:
(1) = (2): Triviall

(2) = (1):Fiir z € G sei F(z) := / f(¢)d¢, wobei a, : [0,1] — G die Verbin-

dungsstrecke von a und z bezeichnet.

Zu zeigen bleibt: F' ist auf G komplex
differenzierbar, und es ist F' = f.

Dazu betrachten wir einen Punkt zy €
G und wihlen eine offene Kreisscheibe
D um zj, die noch ganz in G enthalten
ist. Fiir z € D sei w,(t) := zo+t-(2—20)
die (in D enthaltene) Verbindungsstre-
cke zwischen zp und z. Weiter sei o :=
Oz -

Dann ist 7 := a4+ w, — a, ein geschlos-
sener Weg, und es gilt:
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O:/Wf(g)dCZ/f d<+/f ¢ — /f

= F(z)— F(z) + /fzo—l—tz—zo)) (z — z) dt
— Fle0) = P+ AG) - (2 - 20),

mit A(z / f(zo+1t(z—2p)) dt. Offensichtlich ist A(zy) = f(z0), und fiir z € D
ist
1
AG) = AGl = | [ UGo+ e = 20) = fGol ]|

< max|f(z0 + 1z — ) = £

Da f stetig ist, folgt hieraus auch die Stetigkeit von A in zy. Damit ist alles bewie-
sen. .

3.2.7. Satz von Goursat

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und A\ C G ein
abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

f(z)dz=0.
on

BEWEIS: Wir schreiben A = A©®. Indem wir die Seiten von A halbieren, unter-
teilen wir A in 4 kongruente Teildreiecke Aﬁ”, ceey Af).

_ (1)
Sei 7y 1= Z 0A}”. Dann ist /f )dz = Z /A“) 2)dz = /(M(O) f(z)dz,

denn die Integrale iiber die Strecken im Innern des Dreiecks heben sich gegenseitig
auf, da sie jeweils doppelt mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten.
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Also ist
[ fol =1 [ sGra| <aoma| [ seyaz]

OA(0) aA’(:)

Nun wé&hlt man unter den Dreiecken Agl), e ,Afll) dasjenige aus, bei dem der
Betrag des Integrals am groBten ist, und nennt es A, Dann ist

}/E)A(())f(z)dd §4-’/8A(1)f(z)dz‘.

Wiederholt man diese Prozedur, so erhédlt man eine Folge von Dreiecken
A=AYD>5AD S5 A 5
mit

| / f(z)dz| < 4™ f(z)dz | und L(OA™) = 27" L(9A).
0A AA(M)

Da alle A® kompakt und nicht leer sind, enthilt ﬂ A™ einen Punkt 2o (man
n>0

kann eine gegen z, konvergente Folge konstruieren), und da der Durchmesser der

Dreiecke beliebig klein wird, kann es auch nur einen solchen Punkt geben.

Jetzt kommt der entscheidende Trick dieses Beweises! Wir nutzen die komplexe
Differenzierbarkeit von f in zy aus:

Es gibt eine in z; stetige Funktion A, so dass gilt:
L. f(z) = f(z0) + (2 — 20) - (f"(20) + A(2))-

Die affin-lineare Funktion A(z) := f(20) + (2 — 20) - f'(20) hat auf G eine Stamm-
funktion, ndmlich

AR = (fle) = 20 Fe) 24 202
Also ist / A(z) dz = 0 fur alle n. Daraus folgt:
8A(n)
| f(z)dz| = | (2 = 20) A(2) dz|
oA dA™M)
< L(OA™) - max(|z — 2] - |A(2)])

NG
< LOA™)? . max(|A(z)].
oA

Setzt man alles zusammen, so erhélt man:
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|| f(2)dz| < 47| f(z)dz|
0A OA ()
< gn. (n)\2
< 4% L(OA™)" - max|A(z)]
= L(0A)* max|A(z2)].
PING)
Fiir n — oo strebt die rechte Seite gegen 0. "

Der Satz von Goursat lésst sich noch ein wenig verschérfen.

3.2.8. Satz von Goursat in verschiarfter Form

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele Punkte
holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck N C G :

f(z)dz=0.
on

BEwEIs: Wir kénnen annehmen, dass f iiberall bis auf einen einzigen Ausnah-
mepunkt zp holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Félle:

1. Fall: z, ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgendermaflen in drei Teildreiecke:

Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt, dass (2)dz = f(z)dz =
8&2 8A3
0 ist, also

” f(z)dz = f(z)dz,

[sJANY

unabhéngig davon, wie z; und z; gewéhlt werden. Dann ist
|| f(z)dz| < L(OA) - sup|f(2)],
N A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn z; und 2] gegen z, wandern.

2. Fall: zj liegt auf einer Seite von A, ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt man
A in zwei Teildreiecke, auf die beide jeweils der erste Fall anwendbar ist:
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Liegt zp aulerhalb A, so ist iiberhaupt nichts zu zeigen. "

3.2.9. Satz

Set G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann besitzt [ auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS:  Sei G sternformig beziiglich a € G. Nach dem verschirften Satz von
Goursat ist [, f(2) dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, insbesondere
also fiir jedes Dreieck, das a als Eckpunkt hat. Aber dann besitzt f eine Stamm-
funktion. u

Hinwels: Wir haben im Beweis nicht direkt die Holomorphie von f benutzt, son-
dern nur die Tatsache, dass das Integral iiber f und den Rand eines abgeschlossenen
Dreiecks in G verschwindet!

Nun folgt:

3.2.10. Cauchy’scher Integralsatz (fiir Sterngebiete)

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/a £(=)dz = 0.

BEWEIS:  f besitzt eine Stammfunktion, und daraus folgt die Behauptung. n
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3.2.11. Lemma

Sei R > 0 und f : Dgr(zy) — C holomorph
auferhalb des Punktes zy € Dg(2), 21 # 2o-

Wir wdhlen ein r mit 0 < r < R und ein
e >0, so dass noch D.(z1) C D,(2) ist.

Dann ist

dz = dz.
/a L /aDMf(Z) :

BEwEIS:  Wir zeigen, dass die Differenz der Integrale verschwindet. Dazu fassen
wir die ,, Differenz“ der Integrale als Summe zweier Integrale iiber geschlossene Wege
auf, auf die sich jeweils der Cauchy’sche Integralsatz anwenden lasst:

BLS

Bezeichnen wir die beiden Verbindungsstrecken vom kleinen inneren Kreis zum
grofien dufleren Kreis (von oben nach unten orientiert) mit o und 7 und die positiv
orientierten Teil-Kreislinien mit aq, s und [y, B2, so gilt:

(ﬁl+0'— 061+T)+(62— T— Qip— O') = <ﬁ1+/62)— (Oé1+042).

Die beiden geschlossenen Wege auf der linken Seite der Gleichung verlaufen je-
weils in einem sternférmigen Gebiet, in dem f holomorph ist. Nach Cauchy ist das
Integral iiber diese Wege = 0, und daraus folgt auch schon die Behauptung. "

Definition

Sei G C C ein Gebiet und B C G eine offene Teilmenge. Wir sagen, B liegt
relativ-kompakt in G (in Zeichen: B CC G), wenn B beschrénkt und B C G
ist.
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3.2.12. Folgerung
Ist D C C eine Kreisscheibe und z € C\ 0D, so ist

d¢ [ 2mi  falls z € D,
ap C— 2 o 0 sonst.

BEWEIS: 1) Sei ¢ > 0 so gewahlt, dass D.(z) CC D ist. Fiir ¢ # z ist f(() :=
1/(¢ — z) holomorph. Also ist

/az) Cd—CZ N /8D6(z) Cd—CZ =

2) Ist z € C\ D, so gibt es eine Kreisscheibe D' mit D cC D' und z € C\ D'.
Dann ist f(¢) auf D’ holomorph, und das Integral verschwindet auf Grund des
Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete. "

Definition

Ein Gebiet G C C heilit einfach-zusammenhdngend, falls jede holomorphe
Funktion f: G — C eine Stammfunktion besitzt.

3.2.13. Satz

1. Jedes sternformige Gebiet ist einfach-zusammenhdngend.

2. Sind Gy und Gy einfach-zusammenhdngende Gebiete und ist G1 N Gy # &
zusammenhdngend, so ist auch G1 U Gy einfach-zusammenhdngend.

BEwEIs: 1) ist klar, auf Grund des Cauchy’schen Integralsatzes.

2) G := G1 U Gy ist wieder ein Gebiet. Sei f : G — C holomorph. Dann gibt es
Stammfunktionen F) von f|g,, fiir A = 1,2. Auf G; NGy ist dann (F; — Fy)'(2) =0,
also Fi(z) — Fy(z) = ¢ konstant. Sei

o Fi(z) auf Gy,
F(e) = { Fy(z) + ¢ auf Gs.

Offensichtlich ist F' holomorph auf G und F’ = f. "

Bemerkung: Man kann einfach-zusammenhingende Gebiete auch rein topolo-
gisch charakterisieren. Das gibt dem folgenden Satz seinen Sinn.
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3.2.14. Cauchy’scher Integralsatz
(fiir einfach-zusammenhingende Gebiete)

Sei G C C ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet und f : G — C holomorph.
Dann gilt fir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/a f(2)dz = 0.

BEwEIs: Triviall -

3.2.15. Satz

Sei G C C ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet, f : G — C holomorph,
f(2) # 0 auf G und f" holomorph. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h auf
G, so dass exp(h(z)) = f(2) fir alle z € G gilt.

BEWwWEIS:  Weil f’/ f holomorph auf G ist, gibt es eine Stammfunktion " von f’/f.
Sei H := (expoF')/f. Dann ist

exp(F(2)) - F'(2) - f(2) — exp(F(2)) - ['(2)

H'(z) = = 0 fiir alle z € G,
) ek
also H(z) = ¢ konstant. Deshalb ist exp(F'(z)) = ¢- f(2) und ¢ # 0. Man setze
h(z) := F(z) —log(c), mit einem geeigneten Logarithmus. Dann ist e = f. n
Definition

Sei G C C* ein Gebiet. Eine Logarithmusfunktion auf G ist eine stetige
Funktion L : G — C, so dass exp(L(z)) = z auf G gilt.

3.2.16. Satz
Sei G C C* ein Gebiet.

1. Ist L : G — C eine Logarithmusfunktion, so ist L holomorph und L'(z) =
1/z.

2. Je zwei Logarithmusfunktionen auf G unterscheiden sich um ein ganzzah-
liges Vielfaches von 2mi .

3. Ist G C C* einfach-zusammenhdingend, so gibt es auf G eine Logarithmus-
funktion.
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BeEweEls: 1) Da exp lokal injektiv ist, folgt wie bei den schon behandelten Loga-
rithmuszweigen, dass L komplex differenzierbar und L'(z) = 1/z ist.

2) Ist exp(Ly(z)) = exp(Le(z)) = z auf G, so ist Ly — Ly holomorph und (L; —
Ly)'(z) =0, also Ly(z) — La(2) = ¢ auf G. Andererseits nimmt L; — Ly nur Werte
in 2717 an. Daraus folgt die Behauptung.

3) Die Funktion f(z) := z ist holomorph und ohne Nullstellen auf G. Wir haben
oben schon gezeigt, dass dann eine holomorphe Funktion L mit exp(L(z)) = z ist.
Also ist L eine Logarithmusfunktion. n

Wir wollen jetzt zeigen, dass der Wert einer holomorphen Funktion f an einer Stelle
2o durch das Integral iiber f und einen geschlossenen Weg um zy herum berechnet
werden kann.

3.2.17. Die Cauchy’sche Integralformel

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und r > 0, so dass
D := D,(z) CC G ist.

Dann qilt fir alle z € D :

BEwEIs:  Wir kénnen ein € > 0 finden, so dass auch noch D' := D,,.(z) C G
ist.

D/

Sei z € D beliebig vorgegeben. Da f in G holomorph ist, gibt es eine in z stetige
Funktion A, auf G, so dass fiir alle ¢ € G gilt:

F(Q) = f(z) +A.(Q) - (€ —2).

Dann ist
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[ (O = F(2)/((—=) falls(#2
A(¢) = { () falls ¢ = 2.

Nachdem A, iiberall stetig und auflerhalb z sogar holomorph ist, konnen wir auf
der sternformigen Menge D’ den Cauchyschen Integralsatz auf A, und den ge-
schlossenen Weg 0D C D’ anwenden:

- _ [ Q=1
"= /émAZ(OdC B oD (—=z e

— /8 &dg_f(z)./a L:/@ &dg—f(z)-%ri.

DC_Z DC—Z D(—Z

Beim Beweis der Cauchyschen Integralformel ist nun ganz deutlich die komplexe
Differenzierbarkeit eingegangen. Dementsprechend hat der Satz Konsequenzen, die
weit iiber das hinausgehen, was man von einer reell differenzierbaren Abbildung
erwarten wiirde.

3.2.18. Beispiele

dz berechnet werden.

A. Es soll das Integral /
dD3(0) 22 + 2z

Indem man den Nenner in Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzer-
legung durchfiihrt, bringt man das Integral in die Form, die auf der rechten
Seite der Cauchyschen Integralformel steht:

# 1/2 1/2
/ 2 ‘ dz = / [L — / ] -e¥dz
aDs(0) #° + 22 aDs(0) L z+2

1 z 1 #
_ 1 / gl / _ g
2 Jops0) 2 2 Jops) 2 — (—2)

1
= 2mi -5-[60—672] = 7mi(l—e?).

B. Sei C = 8D1(% i ). Dann liegt i im Innern von C, und —i nicht. Daher gilt:

/ dz 1 dz 1 dz
c22+1 2 Joz—i 20 Joz4i

27i —0] = 7.

1
2i
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3.3 Der Entwicklungssatz

Wir kommen jetzt zur wichtigsten Folgerung aus der Cauchy’schen Integralformel.
Der sogenannte ,, Entwicklungssatz® ist hochst iiberraschend und lédsst die holomor-
phen Funktionen in ganz neuem Licht erscheinen. Entdeckt wurde er von Taylor
und Cauchy beim Versuch, die Taylor-Entwicklung von komplex differenzierba-
ren Funktionen zu berechnen. Die Motivation erwuchs also aus der Idee, bekannte
Sachverhalte aus dem Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Cauchys Integralformel
lieferte schlieSlich das passende Hilfsmittel.

3.3.1. Entwicklungs-Lemma

Sei a : [a,b] — C ein Integrationsweg, f : |a| — C stetig, zg € C\ |a| und
R := dist(z, |a).

Dann gibt es eine Potenzreihe p(z Z an(z — , die im Innern von Dg(z)

absolut und gleichmdfig gegen die auf@\ || definierte Funktion

T omi /(—de

konvergiert. Die Koeffizienten a,, gentigen der Formel

_ 1 f(©)

Insbesondere ist F' holomorph auf C\ |«|.

BEwEIs: Ist ¢ € |a| und z € Dg(zp), so ist |z — 29| < R < |( — zo|. Wir kénnen
den folgenden ,, Trick mit der geometrischen Reihe® anwenden:

1 1

(-2 (€ —20) — (2 — 20)
1 1

(—z2 1—(z—2)/(C—z)

[e.9]

B I z—2\"
- (=)

0

Da f auf der kompakten Menge || beschriankt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0, ist
C
<

Die Reihe iiber die Terme auf der rechten Seite konvergiert fiir jedes feste z €
Dr(zp). Nach dem Weierstra3-Kriterium konvergiert dann (fiir festes z) die Reihe
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1295 (=2) -5 LY -

n=0 n=0

absolut und gleichméfig in ¢ auf |«|. Da die Partialsummen stetig in ¢ sind, kann
man Grenzwertbildung und Integration vertauschen und erhélt:

895 2 o

Die Reihe konvergiert fiir jedes z € Dg(z2o).

_ 1 f(Q)
T o /a (€ — zo)"*! @

Dann konvergiert die Reihe Zan(z — 2p)" absolut und gleichméfig im Innern
n=0

von Dg(z9) gegen F(z). Da man diese Konstruktion in jedem Punkt zg € C\ ||

durchfithren kann, ist F' iiberall holomorph. "

Wir setzen

Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:

3.3.2. Entwicklungssatz von Cauchy
Sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph und zy € G. Ist R > 0 der Radius

der griofiten (offenen) Kreisscheibe um zy, die noch in G hineinpasst, so gibt es
eine Potenzreihe

Mg

an(z — 20)",

n=0

die fir jedes v mit 0 < r < R auf D,(zo)absolut und gleichmdfig gegen f(z)
konvergiert. Fiir jedes solche r ist
/ n+1 dC’

3DT (20)

und die Funktion f ist auf G beliebig oft komplex differenzierbar.

BEWEIS:  Sei 0 < r < Rund a(t) := zp+re't, 0 <t < 27. Dann ist f auf |a stetig
und man kann das Entwicklungs-Lemma anwenden. Es glbt eine Potenzrelhe p

die im Innern von D,.(zy) absolut und gleichméfig gegen F(z) := — / = dC
konvergiert. Die Koeffizienten der Reihe sind durch die Formel

_ b _ SO
n = 27| / (¢ — zp)"t1 dq

0D, (z0)
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gegeben.

Nach der Cauchyschen Integralformel ist aber F'(z) = f(z), und es ist klar, dass
die Koeffizienten a,, nicht von r abhéngen. .

3.3.3. Folgerung (Hohere Cauchy’sche Integralformeln)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft
komplez differenzierbar, und fir zo € G, D := D,(2)) CC G und z € D st

k!
fP@) =5~ / %dg fir k € N.
0D, (z0)

BEwEIS: Ist z € D, so gibt es nach dem Entwicklungslemma eine Potenzreihe
p(w) =>77 s a,(w—2)", die auf einer Umgebung U = Us(z) gegen die holomorphe

1
Funktion F(w) := o / Cf(o d( konvergiert. Dabei ist
T Jogp § — W

0 - ! / f(¢) dc.
o

T ori p (¢ — z)ntt

Nach der Cauchy’schen Integralformel ist aber f(w) = F(w) = p(w) fir w € U,
und daher f*)(2) = p*)(2) = a;, - k. Daraus folgt:

fP) 1 f(€)
Kl 2mi /éyD (¢ — z)kt1 dc.

Das gilt fiir jedes z € D und k € N. .

Definition

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heifit in 2y € G in eine
Potenzreihe entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so dass D := D,(z)) CC G
ist und f auf D mit einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiit auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe
entwickelbar ist.

Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte
aber, dass man i.a. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

3.3.4. Satz von Morera
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und f(2)dz = 0 fir jedes abge-
EIN

schlossene Dreieck /N C G. Dann ist f holomorph auf G.
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BEWEIS:  f besitzt zumindest lokal stets eine (holomorphe) Stammfunktion F.
Aber F' ist beliebig oft komplex differenzierbar, und dann ist auch f = F’ holo-
morph. .

Fassen wir nun zusammen:

3.3.5. Theorem

Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen iiber eine Funktion f : G — C sind
dquivalent:

1. f ist reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.
f st komplex differenzierbar.

f st holomorph.

f st beliebig oft komplex differenzierbar.

f ist analytisch.

S & e

f st stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f st stetig, und es ist f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck /\
BN
in G.

Wir haben eine erstaunliche Entdeckung gemacht. FEine einmal komplex differen-
zierbare Funktion ist automatisch schon beliebig oft komplex differenzierbar. Das
ist ein grofler Unterschied zur reellen Theorie!

Und wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch
viele andere bemerkenswerte Eigenschaften auf.

3.3.6. Satz

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auflerhalb von zy € G sogar
holomorph. Dann ist f auf ganz G holomorph.

BEWEIS:  Aus den Voraussetzungen folgt, dass f lokal immer eine Stammfunktion
besitzt. "

3.3.7. Riemann’scher Hebbarkeitssatz

Sei G C C ein Gebiet, zg € G und f auf G\ {20} holomorph. Bleibt f in der
Ndihe von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, die auf
G\ {z0} mit f tbereinstimmit.

BEWEIS: Wir benutzen einen netten kleinen Trick:
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Sei  F(z) = { F(2)- (2 —z0) fiir 2 # 2,

0 fiir z = 2.

Wegen der Beschrianktheit von f ist F' stetig in G. Aulerdem ist F' natiirlich
holomorph auf G \ {z}. Beides zusammen ergibt, dass F' auf ganz G holomorph
ist. Also gibt es eine Darstellung

F(z) = F(z) + A(2) - (z — 20),

mit einer in zj stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) auBerhalb von z; holomorph
ist, muss A sogar auf ganz G holomorph sein. Wir kénnen f := A setzen. .

Jetzt untersuchen wir die Nullstellen einer holomorphen Funktion.

3.3.8. Satz

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zy € G und f(z) = 0. Dann
ist entweder f*)(zy) = 0 fiir alle k € Ny, oder es gibt ein k > 0, eine offene
Umgebung U = U(zy) C G und eine holomorphe Funktion g : U — C, so dass
qgilt:

1. f(2) = (2 — 20k g(2) firzeU.

2. g(20) #0
Die Zahl k st eindeutig bestimmt durch
f(z0) = f(20)=...= f(k’l)(zo) =0 und f(k)(zo) + 0.

BEwEIs:  Wahlt man fiir U eine kleine Kreisscheibe um zg, so hat man auf U eine

Darstellung
= Z an(z — 29)"
n=0

Da f(zy) = 0 ist, muss ay = 0 sein. Ist nicht a = 0 fiir alle k, so gibt es ein kleinstes
k > 1, so dass ag # 0 ist. Dann ist

o0

f(z)=(z— zo)k -g(z), mitg(z Z Amik(z — 20)™

m=0

Mit Hilfe des Lemmas von Abel sieht man sofort, dass die Reihe fiir g(z) ebenfalls
auf U konvergiert. Das ergibt die gewiinschte Darstellung, und auBerdem ist g(zy) =

ak%O

Weiter ist .
=0 firn=0,....k—1
(n) — nl ) )
f7(z0) = nlan { #0 furn==k.
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Dadurch ist k auch eindeutig festgelegt. "
Die Zahl k£ nennt man die Ordnung der Nullstelle von f in z,.

Von besonderer Bedeutung ist der

3.3.9. Identitiatssatz

Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, dass G zusammenhdngend ist!). Fir zwei
holomorphe Funktionen f,q: G — C ist dquivalent:

1. f(z) = g(2) fir alle z € G.

2. f(2) = g(2) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen
Haufungspunkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt zy € G, so dass f%)(z) = g (20) fiir alle k € Ny ist.

BEwEIS: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (3): Ist 29 € G Haufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge
(z,) in M, die gegen zy konvergiert. Wegen der Stetigkeit ist

f(z) = lim f(z,) = lim g(2,) = g(20).

Es reicht, zu zeigen: Ist h holomorph und A(z) = 0 fiir alle z € M U {z}, so ist
h®) () = 0 fiir alle k € Ny. Wenn Letzteres nicht erfiillt ist, gibt es ein k und eine
holomorphe Funktion ¢, so dass h(z) = (z — 29)¥ - ¢(2) und ¢(z) # 0 ist. Dann
wére aber auch ¢(z,) = 0 fiir alle » und damit g(zy) = 0. Widerspruch!

(3) = (1): Seih:=f—gund N :={z € G| h¥(z) = 0 fiir alle k € Np}.
Dann liegt z in N, also ist N # &. Auflerdem ist N offen: Ist ndmlich wy € N, so

sind in der Potenzreihenentwicklung von h in wy alle Koeffizienten = 0, und das
bedeutet, dass h auf einer ganzen Umgebung von wy identisch verschwindet.

Andererseits ist auch G\ N offen, denn es gilt:
G\N = {ze G| IkeN;mit h®(2) # 0}
= Ulzea[n¥() #0},
k

und das ist eine Vereinigung offener Mengen.

Die charakteristische Funktion von NN ist demnach auf GG eine lokal-konstante Funk-
tion, und da G ein Gebiet ist, muss sie konstant sein. Also ist G = V. "

Die Menge M, die im Satz vorkommt, kann z.B. eine kleine Umgebung U eines
Punktes zp € G sein. Der Identitéitssatz sagt: eine holomorphe Funktion auf G
ist schon durch ihre Werte auf U festgelegt. Das zeigt eine gewisse Starrheit der
holomorphen Funktionen. Wackelt man im Lokalen an ihnen, so wackelt stets die
ganze Funktion mit!



46 3 Funktionentheorie

3.3.10. Folgerung

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht die Nullfunktion, so
ist {z € G| f(z) =0} in G abgeschlossen und diskret*in G.

Die Cauchysche Integralformel zeigt, dass der Wert einer holomorphen Funktion in
einem Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt
sind. Noch deutlicher kénnen wir das durch die folgende Formel ausdriicken:

3.3.11. Mittelwerteigenschaft
Ist f holomorph auf dem Gebiet G, zy € G und D,(zy) CC G, dann ist

2T
f(z0) = %/0 f(zo +re't)dt.

Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchy-
sche Integralformel einzusetzen.

3.3.12. Maximumprinzip
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt |f| in G ein lokales

Mazimum, so ist f konstant.

BEwEIs:  Wenn |f| in zy € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so
dass | f(2)] < |f(z0)] fiir |z — 20| < 7 ist.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt fiir 0 < o < r:

u%ﬂ<ié|ﬂ%+wmﬁsv%n

- 27

Dann muss natiirlich iiberall sogar das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

2
| Ut + o) = 1) de =0,
0
Da der Integrand iiberall < 0 und p < r beliebig ist, folgt:

|f(2)| = |f(z0)| fiir |z — 20| < 7.

Also ist |f| auf D,(z) konstant, und dann natiirlich auch f selbst. Schlieflich
wenden wir den Identitédtssatz an und erhalten, dass f auf ganz G konstant sein
muss. .

2Eine Teilmenge D eines topologischen Raumes X heifit diskret in X, falls es zu jedem Punkt
2 € D eine Umgebung U gibt, so dass U N D = {«} ist.
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Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Eine nicht-konstante holomorphe Funktion nimmt nirgendwo in threm Definitions-
bereich ein lokales Mazimum an (worunter stets ein Maximum von |f| zu verstehen
wire).

3.3.13. Folgerung

Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und holomorph auf G, so
nimmt | f| sein Mazimum auf dem Rand von G an.

BEWEIS:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muss | f| irgendwo auf
G sein Maximum annehmen. Wegen des Maximumprinzips kann das nicht in G
liegen. Da bleibt nur der Rand. "

3.3.14. Minimumprinzip

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und ohne Nullstellen. Besitzt
|f| in G ein lokales Minimum, so ist f konstant.

Der triviale BEWEIS sei dem Leser iiberlassen.

3.3.15. Cauchy’sche Ungleichungen
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und r > 0 mit D,(zy) CC
G. Dann gelten die folgenden Abschditzungen:

1. < .
[F(z0)l < max |f]

4 -
. < -
2 G = Jnax. |f| fiir 2 € Dyja(z0).

BEwEIs: 1) folgt sofort aus dem Maximumprinzip.

2) Fiir z € D, /2(20) gilt die Cauchy’sche Integralformel
1 f(©)
f/ zZ) = —/ d<
=) 211 Jop, () (¢ — 2)?
Fiir ¢ € 0D, (z) ist | — z| > r/2. Also ergibt die Standardabschéitzung:
1

]f()\<— 27T7°-H1&X’ f(C) |

27 aD(z0) (¢ — 2)?

4
< - max| .
T 9Dy(z0

Das ist die gewiinschte Ungleichung. "
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3.3.16. Satz von Liouville
Ist f auf ganz C holomorph und beschrdnkt, so ist f konstant.

BEWEIS:  Sei |f(2)] < C fiir alle z € C. Aus der zweiten Cauchy’schen Unglei-
chung folgt:

4 4C
£ < 5 max |f] < 57, i 2] < /2

Dann ist aber f'(z) = 0 auf jeder festen Kreisscheibe um Null, also sogar auf ganz
C. Und f selbst ist konstant. .

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten
und sich bewusst machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen wir in kurzer Zeit hergeleitet haben!

Definition

Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion.

Beispiele sind die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus, vor allem aber
die Polynome.

3.3.17. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BEwEIS:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1
ohne Nullstellen. Es sei p(z) = a,2" + 12" ' + -+ - + a1z + ag mit a,, # 0. Dann
ist

1
z) = —
7] p(2)
eine ganze Funktion, und fiir z # 0 ist
1 1
Z2)=—+——-,
o=

mit dem Polynom ¢(w) := a, + a,_yw + - - - +a;w™ ' + agw™. Wegen ¢(0) = a,, # 0
ist ] ]

lim f(z) = lim — - —= =0.
Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion und nach Liouville konstant, im Ge-

gensatz zur Annahme. "

Hieraus folgt per Induktion, dass jedes Polynom vom Grad n > 1 genau n Null-
stellen (mit Vielfachheit gezéhlt) besitzt und daher in n Linearfaktoren zerfillt.
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3.3.18. Konvergenzsatz von Weierstrafl

Ist (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf einem Gebiet G, die lokal
gleichmdf$ig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f holomorph
und (f!) konvergiert auf G lokal gleichmdfig gegen f'.

BEwEIs: Die Grenzfunktion f ist auf jeden Fall stetig. Sei A ein abgeschlossenes
Dreieck in G. Dann konvergiert (f,,) auf 0A gleichméfig, und man kann den Satz
iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung anwenden:

f(z)dz=lim [ fu(z)dz=0.
oAn oA

Also ist f nach dem Satz von Morera holomorph.

Sei zyp € G beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass es eine offene Umgebung U =
U(zg) C G gibt, so dass (f}) auf U gleichméfig gegen f’ konvergiert. Dazu sei
r > 0 so gewihlt, dass D,(2p) CC G ist, und dann U := D, 5(29) gesetzt.

Sei € > 0 vorgegeben. Fiir z € U und beliebiges n € N gilt:

4
! !

_ < Z. — fl.

[fa2) = FE) < - max [ fo = f]
Man kann ng so grof3 wihlen, dass me(tx)] fn—fI< 2 -¢ fir n > ng ist. Aber dann

r{20
ist |f/(2) — f'(2)] < e fiir 2 € U und n > ng. Das heifit, dass (f) lokal gleichméfBig
gegen f' konvergiert. .
Definition

1. Seien By, By zwei offene Mengen in C, f : B; — C holomorph mit f(B;) =
Bs. f heifit biholomorph, falls f sogar bijektiv und f~! holomorph ist.

2. Eine holomorphe Funktion f : G — C heifit in 2y € G lokal biholo-
morph, falls es eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine offene
Teilmenge V' C C gibt, so dass f|y : U — V biholomorph ist.

3. f heiBt auf G lokal biholomorph, falls f in jedem Punkt z € G lokal
biholomorph ist.

Offensichtlich gilt: Ist G C C ein Gebiet und f : G — C injektiv und lokal biholo-
morph, so ist f(G) ebenfalls ein Gebiet und f : G — f(G) biholomorph.

3.3.19. Satz

FEine holomorphe Funktion f : G — C ist genau dann in zg € G lokal biholo-
morph, wenn f'(zo) # 0 ist.
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BEWEIS:

1) Ist f(z9) = wp und f in z lokal biholomorph, so gibt es offene Umgebungen
U = U(z) und V = V(wy), sowie eine holomorphe Funktion g : V' — U, so dass
go fly =idy ist. Aber dann ist 1 = (g o f)(z0) = ¢'(wo) - f'(20), also f'(2) # 0.

2) Sei umgekehrt f holomorph und f’(z9) # 0. Da f’ holomorph und damit ins-
besondere stetig ist, besitzt f auf einer offenen Umgebung U = U(z) eine reell
differenzierbare Umkehrung g.

Auf U ist f'(z) # 0. Sei z € U und f(z) = w. Dann ist Df(z) o Dg(w) = idc,
also f'(2) - Dg(w)(v) = v und Dg(w)(v) = (1/f'(2)) - v. Das ist eine C-lineare
Abbildung, also ist g in w komplex differenzierbar. "

3.3.20. Satz von der Gebietstreue

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung,
so ist auch f(G) ein Gebiet.

BEWEIS: Das stetige Bild einer zusammenhéngenden Menge ist wieder zusam-
menhédngend. Wir miissen also nur zeigen, dass f(G) offen ist.

Sei zp € G und g(z) = f(2) — f(z0), also g(z9) = 0. Es reicht zu zeigen, dass 0
innerer Punkt von g(G) ist.

Nach dem Identitatssatz gibt es eine Kreisscheibe D = D,.(z9) C G, so dass g(z) # 0
auf 0D ist. Sei € := {1 mingplg| > 0. Ist w € D.(0) und h(z) := g(z) — w, so ist
|h(z0)] = |w| < e. Fiir z € 9D ist andererseits |h(z)| > |g(2)] — |w| > 2e —e = ¢.
Das bedeutet, dass |h| ein Minimum in D annimmt. Aus dem Minimumprinzip
folgt nun, dass h eine Nullstelle in D besitzt. Also gibt es ein z € D mit g(2) = w.
Damit ist D.(0) C g(D) C ¢g(G). .

Und jetzt kommt noch ein weiterer erstaunlicher Satz:

3.3.21. Satz
Sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph und injektiv.
Dann ist f'(z) # 0 fir alle z € G, also insbesondere f : G — f(G) biholomorph.

BEWwEIS: Da f” holomorph und nicht identisch Null ist, ist die Menge A := {z €
G | f'(z) = 0} diskret in G. Weiter wissen wir schon, dass f(G) ein Gebiet und
f: G — f(G) stetig, offen und bijektiv ist, also ein Homéomorphismus. Daher ist
auch M := f(A) diskret in f(G). Da f : G\ A — f(G)\ M bijektiv und lokal
biholomorph, also sogar global biholomorph ist, gilt: f~! : f(G) — G ist stetig
und aufierhalb M holomorph. Aber dann muss f~! sogar auf ganz f(G) holomorph
sein. .
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3.3.22. Satz

Sei G einfach-zusammenhdingend, F : G — C holomorph und injektiv. Dann ist
auch F(G) einfach-zusammenhdngend.

BeEwEIs:  Wir wissen schon, dass G* := F(G) ein Gebiet ist. Sei f holomorph auf
G*. Dann ist (f o F') - F” holomorph auf G, und es gibt eine Stammfunktion g von
(foF)-F" auf G. Die Funktion F~! : G* — G ist ebenfalls holomorph, und damit
auch h :=go F~1. Esist

1
R (w) = ¢ (F~H(w)) FF1 () = f(w) firwe G*.
3.3.23. Beispiel
237/12 +
G*
z — exp(z)
G
/12 +
In2

Das (sternformige) Rechteck
G:={r+iy:0<z<In2und 7/12 <y < 237/12}
wird durch w = exp(z) biholomorph auf einen aufgeschlitzten Kreisring
G*={re'" : 1<r<2und n/12 <t < 237/12}
abgebildet. Also ist G* einfach-zusammenhéngend.

Der komplette Kreisring K := {re'® : 1 <r < 2und 0 < ¢ < 27} ist nicht
einfach-zusammenhéngend, denn die auf K holomorphe Funktion f(z) :=1/z
besitzt keine Stammfunktion.
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3.4 Isolierte Singularititen

Definition

Sei U C C offen, zp € U und f : U \ {2} — C holomorph. Dann nennt man z,
eine isolierte Singularitdt von f.

Zunéchst einmal ist zy nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,singuléar® f tatsdchlich
in zg ist, das miissen wir erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, dass zg
eine isolierte Definitionsliicke ist, dass es also keine Folge von singuléren Punkten
von f gibt, die sich gegen zy héuft. Der komplexe Logarithmus ist im Nullpunkt
nicht definiert, aber er hat dort auch keine isolierte Singularitdt, denn man muss
immer einen von Null nach oo fithrenden Weg aus C herausnehmen, um log auf
dem Rest definieren zu kénnen.

Wir wollen nun die isolierten Singularitédten klassifizieren.

Definition

Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte Singularitét in
einem Punkt z5 € U.

L. 2o heifit eine hebbare Singularitdt von f, wenn es eine holomorphe Funk-
tion f auf U gibt, so dass f(z) = f(z) fir z € U \ {20} ist.

2. 2y heifit eine Polstelle von f, wenn es ein k& > 1, eine Umgebung W =
W (z9) C U und eine auf W holomorphe Funktion g mit g(z) # 0 gibt, so
dass gilt:

f(2)-(z—20)"=g(z) fiir z€ W\ {z}.

Die eindeutig bestimmte Zahl £ mit dieser Eigenschaft heifit dann die Pol-
stellenordnung von f in zp.

3. 2o heifit eine wesentliche Singularitdt von f, wenn z; weder hebbar
noch eine Polstelle ist.

Offensichtlich schlieffen sich die Hebbarkeit und die Polstelle gegenseitig aus, so
dass die isolierten Singularititen durch die obige Definition tatséchlich klassifiziert
werden. Die Polstellenordnung ist dadurch eindeutig bestimmt, dass k die kleinste
natiirliche Zahl ist, fiir die f(z) - (2 — 20)* holomorph und # 0 in 2, ist, wihrend
f(2) - (2 = 20)*! holomorph mit einer Nullstelle in z, ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auch auf Grund des Wertever-
haltens von f in der Nahe von 2, unterscheiden:
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3.4.1. Satz

Sei zy eine isolierte Singularitat von f.

1. zy ist genau dann eine hebbare Singularitit, wenn f in der Ndhe von zg
beschrdnkt bleibt.

2. FEine Polstelle liegt genau dann in zo vor, wenn lim |f(z)| = +oo ist.
zZ—20

BeEweEls: 1) folgt sofort aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz.

2) Ist f(2) - (2 — 20)* = g(2), mit einer holomorphen Funktion g mit g(zy) # 0,
so gibt es eine Umgebung V' = V(z) und ein € > 0 mit |g(z)| > ¢ fiir z € V. Ist

z # zg, so gilt:
FE) = lg(2) > — s too (fi )
A = z _— > O ur 2 — 2o).
|z — zo|¥ g |z — zo|F 0

Setzen wir umgekehrt voraus, dass lim |f(2)| = +oo ist, so ldsst sich 1/f zu einer
z—20

holomorphen Funktion ~ mit h(zg) = 0 fortsetzen. Das bedeutet, dass es ein k € N

und eine holomorphe Funktion A in der N&he von zy gibt, so dass gilt:

ﬁ = (2 — 2)" - h(z) und h(z) # 0 nahe z.

Also ist f(z) = ﬁ - g(2), wobei g(z) := 1/h(z) holomorph und # 0 nahe z
— 2

ist. L]

3.4.2. Satz von Casorati-Weierstrafl

f hat in zy genau dann eine wesentliche (isolierte) Singularitit, wenn f(z) in
jeder Umgebung von zy jedem beliebigen Wert beliebig nahe kommdt.

Das Kriterium bedeutet: Ist wg € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es
eine Folge von Punkten (z,) mit lim z, = zo und lim f(z,) = wp.

n—oo

BeweEls: 1) Ist das Kriterium erfiillt, so ist | f| nicht beschréankt und strebt auch
nicht gegen +o00. Also muss die Singularitdt wesentlich sein.

2) Sei umgekehrt z; eine wesentliche Singularitat von f. Wir wollen zeigen, dass f
in jeder Umgebung von 2y jedem Wert wy € C beliebig nahe kommt. Nehmen wir
also an, es gibt eine offene Umgebung V' = V(z), ein wy € C und ein € > 0, so
dass gilt:

FV A\ {20}) N De(wo) = 2.

Dann ist g(z) := 1/(f(2) —wp) holomorph auf V'\ {2} und beschréinkt bei Annéhe-
rung an zo. Es gibt daher eine holomorphe Funktion g auf V' mit gly\ (.} = ¢
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Ist g(z0) = 0, so hat f(z) = wo+ 1/g(2) in 2, eine Polstelle. Ist dagegen g(zo) # 0,
so ist f nahe zy beschrinkt, die Singularitét also hebbar. Beides kann nicht sein! m

3.4.3. Beispiele

A. Sei f(z) := z/sinz fir |z| < 7 und z # 0. Es ist sin(0) = 0 und sin’(0) =
cos(0) = 1, also sin(z) = z-h(z), mit einer nahe z; = 0 holomorphen Funktion
h mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein kleines ¢ > 0, so
dass |sin(z)/z | = |h(z)| > 1 — ¢ fiir z nahe bei 0 und z # 0 ist.

Also ist [f(2)] = |z/sin(z)| < 1/(1 — ) in der Néhe von 0 beschréinkt.
(Die Abschitzung gilt natiirlich nur fir z # 0). Damit liegt eine hebbare
Singularitéit vor. Der Wert, der in 0 ergénzt werden muss, ist gegeben durch

f(0):=1/n(0) =
B. f(z) := 1/z hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.

C. Sei f(z) :=exp(1/z). In zp = 0 liegt eine isolierte Singularitét vor. Aber was
fiir eine?

Setzen wir z, := 1/n ein, dann strebt f(z,) = €" gegen oco. Also kann die
Singularitét nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z, := —i/(27n) ein, so erhalten wir f(z,) = > =

1. Also strebt f(z,) in diesem Fall nicht gegen co. Damit kann auch keine
Polstelle vorliegen, die Singularitét ist wesentlich!

Die Methode, den Typ einer Singularitédt iiber das Werteverhalten der Funktion
herauszubekommen, ist nicht immer so einfach anwendbar. Wir werden deshalb
nach einer besseren Methode suchen.

1
(z — 2)" h(2)
ist, mit einer nahe z; holomorphen Funktion h. Dann konnen wir h in zy in eine
Taylorreihe entwickeln,

Zur Motivation betrachten wir eine Funktion f, so dass f(z) =

= Zan(z — 2p)", fir |z — 2| <,
und dann gilt fiir z # zp und |z — zo| < 7:

Zanz—zo = 4 +ootap+ap1(z—z20) + -
(z—20)F  (2— 2z)F!

Im Falle einer wesentlichen Singularitéit, etwa f(z) := exp(1/z), erhalten wir dage-
gen fiir z # 0:

1 /1\" 4 5, 1
f(Z)—ZE(;> :1+Zl+§z2+623+~~

n=0
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Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z. Wir wer-
den sehen, dass es immer moglich ist, eine holomorphe Funktion um eine isolierte
Singularitit zy herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch
negative Potenzen von z — 2y enthalten kann.

Definition
Eine Laurent-Rethe ist eine Reihe der Form

o0

L(z) = Z an(z — z0)".

n=—oo

Die Zahlen a,, heiflen die Koeffizienten der Reihe, zo der Entwicklungspunkt.

-1

H(z) := Z an(z — 29)"

n=-—oo
[e.e]
= Z a_n(z —2z0)™"
n=1
a_q a_9

- Z—ZQ+(Z—ZO)2+‘H

heifit Hauptteil der Reihe,

o0

N(z) := Zan(z—zo)”

n=0
= a0+a1(z—z0)+a2(z—20)2+-~-
heiit Nebenteil der Reihe.

Die Laurentreihe L(z) = H(z)+ N(z) heiit konvergent (absolut konvergent, lokal
gleichmafig konvergent usw.), wenn Hauptteil und Nebenteil es jeweils fiir sich

sind.
Ist 0 < r < R, so nennt man
K, r(z) ={2€C|r<|z—2z| <R}

den Kreisring um 2, mit innerem Radius r und duflerem Radius R. Dabei ist die
Moéglichkeit R = 400 zugelassen.

3.4.4. Satz

Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zo, R > 0 der
Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der ,Konvergenzradius® des
Hauptteils, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihe
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1
H(w) ZZH(E‘FZO):aqw—ira,ng—i—---.

1. Istr* - R <1, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.

2. Istr* - R > lund r := 1/r", so konvergiert L(z) in dem Kreisring K, r(zo)
absolut und lokal gleichmdfig gegen eine holomorphe Funktion.

BEWEIS: Die Reihe H(w) konvergiert nach Voraussetzung fiir [w| < 7*. Dann

~ 1
konvergiert H(z) = H(——) fiir |z — 2zo| > — =
Z— 20 r

Ist r*- R < 1,s0ist R < r, und die Reihe kann nirgends konvergieren. Ist r*- R > 1,
so konvergieren Haupt- und Nebenteil beide fiir r < |z — zy| < R. n

Laurentreihen konvergieren also auf Ringgebieten. Lésst man den inneren Radius
gegen 0 und den &dufleren gegen oo gehen, so erhélt man C* als Beispiel eines
ausgearteten Ringgebietes.

Wir wollen nun sehen, dass sich umgekehrt jede auf einem Ringgebiet definierte
holomorphe Funktion dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln lasst. Auf
dem Weg dahin brauchen wir ein paar Hilfssétze.

3.4.5. Hilfssatz 1
Sei 0 <r < R und f holomorph auf dem Kreisring

K, r(z) ={2€C :r<|z— 2| <R}

Fiirr < o1 < 02 < R ist dann stets / f(Q)d¢ = f(¢)dc.

(9Dg1 (Zo) 8DQ2 (20)

BEwEIs: Man teile den Kreisring in mehrere Sektoren und wende jeweils den
Cauchy’schen Integralsatz fiir einfach-zusammenhéngende Gebiete an:
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Das Integral iiber die Sektoren des kleineren Ringes K, ,,(20) verschwindet immer.
Addiert man diese Integrale, so fallen die iiber die , Verbindungsstege“ weg und es
bleiben nur die Integrale iiber 0D, (z) und iiber 9D, (z) iibrig, mit umgekehrten
Vorzeichen. u

3.4.6. Hilfssatz 2
Set f holomorph auf dem Kreisring K, r(z) und r < o < R. Dann ist F,(z) :=

1
—/ & d¢ eine holomorphe Funktion auf C\ 0D,(2y). Auferdem gilt:
2mi dD,(20) <— z

1. Ist p < 0 < R, so ist F, = F, auf D,(z).

2. Istr <o < p, soist F, =F, auf C\ D,(z).

BEWwEIS: Die Holomorphie von F}, folgt aus dem Entwicklungslemma.
Sei p < 0 < Rund z € D,(z). Dann gibt es ein § mit max(|z — zo|,r) < J < 0.

Also ist F.(¢) := f(()/(¢ — z) holomorph auf Kjpr(zp) und F.(¢)d¢ =
8D (20)

/ F.(¢) d¢, nach Hilfssatz 1.
0Dy(z0)

Ist <o <pund z € C\ D,(2), so gibt es ein € mit p < ¢ < min(|z — 2|, R).
Dann ist F, holomorph auf K, . (%), und man kann wieder Hilfssatz 1 anwenden. m

3.4.7. Hilfssatz 3

Sei f holomorph auf dem Kreisring K, r(20) und r < 01 < |z — 29| < 02 < R.

Dann ist
_ 1 f(<) 1 f(©)
f(z)_%_i/aD92<zo)c—zd<_ 5 /aDgl(z())C—de'

BEWEIS:  Sei z € K, g(29) und r < 91 < |2 — 2| < g2 < R. Dann wird durch

. Q) = f(2)/(( —=2) fiir (# =,
g(g):{(() f’(zg/ ) fir ( =z

eine holomorphe Funktion auf K, g(zo) definiert. Nach Hilfssatz 1 ist

/ g(¢) d¢ = 9(Q) dc,
0Dy, (20) 0D, (20)

und daher
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o 0D, (20)

Doy (0) &~ 2
_ QO —-f) . f(Q)
B / = /6D91(zo) (-2 .

Wir kénnen jetzt das entscheidende Resultat fiir die Entwickelbarkeit in Kreisringen
beweisen. Es benutzt noch gar keine Reihen:

3.4.8. Satz von der ,,Laurent-Trennung*

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, r(zy) := {2 € C | r < |z — 2| < R}.
Dann gibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

ff:Dr(%) = C wund f~:C\D,(2)—C
mit
Lofr+f = f auf Ko n(z).
2. |f~(2)] = 0 fir [2] — oo,

BEwEIS:  Wir beginnen mit der einfacher zu beweisenden Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Darstellungen der gewiinschten Art:
f=r+=K+1f.
Dann definieren wir eine neue Funktion A : C — C durch

M@:{fﬂd—ﬂw)mmeDﬂm,

fo (2) = fi(2) fir z € C\ D,(z).

Diese Funktion ist auf ganz C holomorph, und fiir z — oo strebt sie gegen 0. Also
handelt es sich um eine beschrinkte ganze Funktion, die natiirlich konstant sein
muss (Liouville). Es ist nur A(z) = 0 moglich.

Nun kommen wir zur Existenz von f* und f~.

1 f(©)

Fiir p mit 7 < o < R und |z — 29| # o setzen wir Fj(z) := o c
T BDQ(zo) — Z

Dann ist F}, in C\ 9D,(z) holomorph. Ist |z — 25| < R, so gibt es ein p mit
|z — 20| < 0 < R, und wir setzen

fT(2) = Fyl2).

Nach Hilfssatz 2 kommt es dabei nicht darauf an, welches ¢ wir nehmen.

dc.
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Entsprechend definiert man f~ : C\ D,(z) — C durch f~(2) := —F,(2), wo-
bei g die Bedingung r < ¢ < min(R, |z — 2y|) erfiillen muss. Holomorphie und
Unabhéngigkeit von ¢ folgen wie bei f7.

Ist nun r < g1 < |z — 29| < 02 < R, so ergibt sich aus Hilfssatz 3:

f(2) = Fou(2) = Fou(2) = fT(2) + f(2).

Nun miissen wir nur noch |f~(z)| fir |z|] — oo abschitzen: Wir halten ¢ mit
r < o < R fest und betrachten ein z mit |z — 29| > ¢. Dann ist

7R = [Fp(2)] z

1 f(€)
= 3 op, =2 ™!

1 f(Q) <— hier wird
< %.%Q-sa%gl—g_zl ' i;frgw_lrd

1 angenommen

< Q'm'z%lzu(gﬂ
= 0 Sup‘f(C)‘>

|2_20| — 0 oD,

und dieser Ausdruck strebt gegen Null, fiir |z| — oc. n

3.4.9. Folgerung

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, g(20). Dann lisst sich f auf K in
eindeutiger Weise in eine Laurentreihe entwickeln:

o0

f(z) = Z an(z — 29)".

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdfig gegen f.
Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z ist
1 / f(¢)
ap = — ————dC.
(8

27
9D, (20)

BeEweEls:  Wir fithren die Laurentzerlegung durch:

f2)=1"(2) + f(2),

wobei f* holomorph auf Dg(z) ist, und f~ holomorph auf C\ D, (z). Dann kann
man [T in eine Taylorreihe entwickeln:
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JH(2) =) anlz = 20)",

mit .
anzﬁf(”)(zo):— / %d(, r<o<R.

Der Hauptteil muss etwas anders behandelt werden:

Die Abbildung ¢(w) := 2+ 1/w bildet D;,,(0)\ {0} holomorph auf C\ D, (z,) ab.
1

Also ist g(w) := f~ (20 + —) holomorph in D;,.(0) \ {0}, und
w

lim g(w) = lim f~(z) =0.

w—0 2—00

Deshalb kénnen wir auf g den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Es gibt
eine holomorphe Funktion g auf Dy ,,(0), die auBlerhalb 0 mit ¢ tibereinstimmt. Nun
entwickeln wir g in eine Taylorreihe:

. < 1
g(w) = E byw", fir |w| < o
n=0

Da g(0) = 0 ist, ist by = 0. Also gilt fiir |z — 29| > 7:

Fe=ot =30 () = X e

n=1

mit a_, :=0b, firn=1,2,3,...

Insgesamt ist
o0

f(z) = Z an(z — 20)"  fiir z € K, g(20).
Die Reihe konvergiert im Innern des Ringgebietes absolut und lokal gleichméfig.
Sie kann also fiir r < o < R iiber 0D,(zy) gliedweise integriert werden. Das gleiche
gilt dann fiir

f(2) _ - a (5 — z)—N-1
(z — zo)NH1 Z a 0) :

n=—oo

Benutzt man noch, dass

n 2ri fallsn = —1
(2 = 20)" dz = { 0 sonst.
0D, (z0)

ist, so erhélt man:
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1 f S 1 -
o / #dz:z:an-%—i / (z — 20)" V' dz = ay.

9Dy (20) e 9D(20)
3.4.10. Beispiel

1

Sei f(z) := P e /\
NI

Diese Funktion ist holomorph

fir z ¢ {0, i }.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt
werden kann.

Im Kreisring K ;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von % entwickeln. Der erste Faktor hat schon die
gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

in eine Laurentreihe

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt
zZ— 20
um a # z entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe.

Fiir alle z mit |z — a| < |zp — a ist

—l<1
Z0 — a
also
I 1 o 1
z—2z  z—a—(2—a)  zm—a 1—(z—a)/(z2—a)

_ 1 Z z—a\"
N Z0 — a - 20 — a

0

Ist |z —a| > |20 — al, so geht man analog vor:
I 1

i—z z—a 1—(z2—-a)/(z—a) :ziai(?—_sy

n=0

o ()

Ist m > 2, so ist
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erhalt man die Reihe

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir
Z— 20
fiir die m-ten Potenzen. Im vorliegenden Fall ist

und N
() e () Do ()
Also ist

Im Kreisring K (0):

Hier ist
1 I = (i\" ..,
() -Xs
und
1 I N 1 N 1 1
(z—i)?z_(z—i) B 2R D
Also ist
[e'¢) 1 00 1 -3
f(z):ZIn_l n Zn+2:Zi”_3(n—2)Z—n: Z i+ 2)2",
n=1 n=3 n=-—o00
wegen i " (—n—2)=i""n+2)

Im Kreisring Ko (i):

Hier soll nach Potenzen von (z — i) entwickelt werden. Es ist

X () e

also
f(z) = %ﬁ — Z(_in+1>(2_ i)n—2 _ Z(_in+3>(2_ i)n
= (Z:ii>2+zii+Zi”H(z—i)”.

Wir kénnten noch den Kreisring K (i) betrachten, aber darauf verzichten
Wwir.
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3.4.11. Satz

Set U C C eine offene Umgebung von zy und zy eine isolierte Singularitit der
holomorphen Funktion f: U\ {20} — C. Auf einem Kreisring Ko .(zo) besitze f
die Laurententwicklung

Dann gilt:

2o hebbar <= a, =0 fir alle n <0,
zg Polstelle <= dn <0 mita, #0 und ax =0 fiir k <n,
29 wesentlich <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

~

BEWEIS: 1) zp ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion f :

D.(zp) — C existiert, mit f = f. Aber fbesitzt eine Taylorentwicklung:

Ko,:(20)

o
g an(z — 29)"

n=0

2) zj ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung

gibt, wobei gilt:

Aber dann ist
Zb z—zo)" an+kz—zo
n=—=k

3) 2o ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das lisst nur die
Moglichkeit, dass a,, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. n

3.4.12. Beispiele

A. Die Funktion
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besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitét.
Natiirlich ist ]

. sinz
lim = 1.
z—0 2z
B. Die Funktion .
e
hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in i. Die
notigen Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
C. Die Funktion
= 1 11
1/z _ — 1 _ - ...
e ; n!z + . + 9.2 +
hat in z = 0 eine wesentliche Singularitét.
D. Die Funktion

1
sin z

f(z) =

ist holomorph fiir z # n7, n € Z.

sin z

Sei g(z) == . Dann ist g holomorph und # 0 auf D,(0), mit g(0) = 1.

Aber dann ist auch — holomorph auf D,(0), und man kann schreiben:

1 (0.)
— = a,z", mit ag = 1.
9(2) HZ:O

Also ist
11 1 < .
f(Z)—;'@—;ﬂLnEOanﬂz-

Das bedeutet, dass f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.

Wir kehren noch einmal zu folgender Beziehung zuriick:

Ist zp € C, r > 0 und z € C ein weiterer Punkt, |z — zy| # r, so ist

/ d¢  f 2mi fiir |z — 2| <,
oDu(z) C— % 0 fir |z — 2| > 7

Was passiert, wenn man den Kreisrand durch einen beliebigen Weg ersetzt?

3.4.13. Hilfssatz

Ist G C C ein Gebiet und « : [a,b] — G ein stetiger Weg, so gibt es eine
Zerleqgung a =ty < t1 < ... < t, =b und Kreisscheiben Dy, ..., D, C G, so dass
a([ti—1,t;]) in D; enthalten ist, firi=1,... n.
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Man nennt (Dq, Ds, ..., D,) eine Kreiskette lings . BEWEIS:  Sei
t* :=sup{t € [a,b] : I Kreiskette langs o[ }.

Offensichtlich existiert ¢* mit a < t* < b.

Ist t* = b, so ist alles bewiesen. Andernfalls setzen wir z* := «(t*) und wéhlen
ein 7 > 0, so dass D := D,(z*) C G ist. Auflerdem sei ¢ > 0 so gewéhlt, dass
a([t*—e, t*+¢]) C D ist. Dann gibt es eine Zerlegung a = to < t; < ... <t, =t*—¢
und Kreisscheiben Dy, ..., D, C G mit «([t;_1,t;]) C D;. Dannist (D, ..., D,, D)
eine Kreiskette lings a4, fiir s := t* + . Wegen s > ¢* ist das ein Widerspruch.

Definition

Sei « : [a,b] — C ein Integrationsweg. Eine stetige Argumentfunktion lings
a ist eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R mit a(t) = |a(t)|e' ¢® fiir t € [a, b].

3.4.14. Satz

Sei « : [a,b] — C* ein Integrationsweg. Dann gibt es eine stetige Argumentfunk-
tion ¢ : [a,b] — R lings a.. Je zwei solche Funktionen unterscheiden sich um ein
ganzzahliges Vielfaches von 2m.

BEwEIs: Es gibt eine Zerlegung a = g < t; < ... < t, = b und eine dazu
passende Kreiskette (D1, ..., D,) lings « in C*. Auf jeder der Kreisscheiben D,
gibt es eine Logarithmusfunktion L. Sei v, : [t,_1,t,] — R definiert durch ¢, (t) :=
Im(L, o a(t)).

Zu jedem v € {1,...,n} gibt es ein k, € Z, so dass L,y1 = L, + 2mi k, auf
D, N D, ist. Dann ist ¥, = 9, + 27k,. Jetzt kann man definieren:

A= U, (t) = 2m(ky+ -+ k,q) firv>2undt, 1 <t<t,.

Offensichtlich ist ¢ stetig. Auf [t,_1,t,) ist

la(t)]e! #) = exp(In|a(t)] + i ¥, (t)) = exp(L, o a(t)) = a(t).
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Also ist ¢ eine stetige Argumentfunktion langs a.

Sind ¢, 1 : [a, b] — R zwei stetige Argumentfunktionen lings a, so ist e #() = e!¥(®)
also e'®®=¥(®) = 1. Dann ist ¢ — v eine stetige Funktion auf [a, b], die nur Werte
in 277 annimmt. Weil [a, b] zusammenhéngend ist, muss ¢ — 1 konstant (und ein
Element von 277Z) sein. .

3.4.15. Satz

Ist a geschlossen und @ eine stetige Argumentfunktion lings o, so ist p(b) —¢(a)
ein ganzzahliges Vielfaches von 2w, das nicht von ¢ abhdngt.

BEWwEIS: Ist «: [a,b] — C* ein geschlossener Weg und ¢ eine stetige Argument-
funktion lings o, so ist a(t)/|a(t)| = e'*®), also

Sile®—p(@) _ 2O/ _
ala)/la(a)]

also p(b) — ¢(a) = 27k fiir ein k € Z.

Ist ¢ : [a,b] — R eine weitere stetige Argumentfunktion lings «, so gibt es ein
ko € Z, so dass ¥(t) — ¢(t) = 2mky ist. Deshalb hingt der Wert von ¢(b) — ¢(a)
nicht von ¢ ab. n

Detfinition

Sei « : [a,b] — C ein Integrationsweg und z ¢ |«|. Dann heifit

_ L [ _d

die Umlaufszahl von «a beziiglich z.

3.4.16. Satz

Sei a : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg, z & |a| und ¢ eine stetige
Argumentfunktion lings a. Dann ist n(a, z) = 5= (¢(b) — ¢(a)).

BEWEIS:  Sei «,(t) := a(t) — z. Dann ist 0 € |a| und

ORI Ry SR P R R

T 2ri o ¢ 21 S, a(t) T 2mi
Wir brauchen also nur Umlaufszahlen um den Nullpunkt zu untersuchen. Sei « :
[a, b] — C* ein geschlossener Integrationsweg und ¢ eine stetige Argumentfunktion
langs a. Wir wéahlen eine Zerlegung a = t) < t; < ... < t, = b und eine dazu

dt = n(a, z).
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passende Kreiskette (Dy,...,D,) langs a in C*. Auf jeder der Kreisscheiben D,
gibt es eine Logarithmusfunktion L,, so dass gilt:

L,(a(t)) =In|a(t)|+ ip(t) firte [t,q,t,]

Setzt man o, := aly,_, 4, s0 ist (L, o a)'(t) = o (t)/a,(t) und

/ n

[ E [ - Do o

v=1
= 3" (wla(t)] ~ Infa(tu—) | + ie(t) — ip(tr)) = i(p0) — e@),
v=1
weil sich alle anderen Terme wegheben. Also ist n(a, z) = 3=((b) — ¢(a)). n
Die Umlaufszahl eines geschlossenen Weges o um einen Punkt z ¢ || ist immer
eine ganze Zahl. Sie zdhlt, wie oft z von a umlaufen wird.

Wir wollen jetzt Umlaufszahlen berechnen. Dazu sind weitere geometrische Be-
trachtungen erforderlich.

Definition
Sei K C C kompakt, B := C\ K und zy € B. Dann heifit die Menge

Cp(20) :=={z € B : 3 stetiger Weg von zy nach z in B.}

die Zusammenhangskomponente von z; in B.

3.4.17. Satz
Sei K C C kompakt und B=C\ K.

1. Cp(z0) ist das grifite Teilgebiet von B, das zy enthdlt. Ist also Z C B ein
Gebiet mit zg € Z, so liegt Z in einer Zusammenhangskomponente.

2. Je zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten in B sind disjunkt.

3. Es gibt genau eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente.

4. B st endliche Vereinigung von Zusammenhangskomponenten.

BEWEIS: 1) Sei C' := Cp(29). Offensichtlich ist C' ein Gebiet. Ist andererseits
G C B ein Gebiet, das 2y enthélt, so muss G definitionsgeméf$ in C' liegen.

2) Gibt es einen Punkt zy € Cp(z1) N Cp(22), so konnen Punkte 2/ € Cp(z)
und 2" € Cp(22) durch einen iiber z, fithrenden Weg in B miteinander verbunden
werden. Also stimmen die beiden Komponenten iiberein.
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3) K ist kompakt und daher in einer abgeschlossenen Kreisscheibe Dg(0) enthalten.
Die zusammenhéngende Menge U := C \ Dg(0) liegt in einer (unbeschrinkten)
Komponente, jede andere Komponente muss in Dg(0) enthalten, also beschriankt

sein.

4) Ist z € B, so liegt z in Cp(z). Wegen (2) wird B in paarweise disjunkte Zu-
sammenhangskomponenten zerlegt. Da man in jeder solchen Komponente einen
Punkt mit rationalen Koordinaten auswéhlen kann, gibt es hochstens abzéhlbar
viele Komponenten. Da das Komplement der unbeschrinkten Komponente kom-
pakt ist, kann es nur endlich viele beschrinkte Komponenten geben. .

3.4.18. Satz

Sei « ein geschlossener Integrationsweg in C. Dann ist die Umlaufszahl n(c, z)
auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ |a| konstant und = 0 auf der
unbeschrinkten Komponente.

BEWEIS: Da n(a, z) stetig ist, aber nur ganzzahlige Werte annimmt, muss die
Umlaufszahl auf jeder Zusammenhangskomponente konstant sein.

Die Umlaufszahl auf der unbeschrankten Komponente berechnen wir wie folgt: Sei
la| € Dg(0). Ist |z9] > R, soist f(z) := 1/(z—zo) holomorph auf der sternférmigen
Menge Dg(0), besitzt dort also auch eine Stammfunktion. Daher ist

1
n(a, zg) = — /f(z) dz=0
2mi J,
und dann sogar n(«, z) = 0 auf der gesamten unbeschréankten Komponente. "

Es soll nun angedeutet werden, wie man zu einem geschlossenen Integrationsweg «
ganz einfach ,per Hand* sdmtliche Umlaufszahlen n(«, z) bestimmen kann.

3.4.19. Satz

Sei « : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg, ty € (a,b), zo := a(ty) und
« in ty sogar differenzierbar, mit o/ (to) # 0. Es gebe ein € > 0, so dass gilt:

1. « lduft in D.(z9) von Rand zu Rand.
2. D.(z) \ |a] besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten C und C_.
3. Jeder Punkt aus D.(zp) N |c| ist Randpunkt von Cy und C_.

4. Cy liegt links von o und C_ liegt rechts von a.

Ist dann z, € C_ und z9 € C4, so ist n(a, z2) = n(a, z1) + 1.

BEWEIS:  Sei D := D.(zy). Weiter seien t_ und ¢, so gewé#hlt, dass gilt:
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1. t_ <ty <ty

2. w_ = aft_) und
wy = afty) liegen
auf 0D.

3. a(t) € D firt_ <
t<t,.

Da w_ # w, ist, wird der Kreis 0D durch diese Punkte in zwei Kreisbogen x; und
Ko (links und rechts von «) unterteilt, so dass 0D = k1+ks ist. Schliefllich sei noch

/
a =

o no.__
i) o =alp gy und Q"= alp ).

Dann ist 0C', = agt+kr; und 9C_ = Ko— .

Sei wy = a(a) = a(b) und v := o’'— k1+a”. Dann ist vy offensichtlich ein geschlos-
sener Weg.

Da |y|N D = @& ist, liegt D ganz in einer Zusammenhangskomponente von C \ |7|,
und es ist n(y, z1) = n(y, 22).

Weiter gilt:

1. n(Kki+ke, 2) =n(0D, z) = 1 fiir jedes z € D.

2. n(aptki, 21) = n(0C, z1) = 0 und n(ke— ag, 22) = n(0C_, z2) = 0.
Alles zusammen ergibt:

n(a, 2z9) —n(a,z1) = n(a'+agtad”, z5) — n(a’+ap+a”, 1)
= n(y,22) + n(kitag, 22) — n(v, 21) — n(K1t+ao, 21)
= n(K1+Kg, 22) + n(ap— ke, 22) = 1.
Damit ist alles gezeigt. "

Die Moral von der Geschichte ist nun:
1. ,,Weit drauflen® ist auf jeden Fall n(a, z) = 0.

2. Uberquert man o (in einem glatten Punkt) so, dass a dabei von ,links®
kommt, so erhoht sich die Umlaufszahl um 1. Kommt « von rechts, so ernied-
rigt sie sich um 1.
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3.4.20. Beispiel

9 |
o

Detfinition

Sei « : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. Dann nennt man
Int(a) :={z € C\ |af : n(a, z) # 0}

das Innere von «, und
Ext(a) :={z € C\ |a| : n(a,z) =0}

das Aujfere von a.

3.4.21. Satz

Ist G C C einfach-zusammenhdngend und « : [a,b] — G ein geschlossener
Integrationswey, so ist Int(a) C G.

BEWEIS: st 2o € G, so ist 1/(z — zp) holomorph auf G und daher n(«, zp) = 0. =
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3.5 Der Residuensatz

Detfinition

Sei B C C offen und D in B diskret. Eine holomorphe Funktion f : B\ D —
C heifit eine meromorphe Funktion auf B, falls f in den Punkten von D
hochstens Polstellen besitzt (also keine wesentlichen Singularitdten).

Die Menge P(f) :={z € D : f hat in z eine Polstelle der Ordnung > 1 } heifit
Polstellenmege von f.

Typische Beispiele meromorpher Funktionen sind rationale Funktionen, aber auch
Funktionen der Gestalt 1/sin(z).

Es geht jetzt um folgendes Problem:

Sei G C C ein einfach-zusammenhéngendes Gebiet, zy € G, v ein geschlossener
Integrationsweg in G’ := G \ {2} und f eine meromorphe Funktion auf G mit
einziger Polstelle z.

Wie berechnet man / f(z)dz?
v

Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst eine einfach geschlossene Kurve.

Umgeht man 2y mit Hilfe eines kleinen Abstechers und eines in umgekehrter Rich-
tung durchlaufenen Kreises 0D, (2g) (siehe Skizze), so erhilt man einen neuen ge-
schlossenen Weg innerhalb eines einfach-zusammenhéngenden Gebietes, der sich
aus v und —0D.(zy) zusammensetzt. Aus dem Cauchy’schen Integralsatz folgt:

[yf(z) dz = /apg(zo)f(Z) dz.

Das , Restintegral“ iiber den Kreisrand 0D, (zy) bezeichnet man (nach Division
durch 27i) als Residuum.

Definition

Sei B C C offen, z0 € B, f : B\ {2} — C holomorph und ¢ > 0, so dass
D.(zp) CC B ist. Dann heifit
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res,, (f) ::L. / f(¢)d¢

27
OD¢(z0)

das Residuum von f in zj.

Bemerkungen:

1. Das Residuum héngt nicht von der Wahl des Radius € ab. Das zeigt man wie
itblich mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes.

2. zp braucht keine Singularitét zu sein! Ist f in 2o holomorph, so ist res.,(f) = 0.
Auch das folgt aus dem Integralsatz.

3. In der Laurententwicklung von f um zq ist

0oy = F(0)dC = resay (f),

N 2mi D¢ ()
fiir ein geniigend kleines €.
4. Esist res,(a-f+b-g)=a-res, (f)+0b-res,(g).

5. Ist F' holomorph auf B\ {z} und F' = f, so ist res,,(f) = 0. Das ist klar,
denn das Integral {iber eine abgeleitete Funktion und einen geschlossenen Weg
verschwindet immer.

1 1
6. res,, ( > = 1 und res,, (W) =0 fir k > 2.
zZ— 20 zZ — 20

7. Allgemeiner gilt: Hat f in zq eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

z—20
BeweEls:  Wir schreiben f(z) = S h(z), h holomorph in z.
zZ — 20
Dann folgt: (2 — 20)f(2) = a_1 + (2 — 20)h(z) — a_; fir z — 2. .

8. Und noch allgemeiner kann man zeigen:

Hat f in zy eine m-fache Polstelle, so ist

1 , m m_1
rese () = oy B[ = 20)" (2]

BEwEIS: Es ist

- _4m L 0 _
f(Z)— (Z—Zo)m + +Z—ZO +CZO+G1(Z Zo)+ 5
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also
(z—20)"f(2) = G + -+ +a_1(z — 2)™ " +ag(z — 20)™ + - --
Damit ist
[(z = 20)"f()]" D = (m=Dlay + (2 = 20) - (-.),
und es folgt die Behauptung. "

9. Seien g und h holomorph nahe zg, g(z0) # 0, h(29) = 0 und A'(2) # 0.

9(20)
W (z0)

Dann ist res,, (%) =

BEwEIS: Wir konnen schreiben:

g(z) = co+ (2 —2)-9(z), mit ¢g #0
und  h(z) = (z—2)- (b 4 h(2)), mit by # 0 und h(z) = 0.

o) _ cotle-2)3E) _ 1w 50

hz) (2= 2)- (i +h(z)) 2—% bi+h(z) bith(z)

Also hat f := g/h in z eine einfache Polstelle, und es ist

. B o _ G _ 9(z0)
ey o B T e

3.5.1. Beispiele

elz elZ

241 (z—)z+1i)

A. Sei f(z) :=

f hat einfache Polstellen bei i und —i. Es ist

resi () = lim (== )f(2) = lim “— = ——~1i,
und analog
ves_ i (f) = Tim (s + i)f() = im0 = Ei.

z——i z——i Z — | 2
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2

14 24

hat 4 einfache Polstellen, insbesondere in

B. f(z):=

20 ::e(”/@i:cos%—l—isinz: (T+1).

1
12
Mit g(2) := 2% und h(z) := 1+ 2% ist

9(20) 2’3 1 1 —(m/4)i 1 :
2 pry = —— = — = — = — 1 - .
vesz (/) h'(z) 423 4z 4° 4\/5( )

3.5.2. Der Residuensatz

Sei G C C ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet, D C G diskret, v ein ge-
schlossener Integrationsweg in G mit |y|ND = & und f : G\ D — C holomorph.

Dann gilt: X
o [ 106 = a2y ves.(),
N

z€G

Bemerkung: Auflerhalb einer kompakten Menge K C G ist n(y,z) = 0. Da
K N D endlich ist, gibt es hochstens endlich viele Punkte z € G, in denen das
Produkt n(v, z) - res,(f) nicht verschwindet. Also ist die Summe auf der rechten
Seite der Gleichung sinnvoll.

Das Gebiet G braucht nicht einfach-zusammenhéngend zu sein. Man wird sehen,
dass folgende Bedingung ausreicht: Fiir jede auf G holomorphe Funktion g ver-
schwindet [ g(z) dz.

Bewels:  Die Menge D' := D N Int(y) besteht nur aus endlich vielen Punkten
Zly+v+yZN-

Sei h,(z) der Hauptteil der Laurententwicklung von f um z,. Wie aus dem Satz
von der Laurent-Trennung hervorgeht, ist i, holomorph auf C\ {z,}. Daher gilt:

N
f— Z h,, ist holomorph auf G.

p=1

Also folgt:
N
/f(z) dz = Z/hu(z) dz.
il pu=1 4

Nun schreiben wir ausfiihrlich:
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Diese Reihe konvergiert gleichméflig auf ||, kann dort also gliedweise integriert
werden. Daher gilt:

Ahu(z) iz = i au,nL(Z—zu)ndz

n=—oo

1
denn fiir n > 2 besitzt ————— in der Néhe von || eine Stammfunktion.

(2 — zu)n
Da a,, 1 = res (f) ist, folgt der Satz. .

Angewandt wird der Residuensatz oft in einer spezielleren Form:

3.5.3. Residuenformel
Set B C C offen und G CC B ein glatt und positiv berandetes, einfach-

zusammenhdngendes Gebiet. Auflerdem seien zy,...,zn Punkte in G und f :
B\ {z,...,zn} — C eine holomorphe Funktion. Dann ist
1 N
— ¢ = 2 ().
7 [, O ;res ()
BEwEIls: Man kann den Residuensatz auf f und 7 := 0G anwenden. Da
n(0G, z) = 1 fiir jedes z € G ist, folgt die Behauptung. n

3.5.4. Beispiele

A. Essoll / 6—4 dz berechnet werden.
z

|z]=1
Das geht in diesem Falle auch sehr einfach mit einer der hoheren Cauchy’schen

Integralformeln:
e* 2ri d? i
_— d = — Z = —.
/ z4 : 3! dz3 lo (¢”) 3

=1

Mit dem Residuensatz macht man es so:

Die Laurentreihe des Integranden um z = 0 hat die Gestalt
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Also ist ; ]
resy (6—> = Koeffizient bei 27! = 6

24

/ %dz:%ri - resy (%) :%.

|z[=1

Daraus folgt:

B. Sei G C C einfach-zusammenhéngend, f holomorph auf G und 7 : [a,b] —
G ein geschlossener Integrationsweg. Dann kann man den Residuensatz auf
g(2) == f(2)/(z — 20)**! anwenden. Es ist

®) (2
9(2) :(Z_—io)kﬂ'(f(zo)—l-f’(zo)(z—zo)_;_..._i_f k(l )

(2= 20) +-2),

1
also res, (g) = Ef(k)(zo). Damit folgt:

Mo f k
L < ) 4c = n(y,20) - f9(z0).

27 — 2p)
Das ist eine Verallgemeinerung der hoheren Cauchy’schen Integralformeln.

Der Cauchy’sche Integralsatz fiir einfach-zusammenhéngende Gebiete folgt
auch aus dem Residuensatz, da unter den Voraussetzungen des Integralsatzes
alle Residuen (und damit die komplette rechte Seite) verschwinden.

Wir kommen nun zu weiteren Anwendungen des Residuensatzes:

3.5.5. Das Argument-Prinzip

Sei G C C einfach-zusammenhdngend und v ein geschlossener Integrationsweg
in G. Weiter ser [ auf G meromorph und nicht konstant, N die Menge der
Nullstellen und P die Menge der Polstellen von f. Es sei |y| N (N UP) = @.
Dann gilt:

Lo,
s / o= ;nw, a)o(f,a) - ;nw, b)o(f,b),

wenn man mit o( f, z) die Null- bzw. Polstellenordnung von f in z bezeichnet.

BEWwWEIS: D := N U P ist eine diskrete Menge in B, und es ist n(v, z) # 0 fiir
hochstens endlich viele Elemente von D. Die Funktion f’/ f ist holomorph auf G\ D.

Sei a € D. Dann gilt in der Ndhe von a :

f(2) = (z = a)" - g(2),
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mit einer nahe a holomorphen Funktion g ohne Nullstellen, |k| € N und k& =
+o(f,a), je nachdem, ob eine Null- oder Polstelle vorliegt. Daraus folgt:

fl(z) k-(z=a)"'-gx)+(z-0a)-d(z)  k | d(2)

f(z) (z—a)*-g(2) z—a  g(z)
Da ¢'/g nahe a holomorph ist, ist res,(f'/f) = k = +o(f, a). Mit dem Residuensatz
ergibt sich die gewiinschte Formel. "

Die Bezeichnung ,, Argument-Prinzip“ rithrt daher, dass

REVECPRN /bf’(;((t))v’(t) v / (for)@®) ,

2ri ) f(z) (1)) 27i

5

1 d¢ B

2mi N
foy

n(fo~,0).

ist. Das Integral auf der linken Seite der Formel misst also die Anderung des Ar-
guments beim Durchlaufen des Weges f o 7.

3.5.6. Folgerung

Sei B C C offen, G CC B ein positiv berandetes, einfach-zusammenhdngendes
Gebiet, [ meromorph auf B und ohne Null- und Polstellen auf OG. Ist n die
Anzahl der Nullstellen und p die Anzahl der Polstellen von f in G (jeweils mit
Vielfachheit gezihlt), so gilt:

L[ 1)

2mi ) f(¢)

oG

d¢ =n —p.

Der Beweis ist trivial, die Umlaufszahlen sind alle = 1.

3.5.7. Satz von Rouché

Sei B C C offen, f : B — C holomorph und G CC B ein positiv berandetes,
einfach-zusammenhdngendes Gebiet.

Ist h eine weitere holomorphe Funktion auf B und |h(z)| < |f(2)] auf 0G, so
haben f und f + h gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit) in G.

Bewels: Fir0 < A < 1sei fy(2) := f(2)+A-h(z). Dann ist f, auf B holomorph,
und fiir z € G gilt:

IAE =2 ()] =A-[h(z)] > (1= A) - [h(2)] = 0.
Also hat fy auf 0G keine Nullstellen.
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Nun sei N, die Anzahl der Nullstellen von f, in G. Der Wert des Integrals

1 !
= — fA(Z) dz
211 Jaa a(2)
héngt stetig von A ab, liegt aber in Z. Also ist Ny = Nj. "

3.5.8. Beispiel

Wieviele Nullstellen hat das Polynom p(z) := 2* — 4z + 2 im Innern des
Einheitskreises D = D;(0) ?

Setzen wir f(z) := —4z+2und h(z) := 2%, soist | f(2)]| = |42 — 2| > 4|z]|-2 =
2 auf D und |h(z)| = |z|* = 1 < |f(z)| auf D. Nach dem Satz von Rouché
miissen nun f und p = f 4+ h in D gleichviele Nullstellen besitzen. Aber f
hat dort genau eine Nullstelle (ndmlich z = 1/2). Also kann auch p nur eine
Nullstelle in D besitzen.

Der Residuensatz erlaubt es, gewisse analytisch schwer zu behandelnde reelle Inte-
grale auf algebraischem Wege zu berechnen.

Typ 1: Trigonometrische Integrale

Sei R(z,y) eine komplexwertige rationale Funktion. Wir wollen den Residuensatz
anwenden, um Integrale vom Typ

2
I = R(cost,sint)dt
0
zu berechnen. Zu diesem Zweck suchen wir eine holomorphe oder meromorphe
Funktion f, so dass wir das fragliche Integral als komplexes Kurvenintegral auffas-
sen konnen:

I:/f(z)dz, mit y(t) :==e'f, 0<t<2m
Yy

Ist z = 7(t), so ist z = cost + isint und 1/2z = Z = cost — i sint. Damit ergibt

sich: . . )
ost = — - d sint=—(z—-).
c 2(z—|— Z) un in i(z Z)

Da 7/(t) = i~(t) ist, folgt:

R(cost,sint) = %(t) ‘R (% (v(t) + —), i<’y(1€) — L)) ' (t).
Setzen wir also

fo) =7

so erhalten wir:
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2 1

R(cost,sint)dt = 7/0 ﬂf(fy(t))~7’(t) dt = %/f(z) dz

0 |

= 2m- Z res, (f).

z€D1(0)

3.5.9. Beispiel

2m

dt 1

Sei [ := / —, a > 1 reell. Hier ist R(z,y) = , also
o a-+sint a+y

1 1 2i 2i

f(Z):;.a%—%(z—l/z) T 2aizt+ 21 (z—21)(2 — 22)’

mit 219 = i(—a+ Va2 - 1).
f hat zwei einfache Polstellen auf der imagindren Achse. Da a > 1 ist, ist
(a—1)=d>-2a+1<da®—1,alsoa—1<Va2—1<a+1.
Also ist
—1<—-a+vVa®—1<1, dh 2z =i(—a+Va>—1)e Dy0).

Andererseits ist | —a — va? = 1| = |a+ va? = 1| > [a] > 1, also 25 & D1(0).
Daraus folgt:

2w .

dt 2

/ —_ = 27~ res,, (f) = 27 - lim !
0

a+sint z—z1 2 — 2o
47 4 2

-z 2iva? —1 - Vaz—1

Typ 2: Uneigentliche rationale Integrale

Nun wollen wir Integrale der Form
I:= / f(x)dx
p(z)

betrachten, wobei f(z) = el sei, und p(z) und ¢(x) Polynome ohne reelle Null-
q(x

stellen. Dabei miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.

3.5.10. Satz

Sei p(z) ein komplezes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es Konstanten ¢, C' > 0
und ein R >0, so dass gilt:

clz[* <|p(2)| < Clz|"  fiir |z] = R.
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BEWEIS: Sei

n n—1
p(z) = Za,,z” und  r(z) = Z\ay\ - z]”.
v=0 v=0

Mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichungen folgt fiir alle z € C:
|an| - [2]" = r(2) < |p(2)] < lan| - [2]" +7(2).
Fiir [2] > 1 und v < nist |z|* < |2|*7, also

n—

1 n—1
r(2) < lay]- 2"t =k 2" mit k=) la, .
0 v=0

V=

Daraus folgt:
Jan| - 2" = kl2["T" < [p(2)] < lan] - [2]" + Kl2" 7,
also L
(lan| = E |)!Z\” Ip(2)] < (Jan| + m)!ZI"-

Fiir |z| > R ist dann sogar
k k
(lanl = 2)I2I" < Ip(2)] < (Jan] + 2)l2I"

Wé&hlt man auerdem R > %, so ist % < |ay| und daher |a,| — % > 0.
an

k k
Man kann also ¢ := |a,| — —= und C := |a,| + I setzen. n

R

3.5.11. Folgerung

Sind p(z) und q(z) Polynome mit deg(q) = deg(p) + k, k > 0, so gibt es eine
Konstante C > 0 und ein R > 0, so dass

fiir |z| > R ist. Auferdem folgt:

1. Ist k=1, so st }z ( | im Unendlichen beschrankt.

a(z)

2. Ist k > 2 und q(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche

Integral
/ ]ﬂ dz.
o 4(7)
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BeEwEs: Ist
alz|™ < p(z)] < Cilz[™ und  elz]" < |q(z)| < Colz|™ fiir 2] > R,
SO 1ist

|@‘§C-|z|m_", fﬁr|z|ZR,C::ﬁundm—n§—k.
q(z) Co

Istkrzl,soist‘z-]LZ;|§C.
z

q(

Ist k£ > 2, so folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals aus der Konvergenz
des Integrals [(1/|x|*) dz, dem Majoranten-Kriterium fiir uneigentliche Integrale
und der Tatsache, dass ¢(x) keine reellen Nullstelle besitzt. n

Es seien nun die Voraussetzungen der Folgerung fiir f(z) = p(2)/q(z) erfiillt, mit
k > 2. Insbesondere ist dann lim, ., f(z) = 0. Das bedeutet, dass es ein r > 0
gibt, so dass alle Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das koénnen auch nur
hochstens endlich viele sein.

Wir betrachten nun folgenden Weg;:

. . Polstellen von f

Der Weg v sei zusammengesetzt aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen
Achse und dem Halbkreis 7, () := re't, 0 < ¢t < 7. Dann ist

f(z)dz+/T f(x)dx:/f(z)dz:2ﬂi~ S res(f).
or -r v Im(z)>0

Man beachte, dass das Residuum hochstens in den Singularitdten # 0 ist, die
Summe auf der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

Da |f(z)] < C/|z]? fiir groBe z ist, folgt:

r

f(z)dz Sm’—c :—WCHOﬁirrﬁoo.
r2
Yr

Also ist

/00 flz)dx =27i - Z res, (f)

m(z)>0
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(oder = —27i - Z res,(f) ).

Im(2)<0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihr-
ten Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der
Fall. Zur Erinnerung:

[e'¢) R
C.H./ g(t)dt .= lim g(t)dt
—00 R—oo —-R
heiflt Cauchy’scher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren,
auch wenn das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konver-

giert, dann stimmt es mit dem Cauchy’schen Hauptwert iiberein.

Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, dass der Cauchy’sche Haupt-
wert existiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo ge-
hen lassen. Deshalb waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen nétig, um die
Existenz des uneigentlichen Integrals zu sichern.

3.5.12. Beispiel

00 2
Wir wollen [ := / Y dx berechnen.
U e
2
Die Funktion f(z) := T hat Polstellen in den Punkten
2
im/d i(m+27k) /4 ™+ 27k . T+ 27k
2= Qre' Tt =e = COS(T) + i s1n(T),

fir K =0,1,2,3. Dabei ist Im(z;) > 0 fir k =0 und k£ = 1.

Da die 4 Polstellen paarweise verschieden sind, liegen in

, 1 - 1
n=e™=—(1+1i) und z=ie™=—"C(i-1)

V2 V2

jeweils einfache Polstellen vor. Wie wir schon an friitherer Stelle gesehen ha-

ben, ist
resa(f) = 2= fa= 1)
und  res, (f) = 42—5% = izl = ﬁ(—l — i),
und demnach
[ = oni (ﬁu— 'HWH_'))
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Typ 3: Die Fourier-Riicktransformation

Ist f: R — C eine stetige und absolut integrierbare Funktion, so existiert dazu die
Fourier-Transformierte
= / f(t)e “tdt.

Das ,, Fourier-Integral-Theorem® besagt, dass man f aus fzuriickgewinnen kann.
Und zwar ist

f(t) = —C H. / f e dw.
In der Praxis kann dieses Problem besonders schon gelost werden, wenn man fals

Einschréankung einer meromorphen Funktion I’ auffassen kann.

Wir nehmen auflerdem an, dass F' nur endlich viele Polstellen hat und dass z - F'(z)
fiir groBes z beschrankt bleibt, und wir betrachten nur den Fall ¢ > 0.

Dann benutzen wir folgende Integrationswege:

Y2 is
73 g
— Ry 0 Ry
Sei (1) = Ro+irT, 0<71<s,
’)/2(7') = T4+ iS, —Rl STSRQ,
und  3(7) = —Ri+i1, 0<7<s.

Dann ist v{(7) = ~4(7) = i und 74(7) = 1.
Hat I’ nur endlich viele Polstellen, so kann man Ry, Ry und s so grofl wahlen, dass

die Polstellen alle im Innern des Weges vo+71— y2— 3 liegen (wobei vy die Strecke
von —R; nach Ry bezeichnet).

Setzen wir
L(t) := /F(z)eiZt dz

Yv
fir v = 1,2, 3, so erhalten wir mit dem Residuensatz:

/ 2 F(z)e'™ do + Ii(t) = L(t) — Is(t) =271 - > res.(F(z)e'™).

—R Im(z)>0
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Wir schéitzen nun die Integrale I,(t) einzeln ab. Dabei verwenden wir folgende
Tatsachen:

a) Ist z=a+ iy, so ist |e!#]| = 7Y,

b) Da s nicht unabhéngig von R; und Ry gewihlt werden muss, kann man
s := Ry + Ry setzen.

c) Es gibt ein C' > 0 und ein R > 0, so dass fiir |z| > R gilt:

wung%.

Wir wahlen Ry > R und Ry; > R.

Dann ist auch s > R, und fiir z € |7, ist |z| > s. Die Standardabschitzung ergibt
nun:

[I5(t)] < (Ry + Ry) - e - s‘uﬁ)]F(z)] <C-e® —0
72

(fiir festes t und Ry, Ry — o0 ). Das Integral I; wird folgendermafien abgeschétzt:

s

ROl < [ PR+ in)]-e " ar
0
C S

e dr = P%(—%e_ﬁ>

S_
RZU 0

= %(1—6“) — 0 (fiir s — oo und Ry — 00).
2

I3(t) wird analog abgeschétzt.
Also ist

/_OOF(:C)emd:c:%Ti Z res, (F(2)e'™),

> Im(z)>0

und die Existenz des Integrals wurde (unter den obigen Voraussetzungen) gleich
mitbewiesen.

3.5.13. Beispiel

Zu berechnen ist das Integral / 7 dx, mit a,b > 0.
oo T —
) e iaz b
Esist res;y - =e %, also
z— b

I=271i e,
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Typ 4: ,,Pole auf der Kontur*

Bisher haben wir immer vermieden, dass Pole auf dem Integrationsweg liegen.
Manchmal lohnt es sich aber auch, diesen Fall einzubeziehen.

Dabei wird die folgende Aussage benotigt:

Behauptung: Ist f meromorph mit einem einfachen Pol bei @ und o, : [0, 7] — C
definiert durch a,(t) :=a + ge'?, so ist

lim/ f(z)dz = mires,(f).

0—0

BEWEIS: Ist f(z) = L g(z) (nahe a), mit einer holomorphen Funktion ¢,
z—a

/af(z)dz:c/a %—l—/ag(z)dz:c/o7r iggjltdt:resa(f)-ﬂi.

Sei nun wieder F' meromorph, mit insgesamt nur endlich vielen Polstellen und

genau einer Polstelle a auf der reellen Achse. Auflerdem bleibe z - F'(2) fiir grofies z
400
beschréinkt. Man kann zwar nicht direkt das Integral / F(z)e'" dz berechnen,

—0o0

SO ist

aber es gilt:

lim [/_a—g F(x)eixdx+/+oo F(z)e™ d:v} =2mi Z res, (F(2)e'?)+mi res,(F(2)e'?).

0—0
o0 ate Im(z)>0

Zum BEWEIS benutzen wir die folgenden Integrationswege:

V2

. g

-’ 0 a Ry

Sei f(z) := F(2)e'*. Sind R;, Ry und s geniigend grof§ und ist o geniigend klein,
SO 1ist

a—

e Ry
f(z)de+ flx)de— | f(2)dz+ f(z)dz =2mi res,(f(2)).
—R; ate /ag / Im§>0

Y1—72—73
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Wie beim vorigen Fall folgt auch hier, dass das Integral iiber den Umweg v1— vo— 73
verschwindet, wenn Ry, Ry und s gegen Unendlich gehen. Daraus ergibt sich die
gewiinschte Formel.

3.5.14. Beispiel

Das uneigentliche Integral [ fooo ((sin x)/ a:) dzx existiert, wie man schon in Ana-
lysis 1 zeigen kann. Um es mit Hilfe des Residuenkalkiils zu berechnen, muss
man allerdings die Funktion f(z) := e'?/z betrachten, und die hat einen Pol
im Nullpunkt. Die Funktion sin z nimmt fiir wachsenden Imaginérteil von z
immer groflere Werte an, so dass man nicht mit (sin z)/z arbeiten kann. Nun

ist
+00 g -0 o +00
/ sinz Jr — lim ( / sinx dr + / sinz dm)
_ X o—0\ J_ T 0 X

o [e.e]

—0 iz +o0o iz
= lim1m</ e—dx—f—/ e—dx)
0—0 _ x 0 X

o0

= Im[27ri Z resz<e

iz
Im(z)>0

o) ()

= Im(wi reso(ez )> = 7.

Typ 5. Die Mellin-Transformation

Sei f(z) eine meromorphe Funktion mit endlich vielen Polstellen, von denen keine
auf der positiven reellen Achse liegt. Dann soll folgendes Integral berechnet werden:

/0 " Fa)a d?“" _ /0 " Fa)e

Um den Integranden als Einschréinkung oder Grenzwert einer holomorphen Funkti-
on f(z)-2%"* auffassen zu kénnen, mufl man zunichst einen geeigneten Logarithmus-
Zweig wahlen, und das ist nur auf einer aufgeschlitzten Ebene moglich. Der Trick
besteht darin, ausgerechnet

A(z) :=log,  auf C:=C"\R,

zu wihlen, so daff 2% = e*(*) igt.

Wir benutzen dann den wie folgt skizzierten Weg und lassen r — 0, R — co und
¢ — 0 gehen.
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R Y2

7

Bz k
V3

\3
o

Fiir 0 < ¢ < 2m ist A(re'’) = Inr + it. Daher gilt:

limA(z + ie) = In(z)
e>0
und  limA(z + ie) = In(z)+27i.

e<0

Entsprechend ist

lim(z + ie)*! = 2%}
0

und hHOl([E—f- ig)a—l _ C(]a_l . e27r|(a,—1) _ l’a_l . 627”@'
e

e<0

Sind r und e sehr klein, R sehr grof}, so liegen alle etwaigen Polstellen von f in
dem von 7y := 71 + 72 + 73 + 74 berandeten Gebiet G.

3.5.15. Satz

Ist liII(lJ f(2)2* =0 und lim f(z)z* =0, so existiert das Integral

/0 f(z)z* tdr = #@;Wia : Z res, (f(2)z°1).

wG([N:

BEWEIS:  Sei I, ::/ f(2)z*dz.
Yv
a) Es ist

L] < 27R-sup|f(z)z"""]
12|
= 2m-sup|f(2)z?] — 0 (fir R — o).
2]

b) Weiter ist
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L] < 2mr-sup|f(2)2*7!|
V4l

= 2m-sup|f(2)z*| — 0 (fur r — 0).

|74l

c) Schliefllich gilt:

lim/ f(2)2 tdz = /Rf(m)x“_l dx
71 T

e—0

und 5
lir% f(2)2 tdz = —/ fx)zt e d,
Vs r

also strebt I; + I3 bei festem r und R fiir ¢ — 0 gegen

(1—e*iey. /TRf(x)J:“_1 dx.

Ist dabei r geniigend klein und R geniigend grof3, so nimmt I; + I, + I3 + I, den
festen Wert 27i - Z res, (f(2)z* ') an.
weC

LaBt man jetzt r — 0 und R — oo streben, so erhélt man die Existenz des Integrals
/ f(z)z* ' dr und die Giiltigkeit der gewiinschten Gleichung. .
0

3.5.16. Zusatz
p(2)

Ist f(z) = ) mit grad(q) > grad(p) und 0 < Re(a) < 1, so sind die Voraus-

setzungen des obigen Satzes erfiillt.

BEWEIS: Seiz=reit € Cund a =+ i mit 0 < a < 1. Dann ist

40— ealn’/‘—ﬁt . el(ﬂlnr—i—onf)7

also
’Za| — . ef,Bt — ’Z‘a . efﬁarg(z) < ’Z‘a . GWIQﬂ.

Da f nach Voraussetzung im Nullpunkt keine Singularitét besitzt, folgt:

()2 S [f(2)] - [of - @l — 0 (fiw 2 — 0).

C
Andererseits gibt es ein C' > 0, so daf fiir grofe z gilt: | f(z)] < =k DaRe(a)—1<0
z

ist, bedeutet das:

1£(2)2%] < O - |z|Re@-1. 2rm@l 0 (fiir 2 — 00).



3.5 Der Residuensatz 89

Da e ™' — ™ = —2i sin(ma) ist, gilt:
27 2rie Tia me Tia
1— 627ria e—wia _ eﬂ'ia Sin(ﬂ'@) :

3.5.17. Folgerung
p(2)

Sei f(z) = ) eine rationale Funktion ohne Polstellen in R, grad(q) > grad(p)

und a € C mit 0 < Re(a) < 1. Dann ist

—Tia

/000 f(z)z* tdr = — e . Zresw(f(z)z“_l).

sin(ma)

weC

3.5.18. Beispiel

a—1

Berechnet werden soll das Integral I := / ’
0

dr,mita e R, 0<a< 1.
x+1

Hier ist f(z) = 1 mit z = —1 als einziger Polstelle. Es ist
z

res_l(f(z)za_l) — lim Za—l — (_1>a—1 — (eﬂi)a—l — _e7ria’

z——1

also




