2 Der Divergenzsatz

2.1 Glatte Hyperflichen

Zur Erinnerung: Ein Parametergebiet ist ein beschrinktes Gebiet P C R", bei
dem jeder Randpunkt von P auch ein Randpunkt von P ist. Durch die Randbe-
dingung werden gewisse pathologische Félle ausgeschlossen:

/ Hier geht es schief!

P

Parametergebiet kein Parametergebiet

Definition

Sein > 2 und P C R"! ein Parametergebiet. Unter einem (glatten) parame-
trisierten Hyperflichenstiick iiber P verstehen wir eine stetig differenzier-
bare Abbildung ¢ : P — R", fiir die gilt:

1. ¢ ist injektiv.
2. rgJy(u) =n —1fir alleu € P.

3. Ist up € P und u, € P eine Folge mit lim ¢(u,) = ¢(uy), so ist auch

V—00

lim u, = ug.
V—00

Bemerkungen:

1. Bei den glatten parametrisierten Hyperflachenstiicken handelt es sich um
einen Spezialfall der glatten (p-dimensionalen) Fldchenstiicke, die im 2. Se-
mester behandelt wurden. Zur Erinnerung werden die Definitionen, Sétze
und Beweise zu diesem Thema in einem Anhang zum vorliegenden Abschnitt
wiederholt.

2. Ist n = 2, so ist P = I ein offenes Intervall und es liegt ein stetig differen-
zierbarer, ebener Weg ¢ : I — R? vor. Es ist ¢ injektiv, ¢(t) # 0 fiir alle
t € I. Man spricht dann von einem glatten Weg. Durch die dritte Bedingung
werden Situationen wie die folgende ausgeschlossen:

Sei ¢ : (—7/2,+7/4) — R? definiert durch

p(t) := (cos(2t) cost, cos(2t) sint).
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Im Parameterintervall ist ¢ injektiv, der Nullpunkt ist das Bild von t = —7 /4.
AuBerdem kann man leicht nachrechnen, dass ¢'(t) nirgends verschwindet.
Setzen wir aber to := —m/4 und t, := 7/4 — 1/v, so konvergiert ¢(t,) gegen
(0,0) = ¢(to), nicht aber (t,) gegen t.

-

3. Die Menge S := ¢(P) heifit die Spur des Fliachenstiicks. Manchmal be-
geht man aus Bequemlichkeit etwas Notationsmissbrauch und nennt S ein
Fldchenstiick. Damit verzichtet man natiirlich auf Information.

4. Man kann zeigen: Ist P C R""! ein Parametergebiet, ¢ : P — R" ein glattes
Hyperfliachenstiick, S := ¢(P) und U C P offen, so gibt es eine offene Menge
B C R, so dass ¢(U) = BN S ist. Das bedeutet, dass ¢(U) eine offene
Teilmenge von S (in der Relativtopologie) ist.

Definition

Eine Menge H C R"™ heifit eine glatte Hyperfldche, falls es zu jedem Punkt
xo € H eine Umgebung U = U(x) C R, ein Parametergebiet P C R"™!, ein
glattes parametrisiertes Hyperflachenstiick ¢ : P — R™ mit ¢(P) = H N U und
einen Parameter uy € P mit ¢p(ug) = xq gibt.

Mit Hilfe des Satzes {iber implizite Funktionen wurde in Analysis 2 gezeigt:

2.1.1. Jede Niveaumenge ist eine glatte Hyperfliche

Sei B C R" offen, f : B — R eine stetig differenzierbare Funktion und M =
{x€ B : f(x)=0}. Ist Vf(x) # 0 in jedem Punktx € M, so ist M eine glatte
Hyperfldche.

Es gilt in gewisser Weise auch die Umkehrung:

2.1.2. Jede glatte Hyperfliche ist lokal eine Niveauflache

Sei H C R™ eine glatte Hyperfliche. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € H eine
offene Umgebung U = U(xg) C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion
f:U—R, so dass gilt:
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1. UNH = f0).

2. V(x)£0 firx e UNH.

2.1.3. Beispiele

A. Sei P C R"! ein Parametergebiet, g : P — R eine stetig differenzierbare

Funktion. Dann wird der Graph S := {(u,2) : z =g(u)} durch ¢ : P — R"
mit (u) := (u, g(u)) parametrisiert. Die Injektivitiat von ¢ ist offensichtlich

und die Funktionalmatrix
En—l )
Jo(u) =
o= (g

hat natiirlich den Rang n — 1. Ist schliellich ug € P und u, eine Folge in
P, so dass (u,,9(u,)) = ¢(u,) gegen p(ug) = (ug, g(ug)) konvergiert, so
konvergiert auch u, gegen ug. Also liegt ein glattes parametrisiertes Hyper-
fldchenstiick vor.

. Sei f:R™\ {0} — R definiert durch f(zy,...,z,) =22+ --+22 —1. Dann

ist S"71 = f71(0) = {x € R" : ||x]| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphére. Sie
ist eine glatte Hyperfldche, weil V f(x) = 2x # 0 in jedem Punkt x € ™!
gilt. Im Falle n = 2 erhélt man den Einheitskreis.

. Sei a € R", a # 0, sowie ¢ € R. f : R" — R sei definiert durch f(x) :=

x+a—c. Dann nennt man H := {x : f(x) = 0} eine affine Hyperebene. Weil
Vf(x) = aist, ist H eine glatte Hyperflache.

. Sei B C R" offen, f: B — R stetig differenzierbar, so dass S := f~1(0) eine

glatte Hyperfliache ist. Ist I C R ein offenes Intervall und g : B x I — R
definiert durch g(x,t) := f(x). Dann ist g~(0) = S x I ebenfalls eine glatte
Hyperflache, der Zylinder iiber S.

. Sei h>0,7r>0, B:={(z,y,2) € R : |2] < h}, f: B — R definiert durch

flr,y,2) =22+ y?> —r? und S := f71(0). Weil Vf(z,y,2) = (27,2y,0) #
(0,0,0) fur (z,y,2) € S ist, ist S eine glatte (Hyper-)Fliche, ein Zylinder-
mantel der Hohe 2h mit Radius 7.

Ist c € R, soist P. := (¢, c+27) X (—h, h) ein Parametergebiet und ¢ : P. —
R3 mit

p(u,v) := (rcosu,rsinu,v)

eine glatte Parametrisierung, denn die Spalten von

—sinu 0
Jp(u,v) = cosu 0
01
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sind offensichtlich immer linear unabhéngig. Dass ¢ injektiv ist, kann man
sich leicht iiberlegen. Leider deckt eine einzelne derartige Parametrisierung
nicht die ganze Flidche S ab, es fehlt immer ein Streckenstiick, das man als
,Klebekante* interpretieren kann.

Im Falle ¢ = 0 wird der Zylinder entlang der Linie {(r,0,2) : |z] < h}
zusammengeklebt. Zwar kann man ¢ auf P stetig differenzierbar fortsetzen,
aber dort ist ¢ nicht mehr injektiv. Benutzt man eine zweite Parametrisierung
mit dem Definitionsbereich P., ¢ # 0, so wird S durch ¢(F) und ¢(F,)
iiberdeckt.

F. Nun sei P = (0,27) x (0,1) und ¢ : P — R? definiert durch

p(u,v) := (vecosu,vsinu,v).

Das ist eine glatte Parametrisierung der Flédche
S:={(2,y,2) € R? x (0,1) : 2° +3y° — 2% = 0}.

Fiir jeden Punkt x, = (coswu,sinu, 1) ist die Verbindungsstrecke von 0 und
x, (ohne die Endpunkte) ganz in S enthalten. Daher ist S ein kreisformiger
Kegelmantel mit einer Spitze bei (0,0, 0). Die Spitze gehort allerdings nicht
zu S, und es gibt wieder eine Klebekante.

z

T Y

G. Wir wissen schon, dass die Einheitssphdre (Oberfliche der Einheitskugel),

Si={(,y,2) ER? : a? g2 4+ 22 = 1},
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eine glatte Fliache ist. Sei P := (0,27) x (—7/2,7/2) und

p(u,v) := (cosucos v, sinucos v, sinv).

Dies ist die von den raumlichen Polar-
koordinaten herrithrende Parametrisie-
rung.

Die linke und die rechte Seite von P
werden zu einem Léangenkreis zusam-

mengeklebt, die untere und die obere
Seite von P ergeben den Siidpol und

den Nordpol.

H. Sei o : (a,b) — R? eine stetig differenzierbare Abbildung, a(t) = (f(t), g(t)),
f(t) > 0 auf (a,b). Dann wird durch

p(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u))

ein Fliachenstiick parametrisiert, die durch a bestimmte Rotationsfldche.

Definition

Sei H C R" eine glatte Hyperfliche, x, € H. Ein Vektor v € R" heifit Tangenti-
alvektor an H im Punkte x, falls es ein € > 0 und einen stetig differenzierbaren
Weg o : (—¢,¢) — R gibt, so dass gilt:

1. Die Spur von « liegt ganz in H.

2. Esist a(0) = xp und a’(0) = v.

2.1.4. Charakterisierung von Tangentialvektoren

Sei H C R™ eine glatte Hyperfliche, xg € H. Es sei U = U(x¢) C R" eine offene
Umgebung, so dass gilt:

a) Es gibt eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit f~1(0) = UNH
und Vf(x) # 0 fir allexe UNH.

b) Es gibt ein Parametergebiet P C R"™! und eine stetig differenzierbare Pa-
rametrisierung ¢ : P — R™ mit ¢(ug) = xo und @(P) =UNH.

Dann sind die folgenden Aussagen tber einen Vektor v € R™ dquivalent:
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1. v st ein Tangentialvektor an H im Punkte xq.
2. veVf(x9) =0.

3. Es gibt einen Vektor w € R"™ mit v.=w - J,(ug)".

BEwEIs: (1) = (2): Sei v ein Tangentialvektor an H in X, also a(0) = x, und
a/(0) =v. Dann ist foa(t) =0, also 0 = Vf(xg)+a/(0) = V f(xg)* V.

(2) = (3): Weil Vf(xq) # 0 ist, hat der Raum der zu V f(xq) orthogonalen
Vektoren die Dimension n — 1. Und der Raum Im Dg(x() besitzt ebenfalls die
Dimension n — 1 (= rg J,(uy)).

Weil fop(u) =0 ist, ist 0 = V(f op)(ug) = Vf(xo) - Jp(up) (Kettenregel). Ist

also ein Element v =w - J,(up)" von Im D¢ (ug) gegeben, so ist
Vf(xo)sv=Vf(x) v =Vf(x0) () -w' =0.

Dabher sind die beiden betrachteten Vektorrdume gleich und aus (2) folgt (3).

(3) = (1): Es gebe einen Vektor w € R mit v =w - J,(ug)" = Dep(ug)(v).
Dann definiere man o : (—¢,e) — R” durch a(t) := ¢(ug + tw). Offensichtlich
liegt die Spur von e in H, es ist a(0) = xo und a’(0) = Dep(uy)(w) = v. Also ist
v ein Tangentialvektor an H in x. "

Bemerkung: Wir haben insbesondere gezeigt, dass die Tangentialvektoren an
eine glatte Hyperfliche H C R™ in einem Punkt x, € H einen (n—1)-dimensionalen
Vektorraum bilden. Das irritiert etwas, denn die anschauliche ,, Tangentialebene®
in einem Punkt xq € H ist i.a. kein Vektorraum, sondern ein affiner Raum. Den
Vektorraum der Tangentialvektoren in xg erhélt man, indem man die anschauliche
Tangentialebene in den Nullpunkt verschiebt.

Definition

Sei H eine glatte Hyperfliche im R"™. Den Vektorraum 7% (H) der Tangentialvek-
toren an H in x nennt man den Tangentialraum von H in x.

2.1.5. Beispiel

Die Sphire S"' = {x : ||x|| = 1} ist die Nullstellenmenge von
f(x) = |x[?—1=x+x—1.
Fiir xo € S™ ! ist

Ty, (S"™ 1) =Ker Df(xp) = {v €R" : Vf(x¢)sev=0}={v :x0ev =0}
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2.1.6. Satz (iiber Parametertransformationen)

Sei B C R™ offen und H C B eine glatte Hyperfliche. W1, Wy seien zwei offene
Mengen im R™ mit Wy N Wy N H # &, so dass es lokale Parametrisierungen
p,: PP —=WiNH und @y: P, = Wy N H gibt. Dann st

@rlowy ey (WINWanH) — @ (WinWyn H)

ein Diffeomorphismus.

<

©, )

~—_| @1 o p,
P L_/\:ﬁ B

Der Beweis wurde in Analysis 2 fiir beliebige glatte Flachen gefiihrt. Er wird hier
im Anhang wiederholt.

Definition

Sei H eine glatte Hyperfliache. Eine stetige Funktion h : H — R heif3t differen-
zierbar, falls h o ¢ fiir jede Parametrisierung ¢ differenzierbar ist.

Diese Definition ist nach dem obigen Satz verniinftig. Ist ndmlich f o ¢ differen-
zierbar und 1 eine andere Parametrisierung, so ist auch fotp = (fop)o(p top)
differenzierbar.

2.1.7. Satz

Fine Teilmenge H C B ist genau dann eine glatte Hyperfliche, wenn es zu
jedem Punkt xo € H eine offene Umgebung U(xo) C B und eine umkehrbar
differenzierbare Abbildung F : U — R™ gibt, so dass gilt:

FUNH)={y=(y.---,yn) €FU) : yp = 0}.
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BEWEIS:

Sei H eine glatte Hyperfliche, xgo € HNU = {f = 0}. Weil Vf(x¢) # 0 ist,
kann man — nach geeigneter Nummerierung der Koordinaten — annehmen, dass
fa, (X0) # 0 ist. Dann definieren wir F : U — R" durch

F(xy,...,2,) = (:cl,...,xn,l,f(:cl,...,xn)).
Es ist

E, ; o'
JF(X()) =

f-’El (X0)7 st 7fxn71 (XO) frn (XO)

und daher det Jp(xg) # 0. Also ist F bei x¢ ein lokaler Diffeomorphismus und

FHNU)={y = (W1,---,¥ya) €EFU) : yo = 0}.

Ist umgekehrt ein lokaler Diffeomorphismus F = (Fy,..., F,) : U — R™ mit
F'{y :v»=0})=UnH

auf einer Umgebung U von x( gegeben, so setzen wir f := F,. Dann ist H N U =
{f =0}, und da Jg iiberall regulér ist, muss Vf(x) # 0 sein, fir allex € U. =

2.1.8. Beispiel
Sei f: R* — R definiert durch f(z,y) := (z — 1)®> — y?. Dann nennt man
N:={(z,y) : f(z,y) =0}

eine Neil’sche Parabel. Yy /\

Der Gradient V f(z,y) = (3(z — 1)?, —2y) verschwindet in dem Punkt (1,0)
(der leider auf N liegt), aber in keinem anderen Punkt.

Durch a(t) := (1+t%,¢%) wird N parametrisiert, in allen Punkten ¢ # 0 ist das
eine glatte Parametrisierung. Also erhélt man (fiir ¢ # 0) durch den Vektor
o/(t) = (2t,3t) = t - (2,3t) die Richtung des Tangentialraumes in «(t).
Wire N eine glatte Kurve, so miisste der Tangentialraum stetig variieren,

und wir hétten in (1,0) die z-Achse als Tangentialraum. Aber N wire in der
Néahe dieses Punktes auch ein Graph. Da N kein Graph iiber der x-Achse
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ist (die Eindeutigkeit ist verletzt, es ist y = £+/(z — 1)3), muss N Graph
einer Funktion = = ¢(y) iiber der y-Achse sein. Der hétte dann im Nullpunkt
eine ,senkrechte® Tangente, was bei einer differenzierbaren Funktion g nicht
moglich ist.

Also ist N keine glatte Kurve. Tatséchlich hat N in (1,0) eine ,,Spitze®.

Sei M C R" offen. Ist f : M — R irgendeine Funktion, so nennt man die Menge

Tr(f) :={xe M : f(x) # 0}

den Trdger von f. Wir verstehen ab sofort unter einer differenzierbaren Funk-
tion eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Die Menge aller differenzierbaren
Funktionen auf M wird dann mit C*°(M) bezeichnet, die Menge aller Funktionen
f € C°(M) mit kompaktem Trager mit C°(M).

2.1.9. Satz vom ,,Hut*
Seia € R", 0 <r < R. Dann gibt es eine C*°-Funktion f : R" — R, so dass gilt:

1. f(x) =1 auf B.(a),
2. f(x) =0 auf R™\ Bg(a),

3. 0 < f(x) <1 dberall sonst.

In einer Dimension kénnte der ,,Hut®“ so aussehen:

7\

/ \
< ' —

T I
| a—R a—r a a+r a+R

BEwEIS: Durch

[ exp(=1/t?) firt>0
9(1) '_{ 0 fiir £ <0

wird eine C*°-Funktion auf R definiert, die genau fiir x > 0 Werte > 0 annimmt
(Beweis in Analysis 1). Dann ist h(t) := g(1 4+ t)g(1 — t) genau auf dem Intervall
(—1,1) positiv und iiberall sonst = 0.

o) = /_ tl nrydr) / /_ 11 h(r) dr)

ist wieder eine C*°-Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Fiir t < —1
ist p(t) = 0 und fiir ¢ > 1 ist p(¢) = 1. SchlieBlich setzen wir

Die Funktion

R+T—2||x—a||>

fx) 1= p( ==
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Diese Funktion nimmt auch nur Werte zwischen 0 und 1 an. Fiir ||x — a|| > R ist
f(x) =0, und fiir [|[x —al <rist f(x)=1. .

Wir wollen den Satz vom Hut benutzen, um auf einer kompakten Menge K C R" zu
jeder endlichen offenen Uberdeckung {Uy,...,Uy} eine sogenannte Teilung der
FEins zu konstruieren. Darunter versteht man ein System von C*°-Funktionen ¢;
auf dem R", so dass gilt:

L. 0<gi(x)<1lfirallexeR"undi=1,..., N.

N
2. ngi(x) =1 auf K.

i=1
3. Fiir jedes i liegt der (kompakte) Triger von ¢; in Uj;.

Wir benotigen zwei Hilfssétze:

2.1.10. Lemma 1

Ser U C R™ offen und C C U kompakt. Dann gibt es eine kompakte Menge
McCUmitCCM.

BEWEIS: Zu jedem Punkt x € C' gibt es ein ¢ = &(x) > 0, so dass die abgeschlos-
sene Hiille der Kugel B(x) := B.(x) noch ganz in U enthalten ist. Die offenen
Kugeln iiberdecken die kompakte Menge C', und dafiir reichen natiirlich schon end-
lich viele Kugeln B(x;),. .., B(x,). Die Vereinigung M der abgeschlossenen Hiillen
der Kugeln B(x,) ist kompakt, und zu jedem Punkt x € C gibt es ein p, so dass

x € B(x,) ist. Also ist C' C M. .

2.1.11. Lemma 2

Sei U C R" offen und C' C U kompakt. Dann gibt es eine offene Menge W mit
C CW und W C U, sowie eine C*®°-Funktion f : R" — R mit f(x) =1 auf C,
f(x) =0 auf R*\ W und 0 < f(x) <1 dberall sonst.

Beweis: 1) Wir wihlen zu jedem Punkt a € C reelle Zahlen » = r(a) und
R = R(a) mit 0 < r < R, so dass Bg(a) C U ist. Nach dem Satz vom Hut gibt es
eine C*-Funktion g = g¢a, so dass iiberall 0 < g(x) < 1 ist, g(x) = 1 auf B,(a) und
g(x) = 0 auBlerhalb Bg(a).

Endlich viele (der kleineren) Kugeln (um Punkte x, ..., x;) iiberdecken bereits die
kompakte Menge C. Die zugehorigen Funktionen seien mit gy, ..., gs bezeichnet,
die Radien mit r, und R,. Dann ist W := Bg,(x1) U ... U Bg (xs) eine offene
Menge mit C ¢ W und W C U.

Wir setzen f := g + -+ + g,. Dann ist f(x) > 0 fiir x € C (weil dort immer
)

wenigstens ein g, den Wert 1 annimmt), und f(x) = 0 fir x € R™ \ W. Weil C
kompakt ist, gibt es sogar ein § > 0, so dass f(x) > § auf C ist.
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Im Beweis des Satzes vom Hut wurde eine C*°-Funktion ¢ : R — R konstruiert, mit
0<¢(t)<1,¢(t)=0firt <—1und =1 fiir t > 1. Sei p;(t) := ¢@(2t/5 — 1), also
0 <s(t) <1, @s(t) =0 fiir t <0 und =1 fiir ¢ > J. Dann hat f(x) := gpg(f(x))
die gewiinschten Eigenschaften. "

2.1.12. Existenz einer ,,Teilung der Eins*
Sei K C R™ kompakt und {Uy,...,Un} eine offene Uberdeckung von K. Dann
gibt es C*-Funktionen ; auf dem R™, so dass gilt:

1. 0< pi(x) <1 firx e R*" undi=1,...,N.

N
2. Z%(X) =1 firxeK.

i=1

3. Fiir jedes i hat @; kompakten Trédger in U;.

BewEIS: 1) Sei {U),...,Uy} die gegebene offene Uberdeckung von K. Wir kon-
struieren kompakte Mengen M; C U, so dass {M 1y ,]\04 N} immer noch eine
offene Uberdeckung von K ist.

Dabei gehen wir induktiv vor, wir ersetzen sukzessive eine Menge U; nach der
anderen durch den offenen Kern einer geeigneten kompakten Menge.

Anfang: Die Menge
Cl Z:K\(UQUU;J,U...UUN)

ist (als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge) kompakt und in U
enthalten. Nach Lemma 1 gibt es eine kompakte Menge M; C U; mit Cy C M 1.
Also ist {M1,Us, ..., Uy} eine Uberdeckung von K.

Induktionsschritt: Es seien schon kompakte Mengen Mj, ..., M konstruiert, so
dass stets M; C U; und {M, ..., My, Uy1,...,Un} eine offene Uberdeckung von
K ist. Nun sei

Chy1 = K\ (M1U...UM,UU,2U...UUy).

Dann ist Cy 1 kompakt und in U, enthalten. Wieder findet man eine kompakte
Menge Mj1 C Ugyq, so dass Cgy1 C My ist. Damit hat man Ugyq durch My
ersetzt.

2) Nach Lemma 2 gibt es C*°-Funktionen ¢; auf dem R", die = 1 auf M; und =0
auBerhalb einer offenen Menge P; mit M; C P, C P; C U; sind und sonst {iberall
Werte zwischen 0 und 1 annehmen.

Sei =Y+ -+ Yy und U := ]\041 U...U]\O4N. Dann ist U eine offene Menge
mit K CU C Uy U...UUy, so dass ¢ > 0 auf U ist. Wir setzen @; := 1; /1), fiir
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1 =1,...,N. Dann ist @; eine C*°-Funktion auf U, die durch den Wert Null zu
einer C*°-Funktion auf dem ganzen R™ fortgesetzt werden kann. Es ist

0<¢; <1, @;i(x)=0 auBerhalb P; und Z@Z =1auf U.

Nach Lemma 1 gibt es eine kompakte Menge M C U mit K C M. Nach Lemma 2
gibt es eine offene Menge W mit K C W C W C M und eine C*-Funktion f mit
0< f<1, f(x)=1auf K und f(x) =0 auflerhalb .

Wir setzen ¢; := f - ¢y, fir ¢ = 1,..., N. Dann ist ¢; eine C*°-Funktion auf dem
R*" 0<¢; <1,> ¢ =1 auf K und ¢;(x) = 0 auferhalb 4; := W N P;. Also ist
Tr(p;)) C WN P, C MN P;, und das ist eine kompakte Teilmenge von Uj. "

Anwendungen des Konzeptes der Teilung der Eins finden sich in den folgenden
Abschnitten.

Definition

Unter einem glatt berandeten Gebiet verstehen wir ein Parametergebiet
2 C R", dessen Rand eine glatte Hyperflache ist.

2.1.13. Theorem

Sei Q C R™ ein glatt berandetes Gebiet. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € 0f)
eine zusammenhdngende offene Umgebung U = U(xg) C R™ und eine differen-
zierbare Funktion h : U — R, so dass gilt:

1. UNQ={xeU : h(x) <0}.
2. Vh(x) #0 firxeU.

3.UNIN={xeU: h(x)=0}.

BEWEIS:  Sei xq € 0€). Als glatte Hyperflache ist 0€2 in der Néhe von xy Nullstelle
einer differenzierbaren Funktion mit nicht-verschwindendem Gradienten. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine offene Umgebung U = U(x() C R™ und
einen Diffeomorphismus F : U — V = V* x I (mit einem Gebiet V* C R"™! und
einem offenen Intervall I') und eine differenzierbare Funktion g : V* — I, so dass

FUNIQ) ={(y"yn) €V XTI :y,=g(y")}

ist. Sei h: V — R definiert durch E(y*,yn) =y, — g(y"), sowie h := hoF. Dann
setzen wir

V. = {yeV : h(y) <0}, /‘\ o
Ve, == {yeV :hly) >0} b =9")

- Vo
und Vy = {y eV : h(y)=0}. 4
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Es ist V}Nl(y*,yn) = (=Vg(y*),1) und deshalb Vh(x) # 0 fiir x € U. AuBerdem
ist UNON ={x e U : h(x)=0}.

Da V_ und V, Gebiete sind, gilt das auch fir U_ := F}(V_) = {h < 0} und
U, :=F (V) ={h > 0}. Wir haben eine disjunkte Zerlegung

U=U_UU;U(UnNoQ).

Indem man notfalls i durch —h ersetzt, kann man annehmen, dass es einen Punkt
x; € U_NQ gibt. Wir zeigen, dass U_ C Q (und analog U, C R™\ ) ist, also
U_=UnA.

Sei xo € U_. Da x5 nicht in 0f2 liegen kann, bleibt nur zu zeigen, dass x5 auch
nicht in R™ \ Q liegen kann. Wir nehmen an, genau das wire aber der Fall. Da
dann y; := F(x1) und y, := F(x3) beide in V_ liegen, gibt es einen stetigen Weg
a :[0,1] — V_, der y; mit y, innerhalb von V_ verbindet. Der Weg o := F~lo &
verbindet x; mit x5 innerhalb U_. Sei

to :=sup{t € [0,1] : a(t) € Q}.

Dann ist 0 < ¢y < 1, und es gibt eine monoton wachsende Folge (¢,) in [0, 1] mit
a(t,) € Q, die gegen ty konvergiert. Dann muss zumindest a(ty) in Q liegen. Weil
der Weg in U_ verlduft, kann er 02 nicht treffen, aber die Aussage a(ty) € €2 kann
nach Definition von t; auch nicht gelten. Das ist der gewiinschte Widerspruch. =

Man nennt h eine lokale Randfunktion. Diese Randfunktion ist nicht eindeutig
bestimmt.

2.1.14. Satz

Sei € ein glatt berandetes Gebiet. Sind hy, hy zwei lokale Randfunktionen auf ei-
ner Umgebung U eines Punktes xq € 052, so gibt es eine differenzierbare Funktion
A auf U, so dass gilt:

1. A>0 auf U.
2. hlz)\‘hg anU
3. Vhi(x) = A(x) - Vha(x) auf U N ON.

BEWEIS: Durch eine Koordinatentransformation kann man erreichen, dass xo = 0
und hy = x,, ist. Fiir festes x = (x1,...,2,) € U ist

g(t) = hl(azl, Ce 737n717t>

eine differenzierbare Funktion, die bei ¢ = 0 verschwindet. Dann folgt:
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T Tt ) = gln) — g(0) = /O““’"gf<5>ds

1

= $n/ ¢'(tx,,) dt (mit Substitution (t) = tx,,)
0

= ho(z1,...,2pn) - M1, ..., 2p),

L on,

o Oz,
ist (Satz iiber Parameterintegrale).

Offensichtlich ist A = hy/hy > 0 auf U \ 0Q2. Weil hy auf 092 verschwindet und

wobei A(z1,...,x,) := (1, ..., Tp_1,tx,)dt eine differenzierbare Funktion

Vhi(x) = A(x) - Vha(x) + ha(x) - VA(x)

ist, ist sogar Vhy(x) = A(x) - Vhe(x) auf U N 0NQ. Das zeigt aber, dass A auf 02
nicht verschwinden kann. Aus Stetigkeitsgriinden muss A > 0 auf ganz U gelten.
Also ist A > 0 auch auf U N 0S2. .

2.1.15. Existenz (und Eindeutigkeit) der dufleren Normale

Sei Q) C R™ ein glatt berandetes Gebiet und xo € 0S2. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten normierten Vektor N = N(x¢) und ein € > 0, so dass gilt:

1. Nev =0 fir alle v € Ty, (092).

2. xo +t-N liegt fiir —e <t <0 in Q und fir 0 <t < e in R*\ Q.

BEwEIS:  Es gibt eine Umgebung U = U(x() C R" und eine lokale Randfunktion
auf U, also eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R, so dass gilt:

UNoQ={xelU :h(x)=0} und UNQ={xeU: h(x)<0}.

Auflerdem kann man annehmen, dass VAi(x) # 0 auf U ist.
Ist v € Ty, (09) tangential zu 02, so gibt es einen stetig differenzierbaren Weg
a:(—e,e) — 02 mit a(0) = x¢ und &/(0) = v. Dann ist ho a(t) = 0, also

0= (hoa)'(0) = Vh(a(0))+a'(0) = Vh(xg) * v.

Das bedeutet, dass Vh(xp) auf dem Tangentialraum senkrecht steht. Wir setzen

) e Vh(xo)
NGO = R

sowie o(t) = h(x¢o + t - N(x¢)). Dann ist p(0) = h(xo) = 0 und ¢'(0) =
Vh(xp)*N(x0) = ||[Vh(xo)|| > 0. Also wichst g in der Nihe von ¢t = 0 streng
monoton. Daraus folgt: Es gibt ein ¢ > 0, so dass o(t) < 0 fir —e < ¢t < 0 und
o(t) > 0 fiir 0 < t < ¢ ist. Das bedeutet:
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Xo+1-N(x9) € Q fiir —e <t <0und xg+t-N(x0) € R*"\ Q fiir 0 < t < e.

Der Raum aller Vektoren v € R", die in xy auf 02 senkrecht stehen, ist 1-
dimensional. Weil der Vektor N(xg) normiert sein und nach auflen zeigen soll,
ist er eindeutig bestimmt. "

Wir nennen N(x¢) den dufleren (Einheits-)Normalenvektor von 0S) in x,. Er
legt eine ,,transversale Orientierung®“ des Randes fest. Die ,innere Orientierung® des
Randes im Punkte xy wird durch die Anordnung der Elemente a;,...,a,_; einer
Basis von Ty, (0€2) festgelegt. Sie ist so zu wihlen, dass det (N(xo), ag,..., an_l) >0
ist.

Eine Basis von T, (0€2), also eine innere Orientierung des Randes, gewinnt man
durch eine lokale Parametrisierung des Randes. Ist ¢ : P — S C 0 eine solche
Parametrisierung und (1) = X, so ist {¢,, (W),..., ¢, , (ug)} eine Basis von
Tk, (092).

2.1.16. Beispiele

A. Sei Q C R? ein glatt berandetes Gebiet, xo € 92 und a : (—¢,e) — R?
eine lokale Parametrisierung des Randes in der Ndhe von x¢ mit a(0) = %,
sowie N der duflere Normalenvektor in xq. Die Parametrisierung a liefert
die ,richtige“ Orientierung des Randes, wenn det(N, a/(0)) > 0 ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn die Basis {N, a/(0)/||a/(0)|| } durch eine (positive)
Drehung aus {e;, e;} hervorgeht. Und das ist wiederum genau dann der Fall,
wenn das Gebiet 2 ,links“ vom Rand liegt und die d&uflere Normale N nach
,rechts® zeigt.

«/'(0)

B. Im R3 ist es niitzlich, sich des Vektorproduktes zu bedienen.
Sind v, w zwei linear unabhiingige Vektoren des R3, so ist die Zuordnung
a+— det(a,v,w)

eine Linearform # 0. Deshalb gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor u,
so dass det(a,v,w) = a+u fiir alle a € R? gilt. Diesen Vektor u nennt man
das Vektorprodukt von v und w und bezeichnet ihn mit v x w. Allgemein
ist also

as(vxw)=det(a,v,w) fiir alle a € R".

Setzt man fiir a nacheinander die Einheitsvektoren e, es, e3 ein, so erhélt
man die drei Komponenten des Vektors v x w und damit die Gleichung
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VXW = (det(el,v,W),det(eg,v,w),det(eg,v,w))

= (02103 — V3W2, V3W1 — V1 W3, V1W2 — 02w1)~

Aus den Eigenschaften der Determinante folgt:

Das Vektorprodukt ist bilinear, es ist w x v = —v X w und ve(v X w) =
we(vxw)=0.

Ist {a;,as, a3} eine positiv orientierte Orthonormalbasis des R? (also eine
ON-Basis mit det(a;, as,a3) = 1), so gilt:

a; X ag = ag, a2><a3:a1unda3><a1:a2.

Das folgt daraus, dass v = (a; s v)a; + (ag* v)as + (az + v)ag fiir jeden Vektor
v € R3 gilt.

Ist nun © C R3 ein glatt berandetes Gebiet, xg € 99, ¢ : P — R3 eine lokale
Parametrisierung des Randes und ¢(ug) = Xg, so bilden die Vektoren ¢, (1)
und ¢, (1) eine Basis von T, (0€2). Das Vektorprodukt ¢, (ug) X ¢, (ug)
steht in xy auf 0€) senkrecht. Kann man die Parametrisierung so wéhlen,
dass ¢, (ug) X ¢, (1) und N(xg) in die gleiche Richtung zeigen (was der Fall
ist, wenn det(N, ¢,,, ,) > 0 ist), so ist

. w.(ug) X ¢, (ug)
N0) = 1 a0y < oy (w)]

Andernfalls unterscheiden sich die beiden Vektoren um das Vorzeichen.

Anhang (p-dimensionale Flichen)

Definition

Sei P C R? ein Parametergebiet. Ein glattes parametrisiertes Flachenstiick (iiber P) ist
eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : P — R", fiir die gilt:

1. ¢ ist injektiv.
2. rg Jyo(u) = p fur alleu € P.

3. Ist up € P und u, € P eine Folge mit lim ¢(u,) = ¢(up), so ist auch lim u, = uy.

V—00

Die Zahl p nennt man die Dimension des Fliachenstiicks. Ist p = 1, so sprechen wir von einem
glatten Weg.

Definition

Eine Menge M C R™ heifit eine p-dimensionale glatte Fldche oder Untermannigfaltigkeit,
falls es zu jedem Punkt xg € M eine Umgebung U = U(xg) C R", ein Parametergebiet
P C RP, einen Parameter uy € P und ein p-dimensionales glattes parametrisiertes Flachenstiick
@ : P — R™ mit ¢(ug) = x¢ und ¢(P) = M NU gibt. Ist p =n — 1, so spricht man von einer
Huyperfidche.
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2.1.17. Satz

Sei B C R™ offen, M C B und 0 < q¢ < n. Es gebe stetig differenzierbare Funktionen fi,..., fq
B — R, so dass gilt:

1. M={xeB: fi(x)=...= fy(x) =0}.
2. Die Vektoren V f1(x), ...,V fy(x) sind in jedem Punkt x € M linear unabhdngig.

Dann ist M eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit p=n — q).

BeEweEs: f:=(f1,..., fy) ist eine stetig differenzierbare Abbildung von B nach R?. Ist xo € M,
so gilt nach Voraussetzung rg Je(xo) = ¢. O.B.d.A. kann man annehmen, dass

(fD)api(x0) -+ (f1)a, (%0)
det #0
(fQ)JJerl (XU) o (fq):vn (XO)
ist. Setzen wir x" := (x1,...,2p) und X" := (2py1,...,Zn), S0 gibt es nach dem Satz iiber implizite
Funktionen eine Umgebung U = U(x()) C R?, eine Umgebung V = V(xj) C R? und eine stetig
differenzierbare Abbildung g: U — V,sodass (U x V)N M ={(x,x") e UxV : x" =g(x')}
ist. Durch ¢(x’) := (x/,g(x’)) gewinnt man eine lokale Parametrisierung von M in xq. L]

2.1.18. Lemma

Sei P C RP ein Parametergebiet, o : P — R™ ein glattes parametrisiertes Fldichenstiick,
S :=@(P) und U C P offen. Dann gibt es eine offene Menge B C R™, so dass ¢(U)=BNS
ist. Das bedeutet, dass p(U) eine offene Teilmenge von S (in der Relativtopologie) ist.

BEWEIs: 1. Schritt: Sei uy € U beliebig und x¢ := ¢(up). Wir zeigen, dass es ein € > 0 mit
B.(x0) NS C o(U) gibt.

Andernfalls gibe es zu jedem n € N einen Punkt x,, € By, (x0) NS mit x,,  (U). Zu jedem n
gibt es dann auch ein u,, € P mit ¢(u,) = x,. Wihlt man ein § > 0, so dass Us(ug) C U ist, so
ist ||(u,) — @(ug)|| < 1/n und ||ju, — ug|| > 4 fiir alle n. Das kann nicht sein.

2. Schritt: Sei jetzt fiir jedes u € U ein e(u) > 0 gewihlt, so dass B.(y)(e(u)) NS C ¢(U) ist.

Wir setzen
B:= | J Be(w(p(w).
uclU
Das ist eine offene Menge im R"™, und es gilt:

BNS = | Bulp() NS c ).
uelU

Ist umgekehrt x = ¢(u) € ¢(U) (mit u € U), so liegt x in S und in B,y (ep(u)), also in SN B.
Zusammen haben wir die Gleichheit ¢(U) = BN S. L]

2.1.19. Satz

Sei P C RP ein Parametergebiet, ¢ : P — R™ ein glattes parametrisiertes Fldchenstiick,
S := @(P). Dann gibt es zu jedem Punkt xo € S eine offene Umgebung U = U(xg) C R™ und
eine stetig differenzierbare Abbildung f: U — R"™P so dass gilt:

1. UnS =f"1(0).
2. rgJg(x)=n—pfirxelUnNS.
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BEWEIS:  Wir benutzen die Projektionen
w RP=RP xR"? R und my:R" —-R"7?
mit
T (T1,. .., 2n) = (21,...,2p) und  wox1,...,Zpn) = (Tps1,. .., Tn).
Dann ist z.B. w1 0 p(u) = (¢1(u), ..., pp(0)).

Sei ¢p(ug) = x9. Wegen der Rangbedingung kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass det Jr, o, (o) #
0 ist. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung gibt es also offene Umgebungen U;(ug) und
Us(m1 0 p(up)) im RP, so dass 71 0 ¢ : Uy — Us ein Diffeomorphismus ist.

Sei v := (w1 0¢p) ! : Uy — U; die Umkehrabbildung. Wir kénnen nun g : Us — R™ P definieren
durch

—~

g(y') :==maopodp(y’), firy' = (y1,...,yp) € Ua.
Nach dem Lemma gibt es eine offene Menge B C R", so dass ¢(U;) = BN S ist. Fir y =
' ¥") = W1 - Yps Yp+1s - -, Yn) € B gilt dann:

yes y € ¢(U1)

Ju € Up mit y = ¢(u)

Ju e U; mit y = w1 0p(u) und y” = w5 0 p(u)
Ju e Ur mity’ =4~ (u) und y” = g(¢p~ ' (u))

y € Uy und y” = g(y').

1reey

U := (U x R""P) N B ist eine offene Umgebung von xg, und f : U — R™ P mit f(y’,y”
y" —g(y’) ist eine stetig differenzierbare Abbildung, deren Funktionalmatrix Jp = (—Jg ‘ E,
iiberall den Rang n — p besitzt. AuBerdem ist f~1(0) =U N S.

) :

p

m—

Definition

Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit, xo € M. Ein Vektor v € R" heifit Tangentialvektor
an M im Punkte x, falls es ein € > 0 und einen stetig differenzierbaren Weg v : (—¢,¢) — R™
gibt, so dass gilt:

1. Die Spur von « liegt ganz in M.
2. Esist a(0) = xo und &'(0) = v.

2.1.20. Charakterisierung von Tangentialvektoren

Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit, xo € M. Es sei U = U(xg) C R"™ eine offene
Umgebung, so dass gilt:

a) Es gibt eine stetig differenzierbare Abbildung £ : U — R"™P mit £71(0) = UN M un
rg(Je(x)) =n—p fir allexe UNM.

b) Es gibt ein Parametergebiet P C RP und eine stetig differenzierbare Parametrisierung
@ : P — R"™ mit p(ug) = x¢ und @(P)=UnNM.

Dann sind die folgenden Aussagen iiber einen Vektor v € R™ dquivalent:
1. v ist ein Tangentialvektor an M im Punkte xg.
2. v € Ker Df (xo).
3. v € Im Dep(uy).
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BEWEIS: (1) = (2): Sei v ein Tangentialvektor an M in xq. Dann gibt es ein € > 0 und einen
stetig differenzierbaren Weg « : (—¢,e) — R"™, dessen Spur ganz in M liegt, so dass a(0) = xg
und a'(0) = v ist. Insbesondere ist dann f o ax(t) = 0 und 0 = Df(x¢)(v), also v € Ker Df(xp).
(2) = (3): Weil f o p(u) == 0 ist, also Df(xq) o Dp(ug) = 0, ist Im Dp(ug) C Ker Df(xp).
Definitionsgeméf ist

dimIm Dy (ug) =rg J,(ug) =p

und

dim Ker Df(xg) = n —rg Je(x9) =n — (n — p) = p.
Daraus folgt, dass Ker Df (xg) = Im De(ug) ist. Jeder Vektor v € Ker Df(xq) liegt also auch in
Im Dep(uy).

(3) = (1): Sei v € Im Dy (up). Dann gibt es einen Vektor w € R? mit Dep(ug)(w) = v. Nun
sei a : (—g,e) — R™ definiert durch a(t) := p(up + tw). Dann liegt die Spur von « in M, es ist
a(0) = x¢ und a’(0) = Dp(ug)(w) = v. Also ist v ein Tangentialvektor an M in xq. L]

2.1.21. Satz

Sei B C R" offen und M C B eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wy, Wy seien
zwei offene Mengen im R™ mit Wi N Wo N M # &, so dass es lokale Parametrisierungen
@, PL—=WiNM und @y : Po — WoN M gibt. Dann ist

@1 opy iy {(WINWaN M) — @ (Wi n Wy N M)

ein Diffeomorphismus.

BEWEIs: Der Beweis erfordert einen kleinen Trick. Ist xg € W1 N Wo N M und ¢4 (ug) = %o, so
kénnen wir annehmen, dass die ersten k Zeilen von .J, (up) linear unabhéngig sind. Anschaulich
bedeutet das, dass M in der Nihe von x( wie ein Graph iiber einem Gebiet G des R¥ aussieht.
Ist namlich lokal ¢, = (g, h), mit Werten in R¥ x R"~* und invertierbarem g, so ist ¢, (u) =

(w',f(w’)), mit w' = g(u) und f =hog™!.

Wir definieren F : P x R*™% — R" durch F(u,t) := ¢, (u) + (0, t).

1 (P1)

Dann bildet F die Schichten P; x {t} auf entsprechend verschobene Exemplare von ¢, (P;) ab.
Es ist F(up,0) = x¢ und

(0. 0) = (T, ) | 50 ).

n—k
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also det Jg(ug, 0) # 0. Das bedeutet, dass F eine offene Umgebung U x U* von (uy, 0) diffeomorph
auf eine offene Umgebung W von x( abbildet. Dabei kann man U so klein wahlen, dass W N M
in Wiy N Wy N M enthalten ist.

Es gibt einen Punkt vy € P, mit ¢,(vg) = Xo. Da ¢, stetig ist, gibt es eine offene Umgebung V/
von vq in Pp mit ¢,(V) C W. Die Abbildung F~1o ¢, : V. — U x U* ist stetig differenzierbar
und bildet V nach P; x {0} ab. Zu jedem v € V gibt es ein u € P; mit ¢ (u) = ¢5(v), und dann
ist

Flopy(v) = Flop(u)
= F 'oF(u,0) = (u,0)
= (p1" 0@2(v),0).

Daraus folgt, dass <p1_1 o,y auf V stetig differenzierbar ist. Und genauso zeigt man, dass 5 Lo,
stetig differenzierbar ist. [
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2.2 Integration auf Hyperflichen

Wir brauchen zunéchst etwas Lineare Algebra:

A) Sind ay,...,a, 1 € R irgendwelche Vektoren (n > 3) und setzen wir
A= (al,....,a ;)€ M,, 1(R),
so heif3t

GA = G(al, Ce ,an_l) = det(AT . A) = det(ai oaj

i,jzl,...,n—l)

die Gram’sche Determinante von A bzw. aj,...,a,_1.

B) Das Skalarprodukt auf dem R"™ induziert ein Skalarprodukt auf dem Unter-
raum V = <a1, . ,an,1>. Ist {uy,...,u, 1} eine ON-Basis von V, so gibt es eine
Darstellung

n—1
a;, = E Oé@,/l,l,,,Z':l,...,TL—l.
v=1

Setzen wir a; := (@i 1,...,qip 1) und A= (o ,..., @, ), so ist

n—1 n—1 n—1
a;ea; = ( E ozz-,l,ul,> . < E ()éj#u#) = E Qi Qo = O e Oy
v=1 pu=1 v=1

Dann ist AT-A=AT . A, also
Gay,...,a, 1) =det(AT - A) = det(AT - A) = det(A)?

und

det(A)| = /G(ay, ..., a,1).

C) Durch A(w) := det(w,ay,...,a, 1) wird eine Linearform A auf dem R" defi-
niert. Daher gibt es genau einen Vektor z (der mit a; x ... x a,_; bezeichnet wird),
so dass A(w) = z«w ist, also

(a1 X ... xa, 1)w=det(w,a,...,a, 1).
Insbesondere ist dann a;«(a; X ... xa,_;)=0firi=1,...,n— L.

Der Laplace’sche Entwicklungssatz besagt:

n

det(w,ay,...,a, 1) = Z(—l)k+1wk - det(Ay),

k=1
wobei Ay die quadratische Matrix ist, die aus A = (a/,...,a' ;) entsteht, indem
man die k-te Zeile streicht. Setzt man fiir w die Basisvektoren eq,..., e, ein, so

gewinnt man die Komponenten von a; X ... X a,_1.
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n
(a1 X ... X ay_g);= Y (=1)"6y - det(Ay) = (—1)"" det(A)).
k=1
D) Sei nun N € R" ein Einheitsnormalenvektor zu dem von ay, ..., a,_; erzeugten
Unterraum V und {uy,...,u,_1} eine ON-Basis von V', so dass {N,uy,...,u, 1}
eine positiv orientierte Basis des R" ist. Die durch {uy, ..., u,_1} gegebene innere
Orientierung von V und die durch N gegebene transversale Orientierung entspre-
chen sich auf diesem Wege.

Ist )
a;, = Zai,,ul,, firi=1,...,n—1,
v=1
SO ist
det(N,ay,...,a, 1) = Z A1y 1y, det(Nyu,,, ..o 0y, )
VlyeesUn—1
= Z A1o(1) " On—1,0(n—1) det(N, U1y, .. ., Up(n1))
O'ESnfl
= Z sign(o)on o1y« - —1,0(n—1) det(N,uy, ..., up_1)
Uesn—l
= det(ﬁ), weil det(N,uy,...,u,_1) =1 ist,
also
Glay,...,a,1) = |det(A)? = |Ne(ay x ... x a,1)?
— NIl . X @
= Jlay x ... x @, = ) (det(Ay))%
k=1
Die letzten Gleichungen ergeben sich daraus, dass der Vektor z :=a; X ... X a,_;

(mit den Komponenten z;, = (—1)**! . det(4})) und der Normalenvektor N beide
auf V senkrecht stehen, also zueinander parallel sind. Die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung wird dann zu einer Gleichung. Auflerdem ist ||N|| = 1.

2.2.1. Satz
1. Sei A€ M,,, 1(R) und B € M,,_1(R). Dann ist Gap = det(B)? - G 4.
2. Ist A= (a],aj) € M35(R), so ist
Ga=lai]? - [laz|® = (ar+az)” = [|ai x az|*.

3. Ist a; # 0, ay # 0 und Z(ay,ay) der (positive) Winkel zwischen den Vek-
toren aj,a; € R3, so ist

las x @zl = [Jai]| - [|az]| - sin(£(a, a2))

der Fldacheninhalt des von a; und as aufgespannten Parallelogramms.
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BeEweEls: 1) Es ist

Gap = det((AB)'-(AB)) = det(B'-(A"-A)-B)
= det(B)-det(A" - A)-det(B) = det(B)?-Ga.

2) Es ist

aje*a; aj] *ay
ol = G =der (2720 2720 ) =l ol o)

3) Sei a« = Z(ay,ag). Dann ist a; «a; = ||a;|| - [|az|| cos @ und

lar x az[* = [lau[|* - [Jas][*(1 — cos® @) = [l |* - f|az]|* sin* v,
also [|a; x as|| = [|a1]| - [|az]| - sin(£L(ay,as)), weil sina > 0 fiir 0 < a < 7 ist.

llaz|| sin «
. Gegenkathete
||ag]| / sinag = ———
Hypotenuse

A
s

Wir wollen uns jetzt mit dem Problem der Flachenberechnung beschéftigen.
Zunéchst betrachten wir nur den Fall n = 3 und versuchen es mit einer Approxi-
mation! Es sei ein Quader  C R? und eine Parametrisierung ¢ : Q — S C R?
gegeben. Wir zerlegen () in viele kleine Teilquader. uy € @ sei ein Gitterpunkt.
Dann gibt es Zahlen s und ¢, so dass

Uy, Ug + seq, ug + tes und ug + seq + tes

die Ecken eines Teilquaders sind. Die Bilder dieser vier Ecken auf der Flache liegen
leider nicht unbedingt in einer Ebene!

o

Wir kénnen Genaueres iiber die Lage der Bilder der Ecken herausbekommen, wenn
wir die Differenzierbarkeit von ¢ in uy ausnutzen: Es gibt eine (matrixwertige)
Funktion A, so dass gilt:
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L. p(u) = p(ug) + (u—uy) - Jcp(u(J)T + (u—ug)-Au)’.
2. lim A(u)=0.

u—ug

Néherungsweise ist also
p(ug + se; +tey) & p(ug) + (se; + tey) - J,(ug) '

Setzen wir a := ¢, (up)" und b := ¢, ()", so werden die Ecken des Teilquaders
auf die Punkte ¢(uy), p(ug) + sa, ¢(ug) +tb und ¢(uy) + sa+tb abgebildet, also
auf die Fcken eines Parallelogramms. Wie gesagt, das gilt nur ndherungsweise und
nur fiir kleines s und ¢!

Die Fliche des Parallelogramms ist durch ||sa x tb|| = st||a x b|| gegeben. Nun
bezeichnen wir die Teilquader von @ mit @Q;; = [tgl),tgfl] X [t§2), ﬁ)l] Zusitzlich

setzen wir t;; 1= (tl(l), t;Q)) (= linke untere Ecke von @Q);; ). Ist P die Zerlegung von

@ in die Q);j, so liegt es nahe, den Flicheninhalt A(S) durch die ,Riemann’schen
Summen*

Zusou i) % eyt - (2 = ) (e — 1)
zu approximieren und den Fldcheninhalt selbst deshalb durch
A(S) = /QH‘Pu(u?U) X @, (u,v)|| dudv

zu definieren. Dabei stimmt ||, (1, v) X ¢, (u, v)|| mit der Wurzel aus der Gram’-
schen Determinante der Funktionalmatrix J,(u, v) tiberein. Das soll als Motivation
fiir die folgende Definition dienen.

Definition

Sei P C R™! ein Parametergebiet und ¢ : P — S C R" die Parametrisie-
rung eines glatten Hyperflachenstiicks. Ist f : S — R eine stetige Funktion, so

bezeichnet man
/fdo—/f VGolw) dytn s

als das (Oberflichen-)Integral der Funktion f iiber das Flichenstiick S. Dabei
sei G, 1= det(J; . Jq,).

Bemerkungen:
1. Sei ¢p(u) := (u,0), also S ein Gebiet im R"~!,

E,
Dann ist J, = ( 01> und Gy(u) = detE, ; = 1, also [, fdo =

[of p f(0,0)dp,—1 das gewohnliche Integral.
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2. Wir wollen zeigen, dass das Oberflichenintegral nicht von der Parametrisie-
rung abhingt. Ist Q@ C R"! ein weiteres Parametergebiet und ® : Q — P
ein Diffeomorphismus, so ist auch ¥ := ¢ o ® eine Parametrisierung von .S,
und mit der Kettenregel folgt:

J,p = (J¢O‘I)> . J@.

Dann ist

VG = \[det(Jn)? - G0 @ = |det(Ja)| - /G0 &,

und mit der Transformationsformel folgt:

/Q F($0))/Golv) dpin s

- /Qf(goocI)(v))\det(l}(V))\ /Gy o ®(v) dn—
= [ 1l /Golw dnr

3. An Stelle der Stetigkeit von f braucht man nur eine schwichere Bedingung.
Es reicht, wenn die Funktion u — f(¢(u))y/G,(u) im Lebesgue’schen Sin-
ne integrierbar ist. Das Bild einer Nullmenge N C P unter ¢ spielt bei der
Berechnung des Integrals keine Rolle. Deshalb kénnen wir auch bei den fol-
genden Beispielen die ,,Klebekanten® ignorieren.

Definition

Ist S ein (durch ¢ : P — R" parametrisiertes) Hyperflichenstiick und K C S
kompakt, so nennt man

An_1(K) ::/XKdO:/ \/ Go(u) dptn—1
S P~ HK)

den Fldcheninhalt von K.

2.2.2. Beispiele

A. Wir beginnen mit der Fléche eines Zylinders. Dabei handelt es sich um den
besonders einfachen Fall einer ,abwickelbaren® Fléche. Gehen wir von der
Parametrisierung ¢ : Q = (0,27) x (=h,h) — S C R? mit

p(u,v) := (rcosu,rsinu,v)

aus, so entsteht der Zylinder, indem wir das Rechteck zusammenrollen und
entlang einer Seite verkleben, ohne es dabei zu deformieren. Daher erwarten
wir, dass der Flacheninhalt A(S) = 2r7 - 2h betriagt. Nun ist
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—rsinu 0

2
Jp(u,v) = rcosu 0 |, also ch,(u,v)T Jp(u,v) = ( r 0 > )
0 1 0 1

Damit ist die Gramsche Determinante
Gy =det(J, - J,) =17,

und es gilt:

—h

A(S) = /Q,/Gq,(u,v)dudv = /O%/hrdvdu

2w
= r-2h-/ du = 2rr - 2h,
0

ganz so, wie man es erwartet. Die Klebekante spielt dabei keine Rolle.

B. Als néchstes wollen wir den Inhalt der Oberfliche einer Kugel vom Radius r
berechnen. Dazu benutzen wir die Parametrisierung

. . s s
p(u,v) := (rcosucosv,rsmucosv,rsmv), 0<u< 27T,—§ <ov< 5
Dann ist
—rsinucosv —rcosusinv
Jo(u,v) = | rcosucosv —rsinusinv
0 7 COSV
und daher

0 r?

2 a2
Gop(u,v) = det(Jp(u,v)" - Jp(u,v)) = det ( récosv 0 )

Also ist

27
A(S) = / / r?cosvdvdu = / (sinv
—7/2
= 7“2/ du = 4r’r.
0

Sei nun S C R™ eine kompakte glatte Hyperfliche (z.B. der Rand eines Gebietes).
Dann gibt es eine offene Uberdeckung {Uy,..., Uy} von S und parametrisierte
Flachenstiicke ¢, : P; — S; :==SNUj, j=1,...,N. Ist (¢;) eine Teilung der Eins
zu der Uberdeckung (U;) und f : S — R stetig, so setzen wir

/Sfdo ::jil/sjejfdo.

w/2
) du
—7/2
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Der Tréger von e;f liegt in S}, deshalb ist diese Definition sinnvoll. Ist .S nur ein
parametrisiertes Flachenstiick, so kann man Summation und Integral vertauschen.
Weil > ;€] = [ ist, kommt in diesem Fall nichts Neues heraus.

Wir miissen aber zeigen, dass die Definition nicht von der Uberdeckung, den Para-
metrisierungen und der Teilung der Eins abhéngt.

Sei {Vi,...,Va} eine zweite Uberdeckung von S, (v;) ein System von Parametri-
sierungen v, : Q; — S; := V; N S und (g;) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung

(V;). Dann ist
N

M
E €i9; = Gi, E gi€; = €;
j=1 =1

und

M M N
Z/~ gif do = Z/~ Zt?jgide = Z/~ ejgi f do
i=1 "5 i=1 Y5 5:NS;

i j=1 ij

N M N
= jZI/S.Zgiejfdo = jzl/sjejfdo.

J i=1

Bei der praktischen Berechnung von Oberflichenintegralen kommt man meistens
mit einer einzigen Parametrisierung aus und braucht keine Teilung der Eins.

2.2.3. Beispiel

Sei P C R™ ! ein Parametergebiet, f : P — R eine differenzierbare Funktion
und S := {(x,2) € P xR : z = f(x)} ihr Graph. Dann ist ¢ : P — S mit
p(u) := (u, f(u)) eine Parametrisierung von S.

En—l
V()

Ista€ R\ {0} und A :=a' -a, so ist A symmetrisch und daher diago-
nalisierbar. Auflerdem ist rg(A) = 1, denn jeder Vektor, der auf a senkrecht
steht, wird durch x — x - AT auf Null abgebildet, wihrend a- AT = ||a]|? - a
ist. Insbesondere ist ||al|* der einzige Eigenwert # 0 von A. Zur Berechnung
der Determinante von F,, + A kann man die Diagonalisierung benutzen. Es
gibt eine invertierbare Matrix R, so dass RAR™ = A(]|a||?,0,...,0) ist, also

Es ist J,(u) = ( ) und daher Gy (u) = det(E,_1 + Vf(u)" - Vf(u)).

det(E, 1 +A) = det(R(E,.1+A)R™") = det(E,_; + RAR™")

lal2<1 0 .- 0
— det N TN
0 1

Ist a = 0, so bleibt die Formel giiltig. Damit ist G, = ||V f(u)||* + 1 und
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A,1(8) = /P VIT IV dtor.

Es gibt eine alternative Methode zur Berechnung von G.,. Ist B = J,(u) und
B, die quadratische Matrix, die aus B entsteht, indem man die k-te Zeile
streicht, so ist det By, = £f,, (u) fiir k =1,...,n — 1 und det B,, = 1. Dann
folgt, dass Gy(u) =Y _,(det By)* =1+ ||V f(u)]? ist.
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2.3 Der Satz von Gauf3

Sei 2 C R™ ein Gebiet und F = (FY, ..., F,) ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld
auf 2. Dann versteht man unter der Divergenz von F die Funktion

divF(x Z 093

2.3.1. Beispiele
A. Sei F(x) = x auf dem R". Dann ist div F(x) = n.

B. Sei F(x) :=

fiir x # 0. Schreibt man als Abkiirzung r := ||x]|, so ist

[S ||3

Ty, = x,/r und (z,- r_3)$y =73 — 322

—5 po. o
SerPfirv=1,...,n,

also
n

divF =r"". Z(r2 —322) =77" - (nr® — 3r?).
v=1
Ist speziell n = 3, so ist divF = 0.

of

C. Sei F(x) := f(x) - €;. Dann ist divF(x) = 8x»(x)'

2.3.2. Satz

Sei P C R ! ein Parametergebiet, g : P — R eine stetig differenzierbare Funk-
tion und a < g(u) < b fir alle uw € P. Weiter sei

Q:={(u,u,) € Px(a,b) : a <u, <gu)},

N das dufere Normalenfeld auf S := QN (P x (a,b)) und f : P x (a,b) — R

eine stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Trdager. Fir ¥; := f -e; qilt

dann:
/divFidun:/Fi-Ndo,
Q s
firi=1,...,n
b- ______ Y
)S
Tr(f)\ )
{ o
i — »
P
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BeweEls:  Sei [ := (a,b) und y(u,u,) := u, — g(u). Dann ist
Q={(u,u,) € PxI:~y(uu,) <0},

Vy(wu,) _ (=Vg(u),1)

also N(u,un) = oo 3T = 1+ [Vg(u)][?

fur (u,u,) € 02N (P x I).

0
Firi=1,...,n—1list F;eN=f- N, = —(1+|Vg||>)"V2- f- a—g, auBerdem ist
U;
FeN = f-No=(1+[Vgl*)"2- f.
Fir (u,z) € P x I sei F(u,z) := / f(u, uy,) du,,. Dann ist

OF of
- fliri=1,. —1
" (u,z) = /a . —(u,up) du,, firi= ,n—1,

und 2—Z(u, z) = f(u, z). Mit ¢(u) := (u, g(u)) ist dann

g(u) o
o[ e, - WEo@)

ou; ou;
_OF OF dg
- a—m<u,g<u>> + St glw) 5

[ ¢ s g0) 2 )

Die Funktion h := Fop :u+— fag(u) f(u, uy,) du,, hat kompakten Trager in P. Man
kann deshalb so tun, als wiire h auf einem Quader Q := [~ R, R]"~! D P definiert
und =0 auf @\ P. Firi =1,...,n — 1 ist deshalb

/wi( "y (u,u,) dun) ity —

- /_i/_z / 5

R
R R R -
= / / Ul,..., .7un_1)—h<...,—R,...) dulduldun_l

) oh

p Ou;

('Ll) du1 Cen dun_l

du1 Ci’l;z Ce d’u,n,1

?:1



2.3  Der Satz von Gaufs 31

af B 9w g

- /P<8ii /ag(U) f(u,up,) du, — f(u, g(u)) gj@ (U)> dpin—1

= —/Pf(u,g(u))gi(w dpin—1

= - u u @u GSD(U)

— [ #letw) - Nlolw)y/Golw s = [ FieNdo

Fiir jedes u € P hat die Funktion w, — f(u,u,) kompakten Tréger in (a,b). Also
ist

g(u)
/ aaj (ua un) du, = f(uag(u))

und

of B g(u) of
/98_Un<u7un) d,“n = /P/a a—un(u, Un) du,, dun—l

_ /P £, g(w)) dtny
G({,(u)

= u, g(u dpby—1
/Pf( o))

= [ 1etw) - No(elw)y/Colw) s = [ FoNdo

Mit diesem Satz haben wir die Hauptarbeit fiir den Gauf’schen Satz schon erledigt.
Der lautet nun folgendermaflen.

2.3.3. Gaufy’scher Integralsatz
Sei ) C R™ ein glatt berandetes, beschrdinktes Gebiet, N das dufsere Normalenfeld

auf 02, U = U(Q) eine offene Umgebung und F ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf U. Dann ist

/dideun = / F«N do.
Q o0
BeEwers: Ist F = Fie; +--- + F,e,, so ist

divF du, = /div Fie;)du, und / F+«Ndo= / F; - N; do.
/Q ; Q ( ) a0 ; o0




32 2 Der Divergenzsatz

Es reicht also, den Satz fiir ein Vektorfeld der Gestalt F = fe; zu beweisen. Dabei
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ = 1 ist.

1) Hat f kompakten Triger in 2, so verschwindet natiirlich das Randintegral.
of
Oz’
(durch Null) fortgesetzt werden kann und 2 in einem Quader @ = [—R, R|" liegt,
ist

Andererseits ist divF = Weil f auf den ganzen R™ stetig differenzierbar

of

o 01

R R
dun:/ / [f(R,z3,...,2,) — f(—=R,22,...,2,)] dxs ... dz, = 0.
~R -R

2) Ist Q = {(u,u,) € P x (a,b) : a < g(u) < u,} und hat f kompakten Tréger
in P x (a,b), so folgt der Gaufi’sche Satz aus dem vorigen Satz. Das bleibt auch
richtig, wenn man die Koordinaten vertauscht.

3) Nun kommen wir zum allgemeinen Fall.

Ist x € €2, so gibt es eine Umgebung von x, die ganz in () liegt. Ist x € 92, so gibt es
— nach geeigneter Numerierung der Koordinaten — ein Parametergebiet P C R* !,
ein Intervall I = (a,b) und eine Funktion g : P — I, so dass QN (P x I) =
{(w,u,) € Px1I :a<u,<g(u)} ist.

Da Q kompakt ist, kann man endlich viele Umgebungen U, finden, v = 1,..., N,
die entweder ganz in ) liegen oder von der Gestalt U, = P, X (a,,b,) mit
U,NQ ={(u,u,) € P, x (a,,b,) : a, < u, < g,(u)} sind (letzteres evtl. nach
Umnummerierung der Koordinaten).

Sei (g,) eine passende Teilung der Eins zu der Uberdeckung (U,). Dann hat g, f
jeweils kompakten Tréger in U,. Nach (1) und (2) gilt der Satz fiir jedes Vektorfeld
0,F = (o, f)e;. Dann ist

N
/ divFdp, = Y. / div(o,F) dpy,
Q v=1 Q
N
_ Z/ 0, F+Ndo = / F + N do.
1 Jon o9

2.3.4. Anwendung
Ist Q0 C R™ ein glatt berandetes, beschrinktes Gebiet, so ist

1
() = —/ x + N do.
o0

n

Speziell besteht zwischen dem Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel und
1

dem Flicheninhalt ihres Randes die Beziehung — ji,(B1(0)) = — A,_1(S"1).
n
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BeEwEIs: 1) Wir benutzen das Vektorfeld F(x) := x. Dann ist div F(x) = n, also

/ divF dp, = n - 1,(9Q).
Q

Damit folgt die erste Behauptung sofort aus dem Gauf’schen Integralsatz.

Ist © = B;(0) (und damit 9Q = S™!), so ist N(x) = x auf dem gesamten Rand,
also x*N(x) = [|x]|> = 1 und

/X'NdO:/ do= A, 1(S"1).
o0 1)

2.3.5. Beispiel
Wir betrachten das Vektorfeld F(z,y,z) := (2* + v* + 2?) - (z,y,2) und

berechnen / F N do, fiir B := B;(0) C R?.
oB
1) Direkte Berechnung: Es ist N(x,y, 2) := (z,y, z) auf 9B, also
FeN=(2"4+9"+2%) xex= (2> +y* +2°)? =1 (auf OB).

Benutzt man ¢(u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv), fir 0 < v < 27 und
—m/2 <wv < m/2, als Parametrisierung fiir 0B, so ist /Gy, (u,v) = cosv und

daher
w/2 2
/FoNdo :/ / cosv du dv
B —=/2Jo
w/2

w/2
= 27r/ cosvdv = 2msinv
—7/2

= 4.

—7/2
2) Berechnung mit Gauf}: Es ist
divF = (32% + 32 + 2%) + (32 + 22 + 22) + (32% + 2% +9?) = 5(2® +y* + 22).

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir Kugelkoordinaten:

w/2 2 pl
/ F.Ndo = /dide,ug —/ / /57’2~7’20088d7‘dgpd6
OB B —r/2Jo  Jo
w/2 2 1 /2 745 1
= 5/ / / rtcosOdrdpdf = 107r/ (—) ‘ cos @ df
—n/2J0 0 —7/2 5/ lo

w/2
= 27/ cosfdl = 4.

w/2

Wie erwartet erhélt man in beiden Féllen das gleiche Ergebnis.
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Viele Gebiete sind nicht glatt berandet, typisches und besonders einfaches Beispiel
ist ein Quader. Aber auch fiir Quader gilt der Gauf3’sche Satz.

Ist Q = [a1,b1] X ... X [a,,b,] C R™ ein kompakter Quader, so definieren wir

orqQ = {(xy,...,z,) €Q : ;= a;}
und  97Q = {(z1,...,x,) €Q : x; =b;}.

Offensichtlich ist .
0Q = J(0rQu Q).

i=1
Durch
(7 o —
g; (xla- sy Ly e 7xn) = (xly' w1, Ay T 15 - - - 7'1:71)
o o pp—
und (T, Ty X)) = (T 1, b Tt e, T
werden Parametrisierungen
—_—

o, o) ar,bi] x ... x Jai, b X ... X [ay, b,] = R"
von Hyperflachenstiicken definiert, der i-ten unteren Seite 0)'Q) und der i-ten
oberen Seite 07(C) von (). Das Dach {iber einem Eintrag bedeutet, dass dieser
Eintrag weggelassen werden soll.

Die Parametrisierungen geben zugleich Orientierungen vor. So wie angegeben wer-
den z.B. im Falle n = 2 Boden und Deckel von links nach rechts durchlaufen,
die Seitenkanten von unten nach oben. Die zugehorigen &ufleren Normalenvektoren
zeigen dann immer nach unten bzw. nach links. Im Falle n = 2 sieht das folgender-
maflen aus (vgl. rechtes Bild):

(0]
i o
by T -
&.
0.111, O_([)
— o,
a
5 4 —
aq bl
Orientierung des Randes Parametrisierung des Randes

Das linke Bild zeigt, dass die duflere Normale in Wirklichkeit anders aussieht. Wir
konnen das natiirlich auch beweisen.

Ist xg € 02Q), also xf) = b;, so existiert eine Umgebung U = U(xy) C R", so dass
UNQ={xeU : z; <b}ist. Setzt man a(t) := xo + te;, so ist @ = (o, ..., )
mit a;(t) = xf 4+t = b; + t. Daraus folgt, dass o;(t) < b; (also a(t) € U N Q) fiir
t <0 und a;(t) > b; fir t > 0 ist, also N(x¢) = a/(0) = e;.
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Ist dagegen x¢ € 0'Q, also x}) = a;, so existiert eine Umgebung U = U(xg) C R",
sodass UNQ = {x e U : z; > a;} ist. In diesem Fall setzt man a(t) := x, — te;.
Dann ist o;(t) = 2 — t = a; — t, also o;(t) > a; fiir t < 0 und oy(t) < a; fiir ¢ > 0.
Diesmal folgt, dass N(x¢) = a/(0) = —e; ist.

2.3.6. Satz von Gauf} fiir Quader

Sei () C R"™ ein kompakter Quader und ¥ ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf einer offenen Umgebung U von Q). Dann gilt:

/diVFd,un:/ F.Ndo:=»_ / F-Ndo+/ FeNdo|.
Q oQ 07Q 2Q

=1

BEwEIS: Es reicht, die Behauptung fiir ein Feld vom Typ

F = fej
0
zu zeigen. Dann ist divF = —f,
8:15]-
—f firi=y,
F+Nlowq = fej-(—ei) = { Of sonst. !
und
f fiir e =g,
F+Nlgpq = fej+(e) = { 0 sonst.

Bezeichnen wir die Parametrisierungen der Seiten von Q = [a1,b1] X ... X [ay, by]
wieder mit o und o7, so ist /Gyx = /Goe = 1 und daher

bn b; b1 af
/dideun = / / / ——(T1, .., XTjy .y day . odTy dx,
Q an a; ay &Uj

bn b by
= / / / [foa‘?(:cl,...,a;j,...,wn)
an aj al

—foa;b(xl,...,mj,...,wn)}da:l...d:cj...dxn
= [/ F-Ndo+/ F-Ndo] :/ F « N do,
2Q 4Q 9Q
Damit ist alles gezeigt. "

Bemerkung: Der Beweis funktioniert noch, wenn F nur auf Q stetig und auf Q
stetig differenzierbar ist. Allerdings muss dann zusétzlich die Integrierbarkeit von
div F auf ) gefordert werden. Die ist z.B. dann gegeben, wenn F auf () beschrankt
bleibt. Die Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist
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unter den abgeschwéchten Voraussetzungen zunéchst nur auf einem etwas verklei-
nerten Quader moglich. Der dann noch erforderliche Grenziibergang kann mit den
Grenzwertsétzen der Lebesgue-Theorie leicht vollzogen werden.

Dass F iiber jede Seite des Quaders integrierbar ist, ist trivial. Allerdings kommen
die Kanten des Quaders mehrfach vor. Dass das nichts ausmacht, liegt daran, dass
die Kanten im Sinne der Oberflichen-Integration Nullmengen bilden, also nichts
zum Integral beitragen.

Detfinition

M C R™ heifit eine k-dimensionale Hausdorff- Nullmenge, falls es zu jedem
¢ > 0 endlich viele Kugeln By, ..., By mit Radien rq,...,ry gibt, so dass gilt:

1. M C ByU...UBy.
2. 14k <e.

Eine Menge M C R" heifit eine Jordan-Nullmenge, falls sie eine n-
dimensionale Hausdorff-Nullmenge ist.

Bemerkung: Das Volumen einer Kugel vom Radius r im R" betragt 7, - ", mit
einer nur von n abhingigen Konstanten 7, ist also proportional zum Wiirfelvolu-
men. Deshalb ist jede Jordan-Nullmenge auch eine Lebesgue-Nullmenge.

Ist K eine kompakte Teilmenge einer affinen Hyperebene H C R", so ist K eine
Jordan-Nullmenge, also eine n-dimensionale Hausdorff-Nullmenge. Allerdings hat
K normalerweise einen positiven , Flacheninhalt“. Schneidet man K mit einem (n—
2)-dimensionalen affinen Unterraum L C H, so erhélt man eine (n—1)-dimensionale
Hausdorff-Nullmenge, deren (Hyper-)flicheninhalt = 0 ist. Beim Einheitswiirfel im
R3 sind die Flichen 3-dimensionale, die Kanten 2-dimensionale und die Ecken 1-
dimensionale Hausdorff-Nullmengen.

Definition

Sei T C R™! ein beschrinktes Parametergebiet, U = U(T) C R™! eine offene
Umgebung und ¢ : U — R” eine stetig differenzierbare Abbildung, so dass gilt:

1. ¢ ist auf T injektiv.
2. 1gJo(u)=n—-1firuel.
3. 0T ist eine Jordan-Nullmenge.

Dann nennt man S := ¢(7T) ein parametrisiertes Hyperflichenstiick mit
Rand. Die Menge bS := ¢(97") nennt man den Rand von S.
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Unter den in der Definition gemachten Voraussetzungen ist bS eine (n — 1)-
dimensionale Hausdorff-Nullmenge. Jetzt kann man den Gaufi’schen Integralsatz
allgemeiner formulieren.

2.3.7. Gaufy’scher Integralsatz fiir Gebiete mit stiickweise
glattem Rand

Sei (1 C R"™ ein beschrinktes Parametergebiet. Es gebe glatte parametrisierte
Hyperflichenstiicke Sy, ..., Sy mit Rand, so dass gilt:

1. 00 =5,U...USy.
2. Eﬁgj:bSiﬂij f’lﬂ’Z#]

Ist dann F ein auf Q stetiges und in Q0 stetig differenzierbares Vektorfeld mit
JoldivF|dp, < 400, so gilt:

/dide,un:/ F + N do.
Q o0

Der BEWEIS soll hier nicht ausgefiihrt werden. Man findet ihn — sogar unter noch
ein wenig strengeren Voraussetzungen — in

e K. Konigsberger: Analysis 2, Springer-Verlag,

o . Sauvigny: Partielle Differentialgleichungen der Geometrie und der Physik
(nach Vorlesungen von E.Heinz), Band 1 (Grundlagen und Integraldarstel-
lungen), Springer Verlag.

Einschub (Pfaff’sche Formen)

Definition
Eine Pfaff’sche Form auf einer offenen Menge B C R" ist eine stetige Abbildung
w:BxR" - R,

die linear im zweiten Argument ist.

2.3.8. Beispiele
A. Sei F ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann ist wg : B x R"” — R mit
wr(x,v) :=F(x)ev

eine Pfaff’sche Form auf B.

B. Ist f : B — Reine stetig partiell differenzierbare Funktion, so wird das totale Differential
df : B x R™ — R definiert durch
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df (x,v) := Dy f(x) = Vf(x)e V.
Einen Spezialfall stellen die Differentiale dz; dar, fiir i = 1,...,n. Es ist
dz;(x,v) =Vz;ev =€V =1;.

So bekommt auch der Integrand f(¢)dt in einem gewdhnlichen Integral endlich eine Be-
deutung. Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, so bezeichnet f dt
die Abbildung von I x R nach R, die durch f dt(t,v) = f(t) - v gegeben wird.

Ist f eine stetige Funktion und w eine Pfaff’sche Form, so ist das Produkt f - w definiert durch

(f - w)(x,v) = f(%) - w(x,v).

Das ist wieder eine Pfafl’sche Form.

2.3.9. Satz

Sei w eine Pfaff’sche Form auf B. Dann gibt es eindeutig bestimmte stetige Funktionen
w1, ... ,wn auf B, so dass gilt:

w=widr] + -+ wpdTy,.

BEWEIS:  Wir beginnen mit der Eindeutigkeit: Ist eine Darstellung der gewiinschten Art gegeben,
so folgt:

w(x,e;) = wi(x)-deri(x,ej)+ -+ wn(x) - dep(x,€;)
= wi(x)-erce+ - +wy(x) e,ce;
= w]'(X).

Um die Existenz der Darstellung zu erhalten, setzen wir wy := wy dz1 +- - - +wy, dzy, mit w;(x) =
w(x,e;). Dann ist

wo(x,v) = wi(x) -dei(x,v)+ -+ wn(x) - de,(x,v)
= w(x,e1) vi+ - +wx,e,) vy,

= w(x,vie;+ -+ ovpe,) = w(x,v),

also w = wy. n
Ist F = (F1,..., F,) ein Vektorfeld, so ist wr(x,e;) = F(x)«e; = F;(x), also

wp = Fydxy +---+ F,dz,, .
Das bedeutet, dass jede Pfaft’sche Form die Gestalt wg (mit einem Vektorfeld F) besitzt.
Ist f stetig partiell differenzierbar, so ist df (x,e;) = De, f(x) = fz,(x), also

df = fo, dxy+ -+ fa, duy .
Sei B C R” offen, @ : I := [a,b] — B ein Integrationsweg und w eine Pfaff’sche Form auf B.

Dann wird durch
t— w(a(t),a(t))

eine stetige Funktion w o (a,@’) : I — R definiert, und man setzt

fe=] " wlalt). of (1) dt.
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Ist w=wp = Frdx; + - + F, dz,, so ist w(a(t),a(t)) = F(a(t)) «a/(t), also

/FOdX:/(F1d$1+"'+Fnd$n).

Die rechte Seite dieser Gleichung wird in der Literatur gerne als Schreibweise fiir Kurvenintegrale
benutzt. Wir wissen jetzt, dass es sich dabei eigentlich um ein Integral tiber eine Pfaff’sche Form
handelt.

Wir kommen jetzt zum Satz von Green.

Ist C' C R? eine kompakte Kurve mit einer glatten Parametrisierung « : [a,b] — C
und w = fdx + gdy eine Pfaff’sche Form auf einer Umgebung von C', so kann man

Judergdn = [wi= [o= [ (Fle(t)a (1) + gla0)ab(0) de

setzen. Es wurde an fritherer Stelle gezeigt, dass das Integral nicht von der Para-
metrisierung abhéngt.

2.3.10. Satz von Green

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Sind f,g zwei stetig
differenzierbare Funktionen auf einer Umgebung von €, so gilt:

dg Of B

BEWEIS: Das Vektorfeld F := (g, —f) ist auf einer Umgebung U = U(Q) stetig
differenzierbar. Der Gauf3’sche Integralsatz besagt dann:

/diVFd,LLQZ/ F «Ndo.
Q o9

Dabei ist divF = g, — f,, was die gewiinschte linke Seite ergibt.

b
Auf der rechten Seite steht / F+«Ndo= / (FeIN)(a(t))/Galt) dt. Dabei ist
oN a

Y
und N = M, also

o]
b b
| ®N)a)VGal it = [ (sla®asitrrla®arn) di= [ (raregdy).

Damit ist alles gezeigt. "



