3 Der Divergenzsatz

3.1 Integration im R"

Ein Quader im R" ist eine Menge vom Typ

Q = [al,bl] X ... X [an,bn].

Die Zahl vol,,(Q) := H[ai, b;] ist das n-dimensionale Volumen von Q.

i=1
Jede offene Teilmenge von R"™ ist eine abzéhlbare Vereinigung von Quadern. Bil-
det man also beliebige (abzéhlbare) Vereinigungen, Durchschnitte und Differenzen,
ausgehend vom System aller Quader, so erhélt man ein sehr grofles Mengensystem,
das System der Borelmengen.

Eine Menge N C R” heiit (Lebesgue-)Nullmenge, falls es zu jedem € > 0 eine
Folge (Q;) von Quadern gibt, so dass gilt:

M C QQi und ivoln(Qi) <E.

Beispiele von Nullmengen sind Hyperebenen, Graphen stetiger Funktionen, Teil-
mengen von Nullmengen und abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen.

Eine Teilmenge M C R™ heifit (Lebesgue-)messbar, falls es eine Borelmenge B
und eine Nullmenge N gibt, so dass M = B U N ist. Eine Funktion f : R* — R
heifit messbar, falls f fast iiberall endlich und jede Menge {x € R" : f(x) > ¢}
messbar ist.

Eine Funktion f : R® — R heifit (Lebesgue-)integrierbar, falls f messbar und
J1f| dpn, < oo ist. Auf die Definition des Integrals soll hier nicht niher eingegangen
werden.

Ist @ C R" ein Quader, so heifit eine beschrankte Funktion f : ) — R Riemann-
integrierbar, falls es eine Nullmenge N gibt, so dass f in allen Punkten x € Q\ N
stetig ist. Jede Riemann-integrierbare Funktion ist auch Lebesgue-integrierbar.

Es gilt der

1.1. Satz von Fubini

Ist f : R"™™™ — R integrierbar, so ist fiir fast alle y € R™ die Funktion x
f(x,y) integrierbar und

/R o f(xy) dpm = / - (X, ¥) dpn (X) dptn (y ).
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Der folgende Satz spielt eine Rolle, wenn man {iber Fliachen integriert:

1.2. Bilder von Nullmengen

Sei B C R™ offen, A C B eine (Lebesgue-)Nullmenge und £ : B — R" stetig
differenzierbar. Dann ist auch £(A) eine Nullmenge.

BEWEIS: Es reicht, fiir jeden abgeschlossenen Quader ) C B zu zeigen, dass
f(A N Q) eine Nullmenge ist (denn man kann B durch abzdhlbar viele solcher
Quader iiberdecken). Da f stetig differenzierbar ist, gibt es zu jedem kompakten
Quader () C B eine Konstante C' > 0, so dass

I1DE(x)[op == sup{ | DE) (V)| = [lv]| <1} <C

fiir alle x € @ ist. Wir halten einen Quader ) und die zugehérige Konstante
C fest. Da @ konvex ist, gehort zu je zwei Punkten x,y € @ auch die ganze
Verbindungsstrecke zu @ (und damit zu B). Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass es
einen Punkt z auf der Verbindungsstrecke mit

f(y) — f(x) = Df(z)(y —x)
gibt. Dann ist aber
[£(x) — £ < C-[x -yl
Sei nun € > 0 vorgegeben. Es gibt eine Folge (IW}) von Wiirfeln mit

AC D W, und iun(Wk) <e.
k=1

k=1

Sei a;, der Mittelpunkt von Wy, = {x : |x — a;| < di/2}, also dj, seine Kantenlénge.
Dann ist p1,(Wy) = df und > -, dif < e.

Sei |...| die Maximumsnorm und || . .|| die euklidische Norm. Fiir x € W}, ist
£(x) = flar)] < [f(x) = f(ap)ll < O [lx — ay]
d
< C-vn-|x— ay <C~\/ﬁ-5k.
Also liegt f(Wy) in einem Wiirfel W] mit Mittelpunkt f(a,) und Seitenléinge <
C - \/n - dy. Das bedeutet, dass u,(W}) < (C-/n - di)" ist.
Dann liegt f(A) in |J, W} und es ist u,(f(A)) < (Cy/n)™ - e. Weil ¢ beliebig klein

gewihlt werden kann, muss f(A) eine Nullmenge sein. n

Aus der Integralrechnung in einer Verénderlichen kennt man die Substitutions-
regel: Ist ¢ : [, 8] — R stetig differenzierbar, ¢([a, 8]) C I und f : I — R stetig,
SO ist
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»(B) B
/ f(@) de = / Fot) - (1) dt.
o(a) a

Dabei muss man beachten, dass auf der linken Seite der Substitutionsformel die
natiirliche Integrationsrichtung je nach Vorzeichen von ¢’ beibehalten oder umge-
kehrt wird, dass aber [, f(z)dx = —fabf(x) dz ist. Ist J = [a, B8], so muss man

also schreiben:
[ saw= [realdlan
w(J) J

Die Verallgemeinerung dieser Formel auf Funktionen von mehreren Verdnderlichen
ergibt die

1.3. Die Transformationsformel

Sei U C R™ offen, ¢ : U — V ein C*-Diffeomorphismus auf eine offene Menge
V CcR™

1. Eine Funktion f :V — R ist genau dann integrierbar, wenn
(fow) |det Dp|: U — R
integrierbar ist.

2. Ist f .V — R integrierbar, so ist

[ 100 = [ 1o plxlaet Dol du

1.4. Beispiele
A. Ebene Polarkoordinaten

Die ebenen Polarkoordinaten sind durch die Abbildung f : R, x (0, 27) — R?
mit

(z,y) = £(r, ) := (rcosp,rsingp)
gegeben. Bekanntlich ist det Jg(r, p) = r.

Ist nun etwa K :={(r,p) e R? : a<r<bunda<p < B}, mit0<a<b
und 0 < a < 8 < 27, sowie g stetig auf £f(K), so ist

B b
/ g(z,y) dus(z, y) =/ / g(r cos @, rsin)r dr dep.
f(K) a Ja

Wir kénnen natiirlich auch iiber Mengen integrieren, die die positive x-Achse
treffen, denn diese Achse ist eine Nullmenge.
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B. Riumliche Polarkoordinaten

Firr > 0,0 < ¢ <27 und —7/2 < 6 < 7/2 sind die raumlichen Polarkoor-
dinaten (Kugelkoordinaten, sphérische Koordinaten) gegeben durch

Fopn(r, ¢, 0) :== (rcospcosf,rsingcosf, rsinf).

Hier ist ¢ der Winkel gegeniiber der positiven xz-Achse (in der z-y-Ebene
gemessen) und 6 der Winkel gegen die z-y-Ebene.! Als Funktionaldetermi-
nante erhalten wir det Jg_, (r, ¢, 0) = r* cos 6. Offensichtlich ist 7% cos# > 0
im ganzen Definitionsbereich von Fypy,.

Ist K ={(r,¢,0) : a<r<b a<p<Fund v <0 <d} soist

19 B b
/ g(I,y,Z) d:u3(l'7ya Z) = / / / g(?“, @,H)TQCOSHde(,DdQ.
Fsph(K) Y [0} a

Als Volumen der 3-dimensionalen Einheitskugel erhalten wir z.B.:

1 pr/2 2
ps(B1(0)) = / ldus = / / / 7% cos 0 dyp db dr
B1(0) 0o J-ns2Jo

1 /2 1 4
= 27?-/ / r2cosfdfdr = 47T~/ r’dr = —m.
0 J-n/2 0 3

'Es sei darauf hingewiesen, dass die Kugelkoordinaten in der Literatur nicht einheitlich defi-
niert werden!
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3.2 Glatte Hyperflachen

Unter einem Parametergebiet verstehen wir ein beschrénktes Gebiet P C R,
bei dem jeder Randpunkt von P auch ein Randpunkt von P ist. Durch die Rand-
bedingung werden gewisse pathologische Fille ausgeschlossen:

/ Hier geht es schief!

P

Parametergebiet kein Parametergebiet

Definition

Sein > 2 und P C R"! ein Parametergebiet. Unter einem (glatten) parame-
trisierten Hyperflichenstiick iiber P verstehen wir eine stetig differenzier-
bare Abbildung ¢ : P — R", fiir die gilt:

1. ¢ ist injektiv.
2. 1g Jyo(u) =n —1 fiir alleu € P.

3. Ist ug € P und u, € P eine Folge mit lim ¢(u,) = ¢(ug), so ist auch

v—0o0

lim u, = uo.
V—00

Bemerkungen:

1. Die Menge S := ¢(P) heifit die Spur des Flichenstiicks. Manchmal be-
geht man aus Bequemlichkeit etwas Notationsmissbrauch und nennt S ein
Flachenstiick. Damit verzichtet man natiirlich auf Information.

2. Ist n = 2, so ist P = I ein offenes Intervall und es liegt ein stetig differen-
zierbarer, ebener Weg ¢ : I — R? vor. Es ist ¢ injektiv, ¢(t) # 0 fiir alle
t € I. Man spricht dann von einem glatten Weg. Durch die dritte Bedingung
werden Situationen wie die folgende ausgeschlossen:

Sei ¢ : (—7/2,4+7/4) — R? definiert durch
p(t) := (cos(2t) cost, cos(2t) sint).

Im Parameterintervall ist ¢ injektiv, der Nullpunkt ist das Bild von t = —m /4.
AuBerdem kann man leicht nachrechnen, dass ¢'(t) nirgends verschwindet.
Setzen wir aber tg := —m/4 und t, := 7/4 — 1/v, so konvergiert ¢(t,) gegen
(0,0) = ¢(to), nicht aber (t,) gegen t.



6 3 Der Divergenzsatz

Definition

Eine Menge H C R™ heifit eine glatte Hyperfldche, falls es zu jedem Punkt
xo € H eine Umgebung U = U(xg) C R, ein Parametergebiet P C R""! ein
glattes parametrisiertes Hyperflichenstiick ¢ : P — R" mit ¢(P) = H N U und
einen Parameter uy € P mit ¢(ug) = x gibt.

Ist H eine glatte Hyperfliche und ¢ : P — HNU eine lokale Parametrisierung, so ist
S := @(P) = HNU eine offene Teilmenge von H in der vom R" auf H induzierten
Relativtopologie, und ¢! : § — P stetig, also ¢ ein Homdomorphismus: Ist
ndmlich (x,) eine Folge in S, die gegen einen Punkt x, € S konvergiert, so gibt
es Parameter u,,uy € P mit ¢(u,) = x, und ¢(uy) = x¢. Die Bedingung (3) fiir
parametrisierte Flichenstiicke hat zur Folge, dass ¢~ 1(x,) = u, gegen ¢ '(xq) =
uy konvergiert.

Die Stetigkeit von ¢~ bedeutet, dass ¢ offene Teilmengen von P auf offene Teil-
mengen von S abbildet.

2.1. Satz (Niveaumengen sind glatte Hyperflichen)

Sei B C R" offen, f : B — R eine stetig differenzierbare Funktion und M =
{x€ B : f(x)=0}. Ist Vf(x) # 0 in jedem Punktx € M, so ist M eine glatte
Hyperfldche.

BEWEIS:  Sei xg = (xgo), . 7957(10)) € M. O.B.d.A. sei f,,(x0) # 0. Dann gibt es
nach dem Satz iiber implizite Funktionen Umgebungen U = U (xgo), . ,xﬁ?)l) C
R" ! und V = V(x%o)) C R und eine stetig differenzierbare Funktion g : U — V,
sodass (UxV)NM ={(z1,...,2p-1,2,) € U XV : x, = g(x1,...,2,-1)} ist.

Dann wird durch

p(ur, . tup1) = (g, oy Up1, g(Ug, o Up1))

eine lokale Parametrisierung ¢ : U — (U x V) N M definiert. Es ist offensichtlich,
dass ¢ die Eigenschaften eines parametrisierten Flachenstiicks erfiillt. "

Es gilt in gewisser Weise auch die Umkehrung;:
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2.2. Jede glatte Hyperfliche ist lokal eine Niveaufliche

Sei H C R"™ eine glatte Hyperfiiche. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € H eine
offene Umgebung U = U(xg) C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion
f:U =R, so dass gilt:

1 UNH=f10).
2. Vf(x)#0 firxe UNH.

BeEwEIls:  Sei U = U(xg) C R™ eine offene Umgebung und ¢ : P - S =UNH
eine Parametrisierung mit ¢(ug) = x¢. Weil rgJ,(ug) = n — 1 ist, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass die ersten n — 1 Zeilen der n x (n — 1)-Matrix J,(uo)
linear unabhéngig sind.

Wir benutzen nun die Projektionen 7, : R® — R* ! und 7y : R — R mit
(1, x) = (T, 1) und  mwo(xy, ..., Ty) = Ty

Dann ist offensichtlich det Jr, 0, (1) # 0. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung
gibt es also offene Umgebungen U;(ug) C P C R* ! und Us(m; 0 p(ug)) C R* 1,
so dass 71 0 ¢ : Uy — U, ein Diffeomorphismus ist.

Sei 1 := (w1 0)~! : Uy — U; die Umkehrabbildung. Wir kénnen nun g : U, — R
definieren durch g(y’) := w0 @ o (y'), fir y = (y1,...,yn_1) € Us.

Weil ¢ : P — S ein Homdomorphismus ist, gibt es eine offene Menge B C R"”, so
dass @(U;) = BN S ist. Firy = (y',y,) € B gilt dann:

yesS <<= yeoplh)
< JueU mity =m op(u) und y, = w3 0 p(u)
< FJucU mity = "(u) und gy, = g(xp ' (u))
= y €U undy, =g(y).

U := (U, x R) N B ist eine offene Umgebung von x¢ = (7 0 ¢(uy), w2(xo)), und
f:U—= Rmit f(y',y,) := yn — g(¥’) ist eine stetig differenzierbare Funktion mit
VY yn) = (—Vg(y’), 1) # (0,0). AuBlerdem ist

FHO) ={ ) €U : ya=9(y)} =UNS.

2.3. Beispiele

A. Seih>0,r>0, B:={(z,y,2) € R® : |z| < h}, f: B — R definiert durch
flz,y,2) == 2> +y*> —r>und S := f71(0). Weil Vf(z,y,2) = (27,2y,0) #
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(0,0,0) fur (z,y,2) € S ist, ist S eine glatte (Hyper-)Flache, ein Zylinder-
mantel der Hohe 2h mit Radius 7.

Ist c € R, soist P, := (¢, c+27) X (—h, h) ein Parametergebiet und ¢ : P, —
R3 mit
p(u,v) := (rcosu,rsinu,v)

eine glatte Parametrisierung, denn die Spalten von

—rsinu 0
Jp(u,v) = rcosu 0
01

sind offensichtlich immer linear unabhéngig. Dass ¢ die Bedingungen (1)
und (3) der Definition eines parametrisierten Fliachenstiicks erfiillt, kann man
sich leicht {iberlegen. Ist etwa (uj,v1) = @(ugz,vs), so muss v; = ve und
(cosuq,sinuy) = (cosug,sinug) sein. Letzteres ist auf (0,27) nur moglich,
wenn u; = ugy ist.

Leider deckt eine einzelne derartige Parametrisierung nicht die ganze Flache S
ab, es fehlt immer ein Streckenstiick, das man als ,, Klebekante® interpretieren
kann.

Im Falle ¢ = 0 wird der Zylinder entlang der Linie {(r,0,2) : |z| < h}
zusammengeklebt. Zwar kann man ¢ auf P stetig differenzierbar fortsetzen,
aber dort ist ¢ nicht mehr injektiv. Benutzt man eine zweite Parametrisierung
mit dem Definitionsbereich P., ¢ # 0, so wird S durch ¢(F) und ¢(F,)
iiberdeckt.

. Sei f:R"\ {0} — R definiert durch f(zy,...,z,) =22+ --+22 —1. Dann
ist S"1 = f71(0) = {x € R" : ||x]| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphére. Sie
ist eine glatte Hyperflache, weil V f(x) = 2x # 0 in jedem Punkt x € ™!
gilt. Im Falle n = 2 erhélt man den Einheitskreis.

Im Falle n = 3 sei P := (0,27) X (—7/2,7/2) und

p(u,v) := (cosucosv,sinu cos v, sinv).
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Dann ist
p(u,v) = cosve, +sinves, mite, = (cosu,sinu,0) und e3 = (0,0,1).

Dabei ist |le,|| = |les]] =1 und e, »e3 = 0.

Dies ist die von den raumlichen Polar-
koordinaten herrithrende Parametrisie-
rung.

Die linke und die rechte Seite von P
werden zu einem Léangenkreis zusam-

mengeklebt, die untere und die obere
Seite von P ergeben den Siidpol und

den Nordpol.

Ist ¢p(u1,v1) = p(ug, vs), so bilde man zunéichst auf beiden Seiten das Skalar-
produkt mit e3. Dann erhélt man sinv; = sin vy. Subtrahiert man sinv; e3 =
sin vy eg auf beiden Seiten der Ausgangsgleichung, so erhélt man die Gleichung
COS V1 €y, = COS Vg €,,. Ubergang zur Norm liefert cos vy = cos v, (weil der Co-
sinus auf (—m/2, +7/2) positiv ist). Wie beim Zylinder folgt nun v; = v,. Also
muss auch e,, = e,, und deshalb u; = wuy sein. Das Folgenkriterium verifiziert
man ahnlich.

Definition

Sei H C R” eine glatte Hyperfliche, xo € H. Ein Vektor v € R" heifit Tangenti-
alvektor an H im Punkte xq, falls es ein € > 0 und einen stetig differenzierbaren
Weg o : (—¢,¢) — R” gibt, so dass gilt:

1. Die Spur von « liegt ganz in H.

2. Esist a(0) = xp und a’(0) = v.

2.4. Charakterisierung von Tangentialvektoren

Sei H C R™ eine glatte Hyperfliche, xg € H. Es sei U = U(x¢) C R" eine offene
Umgebung, so dass gilt:

a) Es gibt eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit f~1(0) = UNH
und Vf(x) # 0 fir allexe UNH.

b) Es gibt ein Parametergebiet P C R"™! und eine stetig differenzierbare Pa-
rametrisierung ¢ : P — R™ mit ¢(ug) = xo und o(P) =UNH.

Dann sind die folgenden Aussagen tber einen Vektor v € R™ dquivalent:
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1. v st ein Tangentialvektor an H im Punkte xg.
2. veV f(x) =0.

3. Es gibt einen Vektor w € R mit v.=w - J,(ug)".

BEWEIS: (1) = (2): Sei v ein Tangentialvektor an H in xg, also a(0) = x¢ und
a/(0) = v. Dann ist foa(t) =0, also 0 = Vf(x0)+a'(0) = Vf(xg)*v.

(2) = (3): Weil Vf(xg) # 0 ist, hat der Raum der zu V f(xq) orthogonalen
Vektoren die Dimension n — 1. Und der Raum Im Dg(x¢) besitzt ebenfalls die
Dimension n — 1 (= rg J,(uy)).

Weil fop(u) =0ist, ist 0 = V(f op)(ug) = VF(xo) - Jo(up) (Kettenregel). Ist
also ein Element v =w - J,(ug)" von Im De(ug) gegeben, so ist

Vf(xo)ev=V[(x0) v = V[(x0) - Jp(up)-w' =0.

Dabher sind die beiden betrachteten Vektorrdume gleich und aus (2) folgt (3).

(3) = (1): Es gebe einen Vektor w € R mit v =w - J,(ug)" = Dep(ug)(v).
Dann definiere man « : (—¢,¢) — R” durch a(t) := ¢(ug + tw). Offensichtlich
liegt die Spur von e in H, es ist a(0) = xo und a’(0) = Dep(uy)(w) = v. Also ist
v ein Tangentialvektor an H in xq. "

Aus dem Satz ergibt sich, dass die Menge der Tangentialvektoren an eine glatte Hy-
perfliche H C R" in einem Punkt x¢ € H einen (n — 1)-dimensionalen Vektorraum
bildet.

Definition

Sei H eine glatte Hyperfliche im R™. Den Vektorraum Ty (H) der Tangentialvek-
toren an H in x nennt man den Tangentialraum von H in Xx.

Bemerkung: Die anschauliche ,, Tangentialebene® in einem Punkt xq € H ist der
affine Raum x¢ + Ty, (H).

2.5. Beispiel
Die Sphire S™' = {x : ||x|| = 1} ist die Nullstellenmenge von
F) 1= ] — 1 = xx— 1.
Fiir xo € S™ ! ist

Ty, (S"™ 1) =Ker Df(xp) = {v €R" : Vf(x¢)ev=0}={v :x0ev =0}
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Definition

Unter einem glatt berandeten Gebiet verstehen wir ein Parametergebiet
2 C R", dessen Rand eine glatte Hyperflache ist.

2.6. Theorem

Sei Q C R"™ ein glatt berandetes Gebiet. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € OS2
eine zusammenhdangende offene Umgebung U = U(xq) C R™ und eine differen-
zierbare Funktion h : U — R, so dass gilt:

1. UNQ={xeU: h(x) <0}.
2. Vh(x) #0 firx e U.
3. UNIN={xeU : h(x)=0}.

BEWEIS: Sei xq € 09. Als glatte Hyperfliche sieht 92 in der Nahe von x, wie ein
Graph aus. O.B.d.A. kann man eine offene Umgebung U = U(x() C R, ein Gebiet
V C R"!, ein offenes Intervall I und eine differenzierbare Funktion ¢ : V' — I
finden, so dass gilt:

UNno=A{(y,yn) eV xI :y,=9(y)}

Sei h: U — R definiert durch h(y’, y,) := y, — g(y’). Dann setzen wir

U
U. = {yeU: h(y) <0}, +/—\ "
of)
Uy = {yeU:h(y) >0} . U_
und Uy = {y €U : h(y)=0} = Unos.
Man kann annehmen, dass I = (a,b) ist und dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass

a+e < g(y') <b—efiry €V gilt. Dann sind U_ und U, Gebiete, und wir haben
eine disjunkte Zerlegung

U=U_UU;U(UnNoQ).

Indem man notfalls A durch —h ersetzt, kann man annehmen, dass es einen Punkt
x; € U_NQ gibt. Wir zeigen, dass dann U_ C § ist.

Sei x5 € U_ ein weiterer Punkt. Der kann nicht in 02 liegen. Wir nehmen an,
dass x5 in R™ \ € liegt. Es gibt einen stetigen Weg ¢ : [0, 1] — U_, der x; mit x5
innerhalb von U_ verbindet.

Sei
to :=sup{t € [0,1] : a(t) € }.

Dann ist 0 < #5 < 1, und a(tp) muss in Q liegen. Weil der Weg in U_ verliuft, kann
er 02 nicht treffen, aber a(ty) € €2 kann auch nicht gelten. Das ist ein Widerspruch.
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Analog zeigt man, dass U, C R™\ Q ist. Aber dann ist U_ = U N Q. u

Man nennt h eine lokale Randfunktion. Diese Randfunktion ist nicht eindeutig
bestimmt.

2.7. Satz

Sei Q) ein glatt berandetes Gebiet. Sind hy, hy zwei lokale Randfunktionen auf ei-
ner Umgebung U eines Punktes xg € OS2, so gibt es eine differenzierbare Funktion
A auf U, so dass gilt:

1. A>0 aufU.

2. hy =X-hy auf U.

3. Vhi(x) = A(x) - Vha(x) auf U N OQ.
BEWEIS: Durch eine Koordinatentransformation kann man erreichen, dass xo = 0
und hy = z,, ist. Fiir festes x = (z1,...,2,) € U ist

g(t) :=hy(xq,...,2pn_1,1)

eine differenzierbare Funktion, die bei ¢ = 0 verschwindet. Dann folgt:
M) = gw) = g0) = [ g()ds
0

1
= xn/ g'(tz,) dt (mit Substitution ¢(t) = tz,)
0

= ho(x1,..., ) - Mo, ..., 2,),

L on,

o Oz,
ist (Satz iiber Parameterintegrale).

Offensichtlich ist A = hy/hg > 0 auf U \ 0Q2. Weil hy auf 092 verschwindet und
Vhi(x) = A(x) - Vhe(x) + ha(x) - VA(X)

ist, ist sogar Vhi(x) = A(x) - Vhy(x) auf U N 0. Das zeigt aber, dass A auf 0Q
nicht verschwinden kann. Aus Stetigkeitsgriinden muss A > 0 auf ganz U gelten.
Also ist A > 0 auch auf U N of2. .

wobei A(z1,...,x,) :=

(1,...,Tp_1,tx,)dt eine differenzierbare Funktion

2.8. Existenz (und Eindeutigkeit) der dufleren Normale

Sei 2 C R™ ein glatt berandetes Gebiet und xy € 0S2. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten normierten Vektor N = N(xo) und ein € > 0, so dass gilt:

1. Nev =0 fir alle v € Ty, (092).

2. xo +t-N liegt fiir —e <t <0 in Q und fir 0 <t <e in R*\ Q.
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BeweEls:  Es gibt eine Umgebung U = U(xy) C R™ und eine lokale Randfunktion
auf U, also eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R, so dass gilt:

UNoQ={xeU :h(x)=0} ud UNQ={xeU: h(x)<0}.

Auflerdem kann man annehmen, dass VA(x) # 0 auf U ist.

Aus der Charakterisierung von Tangentialvektoren folgt, dass Vh(xg) auf dem Tan-
gentialraum senkrecht steht. Wir setzen

) e Vh(xo)
NGO = R

sowie o(t) = h(x¢o + t - N(x¢)). Dann ist o(0) = h(xo) = 0 und o'(0) =
Vh(x¢)*N(xg) = ||[Vh(xo)|| > 0. Also wichst o in der Néhe von t = 0 streng
monoton. Daraus folgt: Es gibt ein € > 0, so dass o(t) < 0 fir —e < ¢t < 0 und
o(t) > 0 fiir 0 < t < ¢ ist. Das bedeutet:

Xg +1-N(xp) € Q fiir —e <t <0und xo+1-N(x0) € R"\ Q fiir 0 < t < e.

Der Raum aller Vektoren v € R", die in xo auf 0f) senkrecht stehen, ist 1-
dimensional. Weil der Vektor IN(x() normiert sein und nach aufien zeigen soll,
ist er eindeutig bestimmt. "

Wir nennen N(x¢) den dufleren (Einheits-)Normalenvektor von 0f) in X.
Er legt eine ,transversale Orientierung® des Randes fest.

Bemerkung: Die ,innere Orientierung“ des Randes im Punkte xq wird durch die
Anordnung der Elemente ay, ..., a,_; einer Basis von Ty, (0f) festgelegt. Sie ist so
zu wihlen, dass det (N(xo), ai,... ,an_l) > 0 ist.

Eine Basis von T, (0€2), also eine innere Orientierung des Randes, gewinnt man
durch eine lokale Parametrisierung des Randes. Ist ¢ : P — S C 0 eine solche
Parametrisierung und (1) = X, so ist {¢,, (W),..., ¢, . (ug)} eine Basis von

T, (09).
2.9. Beispiele

A. Sei Q C R? ein glatt berandetes Gebiet, xo € 9Q und a : (—¢,¢) — R?
eine lokale Parametrisierung des Randes in der Ndhe von xo mit a(0) = %,
sowie N der duflere Normalenvektor in xq. Die Parametrisierung o liefert
die ,richtige* Orientierung des Randes, wenn det(N, a/’(0)) > 0 ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn die Basis {N, a/(0)/||a/(0)|| } durch eine (positive)
Drehung aus {e;, es} hervorgeht. Und das ist wiederum genau dann der Fall,
wenn das Gebiet 2 ,links“ vom Rand liegt und die d&uflere Normale N nach
,rechts” zeigt.
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B. Im R? ist es niitzlich, sich des Vektorproduktes zu bedienen.

Sind v, w zwei linear unabhiingige Vektoren des R3, so ist die Zuordnung
a+— det(a,v,w)

eine Linearform # 0. Deshalb gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor u,
so dass det(a,v,w) = a-u fiir alle a € R3 gilt. Diesen Vektor u nennt man
das Vektorprodukt von v und w und bezeichnet ihn mit v x w. Allgemein
ist also

a«(vxw)=det(a,v,w) fiir alle a € R".
Setzt man fiir a nacheinander die Einheitsvektoren e, ey, e3 ein, so erhélt
man die drei Komponenten des Vektors v x w und damit die Gleichung

VXW = (det(el,v,W),det(eg,v,w),det(eg,V,W))

= (V2w3 — V3wa, V3W1 — VIW3, V1W — V2W1).
Aus den Eigenschaften der Determinante folgt:

Das Vektorprodukt ist bilinear, es ist w X v = —v X w und ve (v X w) =
we(vxw)=0.

Ist {a;,as,a3} eine positiv orientierte Orthonormalbasis des R? (also eine
ON-Basis mit det(a;, az,a3) = 1), so gilt:

a; X ap = ag, as X ag = a; und az x a; = as.

Das folgt daraus, dass v = (a; s v)a; + (ag* v)as + (az + v)as fiir jeden Vektor
v € R3 gilt.

Ist nun Q C R3 ein glatt berandetes Gebiet, xg € 99, ¢ : P — R3 eine lokale
Parametrisierung des Randes und ¢(ug) = X, so bilden die Vektoren ¢, (1)
und ¢, (ug) eine Basis von Ty, (092). Das Vektorprodukt ¢, (ug) x ¢, (up)
steht in xo auf 0€) senkrecht. Kann man die Parametrisierung so wéhlen,
dass ¢, (ug) x ¢, (ug) und N(xo) in die gleiche Richtung zeigen (was der Fall
ist, wenn det(N, ¢,,, ¢,) > 0 ist), so ist

<) — ¢, (1) X ¢, (o)
NG0) = 1 a0y < oy (w)]

Andernfalls unterscheiden sich die beiden Vektoren um das Vorzeichen.




