2 Differentialgleichungen

2.1 Beispiele und Methoden

Was ist eine Differentialgleichung?

Ist k € N, G C R x RFFf! ein Gebiet und F : G — R eine (zunéchst beliebige)
Funktion, so nennt man

Fz,y,v,y", .. .,y™)=0 (%)

eine gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung.

Diese Definition wird erst klar, wenn wir sagen, was eine Losung einer solchen
Gleichung ist.

Eine Losung der DGL (*) ist eine Funktion ¢ : I — R mit folgenden Eigenschaf-
ten:

1. I C R ist ein Intervall und ¢ ist k-mal differenzierbar.

2. Fiir alle z € I ist (z,0(2), ¢ (z),...,o" (z)) € G und
F(z,¢(x),¢'(2), ..., 0" (2)) = 0.

Ein Satz Anfangsbedingungen fiir die DGL (*) besteht aus einem Punkt zy € 1
und einem Vektor ¢ = (cg,c1, ..., c,1) € RF. Eine Losung ¢ erfiillt die Anfangs-
bedingungen, wenn gilt:

o(x0) = co, ¢'(z9) = a1, ~-790(k_1)($0) = Cp_1.

Hauptproblem der Theorie der DGLn ist die Existenz und Eindeutigkeit von Lésun-
gen. Dabei beschrankt man sich meist auf sogenannte explizite Differentialglei-
chungen der Form

y(k) = f(x7 y7 y/7 A 7y(k_1))'

1.1. Beispiele

A. Die DGL ¢/ = ay (mit positiver Konstante a) tritt auf, wenn Wachstumspro-
zesse beschrieben werden sollen.

Offensichtlich ist die Funktion pg(z) = 0 eine Losung. Ist ¢ eine beliebige
Losung, so setzen wir ®(x) := p(z)e . Dann ist

'(z) = (¢'(z) —a-p(z))e™™ =0,
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also ®(z) = ¢ konstant und ¢p(z) = c - e*. Die Probe zeigt, dass dies
tatséichlich eine Losung ist. Gleichzeitig ergibt sich aus unserer Argumen-
tation, dass jede Losung so aussehen muss. Dabei ist ¢ = ¢(0), insbesondere
kann auch ¢ = 0 sein.

Zu jeder Anfangsbedingung gibt es genau eine Losung.

B. Die Gleichung 3 = /¥ ist nicht eindeutig l6sbar. Neben der Losung ¢o(z) = 0
ist auch jede der Funktionen

(z) = 0 fir r < a,
Poll) = (x —a)?/4 fir z > a,

fiir jedes a > 0 eine Losung mit ¢, (0) = 0.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir sehen, dass es reicht, Systeme
von expliziten DGLn 1. Ordnung zu betrachten. Ein System von DGLn 1. Ordnung
sieht i.a. folgendermaflen aus:

vy = fulz,y, Y0)
yé - fQ(x7y17"‘)yn)

/

Y = fk('raylw"ayn)

Eine Losung eines solchen Systems ist ein System von differenzierbaren Funktionen
D1, -5 o mit Pi(x) = fi(w,01(2),. .., 0n(z)) fiir j=1,...,n.

Man benutzt gerne die Vektorschreibweise:

Definition

Sei G C R x R" ein Gebiet und F : G — R™ eine stetige Abbildung. Unter einer
Losung der Differentialgleichung

y' =F(t,y)
versteht man eine Abbildung ¢ : I — R™ mit folgenden Eigenschaften:
1. I C R ist ein Intervall, und der Graph {(¢,¢(t)) : t € I} liegt in G.
2. ¢ ist differenzierbar, und es ist ¢'(t) = F(t, ¢(t)) auf I.
Ist n = 1, so spricht man von einer gewéhnlichen Differentialgleichung.
Ist ¢ eine Losung von y' = F(t,y) und ¢(ty) = yo, so sagt man, ¢ erfiillt die

Anfangsbedingung (ty,yo). Die Losung heifit maximal, wenn sie sich nicht zu
einer Losung mit grofferem Definitionsbereich fortsetzen lésst.
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1.2. Satz

Ist ¢ Losung der DGL y' = F(t,y) und F r-mal (stetig) differenzierbar, so ist
@ (r+1)-mal (stetig) differenzierbar.

BEWEIS: Definitionsgeméf ist ¢ einmal differenzierbar. Ist F stetig, so folgt aus
der Gleichung ¢'(t) = F(t, (t)), dass ¢ sogar stetig differenzierbar ist.

Ist F differenzierbar, so folgt aus der selben Gleichung, dass ¢’ differenzierbar, also
¢ zweimal differenzierbar ist, u.s.w. "

Es besteht nun ein direkter Zusammenhang zwischen (expliziten) gewdhnlichen
DGLn k-ter Ordnung und den Systemen von k expliziten DGLn erster Ordnung:

Ist eine DGL
y® = f(z,y, 9. .., y* D) (%)

gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System zu:

/

Y1 = Y2

: ()
Yeor = Yk
y]/<; = f(xaylw"ayk)

Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so ist ¢ k-mal differenzierbar und ¢®(z) =
f(l', SD(:E% 90/(1;), ce ,(P(k_l)(w)). Wir setzen

o=@, @ai=¢, ..., Q= go(k_l).

Dann sind alle ¢, mindestens einmal differenzierbar, und es ist

Pi(z) = @),

vra(z) = or()
und  gh(e) = ¢W(@) = flz,01(2), .., pi(2)),
d.h., ¢ = (¢1,...,pk) ist eine Losung des Systems (**).

Ist umgekehrt eine Losung (1, . . ., @) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ¢y.
Dann ist ¢ differenzierbar, ¢’ = 9 ebenfalls differenzierbar u.s.w., und schliellich
auch ¢~ = o, differenzierbar. Also ist ¢ k-mal differenzierbar und

PN (@) = gi(2) = fl@, p(a),.... " V()
also ¢ Losung von (x).

Eine Anfangsbedingung fiir ein System von k£ DGLn hat die Gestalt
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o (z0) =y, v=1,... k.

Uber die Formel

0 0
(yg)w”uy](g))ZYO:CZ<CO’-~7CI€—1)

erhélt man daraus eine Anfangsbedingung fiir die DGL k-ter Ordnung, und umge-
kehrt.

Gewohnliche Differentialgleichungen lassen sich besonders gut veranschaulichen.
Die durch die DGL ¢ = f(t,y) induzierte Zuordnung (t,y) — f(t,y) € R lie-
fert fiir jeden Punkt (¢,y) € G eine Richtung, beschrieben durch ihre Steigung
f(t,y). Zeichnet man an der Stelle (¢, y) einen kleinen Vektor mit der angegebenen
Richtung, so erhélt man ein , Richtungsfeld“ auf G.

Der Graph einer Losungsfunktion ist eine Kurve, die sich dem Richtungsfeld an-
schmiegt.

Ol ~O~ —O—

o ol ~ow 6%
o “ou ~o. —o- —o—

Pop o
Fogof
g7
4 A

s

Es gilt also, eine Kurve zu finden, deren Tangente an jeder Stelle mit dem gegebenen
Richtungsfeld iibereinstimmt.

Ist Gy C R" ein Gebiet, so verstehen wir unter einem (stetigen, differenzier-
baren, etc.) Vektorfeld auf G, eine (stetige, differenzierbare, etc.) Abbildung
F : Gy — R”. Wir stellen uns dabei vor, dass auf diese Weise in jedem Punkt
y € Gy ein Vektor F(y) angeheftet wird. Man beachte, dass dies eine neue In-
terpretation einer Abbildung F : Gqg — R" ist, im Gegensatz zu der bisherigen
Interpretation als Koordinatentransformation.

Definition

Ist F : Gy — R" ein stetiges Vektorfeld, so bezeichnet man die zeitunabhéngige
Differentialgleichung y’ = F(y) (auf G := Rx Gy) auch als autonomes System
(von Differentialgleichungen).

Unter einer Integralkurve des Vektorfeldes F versteht man eine auf einem
Intervall I C R definierte, stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — G mit
@'(t) = F(p(t)) (also eine Losung der autonomen DGL).

Die Spur |¢| einer Integralkurve bezeichnet man als Bahn oder Trajektorie.
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1.3. Satz

Sei ¢ : I — Gy eine Lisung des autonomen Systems y’ = F(y). Dann ist fir
jedes tg € R auch ¥ (t) := p(t — ty) eine Lisung.

BEWEIS: Zur Abkiirzung setzen wir s := t — ty. Dann ist 9'(t) = ¢'(s) =
F(p(s)) = F(y(1)). -
Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen zeitabhingigen und zeitun-
abhéngigen Differentialgleichungen.

a)lstp: I — GB eine Integralkurve des Vektorfeldes F auf Gy und F: RxGy — R”
definiert durch F(t,y) := F(y), so ist

©'(t) =F(p(t) = F(t, o(t)),
also ¢ auch eine Losung der zeitabhéngigen DGL y’ = f‘(t, y). Ist andererseits eine
Losung ¢ : I — R™ der zeitabhéngigen Losung gegeben, so liegt (¢, ¢(t)) in I x Gy,
also @(t) € Gy fiir alle t € I. Das bedeutet, dass ¢ auch Losung des autonomen
Systems ist.

b) Ist umgekehrt G C R x R™ ein Gebiet, y’ = F(t,y) eine zeitabhingige
Differentialgleichung tiber G und ¢ : I — R" eine Losung dieser Gleichung,
so ist @(t) := (t,e(t)) eine Losung des autonomen Systems z' = F(z), mit
F(z) := (1,F(z)), denn es ist

&'(1) = (1,¢'(1) = (LF(t, o(1) = F(t, (1) = F@(1)).

Ist dagegen ¥ = (¢1,%,) : I — G eine Losung des autonomen Systems z’' = f‘(z),
so ist () = 1 und ¥, (t) = F(1(t),94(t)). Es gibt also eine Konstante ¢, so dass
1(t) =t + cist. Setzen wir () 1= P,(s — ¢), so folgt:

©'(s) = Py(s — ) = F(Y1(s — ¢),¥,(s — ¢)) = F(s,¢(s)).
Also ist ¢ eine Losung des zeitabhéingigen Systems y’ = F(s,y).

Wir kehren zu den allgemeinen Systemen zuriick und zeigen, dass man eine Losung
o der Differentialgleichung y’ = F(¢,y) unter der Anfangsbedingung (o) = yo
findet.

Definition

Sei (to,y0) € R x R™. Die Tonne mit Radius r und Ldnge 2¢ um (g, yo) ist die
Menge o
T .= [to —&,tyg+ 8] X Br(YO)

Ist G C R x R™ ein Gebiet und F : G — R" eine stetige Abbildung, so nennt
man eine Tonne T" C G mit Radius r und Lénge 2¢ eine Sicherheitstonne fiir
F, falls gilt: sup,||F(t,y)|| < r/e.
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1.4. Existenz von Sicherheitstonnen

Ist Ty eine beliebige Tonne um (to,yo) mit Radius r und Ldnge 2e und F stetig
auf Ty, so gibt es ein 0 mit 0 < 6 < g, so dass jede Tonne T" mit Radius r und
Linge < 26 um (ty,yo) eine Sicherheitstonne fir F ist.

BEWEIS:  Sei M := sup||F|| und § := min(e, M) Dabei sei r/M = 400 gesetzt,
falls M = 0 ist. Dann 1st r/6 = max(r/e, M), und fiir die Tonne T gilt:  sup||F|| <
T

sup|F|| =M < 5 n
To

Definition

Sei J C R ein Intervall. Eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion ¢ : J —
R™ heifit eine e-Ndherungslésung der auf G definierten DGL y’ = F(t,y), falls
gilt:

L. (t,(t)) € G firte J.
2. ||/ (t) = F(t,(t))]| <efiirt € J.

In den Punkten, in denen¢ nicht differenzierbar ist, soll die Ungleichung fiir die
beiden einseitigen Grenzwerte gelten.

Wir wollen eine solche Ndherung konstruieren. Dabei kénnen wir annehmen, dass
F(t,y) # 0ist. Sei Tj eine Sicherheitstonne mit Radius r und Lénge 2¢ um (to, yo),
M = supg [|F|| > 0, a := min(e,r/M) und I := [ty,to + a]. Dann ist 0 < a < ¢,
aM <rund T := I x B,(yo) C Tp.

Nun betrachtet man Zerlegungen 3 = (to, ..., ty) des Intervalls I. Bei fester Zer-
legung sei J; := [t;_1,t], fir i = 1,..., N. Dann wird wie folgt ein Streckenzug
@ : I — R" konstruiert:
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Auf J; sei p(t) := yo+ (t—1t0)F(to, yo). An der Stelle ¢y hat ¢ die richtige Steigung,
und auflerdem ist

lp(t) = yoll = [t = to| - [|F(to, yo) | < a- M <7

Der Graph von ¢ verlduft also iiber J; ganz in Ty C G, und es ist ||¢(t1) — yol| <
[ty — to] - M.

Auf Jo ={t : t; <t <t} sei

Pp(t) == p(t1) + (t — t1)F(t1, p(t1)),

und so fahrt man fort. Der Streckenzug, der so entsteht, wird Fuler-Polygonzug
genannt. Er ist Graph einer stetigen und sogar stiickweise stetig differenzierbaren
Abbildung und verlauft ganz in Tg. Ist ndmlich ||p(t;_1) — yol| < |tie1 — to| - M, so
gilt fiir t € J;:

lp() = yoll = lle(tiza) + (¢ = tia) - F(tioa, (tiza)) — yoll
< iy —to| - M+ |t —tia]| - M
= (t—t))- M < a-M <,
insbesondere ist ||¢(t;) — yol| < (t1 — to) - M. In den Punkten (t;, (t;)) hat der
Polygonzug jeweils rechtsseitig die richtige Steigung.

R’n

TV AN
W/ VNN

VR AR ARVAR AN

STV VAN

TTVIVY VN

Definition
Sei I C R ein Intervall und . = (f,) eine Folge von Abbildungen £, : [ — R™.

e 7 heifit auf I gleichgradig stetig, falles es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt,
so dass fiir alle ¢,s € [ und alle v € N gilt:

t—s| <8 = [If(t) —£,(s)|| <e.

e .7 heiit punktweise beschrdnkt, falls es zu jedem t € [ eine Konstante
C =C(t) >0, so dass |f,(t)| < C fiir alle v € N gilt.
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1.5. Satz von Ascoli

Sei I = [a,b] und F = (f,) eine Folge von Abbildungen f, : I — R"™. Ist F
gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt, so enthdlt % eine gleichmdjfig
konvergente Teilfolge.

BEWEIS: a) Sei A := [a,b]NQ. Da diese Menge abzéhlbar ist, kann man schreiben:
A={t, : neN}
Die Folge (f,(t1)) ist eine beschriankte Zahlenfolge. Deshalb gibt es eine Teilfolge
(V,il)) von N, so dass (fl,(l) (tl)) konvergiert. Sei % := (fyu)).

k k
Da auch (f )(t2)) beschréinkt ist, gibt es eine Teilfolge (z/,gz)) von (y,gl)), so dass

Yk
(fV@) (tg)) konvergiert. Sei % := (fym).
k k
Man féhrt so fort und benutzt schlieBlich die ,Diagonalfolge* 2 = (gx) mit gy :=
f . Da (g, 8ri1, - - .) eine Teilfolge von %, ist, konvergiert Z in jedem Punkt der
k

Menge A.

b) Wir wollen zeigen, dass (g) gleichméBig auf [a, b] konvergiert.

Sei e > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein § > 0, so dass fiir alle t,s € T
und alle v € N gilt:

ﬁ—ﬂ<5=¢“ﬁ@—ﬂ@m<g

Die rechte Ungleichung gilt dann erst recht fiir alle g;. Man zerlege nun das Intervall
la,b] in der Form a =ty < t; < ... <ty =b,s0dass 0 < t; —t;_y < ¢ ist. Dann
gibt es fiir jedes j € {1,..., N} ein s; € AN (tj_1,t;) (weil Q dicht in R ist).

Weil (gx(s)) in jedem Punkt s = s; konvergiert, kann man ein gemeinsames ko =
ko(e) finden, so dass gilt:
1gk(5;) — 8m(s))] < % fir k,m > kyund j =1,...,N.

Seinun s € [a, b] beliebig, und dazu j so gewihlt, dass |s — s;| < 0 ist. Fiir k,m > ko
gilt dann:
181k(s) — gm(s)l < llgr(s) — (i)l + g (s;) — gm(si)ll + [[8m(s;) — gm(s)]]

_ £, E
- 33 3 7

Sei jetzt G C R x R™ ein Gebiet, F : G — R" eine stetige Abbildung und T' C G
eine Sicherheitstonne mit Radius  und Lénge 2a um (to,yo) fiir F, also

M :=sup||F(t,x)|| < r/a.
T
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1.6. Lemma

Fine stetige Funktion ¢ : [to,to + a] — R" ist genau dann eine stetig differen-
zierbare Lisung der DGL y' = F(t,y) mit ¢(tg) = yo, wenn firty <t <ty+a
qilt:
t
olt) =yo+ [ Fluplu) du

to

BEWEIS:  Sei ¢ : [to, to + a] — R" eine stetige Funktion.
a) Ist ¢ stetig differenzierbar, ¢'(t) = F(t, (t)) und ¢(ty) = yo, so ist

(/mewwm=¢@—¢wﬁ=wﬂ—m.

to

t
b) Sei umgekehrt ¢(t) = yo —1—/ F(u, ¢(u)) du. Dann ist offensichtlich ¢(ty) = yo,
to

 stetig differenzierbar und ¢'(t) = F(t, ¢(t)), also ¢ eine Losung der DGL. n

1.7. Existenzsatz von Peano

In der obigen Situation ezistiert eine Losung ¢ : [to,to + a] — R" der DGL
y' = F(t,y) mit ¢(to) = yo-

Bewels:  Nach Voraussetzung ist a < r/M.
a) Ist M =0, so ist F(¢,y) = 0 und ¢(t) =y, eine Losung.
b) Sei M > 0. Ist € > 0 vorgegeben, so gibt es ein § > 0, so dass gilt:

(x)  Istt—s|<dund [x—y| <4, soist |[F(t,x) —F(s,y)| <e,
denn die stetige Abbildung F ist auf der kompakten Tonne gleichméflig stetig.
Sei n = n(e) so grofl gewéhlt, dass 0 < a/n < min(d,d/M) ist, und

. a a .
tj = to —|—j : ﬁ und Yi =Y -+ ﬁ . F(tjfl,yjfl), ] = 1, oo, n.
Durch
¢.(to) ==yo und @ (t) :=y; + (t —1;)F(t;,y;) fiir t; <t <t; 1, und j > 0

wird ein Euler’scher Polygonzug auf [to, to + @] definiert.
Behauptung: ¢, ist eine e-Néherungslosung auf [¢y, to + al.

Beweis dafiir: Fir ¢ € [t;,tj41] ist |t —t;| < |[tj41 — ;] = a/n und
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lpe(t) =il = [t =1 [[F(t;y5)ll
)

a a
< —Ft:,.v)ll < = M<—-M = 4.
= 1F (5, y)l < n M

Da . (t) = F(t;,y;) fir t; <t <t ist, folgt mit (x):
lpe(t) = F(t, 0. (1))] <& auf [to, to +al.

c) Sei nun (g) eine Nullfolge und ¢, := ¢, . Da der Polygonzug komplett in der
Tonne bleibt, ist die Folge (¢,,) punktweise bschriankt. Sie ist aber auch gleichgradig
stetig:

Beweis dafiir: Sei e > 0 und 6 < &/(2M). Sei |t — s| < 6. Wir nehmen zunfichst an,
dass t und s beide in einem Intervall [t;,¢;11] liegen. Dann gilt:

(1) — pi(s)ll =
[ (pr(t;) + (t —t;)F(t;, @r(t;) — (@rlt;) + (s — ;) F(t;, ()|
— t—s|- [Pt o)) < lE—s|- M < 6M < 2/2 fiir alle k.

Liegen t und s in zwei aufeinanderfolgenden Intervallen, so erhélt man immer noch,
dass ||, () — @r(s)]| < e fur alle k ist.

Nach dem Satz von Ascoli gibt es dann eine Teilfolge von (¢;) (die wir wieder mit
;. bezeichnen), die gleichméBig gegen eine Grenzfunktion ¢ konvergiert.

Fir t € [t;,t;41] und k € N ist nun

lox(t) — yo - / F(s, 0p(s)) ds|| =

= |‘§<yu+1 —Yv— /:VH F(s, k() ds) +@r(t) —y; — /:F<$>on(3)) ds|
= S [ (Pl s [ ()~ Bl o)
< jz_iek (typr —t) Fep(t — 1))

= ¢ep-(t—ty) < epra —0 firk— oo.

Wegen der gleichméfigen Konvergenz der Folge (¢,,) ist dann

¢m=m+/Fuwmw,

to

d.h., ¢ ist Losung der Differentialgleichung. "

Wir untersuchen jetzt einige spezielle Typen von Differentialgleichungen.
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen:

Unter einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen versteht man eine Dif-
ferentialgleichung der Form

Y = f(x)g(y),

wobei f: I — Rund g : J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen sind.

Wir wollen das Anfangswertproblem losen, d.h., wir suchen eine Funktion ¢ mit
(o) = yo und ¢'(x) = f(x) - g(p(x))-

1. Fall: Ist g(yo) = 0, so ist fiir jedes xo € I die konstante Funktion ¢(z) = y, eine
Losung mit ¢(xg) = yo.

2. Fall: Sei Jy C J ein offenes Intervall, auf dem g keine Nullstellen hat, und
Yo € Jo. Ist ¢ eine Losung auf I mit p(x¢) = yo, so ist g(p(x)) # 0 nahe zy und

Also ist

/x 0 F(t)dt = / 0 gz”;((%) dt = /y :(I) ﬁ du.

Sei nun F' eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf
Jo. Dann ist F(z) — F(z9) = G(p(x)) — G(yo). AuBerdem ist G'(x) = 1/g(z) # 0

fiir x € Jy, also G dort streng monoton. Damit ist G umkehrbar und
p(r) = GTH(F(z) — F(wo) + G(w))-
Die Probe zeigt sofort, dass ¢ tatséchlich die DGL 16st.

: y(t) = yo (Nullstelle von g)

|
|
yo ........ | :

|
|
|
1 y(t) = y; (Nullstelle von g)
|
|
1
|

Bemerkung: Die Physiker haben — wie immer — eine suggestive Schreibweise
dafiir:
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Damit y(xo) = o ist, muss man ¢ = G(yo) — F(zo) wihlen.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL ¢/ = xy.

Hier sind f(z) = z und g(y) = y auf ganz R definiert. Als Stammfunktionen kénnen
wir

1
F(x):= §m2 auf R
und
G(y) :==In|y| auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthélt,

nehmen. Dann ist

G1(z) = { e* falls J C R,

—e®  sonst,

also

y(x) = GH(F(x)+c)
= j:exp(%f—i—c)

1
= C- exp(Exg), mit C' € R.

Das schliefit insbesondere die Losung y(x) = 0 mit ein. Liegt J in R, so muss
C > 0 gewéhlt werden, sonst C' < 0.

Als zweites Beispiel betrachten wir die DGL

1 1
Hier ist f(x) = x, also F(x) = 51’2, wie oben, sowie g(y) = y?, also G(y) = ——

(auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthélt). Nach dem obigen Verfahren

erhalten wir die Losungen

12
22/2+c  2c+a?

Ye(r) = G (F(2) +¢) =

Hinzu kommt die konstante Losung y(z) = 0, die sich aus der einzigen Nullstelle
von ¢g(y) ergibt.

Lineare Differentialgleichungen:

Eine allgemeine lineare DGL 1. Ordnung {iber einem Intervall I hat folgende Ge-
stalt:
v + a(x)y = r(z), mit stetigen Funktionen a,r : I — R.
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Ist r(x) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die
Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen wir
voraussetzen, dass y(x) # 0 fiir alle x € I ist, und es gilt:

(Infy])'(z) =

Ist A(z) eine Stammfunktion von a(x) iiber I, so ist

y(x) = c-e 1,

mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.

Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(z) # 0): Sind ¢4, ¢ zwei Losun-
gen, so ist
(1 = 2)'(t) + a(t)(pr(t) — (1)) = r(t) = r(t) =0,

also unterscheiden sich je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat dem-
nach die Gestalt

o(t) = pp(t) + ¢ 710,

mit einer ,, partikuléren Losung® ¢,(t) der inhomogenen Gleichung. Die miissen wir
noch finden.

Meistens findet man spezielle Losungen iiber einen geeigneten Ansatz. So geht man
auch hier vor. Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten.

Ansatz: y,(z) =c(x)-e

Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL versucht man, Bedingungen fiir
¢(x) zu erhalten:

y;;(«T) = (C’(l‘) —c(x) - A/(x)) CemAl) — (c’(x) — c(z)a(z)) - o Al)
Da y, (x) + a(z)y,(z) = r(x) sein soll, erhdlt man die Bestimmungsgleichung:
d(x) - e @ = r(z),

und setzt daher

Die Probe zeigt, dass y, tatséchlich die inhomogene DGL 16st.

Die allgemeine Losung hat somit die Gestalt

y(x) = yp(z) + ¢ e A0 = ( / F(B)eAD gt 4 ¢) . e—A®),
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Transformationen:

Sei G C R? ein Gebiet, F' : G — R stetig. Die DGL 3 = F(x,y) lisst sich
manchmal besser 16sen, wenn man sie transformiert.

Sei T : G — RxR ein Diffeomorphismus auf ein Gebiet D, mit T(t,y) = (¢, T(t,)).
Die Integralkurven a(t) = (t,¢(t)) der urspriinglichen DGL werden auf Kurven

Toa(t) =Tt ¢(t) = (t,T(t.¢(1) = (t.4(1)) (%)

abgebildet, und wir versuchen, diese Kurven als Integralkurven einer neuen DGL
aufzufassen. Wie sieht diese DGL aus?

Hat die transformierte DGL die Gestalt v' = F(t,v), so muss gelten:

Y(t) = F(t,¢(t)  und o(t) = T(t,o(t).

Dann ist

und (wegen (*))

(t,o(t) = T (¢, 9(t)), sowie ¢'(t) = F(t, (1)),

also

F(t,v) = %—f(T—l(t, W) + S (Tt ) - F(T71(E, ).

Als Beispiel betrachten wir ,homogene Differentialgleichungen“. Die DGL 3/ =
F(t,y) wird homogen genannt, falls F(rt,ry) = F(t,y) fiir (t,y) € G und r # 0
ist.! Der Definitionsbereich G von F' muss dann folgende Eigenschaft besitzen: Mit
(t,y) gehort fiir jedes r # 0 auch (rt,ry) zu G.

Enthélt G keinen Punkt (¢,y) mit ¢ = 0, so ist folgende Transformation moglich:

T(t.y) = (1. 7).

Ist p(t) Losung der Ausgangsgleichung, so ist 1(t) := ¢(t)/t Losung der transfor-
mierten Gleichung, und es gilt:

te'(t) — () _ t-F(t,p(t) = »(t)

¢,(t) = 2 - )
R () — () F(L () —u(t)
12 t ’
F(1,v) —

d.h., 1 ist Losung der DGL v' = U. Eventuell ist 1) einfacher zu finden.

!Dieser Begriff sollte nicht mit dem Begriff ,,homogen* bei linearen DGLn verwechselt werden!
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y Y
Sei etwa F(t,y) = Tt 1- ") auf

G={(ty : =y} ={ty) : (t—y) (t+y) =0}

Man sieht sofort, dass das eine homogene DGL ergibt, und die obige Transformation

macht daraus )
Ul = ; V 1 — 2.

Das ist eine DGL mit getrennten Variablen, der Gestalt v = f(t)g(v), mit f(t) =
1/t und g(v) = /1 —v2. Offensichtlich ist die Losung ¢ mit ¥ (ty) = v gegeben
durch

Y(t) = sin (In(¢/to) + arcsin(vy)).

Dabei sei (tg,v9) = (to, yo/to) eine (transformierte) Anfangsbedingung. Als Losung
der Ausgangsgleichung erhélt man dann:

o(t) =t-(t) =t -sin (In(t/ty) + arcsin(yo/to)).
Ein anderes Anwendungsbeispiel ist die Bernoulli’sche DGL

Y = a(x)y + b(x)y*,

wobei a reell, # 0 und # 1 sein soll.

Wir verwenden die Transformation T'(¢,y) := (¢,y' ™). Dann ist
oT oT
T_l(ta U) = (t7vl/(1_a))a E(ta y) =0 und 8_y(t7y) = (1 - a)y_a'

Weil F(t,y) = a(t)y +b(t)y* ist, folgt: Die transformierten Integralkurven geniigen

der DGL v = F(t,v), mit

~ oT oT
F(tv) = a(t,vl/(l‘“))qta—y(t,vl/@—a)).F(t,vl/U—a))

= (1—a)o 0= (a(t)o 0= + p(t)v/ (7))

= (1—a)-(a(t)v+b(t)).

Die transformierte DGL ist linear und daher sicher einfacher zu behandeln als die
Ausgangsgleichung.

Die logistische Gleichung:
Die logistische Gleichung (oder Gleichung des beschrinkten Wachstums ')

Y =ay—by?, mita,beR, undy >0
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ist vom Bernoulli’schen Typ (mit o = 2). Bevor wir sie transformieren, noch ein
paar Anmerkungen:

Es ist ¥ = y(a — by). Ist ¢ eine Losung und 0 < ¢(t) < a/b, so ist a —b- ¢(t) > 0,
also ¢'(t) > 0. Der ,,Bestand® wichst! Ist dagegen ¢(t) > a/b, so ist ¢'(t) < 0 und
der Bestand nimmt ab.

Weiter ist " (t) = ap/(t) — 2bp(t)¢'(t) = (a — 2bp(t))¢'(t). Ist also 0 < (1) <
a/(2b), so ist ¢'(t) > 0 und ¢"(t) > 0. Das ist der Bereich , beschleunigten Wachs-
tums®, der Graph beschreibt eine Linkskurve. Ist dagegen a/(2b) < ¢(t) < a/b,
so ist ¢”(t) < 0. Hier beschreibt der Graph eine Rechtskurve, das Wachstum wird
gebremst.

a/b

a/(2b)

Yo

Nun wenden wir unsere Transformation an. Suchen wir eine Losung von vy’ =
ay — by? zum Anfangswert (o, 10), so kénnen wir genauso gut eine Losung von
v’ = —av + b suchen, zum Anfangswert (to,y; ). Das ist eine inhomogene DGL
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Eine partikuldre Losung ist die konstan-
te Funktion v,(t) = b/a, und die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung ist gegeben durch v.(t) :==c-e *, c € R.

Die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

yelt) = (vp(t) + ve(t)) ! -

T btac-ea

Fiir alle diese Losungen gilt:

ye(t) — % fiir ¢ — oo.
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2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Zur Erinnerung:

Sei E ein Vektorraum mit Norm |[|- - -||. Eine Reihe Y7 ' a, in E heifit (im gewohn-
lichen Sinne) konvergent, falls es ein Element a € E gibt, so dass gilt:

N
lim ||Z a, —al| =0.
N—o00

v=1

Die Reihe heifit normal (oder absolut) konvergent, falls die Zahlenreihe > 7 ||a, ||
konvergiert.

Der Vektorraum FE heifit vollstdndig oder ein Banachraum, falls in FE jede
normal konvergente Reihe auch im gewohnlichen Sinne konvergiert. R und der R”
sind vollstédndige Vektorrdume.

Definition

Sei ' ein Banachraum und M C FE eine Teilmenge. Eine Abbildung f: M — M
heifit kontrahierend, falls es eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass
|f(x1) = f(x2)|| < q-|lx1 — x2| fur alle x1,x5 € M gilt.

Ein Element xq € M heifit Fixpunkt von f, falls f(x¢) = x¢ ist.

Bemerkung: Ist f kontrahierend, so kann f hochstens einen Fixpunkt besitzen.

2.1. Banach’scher Fixpunktsatz

Sei E ein Banachraum, A C E abgeschlossen und f : A — A eine kontrahierende
Abbildung. Dann besitzt f einen (eindeutig bestimmten) Fixpunkt in A.

BEWwWEIS: Die Eindeutigkeit ist schon klar, wir miissen noch die Existenz zeigen.
Dazu definieren wir induktiv eine Folge x, in E. Der Anfangspunkt x, kann beliebig
gewahlt werden. Dann setzen wir

X101 = f(x,).
Offensichtlich ist
%11 = x| = [[f(x) = f(x-1)ll

< Q'HXV_XV—lH
< e < g Ix = %ol

o0

Daraus folgt: Die Reihe Z(XV_H — X,,) ist normal konvergent. Weil F ein Banach-

v=0
raum ist, konvergiert die Reihe in F gegen ein Element z, und die Folge
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N
XN+1 = Z(Xl/+1 —X,) + X

v=0
konvergiert gegen x* := z + xo. Weil A C E abgeschlossen ist, liegt x* in A.
Fiir beliebiges v ist auflerdem

IFx) =x < FGF) = Fx)l + 11 (%) = X7
<

0 I = x|+ %1 — )

und dieser Ausdruck strebt gegen Null. Also ist f(x*) = x*. .

Definition

Sei G C R x R™ ein Gebiet. Eine stetige Abbildung F : G — R" geniigt auf G
einer Lipschitz- Bedingung mit Lipschitz-Konstante k, falls gilt:

|F(t,x1) — F(t,x2)|| < k- ||x1 — 2|, fiir alle Punkte (¢,x;), (¢,x2) € G.

F geniigt lokal der Lipschitz-Bedingung, falls es zu jedem (to,x0) € G eine Um-
gebung U = U(tg,x9) C G gibt, so dass F auf U einer Lipschitz-Bedingung
genugt.

2.2. Satz

Ist F = F(t,xy,...,x,) auf G stetig und nach den Variablen xv,...,x, stetig
partiell differenzierbar, so gentigt ¥ auf jeder Tonne T C G einer Lipschitz-
Bedingung.

BEWEIS: Sei T'= I x B C G eine beliebige Tonne. Die partiellen Ableitungen
F,, (t,x) sind auf T stetig und damit beschrinkt, etwa durch M > 0. Fiir ¢ € [ ist
fi(x) = F(t,x) = (F1(t,x),..., F,(t,x)) auf B (total) stetig differenzierbar, und
fir x € B ist

IDE)V]? = (VE(EX)v) +-+ (VE,(t,%) V)
< VREX)P VP + -+ [ VE6X))1? - (v
< VP - max|| VE, (¢, %)
< VI max(((F)a, (£:3))" 4 -+ + (), (8:))°)
< vlI*-n-(n- M7,

also
||th(x)||Op = sup ||Dfy(x)v]| < n- M.

[vii<t
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Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt dann:
|£:(x1) — fi(x2)|| < m- M- |[|x1 — x|, fir x1,%x € B.

Da dies unabhéngig von ¢ gilt, haben wir unsere gesuchte Lipschitz-Bedingung. =

2.3. Satz

Sei G C R x R" ein Gebiet und F : G — R" stetig. Geniigt ¥ auf G lokal
der Lipschitz-Bedingung, so gibt es zu jedem (to,x¢) € G ein e > 0 und eine
Sicherheitstonne T C G mit Zentrum (to,Xo) und Linge 2¢ fir ¥, auf der F
einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante k < 1/(2¢) gendigt.

BEWwWEIS:  Sei U = U((tg, xo) eine Umgebung, auf der F einer Lipschitz-Bedingung
mit Konstante k geniigt. Weiter sei Ty C U eine Tonne mit Zentrum (¢y, X¢), Radius
r < 1 und Lénge 2¢. Man kann ¢ so weit verkleinern, dass ¢ < 1/(2k) und T eine
Sicherheitstonne fiir F ist. u

2.4. Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei G C R x R" ein Gebiet, F : G — R" stetig. Gentigt ¥ lokal der Lipschitz-
Bedingung, so gibt es zu jedem (ty,yo) € G eine > 0, so dass auf I := [to—e, to+
e] genau eine Lisung @ der Differentialgleichung y' = F(t,y) mit ¢(ty) = yo
ezistiert.

BEwWEIS: Essei T =1 x B C G eine Sicherheitstonne mit Radius r und Lénge
2e um (to,yo) fir F, auf der F einer Lipschitz-Bedingung mit einer Konstanten
k < 1/(2¢) geniigt. Weiter sei [ = [ty — ¢ty + ] und B = B,(yo). Wir betrachten
den Banachraum E aller stetigen Abbildungen ¢ : I — R™ und setzen

A={peE : ) C Bund ¢(ty)) =yo}-

Offensichtlich ist A # &, denn die Funktion ¢(t) = yo gehort zu A.

Sei nun (¢p,) eine Folge in A, die in F gegen eine stetige Grenzfunktion ¢, kon-
vergiert. Da B abgeschlossen und ¢, (t) stets in B enthalten ist, muss auch der
Grenzwert ¢, (t) in B liegen. Und die Relation ¢, (ty) = yo bleibt ebenfalls beim
Grenziibergang erhalten. Das bedeutet, dass ¢, wieder in A liegt, A ist eine abge-
schlossene Teilmenge von E.

Als néchstes definieren wir eine Abbildung S : A — E durch
t
(Se)t) =30+ [ Fluplu))du.
to

Es ist klar, dass S¢ stetig ist und Werte in R™ hat. Aulerdem ist (S¢)(ty) = yo,
und fiir ¢ € [ gilt:
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1(S)(t) = yoll = H/t F(u, p(u)) dul

<t —to| -SITlpHF(t,y)H
T

< €. — =7
13

Also liegt S wieder in A, S bildet A auf sich ab.
Wir wollen nun zeigen, dass S kontrahierend ist. Fiir o, 1 € A ist

IS¢ =59l = supl[Se(t) — S9p(t)]

= supl| | [P, () = F(u (@) du
< 6-k~81}1pH<P(U)—¢(u)H

1
< = - .
>l —

Das bedeutet, dass S genau einen Fixpunkt ¢o* besitzt. Nun gilt:

@) = (Se")(0) =y0+ | Flug'(u) du

to
Damit ist ¢* eine Losung der DGL, mit ¢* (o) = yo.

Ist umgekehrt ¢ eine Losung der DGL mit der gewiinschten Anfangsbedingung, so
ist
t
olt) =yo-+ [ Fu. o)) du,
to

also S¢p = . Damit ist Existenz und Eindeutigkeit der Losung iiber I gezeigt. m

Bemerkung: Das oben vorgestellte Losungsverfahren nennt man das Verfah-
ren von Picard-Lindeldf. Es ist konstruktiv in dem Sinne, dass man mit einer
beliebigen Funktion (z.B. ¢(t) = yo) starten kann und die gesuchte Losung als
Grenzwert der Folge ¢, := S¥¢ fiir kK — oo erhiilt.

Betrachten wir als Beispiel die DGL  (y1,y5) = (—y2,41). Sei tg = 0 und ¢, (t) :=
yo = (1,0). Hier ist F(u, o1 (u), po(u)) = (—pa(u), 1 (u)), also
t t
@i(t) = Seo(t) = .Yo+/ F(u,y0) du = (170)+/ (0,1) du = (1,1),
0 0

oolt) = (10)+ / (~u)du = (1 2,

ou(t) = (1,0)—|—/0(—u,1—%)du —a-Li-%).

Per Induktion zeigt man schlieflich:
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k v k—1 £2v+1
und k 2 k 2w+1
Popi1(t) = (;(_1)11%7 ;<_1)Vh> ’

Das bedeutet, dass ¢(t) := (cos(t), sin(t)) die einzige Losung mit ¢(0) = (1,0) ist.

Erfiillt F keine Lipschitz-Bedingung, so sichert der Existenzsatz von Peano dennoch
die Existenz einer Losung. Allerdings gibt es dann kein konstruktives Verfahren,
und es kann passieren, dass es zu einer Anfangsbedingung mehrere Losungen gibt.

Im folgenden betrachten wir eine DGL y’ = F(t,y) auf einem Gebiet G C R x R™.
Die Abbildung F' geniige lokal der Lipschitz-Bedingung.

2.5. Satz

Sei ¢ : [to,t1] — R"™ eine Lisung. Dann gibt es ein to > t; und eine Lisung
@ : [to,t2) — R™ mit Do) = ¢-

BEwEIS: Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ein ¢ > 0
und eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : (t1 —e,t1 + &) — R™ mit ¥(t1) = o(t1).
Auflerdem ist
Y(t) = Ft, () = Ft,e(t) = ¢'(t)-
Also ist @ : [to, t1 + ) — R"™ mit
S = o(t) fiir tg <t < ty,
P wl) firt <t <t +e.

stetig differenzierbar und damit eine Losung iiber [tg, 1 + €). .

2.6. Satz (von der globalen Eindeutigkeit)
Sind @, : [to, t1) — R™ zwei Losungen mit o(ty) = (ty), so ist ¢ = ).

BeweEls: Nach dem lokalen Eindeutigkeitssatz gibt es ein € > 0, so dass p(t) =
W(t) fiir tg <t < to+ € ist. Ist ¢ = ¢ auf ganz [to, t1), so ist nichts mehr zu zeigen.
Andernfalls sei
t* = 1inf{t € [to, t1) : @(t) £ V(t)}.

Dann ist ty < t* < t1, und es muss p(t*) = 1(t*) sein, denn die Menge aller ¢ mit
o(t) # 1(t) ist offen. Wegen der lokalen Eindeutigkeit wire dann aber auch noch in
der Néhe von t* die Gleichheit von ¢(t) und 1 (t) gegeben. Das ist ein Widerspruch
zur Definition von t*. n
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2.7. Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Zu vorgegebener Anfangsbedingung (to,yo) € G gibt es Zahlen t_,t, € R mit
t_ <ty <ty und eine Losung ¢ : (t_,t;) — R™ mit folgenden FEigenschaften:

1. p(to) = yo.

2. @ ldsst sich auf kein gréfieres Intervall fortsetzen.

3. Istip: (t_,ty) — R eine weitere Lisung mit ¥ (ty) = yo, so ist p = 1.

4. Die Integralkurve ®(t) := (t,¢(t)) lduft in G ,von Rand zu Rand“: Zu

jeder kompakten Teilmenge K C G mit (to,y0) € K gibt es Zahlen ty,ty
mit
t_<t1<t0<t2<t+,

so dass ®((t_,t1)) C G\ K und ®((tg,t4)) C G\ K ist.

BEWEIS:  Wir beschrénken uns auf die Konstruktion von ¢, die von ¢_ kann dann
analog durchgefiithrt werden. Es sei

ey :=sup{e >0 : 3 Losung @. : [to,to + ¢] — R" mit p.(tg) = yo}

und
t+ = t(] + Eq.

Ist nun ¢ € [to, ¢ ), so gibt es ein € mit t — tg < & < e™, und wir setzen

@(t) = Qpa(t)'

Diese Definition ist wegen der globalen Eindeutigkeit unabhéngig vom gewéhlten
g, und ¢ ist deshalb auch eine Losung der DGL. Nach Konstruktion von e, lésst
sich ¢ nicht iiber ¢, hinaus zu einer erweiterten Losung fortsetzen. Offensichtlich
ist ¢ eindeutig bestimmt.

Der Beweis der letzten Aussage ist etwas komplizierter.

Sei ®(t) == (t,p(t)) fir top < t < ty die zugehorige Integralkurve. Wenn die Be-
hauptung falsch wire, géibe es eine kompakte Menge K C G und eine monoton
wachsende und gegen ¢, konvergente Folge (¢,), so dass ®(t,) € K fir v € N gilt.
Wir nehmen an, das sei der Fall. Da K kompakt ist, muss dann die Folge (t,)
beschrénkt sein, also ¢, endlich. AuBerdem muss es eine Teilfolge (¢,,) geben, so
dass ®(t,,) gegen ein Element (¢;,y;) € K (und damit in G) konvergiert. Zur
Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an, dass schon die Folge (®(¢,)) gegen
(t4,y+) konvergiert.

Sei Ty = [ty — €o,t4 + 0] X B,,(y.) eine Tonne, die noch ganz in G liegt. Dabei
sei g so klein gewdhlt, dass F' auf Ty einer Lipschitzbedingung mit Konstante
k < 1/(2gp) geniigt. Weiter sei
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. €0 To
M = F = —, = d ==
81Tlop|| |, &:=min( 5 2M) und 7 ,

sowie T} die Tonne mit Radius r und Lénge 2¢ um (¢, ,y. ). Fiir einen beliebigen

Punkt (t,y) € T} ist die Tonne T" = T'(t,y) mit Radius r und Lénge 2¢ um (¢,y)
eine in T} enthaltene Sicherheitstonne, denn es ist

- maX(T—O,M), also sup||F|| <sup||F|| =M <
9 o T To

m |3

T To

AuBlerdem erfiillt F' auch auf T" die Lipschitzbedingung mit der Konstanten k. Wir
konnen das auf T, = T(t,,¢(t,)) anwenden, denn fiir geniigend grofles v liegt
(t,,¢(t,)) in Ty. Dann ist (¢4, y, ) in T, enthalten. Nach dem lokalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz gibt es genau eine Losung 1 : [t, — ¢,t, + ] — B,(p(t,)) mit
b(t) = o(t).

Offensichtlich wird ¢ durch ¢ fortgesetzt, und zwar iiber ¢, hinaus. Das ist ein
Widerspruch! -
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2.3 Lineare Systeme
Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Gebiet G C R*! und eine DGL

y =F(ty),

wobei F': G — R"” lokal der Lipschitz-Bedingung geniigt.

3.1. Lemma von Gronwall
Seitg <ty <00, g: [to,t1) — R stetig, « > 0 und 5 > 0. Ist

0<g(t) < a+ﬁ/t9(f) dr  firt € [to,t1),

S0 18t
g(t) < a- P firt e [to, t).

BEwEIS:  Sei G(t) := a + 6/ 7)dr. Dann ist G(tg) = o und G'(t) = Gg(t) <

BG(t), also (InG)'(t) < 3. Daraus folgt, dass In G(t) — 5t monoton fillt, Fiir ¢ > ¢,
ist dann

InG(t) — ft <InG(ty) — Bto = Ina — Fi

und
g(t) < G(t) < aellt=t0),

3.2. Folgerung (Fundamentale Abschitzung)

Seir J C R ein Intervall und B C R™ eine Kugel, so dass ¥ auf T := J X B einer
Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante k gendigt.

Sind @,y : J — B zwei Losungen der DGL y' = F(t,y) mit Anfangsbedingun-
gen @, (to) = y1 und py(tg) = y2, so ist

() — e < |ly1 — yall - ek lt—tol firt e J.

BewEls:  Weil ¢\ (t) = F(t, p,(t)) ist, fiir A = 1,2, folgt:
t

or(t) = ox(to) + / F(u, @y (u)) du.
to

Nun setzen wir

w(t) = gy (1) — @o(0)] fiix ¢ > .
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Dann ist

w(t) < lea(to) — a(to) || + ||/:(F(u, e1(u) = F(u, py(u))) dull

< w(to)—i—k-/tw(u)du

to

und nach Gronwall
w(t) < w(to) - ekt

Damit ist der Satz fiir ¢ > t; bewiesen.

Um ihn auch fiir ¢ < ¢y zu erhalten, setzen wir f‘(t, y) = =F(to—t,y). Ist ¢ Losung
der DGL y' = F(t,y), so ist ¢(t) := ¢(ty — t) Losung der DGL y' = F(t,y), und
umgekehrt, denn es ist P(t) = =/ (tg—t) = —F(to—t,p(to—1t)) = F(t, p(to—1)) =

F(t,(t)). AuBerdem ist ¢(0) = ¢(to).
Sei W(t) = [|@1(t) — @o(t)]| = w(to —t). Ist t < g, so ist tg — ¢ > 0 und

w(t) = B(to — 1) < D(0)e! 0 = w(ty)eH 1ol

Wir wollen nun Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung iiber ei-
nem offenen Intervall I C R untersuchen:

y =y-A{t)" +b(t),

mit stetigen Abbildungen A : I — M, ,(R) und b : I — R". Wie im Falle linearer
Gleichungssysteme beginnt man mit dem homogenen Fall b(t) = 0. Die stetige
Abbildung

F(t,y) =y A@t)"
ist auf ganz I x R" definiert und geniigt dort lokal einer Lipschitz-Bedingung, denn
es ist

IE(t,y1) = F(t,y2)ll = |71 = y2) - A" < lyr = w2l - [1A@) op-

3.3. Der Losungsraum einer homogenen linearen DGL

Ist die lineare DGL y' = F(t,y) tber I = (a,b) definiert, so ist auch jede ma-
ximale Losung tiber I definiert, und die Menge aller maximalen Lésungen bildet
einen reellen Vektorraum.

BEwEIS:  Sei J = (t_,t;) C I, ty € Jund ¢ : J — R" eine maximale Losung mit
¢ (to) = yo. Wir nehmen an, es sei ¢, < b. Dann ist ||A(t)||op auf [to, t4] beschréankt,
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etwa durch eine Zahl k£ > 0. Wir wenden die fundamentale Abschitzung auf die
beiden Lésungen ¢ und 1 (z) = 0 an. Damit ist ||¢o(¢)]] < ||yol|-€**+ %), bleibt also
auf [tg, t1) beschriankt. Das bedeutet, dass die Integralkurve t — (¢, ¢(¢)) im Innern
von I x R™ endet, und das kann nicht sein. Also muss ¢, = b (und entsprechend
dann auch t_ = a) sein.

Dass die Menge aller (maximalen) Losungen dann einen Vektorraum bildet, ist

trivial. .

Sei £ der (reelle) Vektorraum aller Losungen iiber I. Fiir ein festes ¢, € I sei
E : L — R" definiert durch E(p) := ¢(to). ? Dann ist E offensichtlich linear, und
aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz und dem obigen Resultat folgt,
dass F bijektiv ist, also ein Isomorphismus von £ auf R™. Daraus folgt:

Der Lésungsraum L eines homogenen linearen Systems y' =y - A(t)" in
I x R™ ist ein n-dimensionaler R-Untervektorraum von C*(I,R™).

Eine Basis {¢,...,¢,} von L bezeichnet man auch als Fundamentalsystem
(von Losungen), die Matrix

X(t) = (@] (1), ., o0 (1)
nennt man Fundamentalmatriz. Sie erfiillt die Gleichung
X'(t) = A(t) - X(¢).

Wir erinnern uns an einige Tatsachen aus der Determinantentheorie. Sei A €
M, ,(R) und S;;(A) die Streichungsmatrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte aus A entsteht. Dann wird die Zahl A;; = (—1)"*7 det S;;(A)
als Cofaktor, algebraisches Komplement oder Adjunkte bezeichnet, und der La-
place’sche Entwicklungssatz besagt: Fiir beliebiges & und beliebiges [ ist

det(A) = Z ;1 A'L’l = Z Qagj Akj-
=1 j=1

Man beachte: Sind ay, ..., a, die Zeilen der Matrix A, so ist

Aij = det(al, ceei-1,€5,a441, .- ,an),
und die Koeffizienten a;q,. .., a;, kommen in A;; nicht vor.
. : L =1,... . . . .
Die Matrix ad(A) := (Aij g B 1’ ’Z > heiit adjungierte Matriz zu A.

2 E“ steht fiir evaluate (auswerten).
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3.4. Hilfssatz
1. Ist A€ M, ,(R), soist (det A) - B, =A-ad(A)".

2. Ist t — A(t) € M, n(R) differenzierbar, so ist

(detoA)’ Z a” Ayt

BEWEIS: 1) Seien ay,...,a, die Zeilen der Matrix A. Dann ist
(A- ad(A)T)ij = Z aix Aji;
k=1

= E aikdet(al,...,aj_l,ek,aj+1,...,an)

n

= det(ay,...,aj_q, E i€y Ajt1, - - -, Ap)
k=1

= det(ay,...,a_1,8;,aj41,...,a,)
= (52JdetA

2) Weil A;; von a;; nicht abhéngt, folgt mit dem Entwicklungssatz

0 det _
8% aazy < e kj) k=1 e !

nach Kettenregel also

(det o A) Z %jet Z aw Ayt
ij

Man kann den Begriff der Wronski-Determinante noch etwas verallgemeinern:

Definition
Sind ¢4, ...,¢, : I — R" irgendwelche (differenzierbare) Funktionen, so nennt
man

Wi(pr, ... p,)(1t) = det(py (1), ..., ¢, (1))

die Wronski-Determinante von ¢, ..., p,.
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3.5. Die Formel von Liouville

Die Wronski-Determinante W (t) eines Systems von Lésungen der DGL y' =
y - A(t)T erfillt die gewéhnliche Differentialgleichung

2/ =z SpurA(t).

Ist W(t) sogar die Wronski-Determinante einer Fundamentalmatriz, so ist
W (t) # 0 fir alle t € I, und fiir beliebiges (festes) to € R st

W (t) = W(ty) - exp ( / t SpurA(s) ds) .

to

BEWEIS:  Sei X(t) = (x45(t)) = (1 (£),..., ¢, (1)) und W(t) = det X(¢). Dann
ist

W(t) = (detoX)(t)
= a0 ()0

n

= Y (X'(1)-ad(X) " (1))

=1

= Spur(X'(t) - ad(X) ' ().
Da die Spalten von X (t) Losungen der DGL sind, ist
X'(t) = A(t) - X(1),
also

W'(t) = Spur(A(t)- X(t)-ad(X) (1))
= Spur(A(t) - (det X (¢) - E,))
= W(t) - SpurA(t).

Sei X(t) = (o] (t),..., ¢, (t)) eine Fundamentalmatrix. Gibt es ein to € / mit
W(to) = 0, so gibt es reelle Zahlen c,, nicht alle = 0, so dass > ¢, ¢, (to) = 0 ist.
Die Funktion ¢ := Y ¢,¢, ist Losung der DGL und verschwindet in ¢y. Nach dem
Eindeutigkeitssatz muss dann ¢(t) = 0 sein. Also sind ¢, ..., ¢, linear abhéngig
und konnen kein Fundamentalsystem sein. Widerspruch!

Also ist W(t) # 0 und X (¢) invertierbar fiir alle ¢ € I. Auflerdem ist

0

(noW)'(1) = s

= SpurA(t),

also
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) < Wi(t)

n W(t0)> =InW(t) —InWi(ty) = /t SpurA(s) ds.

Wendet man exp an, so erhélt man die Liouville-Formel. "

3.6. Die Fundamentallésung
Set A: I — M, ,(R) stetig.

1. Zu jedem ty € I gibt es genau eine Fundamentalmatriz Xy der DGL
y =y -At)"  mit X,(ty) =E, (= n-reihige Einheitsmatriz).
Fiir t € I wird dann C(t,tg) := Xo(t) € M, ,(R) gesetzt.

2. Ist yo € R™, so0 ist p(t) == yo-C(t,to)" die eindeutig bestimmte Lésung
mit p(to) = yo-
3. Die Matriz C(t,to) ist stets invertierbar, und fir s,t,u € I gilt:
(a) C(s,t)-C(t,u) = C(s,u).
(b) C(t,t) = En,
(c) C(s,t)"' =C(t,s).

4. Ist{ai,...,a,} eine Basis des R", so wird durch ¢, (t) := a,-C(t,t;)" ein
Fundamentalsystem von Losungen mit @, (tg) = a, definiert.

BeweEls: 1) Es gibt eindeutig bestimmte Losungen ¢, ..., ¢, so dass ¢, (ty) =
e, der v-te Einheitsvektor ist. Da die Einheitsvektoren eine Basis des R™ bilden
und die Evaluationsabbildung E ein Isomorphismus ist, bilden die ¢, eine Basis
des Losungsraumes. X := (¢ ,...,¢, ) ist dann die (eindeutig bestimmte) Fun-
damentalmatrix mit Xo(ty) = E,.

2) Da Xy(t) = C(t,t) eine Fundamentalmatrix ist, erfiillt o (¢) := yo-C(t, to)" die
DGL. Es ist ndmlich

¢'(t) = yo- (Xg (1) =yo- (Xg (1) - AT(1)) = () - AT ().

Nach Konstruktion ist C(to,tg) = E,, also ¢(ty) = yo.

3) Weil W (t) = det C(t, to) nirgends verschwindet, ist C(t,t;) immer invertierbar.
Sei y beliebig, t,u € I beliebig, aber fest, sowie s € I beliebig (variabel). Wir
setzen (s) ==y - C(s,u)" und ¥(s) := (t) - C(s,t)". Dann ist ¥(t) = ¢(t), also
auch ¥(s) = ¢(s) fur alle s € I. Daraus folgt:
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y-Cls,u)t = o(s) = (s)

Weil C(s,u) invertierbar ist, folgt die Gleichung C(s,u) = C(s,t) - C(t, u).

4) ist trivial. .

Leider ist es im allgemeinen nicht moglich, die Lésungen eines homo-
genen linearen Systems explizit anzugeben! In Einzelfdllen kann es aber
durchaus Losungsmethoden geben.

Wir betrachten nun den inhomogenen Fally =y - A(t)" +b(t). Wie im homo-
genen Fall kann man zeigen, dass alle Losungen iiber ganz I definiert sind. Da die
Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung eine Lésung der homogenen
Gleichung ist, bilden die Losungen der inhomogenen Gleichung einen affinen Raum,
und es geniigt, eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems zu finden. Wir
benutzen hier wieder (wie im Falle einer Gleichung erster Ordnung) die Methode
der Variation der Kostanten.

Ist X(t) = (] (t),...,, (t)) eine Fundamentalmatrix, so ist die Losungsgesamt-
heit des homogenen Systems die Menge der Linearkombinationen

1 i(t) 4 e (1),

Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

@, (t) = ca(t) @y (t) + -+ cult) () = e(t) - X(1) .

Dann ist
Q) = <) X0 +et) (X))
= () X)) +ct) (Al)- X (1)
= () X)) +p,(t)- AT
Also gilt:
@,(t) ist Losung <= @ (t) = @, () A(t)" +b(t)
— dt)- X" =b(®)
— d({t)=b(t) (X))
@#c@—d@+/b@(X@U*@

Ist X(t) = C(t, 1), also X (ty) = E,, so ist
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py(6)=cl0) X0 = (3o [ bl6)-Clts)ds) -Cltt0)”

to
die partikuldre Losung ¢, mit ¢, (to) = yo.
Eine homogene lineare DGL n-ter Ordnung hat die Gestalt
Y™+ a1 (2)y" Y + -+ ar(2)y + ao(z)y = 0.

Das zugeordnete lineare System hat dann — in Spaltenschreibweise — die Form

Y1 0 1 e 0 Y1
: - 0 0 e 1 :
y;z —ao(t) —al(t) s —an,l(t) Yn
Ist {f1,..., fn} eine Basis des Losungsraumes der DGL n-ter Ordnung, so erhalten
wir fiir das System die Fundamentalmatrix
fi I2 e fa
! fh e fh
X)) =1 . 1 : : :
fl(nfl) f2(n71) . énfl)

3.7. Beispiel
Wir betrachten eine gewohnliche inhomogene lineare DGL 2. Grades,
y' +a(x)y + ao(x)y = r(x).

Dem entspricht das lineare System y’ =y - A(t)" + b(t) mit

A(t):( 0 L ) und  b(t) = (0,7(t)).

—ag(t) —ay(t)

Eine Fundamentalmatrix hat die Gestalt

X (B0 B0

vit)  ya(t)

Dann ist W (t) = det X (t) = y1(t)y5(t) —y1 (t)y2(t) die Wronski-Determinante,
und die Matrix X (¢)~! kann durch die Formel

L) ()
S ) <ﬁm> mw)

berechnet werden. Also ist
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b(s)- (X)) = s 0rte - () A

t
und @, (t) = </ b(s) - (X(S)T)_lds> - X(t)" ist eine partikulire Losung
¢
des (inhomogenerf) Systems mit ¢, (to) = 0. Die 1. Komponente davon ist

Losung der gewohnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung. Das ist

@(t):?h(t)'/t %&g(s)deryQ(t)'/t %ds,

und ¢ = (p,¢’) ist Losung des Systems.

Die Funktion G(s,t) := (y2(t)y1(s) —y1(t)y(s ))W ~! bezeichnet man auch
als Green’sche Funktion. Offensichtlich ist ¢ / G(s,t)r

Im Falle der konkreten DGL 3" + ¢ — 2y = €” losen ¢ (z) := €” und @q(x) :=
e~2* die zugehorige homogene Gleichung. Weil

W =de (900 70 ) maen (G G ) = e 40

8

ist, bilden ¢; und ¢, sogar eine Basis des Losungsraumes. Man berechnet
dann .
§<€t€_8 o €—2t€25)

und erhélt als Losung der inhomogenen Gleichung

t 1 t 1 1
o(t) = / G(s,t)r(s)ds = §/ (e — e2e¥) ds = gtet -5 ot

to

G(s,t) =
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2.4 Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir erinnern uns: Ist (X,,) eine Folge von Matrizen in M,, ,(R), so gilt:

Ist ZHXnHop < 00, so konvergiert ZX” in M, ,(R).

4.1. Beispiel
Sei A € M := M, ,(R). Dann ist A’ := E,, (= Einheitsmatrix) und A" :=
— 1
A-...- A und die Reihe Z EHAHZp konvergiert in R (gegen el4lor). Daher

n-mal n=0

— 1
konvergiert auch die Reihe E —'A” in M.
n!
n=0

Den Grenzwert der Reihe —'A” bezeichnen wir mit e?.
n!
n=0
Sei nun I C R ein abgeschlossenes Intervall, und fiir jedes n € N sei F}, : [ —
M eine stetige Funktion. Gibt es eine Folge positiver reeller Zahlen (a,), so dass
> gan < oound ||F,(t)|lop < ay, fiir alle n und alle ¢ € I ist, so konvergiert die
Reihe Y2 F,(t) auf I gleichméBig gegen eine stetige Funktion F'(t).

4.2. Satz

Ist A€ M, soist f: R — M mit f(t) := e eine differenzierbare Funktion und
fl(t) = A- et

N
1
BEwEIs:  Es sei Sy(t) := g —‘(At)”. Dann konvergiert die Folge der Sy auf
n!
=0

jedem abgeschlossenen Intervall gleichméBig gegen die Funktion f(¢). Weiter ist
Sy differenzierbar und

N N-1

1 1
/ _ nyn—1 __ nyn
Sy(t) = 51 (n—l)!At =A- EO _n!A t".

Offensichtlich konvergiert die Folge der Funktionen S} (t) (gleichméfig auf I') gegen
A - et Aber dann ist f differenzierbar und f'(t) = A}im Sh(t) = A- et n

Ist A € M, so nennt man die DGL y’ =y - AT ein lineares System mit kon-
stanten Koeffizienten. Es gilt dafiir alles, was wir iiber lineare Systeme gelernt
haben, und noch viel mehr.



34 2 Differentialgleichungen

4.3. Die Losung eines Systems mit konstanten Koeffizien-
ten

Sei A € M, ,,(K). Die eindeutig bestimmte Fundamentalmatriz X (t) des linearen
Systems

y=y-AT mit X(0)=FE
tA

ist gegeben durch X (t) :=e

Bewels:  Esist X'(t) = A- X(¢) und X(0) = E. Nach dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz ist damit schon alles bewiesen. "

4.4. Eigenschaften der Exponentialfunktion
1. Fir s,t € R ist 34 - etd = els+)4,
2. Ist A-B=DB-A, soiste?B =¢e4.eB.

3. Die Matriz e? ist stets invertierbar. Insbesondere gilt:

det(e?) = 5P,

BEwWEIS: Ist A-B=B-A, soist

also (nach Ubergang zum Limes) B - et = ¢4 . B.

Wir setzen F(t) := e/A+5) — ¢4 . ¢tB Dann gilt:

F/(t) _ (A—l—B) . et(A+B) —A-etA . etB _etA .B. etB
_ (A + B) . (et(A+B) . 6tA . etB)
— (A+B)-F(1).

F(t) ist also die eindeutig bestimmte Fundamentalmatrix der DGL
y=y-(A+B)" mit F(0)=0.
Daher muss F(t) = 0 sein, d.h.

GUA+B) _ A | B

2) Fiir t = 1 erhélt man: eA*8 = 4. B,

1) Die Matrizen sA und tA sind natiirlich vertauschbar. Also ist
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e(ert)A _ esAthA _ €SA . €tA.

3) Esist e -e74 =¥ = E, also e invertierbar, mit (e?)™! = e~

det(e!) ist die Wronski-Determinante der Fundamentalmatrix X () := e!. Aus
der Liouville-Formel ergibt sich (mit ¢y = 0):

t
det(e') = exp(/ Spur(A) ds) = et 5Pt
0

Mit ¢ = 1 erhélt man die gewiinschte Formel. "

4.5. Folgerung

1. Die Fundamentallbsung C(t,to) des Systemsy' =y - AT ist gegeben durch
C(t, tg) = eAli=to),

2. Ist {y1,...,yn} €ine Basis des R", so bilden die Funktionen
— ATt
p,(t) =y, e v=1,...n,
ein Fundamentalsystem von Lésungen.

3. Ist B invertierbar, so ist B~' - e - B = eBAB,

BEWEIS: 1) Setzt man X (t) := eA(t=%) soist X'(t) = A- X(¢) und X (to) = E,,.
Also ist C(t,ty) = eAlt—t0),
ATt

2) Die Losung ¢, mit ¢, (0) =y, ist gegeben durch ¢, (t) = y,-C(t,0)" =y, -e? ¢,
denn es ist
(GA)T _ eAT.

3) X(t) := B~ '-eM. Bund Y(t) := e® 4B sind beides Fundamental-Losungen
vony' =y-(B™'-A-B) mit X(0) =Y(0) = E,, denn es ist
X't)=B71 A-eM.B=(B"'-A-B)-(B'-e™ - B)=(B-A-B)-X(t)
und
Y'(t)= (B - A-B) - B AR — (BT A.B) - Y(1).
Aber dann muss X (t) = Y (¢) fir alle ¢t € R sein, insbesondere X (1) = Y(1). .

Wir versuchen nun, die Exponentialfunktion von Matrizen zu berechnen.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, mit Diagonalmatrizen. Fir Ay,..., A\, € R
bezeichne D = A(Aq,...,\,) die aus den \; gebildete Diagonalmatrix. Dann ist
DF = AN}, ... AE) und
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Lésst man nun N gegen Unendlich gehen, so erhélt man

Der néchst-einfache Fall ist der von diagonalisierbaren Matrizen. Eine Matrix A
heifit diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix P gibt, so dass D :=
P~!. A. P eine Diagonalmatrix ist. Dann ist e? = P PP = P . P . pL,

Fiir den allgemeinen Fall miissen wir uns an die Eigenwert-Theorie erinnern.

Sei A € M,,(R) und f4 : R® — R der durch fa(x) := x - AT definierte En-
domorphismus. Eine reelle Zahl \ heifit Figenwert von A, falls es einen Vektor
xg # 0 gibt, so dass f4(x¢) = Axg ist. Der Vektor xy heifit dann FEigenvek-
tor von A zum Eigenwert A. Er ist eine nichttriviale Losung des Gleichungs-
systems (A — A\ - E,)-x' = 0'. Eine solche Losung gibt es genau dann, wenn

det(A— X E,) =0 ist.

Die Eigenwerte von A sind daher genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms ps(z) = det(A — x - E,). Nach dem Fundamentalsatz der Alge-
bra zerfillt jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren. Also besitzt jede Matrix
A € M, ,(R) genau n ,komplexe Eigenwerte“ (mit Vielfachheit gezéhlt). Die Ei-
genvektoren zu komplexen Eigenwerten sind dann allerdings Elemente des C”.

4.6. Lemma

Sei A ein Eigenwert der Matriz A und yq ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist
p(t) == eMyy eine Losung der DGLy =y - A'.

BEWEIS:  Setzt man () := eMyy, so ist
‘P/(t> — )\ektyo — 6)\t()\y0) — 6/\t<y0 . AT) — (e)\ty()) . AT — <P(t) . AT.

Also ist ¢ Losung der DGL. .

Indem man iiber C arbeitet, kann man davon ausgehen, dass das charakteristische
Polynom py(z) in Linearfaktoren zerfillt. Wenn es eine Basis aus Eigenvektoren
von A gibt, ist A diagonalisierbar. Das ist z.B. dann der Fall, wenn alle Nullstellen
von pa(z) einfach sind. Allerdings ist diese Bedingung nicht notwendig.

Sei A Eigenwert der Matrix A. Ein Vektor v heiflit Hauptvektor von A zum Fi-
genwert A, falls es ein j € N gibt, so dass gilt:

v € Ker(fy — Nid)’.

Die kleinste natiirliche Zahl j mit dieser Eigenschaft nennt man die Stufe von
v. Der Nullvektor ist der einzige Hauptvektor der Stufe 0, die Eigenvektoren zum
Eigenwert A sind die Hauptvektoren der Stufe 1. Alle Hauptvektoren zum Eigenwert
A bilden den sogenannten Hauptraum Ha()\).
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Ist pa(xz) = (=1)"(x — X\)™ (z — Ag)™2 -+ - (x — A\p)™, so ist dim Hu(N;) = ny, fir
i=1,...,k sowie R" = Hy(\)®...® Ha(\;). Die Hauptraume sind alle invariant
unter f4: Ist ndmlich v € H4();) und j die Stufe von v, so ist

(fA - )\z ld)] (fA(V)> = fA e} (fA — >\z id)jV = fA(O) =0.

Daraus ergibt sich der Satz von der Jordan’schen Normalform. Auflerdem gilt:

Ist g; := (fA -\ id)|HA(Ai), so ist (g;)™ = 0, also g; ,,nilpotent*.

4.7. Die Losung linearer DGL-Systeme

1. A besitze n verschiedene (reelle) Eigenwerte A, ..., \, (jeweils mit Viel-
fachheit 1), und {y1,...,yn} sei eine dazu passende Basis von Eigenvek-
toren von A. Dann bilden die n Funktionen ¢, (t) = e -y, ein Funda-
mentalsystem von Losungen der DGLy =y - AT.

2. Hat A nur k verschiedene (reelle) Figenwerte A1, ..., A\, mit Vielfachheiten

ni,...,Nk, so gibt es ein Fundamentalsystem von Lésungen, welches fiir
v =1,...,k aus jeweils n, Funktionen der Gestalt q,,(t) - e™" besteht,
p = 1,...,n,. Dabei ist q,,(t) jeweils ein Vektor von Polynomen vom

Grad <n, — 1.

BeweEls: 1) Auf Grund des Lemmas ist klar, dass die ¢, Losungen sind. Weil
{y1,...,yn} eine Basis des R" ist, verschwindet die Wronski-Determinante W (t) =
W(py,...,¢,)(t) nicht in ¢ = 0. Aber dann ist W(t) # 0 fiir alle ¢, und

{p4,..., ¢, } eine Basis des Losungsraumes.

2) Wir kénnen annehmen, dass k = 1 ist, dass es also nur einen einzigen Eigenwert
A mit Vielfachheit n gibt. Dann ist (A —A- E)"* =0, also A= \- E+ N, mit einer
nilpotenten Matrix N.

Weil die Diagonalmatrix (At)E mit jeder Matrix vertauscht werden kann, ist
n—1 1
At _ (A)E+Nt _ _(M)E Nt _ At LA
e =e =e e =e ZV!Nt.
v=0

Nun sei {y1,...,y,} eine Basis des R" und a,, ==y, - (N*)" firv=0,...,n—1
und p=1,...,n. Dann ist

n—1

T 1 ANT v
Pult) ==y e =Ny Y S (N =g, (t),
v=0

n—1
tl/
wobei q,(t) = Z 1 B ein Vektor von Polynomen vom Grad <n —1ist. =

v=0
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Eine Losungsmethode besteht nun darin, die Polynome mit unbestimmten Koeffi-
zienten anzusetzen, das Ergebnis in die DGL einzusetzen und auf den Koeffizien-
tenvergleich zu hoffen.

4.8. Beispiel

0 1 -1
SeiA:=| -2 3 -1 |.Wir wollen die DGLy' =y A" lésen.
-1 1 1

Zunichst bestimmen wir die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms. Nach Laplace ergibt die Entwicklung nach der ersten

Zeile:
pa(t) = det(A—tE) = (=0)[B-t)(1—1)+1] - [(-2)(1 —1) = 1]
—[—24+(3—-1)]
= (=) (t* =4t +4)— (2t —3) — (1 —1)
— A4 -5t 42 = —(t—1)*(t —2).

Der Eigenwert A = 2 hat die Vielfachheit 1. Man findet sofort einen Eigen-
vektor dazu, ndmlich u := (0,1, 1). Das ergibt die erste Losung

o1 (t) == (0,1,1) - e*.

Der Eigenwert A = 1 hat die (algebraische) Vielfachheit 2, aber der Eigen-
raum hat nur die Dimension 1, eine Basis bildet der Eigenvektor v := (1,1, 0).
Das ergibt

alt) = (1,1,0) - ¢!
Da A nicht diagonalisierbar ist, machen wir fiir eine dritte Losung den Ansatz

@5(t) = (q1 + pit, qo + pat, g3 + pat)e’.

Weil mit ¢, ¢, und ¢4 auch die Losungen ¢, ¢, und ¢5 — cep, eine Basis
bilden, kénnen wir annehmen, dass ¢; = 0 ist.

Setzt man ¢4(t) in die DGL ein, so erhélt man die Beziehung

(p1 + pit, (D2 + q2) + pat, (p3 + q3) + pst) =

0 1 -1\
= (pit, @2 +pot,qs+pst)- | -2 3 -1
-1 1 1
= ((g2 —q3) + (p2 — p3)t, (Bg2 — q3) + (—2p1 + 3p2 — p3)t, (g2 + q3) + (—p1 + P2 + P3)t),

also

m+pit = (@2 —q3)+ (p2 — p3)t,
(g2 +p2) +pot = (32 — q3) + (—2p1 + 3p2 — p3)t,
(g3 +ps3) +pst = (g2+¢q3) + (—p1 +p2 + p3)t.
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Der Vergleich der Koeffizienten bei ¢ liefert
pp=p2—ps und p; =Py, also p3 =0.
Setzen wir o := p; = po, so ergibt der Vergleich der Koeffizienten bei 1:
Go—qz3 =0, 2¢g2—q3=a und daher ¢ =0 und ¢g3=—a.

So erhalten wir
p3(t) = (at, at, —a)e'.

Natiirlich konnen wir jetzt o = 1 setzen, also ¢4(t) := (¢,t, —1)e’.

Eine weitere Methode benutzt direkt die Darstellung A = AE,, + N :

Sei A Eigenwert der Matrix A mit Vielfachheit k, der Eigenraum habe die Dimen-
sion 1, v; sei ein Eigenvektor. Dann ist v; - (AT — AE,) = 0 und ¢, (t) := eMv,
eine Losung.

Ist k£ > 1, so muss es einen Vektor v, # 0 mit

vy (AT = AE,) #0, aber vy - (AT —\E,)*=0

geben. Natiirlich ist auch ¢,(t) := v, - e4'* eine Losung (mit ¢,(0) = v;). Dabei
1st
F1
ATt At T v
= — (A" = AE)".
e e ; V!( )

Ist vo - (AT — AE,)? =0, so ist
@, (t) = eMv, - AT AR — ot (va+tve- (AT — AE,)).

Ist {vi, vy} eine Basis des Raumes {v € R" : v- (AT — \E,)? =0} und k > 2, so
gibt es einen Vektor vi # 0 mit

vy (AT = \E,)* #0, aber vy - (AT = AE,)" = 0.
Ist vs - (AT = AE,)* = 0, so ist
2

t
y(t) = eMvy - e AB = M (vs+tvy- (AT — AE,) + JVs- (AT = XE,)?).

Bei 3 x 3-Matrizen kommt man damit immer aus.
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4.9. Beispiel

0 1 -1\
Wir betrachten noch einmal die DGLy' =y-| -2 3 -1
-1 1 1

Wir wissen schon, dass 2 ein Eigenwert der Vielfachheit 1 und 1 ein Eigenwert
der Vielfachheit 2 ist, und dass

901<t) = 6_2t(07 ]-7 1) und (102(t> = e_t(la ]-7 O)

Losungen sind. Auflerdem ist

-1 1 -1 0O 0 0
A-FEy=| -2 2 —1 | und (A-E3)*=| -1 1 0
-1 1 0 -1 1 0

Der Vektor vz := (0,0, 1) ist kein Eigenvektor, aber Losung der Gleichung
v (AT — E3)? = 0. Das liefert die Lésung

@s(t) == €' (vy +tvs(AT — E3)) = €' (—t, —t, 1),

und das ist — bis auf’s Vorzeichen — die Losung, die wir auch mit der Koeffi-
zientenvergleichsmethode gefunden haben.

Bisher haben wir nur den Fall reeller Eigenwerte betrachtet. Den Fall komplexer
Eigenwerte kann man aber auf den reellen Fall zuriickfiihren. Ist () = g(¢)+ih(t),
so sind g = Re(¢) und h = Im(¢p) reelle Losungen, denn es ist

g(1) + (1) = (1) = (t) - AT = g(t) - AT + ih(r) - AT.

4.10. Beispiel

Sei p(t) = eMz komplexe Losung einer DGL, mit A\ = a+ifundz = v+ iw.
Dann ist

p(t) = eeP(v+iw)
= e [(cos(Bt)v — sin(Bt)w) + i (sin(Bt)v + cos(Bt)w)].

Real- und Imaginérteil sind reelle Losungen.
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2.5 Pfaffsche Formen

Definition

Sei B C R™ offen. Eine Pfaffsche Form oder Differentialform vom Grad
1 auf B ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion w : B x R" — R, die im
zweiten Argument linear ist. (Gelegentlich ldsst man auch zu, dass w nur eine
€*-Funktion ist, k > 0).

Durch wy(v) := w(x,Vv) definiert eine Pfaffsche Form w auf B in jedem Punkt
x € B ein Element wy des Dualraumes (R")* = L(R", R).

Pfaffsche Formen kénnen addiert und mit (beliebig oft) differenzierbaren Funktio-
nen multipliziert werden:
(w1 +w2)(x,v) = wi(x,V)+ wse(x,V),
(f-w)(x,v) = f(x) wx,v).

Ist f : B — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, so wird das totale
Differential df : B x R™ — R definiert durch

df (x,v) := Df(x)(v) = Vf(x) V.

Bemerkung: Setzt man f nur als k-mal stetig differenzierbar voraus, so ist df
nur (k — 1)-mal stetig differenzierbar.
Speziell ist dz; fir i = 1,...,n eine Pfaffsche Form, mit dx;(x,v) = v;.

Ist F : B — R” eine beliebig oft differenzierbare Abbildung, also ein Vektorfeld
auf B, so wird durch
wr(x,v) == F(x)sv

die dem Vektorfeld F zugeordnete Pfaffsche Form wg definiert.

5.1. Satz
Sei w eine Pfaffsche Form auf B. Dann gibt es eindeutig bestimmte, beliebig oft
differenzierbare Funktionen wy,...,w, auf B, so dass gilt:

w=wi -dry+ -+ w, - dr,.

BEWEIS: a) Existenz: Durch w;(x) := w(x, e;) wird eine beliebig oft differenzier-
bare Funktion w; : B — R definiert. Sei ¢ := w;dx; + - - + w, dz,. Dann gilt fiir
(x,v) € BxR":
o(x,v) = wi(x)-dr(x, V) + -+ wp(x) - do,(x,v)
= w(x,e)v + - +w(x,e,)v,

= w(x,vie;+---+ue,) = wx,v).
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Also ist w = .

b) Eindeutigkeit: Ist wy dzy + - -+ + wy, dz,, = 0, so gilt fir jedes x € B und jedes
ie{l,...,n}:

0 = (wids+-- +w,de,)(x,e)
wi(x) - dry(x,e;) + - + wy(X) - doe,(x, e;)
= wi(X) 0+ Fwnp(X) 0 = wi(x).

Daraus folgt: Ist wy dxy + -+ - +w,, dx,, = Wi dxy + -+ - + W) dx,, so muss w; = w; fiir
1=1,...,n gelten. "

Speziell gilt:
of of
df = =L .4 .
it 0xy Tt 0x,,
denn es ist df (x,e;) = Vf(x)ee; = fu,(x).
Und wenn F = (Fy,...,F,) ein Vektorfeld auf B ist, dann ist wp(x,e;) =
F(x)+e; = F;, also

-~ dxy,

wF:Fldxl—l——I—Fndxn
Deshalb ist tatsdchlich jede Pfaffsche Form auf B von der Gestalt w = wg.
Sei U C RP? offen und ® : U — B C R” eine (beliebig oft) differenzierbare Ab-

bildung und w eine Pfaffsche Form auf B. Dann kann man w mit Hilfe von &
zuriickholen, zur Pfaffschen Form ®*w auf U, durch

P*w(x,v) = w(®(x), DO(x)(v)).

Dabei benutzen wir die totale Ableitung von ® in x, die ja als eine lineare Abbildung
D®(x) : R? — R™ definiert wurde. So ist auch ®*w im zweiten Argument linear.

5.2. Satz
Das Zuriickholen von Pfaffschen Formen geniigt den folgenden Regeln:
1. ®*(wy + we) = P*wy + P*wy und O*(f - w) = (f o @) - P*w.

2. ®*(df) = d(f o ®), insbesondere ®*(dx;) = d®; firi=1,...,n und
O = (D,...,P,).

3. Ist V C R* offen und ¥ : V — U eine weitere differenzierbare Abbildung,
50 st
(PoV)'w=U"(dPw).

BEwEIS: 1) Die Linearitédt ist trivial, fiir Funktionen f: B — R gilt:

([ -w)(x,v) = (f - w)(@(x), DE(x)v) = (f 0 (x)) - P*w(x, V).
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2) Nach Kettenregel ist
DA% V) = d(O(x), DO(X)V) = DF(Dx)) 0 DB(x)v
D(fo®)(x)v = d(fo®)(x,v).
3) SchlieBlich ist
(PoV)w)(x,v) = w((®o¥)(x),D(®o¥)(x)v)

Damit ist alles gezeigt. "

5.3. Beispiele
A. Ist I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar, so ist
df =adt, mita(t)=4df(t,1)=f'(t)-1=f'(t).

Die Gleichung df = f’dt bringt zum Ausdruck, dass die beiden vektoriel-
len Groflen df und dt linear abhéngig sind. Physiker machen daraus durch

Division die Gleichung f' = e Damit folgen sie der Tradition von Leibniz.

B. Die Abbildung @ : R, x (0,27) — R? sei gegeben durch
O(r,0) := (P1(r,0), Po(r,0)) = (rcos,rsinb) (ebene Polarkoordinaten)
Ist w =ydx — xdy, so ist

P'w = (yo®)dd; — (z o P)dd,
= (I)Q(((I)l)r dT + ((I)l)g d@) — (Dl(((b2)r dT+ ((I)Q)g dg)
= rsin@(cos&dr — rsiné’d@) — rcos@(sin@dr + rcosté’)
= —r?df.

Definition

Sei @ : [a, b] — B ein stetig differenzierbarer Weg und w eine Pfaffsche Form auf
B. Dann definiert man das Integral von w iiber v durch

o= [ wtat.aiya

Ist «(t) =t die identische Abbildung von [a, b] nach R und w = f dt eine Pfaffsche
b
Form auf R, so ist w(a(t),d/(t)) = w(t,1) = f(t), also /w = / f(t)dt das

gewohnliche Integral.
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Im allgemeinen Fall ist a*w(t, 1) = w(a(t), Da(t)(1)) = w(a(t), a/(t)), also

a'w=w(aft), &(t))d / “ /d[a 0]

Ist w = wp, fiir ein differenzierbares Vektorfeld F, so ist a*wg = F(a(t))« (1),

also
szfwmmwmw

In der alteren Literatur nennt man so ein Integral auch ein Kurvenintegral 2.
Art (im Gegensatz zu dem bei der Berechnung der Bogenlidnge auftretenden Kur-
venintegral 1. Art).

Ist w = df ein totales Differential, so ist a*w = d(f o) = (f o &)’ dt und

/#:/uwmwwzﬂmm—ﬂum.

Ist a ein Integrationsweg, also stiickweise stetig differenzierbar, so gibt es eine
Zerlegung a =ty < t; < ... <ty = b, so dass die Einschréankung o; von @ auf das
Teilintervall [t;_1,t;] stetig differenzierbar ist, fiir ¢ = 1,..., N. Dann setzt man

5.4. Eigenschaften des Kurvenintegrals

Sei a : [a,b] — B C R" ein Integrationswey.

1. /(Cl'W1+CQ'W2):Cl'/wl+62'/w27

fiir Pfaffsche Formen wy,ws und Konstanten cq,co € R.

2. Ist ¢ : [c,d] — [a,b] eine Parametertransformation (also differenzierbar

und bijektiv), so ist
/ w = j:/ w,
aop e

je nachdem, ob ¢'(x) > 0 oder < 0 fir alle x € [c,d] ist.

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Ist ¢’ >0, so ist



2.5 Pfaffsche Formen 45

/aww - /de(a o @(t), (ao)(t)) dt

Ist dagegen ¢’ < 0, so ist ¢ streng monoton fallend und vertauscht die Integral-
grenzen. Dann erhélt man das zusétzliche Minuszeichen. "

5.5. Beispiele

A. Istw= $2;yy2 dx + p _T_ e dy und a(t) := (Rcost, Rsint) fiir 0 < ¢ < 2m,
so 1st
—Rsint ) Rcost
a'w = Tm (—Rsint) dt + RQS (Rcost)dt

= (sin®t +cos’t)dt = dt,

27
also/w:/ dt = 2.
[ 0

B. Auf der rechten Halbebene H, := {(z,y) € R* : x > 0} ist w = df, mit
f(z,y) := arctan(y/z). Nun sei B(t) := (2 + cost,sint). Weil die Spur von 3
in H, liegt, ist

/ﬁ w= /ﬁ if = / T (Fo BY (W) dt = £(3.0) — [(3.0) =0

5.6. Hauptsatz iiber Kurvenintegrale
Sei G C R"™ ein Gebiet und w eine Pfaffsche Form auf G. Dann sind die folgenden

Aussagen tiber w dquivalent:

1. w ist ein Differential, d.h. es gibt eine differenzierbare Funktion f auf G,
so dass w = df ist.

2. Ist a : [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, so ist / w=0.

[0 2

Der Beweis verlauft genauso wie beim entsprechenden Satz iiber komplexe Kur-
venintegrale. Der Vollstindigkeit halber sei er hier aber noch einmal ausgefiihrt.

BEWEIS:

1 = 2: Ist w=df, so gilt:
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/ w= f(eb)) — fla(a)) =0.

3 = 1: Sei p € G ein fest gewihlter Punkt. Ist x € GG, so gibt es einen Integra-

tionsweg «a, der p innerhalb von G mit x verbindet. Wir setzen f(x) := / w.
[0

Ist 3 ein weiterer Weg von p nach x, so stellt a — 3 einen geschlossenen Integra-
tionsweg dar, der bei p beginnt und endet. Nach Voraussetzung ist

/ w =10, also /w:/w.
a—0B (e B

Damit ist die Funktion f auf G ,,wohldefiniert“, d.h. unabhéngig vom benutzten
Weg a. Es bleibt zu zeigen, dass df = w ist.

Sei xg € G beliebig und h irgend ein Richtungsvektor. Weiter sei o(s) := x¢ +
sh (fir s € [0,1]) die Verbindungsstrecke von xy nach xo + h, o, := o)y die
Verbindungsstrecke von x¢ und o (t), 8 ein Weg von p nach xq und -y, ein Weg von
p nach o(t). Dann ist B + o — v, fiir jedes ¢ € [0, 1] geschlossen, und es gilt:

o(t)
Xo X + h
f(xo +th) — f(x0) = / w—/w
Yt B
¢ B
= / w = / oiw.
ot 0
7Vt
Schreiben wir ojw = g(s) ds, so ist
t
f(x0 +th) — f(xo) =/ 9(s) ds,
0 p

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ = ¢(t) € [0, ], so
dass gilt:

f(xo+th) — f(x0) = g(c) - (t = 0) = (ojw)(c, 1) = w(xg + ch,h) - ¢,

also

df(xo,h) = Df(x0)(h) = Duf(xo) = lim ;

= Pr%w(xo—i—c(t)-h, h) = w(xgp,h).

Das bedeutet, dass df = w ist. "
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Definition

Ist F ein Vektorfeld auf B C R"™ und f eine Funktion auf B mit V f(x) = F(x)
fiir alle x € B, so nennt man f ein Potential fiir F.

Ein Vektorfeld F besitzt genau dann ein Potential, wenn die zugehdrige Pfaffsche
Form wg ein totales Differential ist.

Definition

Eine stetige Pfaffsche Form w = fdz + gdy auf einem Gebiet G C R? heifit
stnguldr in (zo,0), falls f(zo,v0) = g(zo,%) = 0 ist. Andernfalls heifit w in
(0, y0) Teguldr

Definition

Ein glatter, stetig differenzierbarer Weg o : I — G heifit Lésung der Gleichung
w =0, wenn a*w = 0 ist.

»glatt® bedeutet: a/(t) # 0 fir alle £. Ob a Losung ist, héngt nicht von der Para-
metrisierung ab.

Sei nun G C R? ein Gebiet und 3 = f(x,y) eine Differentialgleichung auf G. Dann
liegt es nahe, der DGL die Pfaffsche Form w = dy — f(z,y) dx zuzuordnen. Ist
¢ : I — R eine Losung der Differentialgleichung, so ist die zugehorige Integralkurve
gegeben durch a(t) := (t,¢(t)). Offensichtlich ist o glatt und a*w = (¢'(t) —
f(t,(t))) dt =0, also a eine Losung der Gleichung w = 0.

Sei umgekehrt v = (71,72) : I — G eine Losung von w = 0, also

Yo(t) = F(n(t), 72(t) 1 (t) = 0.

Wiire 7 (t9) = 0, so wéare auch v5(t9) = 0. Das steht aber im Widerspruch dazu,
dass v glatt sein soll. Also ist v (¢) # 0 fiir alle t € I. Damit ist v, : [ — J := (1)
umkehrbar stetig differenzierbar (und .J wieder ein Intervall). Wir schreiben

Yot (s) = (s,4(s)), fiirseJ.

Weil (¢'(s) — f(s,9(s))) ds = (yory; ')'w = (17 )*(v*w) = 0 ist, ist ¢ eine Losung
der Differentialgleichung.

5.7. Satz

Sei w eine stetige Pfaffsche Form auf G C R? und h : G — R stetig und ohne
Nullstellen. Dann haben die Gleichungen w = 0 und h - w = 0 die gleichen
Lésungen.
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BEwEIs: Ist a Losungskurve der Gleichung w = 0, so ist a*w = 0 und daher
auch a*(hw) = (ho ) - a*w = 0. In der anderen Richtung schlieft man analog,
unter Verwendung von 1/h. .

5.8. Beispiele
A. Seiw:= (r—1)dy+ (y+1)dz. Die Kurven a(t) := (1,¢) und B(t) := (¢, —1)
sind offensichtlich Losungen von w = 0. Man beachte, dass die senkrechte
Gerade a keine Losung einer DGL sein kann.
Nun betrachten wir die Gleichung w = 0 auf

G:={(x,y) : v >1und y > —1}.

Dort ist  — 1 # 0, wir kénnen also auch nach Lésungen von (z — 1) ~tw =0
fragen. Aber die sind zugleich die Losungen der DGL

y ==L = F()gly) mit f(z) =1/~ 1) wnd gly) = ~(y + 1)
F(z) = In(x — 1) ist Stammfunktion von f(z), G(y) :== —In(y + 1) Stamm-

funktion von 1/g(y). Daher ist y(z) = G™Y(F(z) + ¢) = e F@+) 1 =

— 1 die allgemeine Losung.
x —

In der mehr ingenieurwissenschaftlich gepréigten Literatur 16st man das Pro-

blem gerne wie folgt: Aus der Gleichung (x — 1)dy + (y + 1) dz = 0 wird

dy dx |
= also
—(y+1) ax-1

_1n(y+1):/%:/xd_xl%—c:ln(x—l)—irc

und damit In((z—1)(y+1))+c = 0. Das fithrt zur Gleichung (z—1)(y+1) = C.
Die Auflésung nach y ergibt die Losung.

B. Sei w = xdr + ydy auf R*\ {(0,0)}. Ist «(t) := (rcost,rsint) fiir t €
[0,27], so ist a*w = —r?costsint + r?costsint = 0, also a eine Lésung der
Gleichung w = 0. Alle diese Losungen sind geschlossene Kurven und kénnen
daher nicht Integralkurven einer Differentialgleichung sein.

Auf G := {(x,y) : y > 0} erhdlt man die DGL ¢y’ = —x/y, also wieder eine
DGL mit getrennten Variablen. Die wird gelost durch ¢ (t) := +v/1? — 22
(mit o(r) = 0). Offensichtlich parametrisieren die Losungen ¢y jeweils ein
maximales Stiick einer Losungskurve von w = 0, das man noch als Graph
auffassen kann.
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Ist die Pfaffsche Form w = a dz+bdy regulér in (zo, o), so kann man die Gleichung
w = 0 in einer Umgebung von (xq, yo) umformen zu dy + (a/b) dx = 0, und dieser
Gleichung kann man wieder eine Differentialgleichung zuordnen. In der N&he von
Singularitdten muss man gesonderte Betrachtungen anstellen, aber das wollen wir
hier nicht weiter verfolgen.

Definition

w heifit exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion f mit df = w gibt.
Die Funktion f nennt man eine Stammfunktion von w.

f ist genau dann Stammfunktion von w = adx +bdy, wenn a = f, und b = f, ist.
Dann muss gelten:

ay = fay = fyz = bs  (Integrabilitidtsbedingung).

Ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, so versucht man f folgendermafien zu be-
stimmen:

e Suche Stammfunktion f(z,y) = /a(x,y) dx + c(y).

e Dann muss b(z,y) = % /a(m,y) dy + ' (y) gelten.

e Bestimme ¢(y) durch Integration.

Ist die Stammfunktion f ermittelt und ein Anfangswert (zo,yo) vorgegeben, so
versucht man, eine Losung a der Gleichung w = 0 durch Auflésung der Gleichung
f(z,y) = f(zo,y0) zu bestimmen. Ist ndmlich a(ty) = (xo,y0) und f(a(t)) =
f(a(ty)) fir alle t aus einem Intervall I, so ist a*w = a*(df) = d(f o a) =
d(Konstante) = 0.

5.9. Beispiel

Gesucht wird eine Losung y(t) der impliziten DGL 2zy + (2y + 2?)y’ = 0 mit
y(0) = 1. Dem entspricht die Gleichung w = 0, mit w := 2zy dr+ (2y+z?) dy,
also @ = 2zy und b = 2y + 22, Es ist a, = 22 und auch b, = 2z, d.h. die
Integrabilitdtsbedingung ist erfiillt.

Nun sei f(z,y) := [a(z,y)dz + c(y) = 2®y + c(y). Differentiation nach y
ergibt f,(z,y) = 2* + (y). Dies soll mit b(z,y) = 2y + 2? iibereinstimmen,
es muss also ¢(y) = 2y sein. Deshalb setzen wir c(y) := .

f(z,y) = 2%y +y? ist tatsichlich die gewiinschte Stammfunktion, denn es ist
df = 2xydx + (22 + 2y) dy = w.

Die Losung der Differentialgleichung ist nun implizit gegeben durch z2y+y? =
f(0,1) = 1. Die Auflésung nach y ergibt
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—x2 4+t + 4

Das Minuszeichen kann wegen der Anfangsbedingung ausgeschlossen werden.

Bemerkung: Die zu einer exakten Pfaffschen Form gehorige Differentialgleichung
nennt man auch eine exakte Differentialgleichung.

Zum Beispiel kann man eine DGL mit getrennten Variablen, ¢y = f(x)g(y), der

exakten Pfaffschen Form )

9(y)
zuordnen. Eine Stammfunktion von w ist die Funktion

F(z,y) = /mjf(t) dt — /yy%

Das entspricht dem schon bekannten Losungsverfahren. Allerdings bestimmt man
so nur eine Gleichung, die die gesuchte Losung als implizite Funktion enthélt.

w:= f(x)dr — dy

Die Pfaffsche Form f(z)g(y) dx — dy ist nicht exakt, aber sie unterscheidet sich von
w nur um einen Faktor.

Definition

Sei w eine stetige Pfaffsche Form auf G C R2. Ist h : G — R eine stetige Funktion
ohne Nullstellen und hw exakt, so heiit h Euler’scher Multiplikator fiir w.

5.10. Beispiel

Wir betrachten die implizite DGL (3z 4+ y) — zy’ = 0. Ihr ist die Pfaffsche
Form w = (3z + y)dz — xvdy auf G := R?\ {(0,0)} zugeordnet. Es ist
(3z +y), = 1 und (—x), = —1, die Integrabilitdtsbedingung ist also nicht
erfiillt. Wir versuchen, einen Euler’schen Multiplikator h zu finden. Es muss
gelten:

5o () Go ) = 5 (h(w) - (~a),

also
Die Suche nach h wird leichter, wenn man z.B. annimmt, dass A nur von
x abhéngt. Dann muss nur die DGL zh/(z) + 2h(z) = 0 erfiillt werden.

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen, und man sieht schnell, dass
h(x) = x72 eine Losung ist. Allerdings muss = # 0 sein. Tatséchlich gilt auf

G*:={(x,y) : * #0}:

0

—2 o a3 Y . 1 _ 1 _ -2
a_y@ '(3x+?/))——y(EﬂL—)—_—_(_;)—_(‘% (7))
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1
Fiir die Stammfunktion f von hw setzen wir an: f(x,y) = /(_E) dy+c(z) =

A ¢(x). Differentiation nach x ergibt:
x

3.y y
- + 2 fo(z,y) = 2 + ().
Daher kann man c¢(x) = 3ln|z| und f(z,y) = vy 31n|z| setzen. Die
x

Losungskurven von w = 0 sind auch die von df = 0, also gegeben durch
—y/x 4 31In|z| = c¢. Die Auflésung nach y ergibt die Funktion

y(z) = 3z In|z| — cx, fiir x # 0.

Bisher ist es in jedem Fall, in dem die Integrabilitdtsbedingung erfiillt war, gelun-
gen, eine Stammfunktion zu finden. Das ist kein Zufall, und das wollen wir noch in
einem etwas allgemeineren Kontext untersuchen.

Wir betrachten Pfaffsche Formen w = aydxy + -+ - + a, dz, im R". Ist w = df, so
ist a; = fp, firi=1,...,n, und es muss (a;)z; = foio; = fo;o; = (@), sein.

5.11. Satz

Das Gebiet G C R"™ sei sternformig beziiglich eines Punktes xo € G. Erfillt eine
Pfaffsche Form w = aydzy + - - - + a, dx,, auf G die Integrabilititsbedingung

0 0 . .
a—xj(ai) = a_aci(aj) fiir alle 1, 7,

so ist w exakt, also ein totales Differential der Gestalt df .

BEwEIs:  Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass xq = 0 ist. Dann setzen
wir

n

f(x):= Z(/Ol a; (tx) dt) ;.

i=1
Fiir die nachfolgende Rechnung beachten wir:

n n

da; 80/1'
8_33Ji(tx)$i =a,(tx) +1 Z - (tx) ;.

i=1 i=1

d
a(taj (tx)) = a;(tx) + ¢

Damit folgt:
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1

aa_a{](x) g[(% /01 a; (tx) dt) xi+5ij/0 a; (tx) dt]
- i(/ltng(tx)dt> $i+/1aj(tx)dt
/ (¢ Z 2;“ )i + a(1x) ) dt
= /01 %(taj(tx)) dt = ta;(tx) ‘(1) = a;(x).
Damit ist df = w. _

Im Falle n = 3 gibt es genau drei Integrabilitdtsbedingungen. Das motiviert die
folgende

Definition

Sei G C R3 ein Gebiet und F = (Fy, Fy, F3) ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf G. Dann versteht man unter der Rotation von F das Vektorfeld rot F =
(rot1 (F), roto(F), rot3(F)) mit

rot;(F) := iFk 0

— F.
8% 8xk I

wenn (i, 7, k) eine zyklische Vertauschung von (1,2, 3) ist.

5.12. Folgerung

Ist G C R? ein sternformiges Gebiet, F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
G und rot F = 0, so ist wg ein totales Differential.

5.13. Beispiel

Sei F(x,y, z) := (z,y, 2). Dann ist offensichtlich rot F = 0. Die Stammfunk-
tion f gewinnt man folgendermafen:

flz,y,2) =
1 1 1
= x/ Fl(tm,ty,tz)dt+y/ Fg(tx,ty,tz)dt—i-z/ Fs(tz, ty, tz) dt
0 0 0

1 1 1
= a:/ txdt+y-/ tydt+z-/ tzdt
0 0 0

t? 1
= @yt 0= (@ 7+ %),

Tatséchlich ist df = xdx + ydy + zdz = wp.




