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1.2 Integration im Komplexen

Zur ,Erinnerung*: Eine (komplexwertige) Funktion f auf einem Intervall [a, b]
heiflt stickweise stetig, wenn es eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b gibt, so
dass f auf jedem der offenen Intervalle (¢;_i,t;) stetig ist und in den Punkten ¢;
einseitige Grenzwerte besitzt. f heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn f auf
la, b] stetig und auf den abgeschlossenen Teilintervallen einer geeigneten Zerlegung
stetig differenzierbar ist.

Wir wiederholen hier einige Ergebnisse iiber Integrale komplexwertiger Funktionen
von einer reellen Verdnderlichen.

Definition

Sei f : [a,b] — C eine stiickweise stetige komplexwertige Funktion. Dann erklart
man das Integral iiber f durch

/abf(t)dt = /abRef(t)dt+ i /ablmf(t)dt.

Die Zuordnung f fj f(t)dt ist C-linear, und das Integral einer reellwertigen
Funktion ist reell. Die R-Linearitét ist trivial, zum Nachweis der C-Linearitét be-
trachten wir eine Funktion = g + ig. Es ist

/ab i f(t)dt = /ab(—h(t)+ ig(t)) dt = _/bh(t)dH i /bg<t)dt

_ i.(/abg(t)dt+i/abh(t)dta: i./abf(t)ilt.

1. Ist f stetig und F eine (komplexwertige) Stammfunktion von f auf [a,b], so
ist

Auflerdem gilt:

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

2. Ist ¢ : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar, so ist
o (b) b )
= [ e ds

pla a

3. Ist (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf [a, b], die gleichméfig gegen
eine Funktion f konvergiert, so ist

V—00

b b
/f(t)dt:hm £.(t) dt.
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4. Es gilt die Abschétzung

|/abf<t) dt| < /ablf(t)\dt.

Die Abschitzung (4) ist nicht ganz selbstversténdlich, deshalb hier der Beweis
dafiir:

Sei z = f; f(t)dt = re'*. Dann ist |fabf(t) dt| = r = e~ *z reell und deshalb
= Re(e_i’\ff f(t)dt). Weil Re(u+ iv) =u < Vu? + 02 = |u+ iv] ist, folgt:

b b b b
[ rean = [Re(e e fo)de < [l plde= [ 1f)ae

2.1. Beispiel

. 1 .
Sein €Z,n#0, f(t):=e'™ und F(t) := me'"t. Dann ist F'(t) = f(t) und
daher

b
/ elntdt: : elnt = - (emb_elna)'

n a In

Im ersten Abschnitt haben wir die komplexe Differenzierbarkeit eingefiihrt, indem
wir den reellen Differentialquotienten einfach formal ins Komplexe iibertragen ha-

ben:
Pl) = L) = 1im L =S =)

dz z2—r2p zZ— 2z

Jetzt wollen wir versuchen, nach dem Muster der reellen Analysis auch komplexe

Integrale
q
JRCLE
p

einzufithren. Aber wie sollen wir das tun? Im Reellen muss der Integrand in allen
Punkten zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt definiert und in irgend einem
Sinne integrierbar sein. Im Komplexen gibt es keine Intervalle, bestenfalls die Ver-
bindungsstrecke. Ist aber etwa f eine stetige Funktion auf einem Gebiet G' und
sind p, ¢ Punkte aus GG, so braucht die Verbindungsstrecke nicht komplett zu G zu
gehoren.

Dass (G ein Gebiet ist, sichert aber auf jeden Fall die Existenz eines stetigen Verbin-
dungsweges von p nach ¢ innerhalb von G. Wir kénnen versuchen, die Funktion f
entlang eines solchen Weges zu integrieren. Leider erhalten wir dann eine zusatzli-
che Abhéngigkeit vom Integrationsweg. Welche Konsequenzen das hat, werden wir
untersuchen miissen.

Wir fithren noch folgende Sprachregelung ein: Ein Integrationsweg in einem Ge-
biet G C C ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg « : [a, b] — G.
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Definition

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige Funktion und
« : [a,b] — G ein Integrationsweg. Dann wird das komplexe Kurvenintegral
von f iiber av definiert durch

b
a

Af(z) dz :—/ Fla(t)) - o (t) dt.

Man kann das komplexe Kurvenintegral einer stetigen Funktion f iiber o natiirlich
schon dann bilden, wenn f nur auf der Spur |a| definiert ist.

2.2. Satz
Das komplexe Kurvenintegral hat folgende Eigenschaften:

1. Ist ¢ : [e,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare, streng monoton wachsende
Parametertransformation, so ist

/awf(z)dz:/af(z)dz.

2. Fir stetige Funktionen fy, fo und Konstanten cq,co € C ist
J@nrap@i=a- [ (@ d+a: [ Aede
3. Es gilt die Standardabschditzung:

| / £(2) 2] < L(a) - max|f (2)|

z€|a
b
wobei L(a) = / |/ (t)| dt die Ldnge von « ist.

4. Sind f und f, stetige Funktionen auf |«| und konvergiert (f,) auf |o|
gleichmdf$ig gegen f, so ist

V—00 a

/f(z) dz = lim [ f,(z)dz.

BEWwEIS: 1) Ist ¢ eine Parametertransformation, so ist
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fmmw=/wwmmﬁ:/fmwwmmmmm

- /f (aop)(s)(op)( / f(z

2) Die Linearitét ist trivial.

3) Es ist b
[ 1) =1 [ fane w</u (t)]dt.

Setzt man M := max|f(z)], so ist

z€|qf

/yf |dt<M/\oz ) dt = M - L(a).

u (4): Da « stiickweise stetig differenzierbar ist, gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass |o/(t)| < C auf [a,b] ist. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein vy, so
dass gilt:

1fu(z) — f(2)| < % fir v > 1y und z € |a].

Also ist

o (e(t))a'(t) = fla(®)d ()] = [fu(a(t)) = fla(t)] - o' (t)] <

fir v > vy und t € [a,b]. Das bedeutet, dass ((f, o «) - /) gleichméBig auf [a, b]
gegen (f o) - o konvergiert, und daraus folgt die Behauptung. "

2.3. Satz

Ist f: G — C komplex differenzierbar, [’ stetig und o : [a,b] — G ein Integrati-
onsweq, so st

l/f@ﬁhszwﬂ—fWW»

BEWEIS: Sei G C C ein Gebiet, f : G — C komplex differenzierbar und f’
stetig.

Ist a : [a,b] — C ein stetig differenzierbarer Weg, so ist auch f o« : [a,0] — C
stetig differenzierbar und

/f@@%d®ﬁ=/ﬁowwﬁ=ﬂMW—ﬂMW.

Man beachte, dass der Strich hier einmal die komplexe und einmal die reelle Ab-
leitung bezeichnet! "
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Definition

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist
eine holomorphe Funktion F': G — C mit F' = f.

Bemerkung: Ist f: G — C stetig, so unterscheiden sich je zwei Stammfunktionen
von f hochstens um eine Konstante.

2.4. Beispiele

A. Sei zp # 0und aft) :=1t- 2 (fiir 0 <t < 1) die Verbindungsstrecke von 0 und
2p. Weiter sei f(z) := z". Dann ist

1 1
1
/f(z)dz:/ f(t-zo)-zodt:zg“-/ t"dt = PR
a 0 0

n+1

Dieses FErgebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten. Setzt man

1
F(z):= - 12”“, so ist F’'(z) = f(z) und daher

[ #)dz = Fa(1)) - Fla(o)).

B. a(t) == zp+r-e't (fir 0 < t < 27) ist die iibliche Parametrisierung der Kreis-
linie 9D, (2p). Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, benutzen
wir immer diese Parametrisierung.

Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist folgende For-
mel:

— n o 2mi firn=-1
(z—zo) dz := /(Z_ZO) dz—{ 0  sonst.

8Dy (20) a

BEWEIS: Es ist

1 27T1 . . 27
/ dz:/ —e_'t-rie'tdt:i-/ dt = 2mi,
a” TR0 0 r 0

und fiir n # —1 ist

2m 21
« 0 0

_ iy L i) |7
i(n+1)

= 0. n
0
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Ist a : [a,b] — C ein Integrationsweg, so bezeichne —a den in umgekehrter Rich-
tung durchlaufenen Weg, so dass gilt:

/_a (=) dz = —/af(z) dz.

Sind « : [a,b] - C und B : [¢,d] — C zwei Integrationswege (i.a. mit a(b) = B(c),
aber das muss nicht zwingend so sein), so bezeichne a +  den Weg, der entsteht,
indem man « und S hintereinander durchlauft. Dann ist

L+Bf(z)dz ::/af(z)dz+/ﬂf(z)dz'

2.5. Beispiel
Wir betrachten die Wege a, 8,7 : [0,1] — C mit

a(t):=—-1+2t, pB(t):=14it und ~(t):=(-14+2¢t)+ it.

14

17

-1 o 1

Dann ist
1 1
/ zZdz = /(—1+2t)-2dt+/(1—it)-idt
at+f8 0 0
= 2-(—t+1?) 1+i (t—itQ) '
o 0 2 0
i 1
- 2-(—1+1)+i-(1—%) = itg.
und
1
/zdz = /(—1+2t—it)(2+i)dt
vy 0
= (2+1) (—t+bt2) 1
N 2 0
i 1
= (240)-(-1+1—2) = —i+=.
24+1i0) (-1+ 2) |+2

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Z hiangt vom Integrationsweg ab!
Wir werden bald sehen, dass das daran liegt, dass f nicht holomorph ist.
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2.6. Hauptsatz iiber Kurvenintegrale

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. Es ist / f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg v in G.

BEWEIS:

(1) = (2): Ist F eine Stammfunktion von f und « : [a,b] — G ein Integrati-
onsweg, so ist

[ #)dz = Fla) - Fla(a))
Ist v geschlossen, so verschwindet die rechte Seite und damit das Integral.

(2) = (1): Sei [ f(¢)d¢ = 0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg, und
a € G ein einmalig fest gewahlter Punkt. Zu z € G sei jeweils ein Integrationsweg
a, :[0,1] = G gewéhlt, der a mit z verbindet. Dann setze man

=/azf(C)dC

Wegen der Voraussetzung ist die Definition
von F' unabhéngig von der Wahl des Weges
a,. Zu zeigen bleibt: F' ist auf G komplex
differenzierbar, und es ist F' = f.

Dazu betrachten wir einen Punkt zp € G und
wéhlen eine offene Kreisscheibe D um z, die
noch ganz in GG enthalten ist. Fiir z € D sei

w(t) == 29 +t- (2 — z) die (in D enthal- T
tene) Verbindungsstrecke zwischen zg und z.
Weiter sei a 1= a,. .

Dann ist v := a + w, — «, ein geschlossener a
Weg, und es gilt:

0=/7f<<>d<=/f dC+/f )dc - /f

= F(2) — F(2) /fzo—i-tz—zo)) (z — zo) dt
= F(z) = F(2) + A(2) - (2 = 20),

mit A(z /fzo+tz—zo))d
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Offensichtlich ist A(z9) = f(z0), und fiir z € D ist

[A(z) = Al=)] = I/O [f (20 + t(z = 20)) — f(20)] di]

< max|f(z0 + 1z = 20) = (20)]:

Da f stetig ist, folgt hieraus auch die Stetigkeit von A in z. "

Definition

Sei G C C ein Gebiet. G heifit sternformig beziiglich a € G, falls mit jedem
z € G auch die Verbindungsstrecke von a und z ganz in G liegt.

Jedes konvexe Gebiet ist sternférmig, aber die Umkehrung ist i.A. falsch. Sind G,
und G, konvex und ist a € G; N Gy, so ist G U Gy beziiglich a sternformig.

Das ,Innere eines Dreiecks“ (die exakte Formulierung sei dem Leser iiberlassen)
nennen wir ein Dretecksgebiet. Offensichtlich ist jedes Dreiecksgebiet konvex,
und der Rand ist stiickweise stetig differenzierbar. Nimmt man den Rand hinzu, so
spricht man von einem abgeschlossenen Dreieck.

2.7. Der Hauptsatz fiir Sterngebiete

Set G C C ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, f : G — C stetig. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. FEs ist faA f(z)dz = 0 fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als
Eckpunkt hat.

BEWEIS:
(1) = (2): Klar!

(2) = (1): Das ist eine Verschirfung des Hauptsatzes iiber Kurvenintegrale im
Falle von sternférmigen Gebieten. Der Beweis wird vollig analog gefiihrt, allerdings
definiert man diesmal F'(z) als Integral iiber die Verbindungsstrecke von a und
z, was wegen der Sternférmigkeit mdoglich ist. "
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2.8. Satz von Goursat

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und N C G ein
abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

f(z)dz=0.
on

BEWwWEIS: Wir schreiben A = A, Indem wir die Seiten von A halbieren, unter-
teilen wir A in 4 kongruente Teildreiecke Agl), ceey AS).

4 4
Sei 7y 1= Z@A,(:). Dann ist /f(z) dz = Z/
k=1 il k=1 0.

denn die Integrale iiber die Strecken im Innern des Dreiecks heben sich gegenseitig
auf, da sie jeweils doppelt mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten.

Also ist
[y fO% =1 [ 10 <aom] [ saz),

Nun wé&hlt man unter den Dreiecken Agl), e ,Agl) dasjenige aus, bei dem der
Betrag des Integrals am groBten ist, und nennt es AN, Dann ist

f(z)dz = / e

(1)
Ak

} f(z)dz]| <4 f(z)dz|.
oA () oA

Wiederholt man diese Prozedur, so erhélt man eine Folge von Dreiecken
A=A S5 AW S5 ABD 5
mit
| [ f(z)dz]| <4™-| f(z)dz | und L(OA™) = 27" L(9A).
oA aA(m)

Da alle A® kompakt und nicht leer sind, enthilt ﬂ A™ einen Punkt z (Satz
n>0

1.3), und da der Durchmesser der Dreiecke beliebig klein wird, kann es auch nur

einen solchen Punkt geben.
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Jetzt kommt der entscheidende Trick dieses Beweises! Wir nutzen die komplexe
Differenzierbarkeit von f in zy aus:

Es gibt eine in z; stetige Funktion A, so dass gilt:
L. f(2) = f(20) + (2 — 20) - (f'(20) + A(2)).
2. A(ZO> =0.

Die affin-lineare Funktion A(z) := f(20) + (2 — 20) - f'(20) hat auf G eine Stamm-
funktion, ndmlich

A(z) == (f(20) — 20 - f'(20)) - = + @ =

Also ist / A(z) dz = 0 fur alle n. Daraus folgt:
oA()

[ @ = eaae

AA(M)
< (n)y . _ )
< L(OA™) - max(|z — =] -|A(:))

< L(OAM)%. me(wg(\A(z)\
A

Setzt man alles zusammen, so erhélt man:

IR I e
oA OA ()
< 4" L(OAM™)? . max|A(2)|
OA ™)
= L(0A)* max|A(z2)].
dA(n)
Fiir n — oo strebt die rechte Seite gegen 0. "

Der Satz von Goursat lédsst sich noch ein wenig verschérfen.

2.9. Satz von Goursat in verscharfter Form

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele Punkte
holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck /N C G :

f(z)dz=0.
on

BEWwWEIs: Wir kénnen annehmen, dass f iiberall bis auf einen einzigen Ausnah-
mepunkt zp holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Félle:

1. Fall: z; ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgendermaflen in drei Teildreiecke:
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Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt, dass (2)dz = f(z)dz =
BN TN
0 ist, also ’

(2)dz = f(z)dz,
on BN

unabhingig davon, wie z; und z] gewéhlt werden. Dann ist
|| f(z)dz| < L(OA,) - sup|f(2)],
on A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn 27 und 2| gegen zy wandern.

2. Fall: zj liegt auf einer Seite von A, ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt man
A in zwei Teildreiecke, auf die beide jeweils der erste Fall anwendbar ist:

Liegt zy auflerhalb A, so ist iiberhaupt nichts zu zeigen. "

2.10. Satz

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.
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BEWEIS: Sei G sternformig beziiglich a € G. Nach dem verschirften Satz von
Goursat ist |, oa f(2) dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, insbesondere
also fiir jedes Dreieck, das a als Eckpunkt hat. Aber dann besitzt f eine Stamm-
funktion. u

Hinwers: Wir haben im Beweis nicht direkt die Holomorphie von f benutzt, son-
dern nur die Tatsache, dass das Integral iiber f und den Rand eines abgeschlossenen
Dreiecks in GG verschwindet!

Nun folgt:
2.11. Cauchy’scher Integralsatz (fiir Sterngebiete)

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/a f(2)dz = 0.

BEWEIS: f besitzt eine Stammfunktion, und daraus folgt die Behauptung. "

2.12. Lemma
Sei R > 0 und f : Dg(z9) — C holomorph

aufSerhalb des Punktes zy € Dg(z0), 21 # Zo- @

Wir wdhlen ein r mit 0 < r < R und ein

e >0, so dass noch D.(z1) C D,(z) ist. 20

Dann ist R

/8 RCLE /B L

BEwEIS: Wir zeigen, dass die Differenz der Integrale verschwindet. Dazu fassen
wir die ,,Differenz* der Integrale als Summe zweier Integrale iiber geschlossene Wege
auf, auf die sich jeweils der Cauchy’sche Integralsatz anwenden lésst:
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Bezeichnen wir die beiden Verbindungsstrecken vom kleinen inneren Kreis zum
groflen duferen Kreis (von oben nach unten orientiert) mit ¢ und 7 und die positiv
orientierten Teil-Kreislinien mit a;, ae und [y, fBs, so gilt:

(Br+o—ar+7)+(Bo—T -y —0) = (B + f2) — (1 + 2).

Die beiden geschlossenen Wege auf der linken Seite der Gleichung verlaufen je-
weils in einem sternférmigen Gebiet, in dem f holomorph ist. Nach Cauchy ist das
Integral iiber diese Wege = 0, und daraus folgt auch schon die Behauptung. "

Definition

Sei G C C ein Gebiet und B C G eine offene Teilmenge. Wir sagen, B liegt
relativ-kompakt in G (in Zeichen: B CC G), wenn B beschridnkt und B C G
ist.

2.13. Folgerung
Ist D C C eine Kreisscheibe und z € C\ 0D, so ist

d¢ [ 2mi falls z € D,
ap C— 2 o 0 sonst.

BEWEIS: 1) Sei z € D und € > 0 so gewéhlt, dass D.(z) CC D ist. Fur ¢ # z ist
f(¢) :=1/(¢ — z) holomorph. Also ist

/aD Cd—cz :/6D5(z)Cd—CZ =2

2) Ist z € C\ D, so gibt es eine Kreisscheibe D' mit D cC D' und z € C\ D'
Dann ist f(¢) auf D’ holomorph, und das Integral verschwindet auf Grund des
Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete. .
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Definition

Ein Gebiet G C C heifit einfach-zusammenhdngend, falls jede holomorphe
Funktion f: G — C eine Stammfunktion besitzt.

2.14. Cauchy’scher Integralsatz
(fiir einfach-zusammenhingende Gebiete)

Sei G C C ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet und f : G — C holomorph.
Dann gilt fir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/a f(2)dz = 0.

Bewels:  Triviall Ist F' Stammfunktion von f und « : [a,b] — G ein geschlossener
Weg, so ist a(a) = a(b) und [ f(z)dz = F(a(b)) — F(a(a)) = 0. n
Bemerkung: Der Cauchy’sche Integralsatz in der obigen Form ist das Funda-
ment der Funktionentheorie. Dennoch sieht er aus wie eine Mogelpackung, denn
die entscheidende Eigenschaft der einfach-zusammenhéngenden Gebiete wird schon
in die Definition gesteckt. Tatsédchlich kann man einfach-zusammenhéngende Ge-
biete auch rein topologisch charakterisieren. Dazu werden wir in dieser Vorlesung
aus Zeitgriinden nicht kommen. Der folgende Satz liefert aber fiir unsere Zwecke
schon geniigend viele Beispiele. Am Ende des Abschnittes werden wir zeigen, dass
die Klasse der Beispiele noch erheblich grofier ist.

2.15. Satz

1. Jedes sternformige Gebiet ist einfach-zusammenhdingend.

2. Sind Gy und Gy einfach-zusammenhdingende Gebiete und ist Gy N Gy # &
zusammenhdngend, so ist auch G1 U Gy einfach-zusammenhdngend.

3. C\ {0} ist nicht einfach-zusammenhdngend.

BeEwEIs: 1) ist klar, auf Grund des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete.

2) G := G; U Gy ist wieder ein Gebiet. Sei f : G — C holomorph. Dann gibt es
Stammfunktionen F) von f|g,, fiir A = 1,2. Auf G; NGy ist dann (Fy — F»)'(2) = 0,
also Fi(z) — F»(z) = ¢ konstant. Sei

L Fl(Z) auf Gl,
F(z):= { Fy(z) 4+ ¢ auf Gs.

Offensichtlich ist F' holomorph auf G und F’ = f.
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3) ist klar: f(z) := 1/z ist holomorph auf C \ {0}, aber [, f(z)dz # 0 fir D =
D(0). .

2.16. Satz

Sei G C C ein einfach-zusammenhdngendes Gebiet, f : G — C holomorph,
f(z) # 0 auf G und f" holomorph. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h auf
G, so dass exp(h(2)) = f(z) fir alle z € G gilt.

BEwEIs:  Weil f’/ f holomorph auf G ist, gibt es eine Stammfunktion ' von f'/f.
Sei H := (expoF')/f. Dann ist

_ exp(F(2)) - F'(2) - f(2) — exp(F(2)) - ['(2)

H'(z) =0 fiir alle z € G,

f(2)?
also H(z) = ¢ konstant. Deshalb ist exp(F'(z)) = ¢- f(2) und ¢ # 0. Man setze
h(z) := F(z) —log(c), mit einem geeigneten Logarithmus. Dann ist e = f. n
Definition

Sei G C C* ein Gebiet. Eine Logarithmusfunktion auf G ist eine stetige
Funktion L : G — C, so dass exp(L(z)) = z auf G gilt.

2.17. Satz
Sei G C C* ein Gebiet.

1. Ist L : G — C eine Logarithmusfunktion, so ist L holomorph und L'(z) =
1/z.

2. Je zwei Logarithmusfunktionen auf G unterscheiden sich um ein ganzzah-
liges Vielfaches von 2mi .

3. Ist G C C* einfach-zusammenhdngend, so gibt es auf G eine Logarithmus-
funktion.

BeEwEIs: 1) Da exp lokal injektiv ist, folgt wie bei den schon behandelten Loga-
rithmuszweigen, dass L komplex differenzierbar und L'(z) = 1/z ist.

2) Ist exp(Lq1(2)) = exp(Le(2)) = z auf G, so ist L1 — Ly holomorph und (L; —
Ly)'(2) =0, also Ly(z) — La(2) = ¢ auf G. Andererseits nimmt L; — Ly nur Werte
in 2mi7Z an. Daraus folgt die Behauptung.

3) Die Funktion f(z) := z ist holomorph und ohne Nullstellen auf G. Wir haben

oben schon gezeigt, dass es dann eine holomorphe Funktion L mit exp(L(z)) = z
gibt. Dieses L ist natiirlich eine Logarithmusfunktion auf G. "
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Wir wollen jetzt zeigen, dass der Wert einer holomorphen Funktion f an einer Stelle
zo durch das Integral iiber f und einen geschlossenen Weg um zo herum berechnet
werden kann.

2.18. Die Cauchy’sche Integralformel

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und r > 0, so dass
D := D,(z) CC G ist.

Dann gilt fir alle z € D :

BewEls:  Wir koénnen ein € > 0 finden, so dass auch noch D' := D, .(2) C G
ist.

D/

Sei z € D beliebig vorgegeben. Da f in GG holomorph ist, gibt es eine in z stetige
Funktion A, auf G, so dass fiir alle ¢ € G gilt:

F(Q) = f(2) + A.(Q) - (€ — 2).

Dann ist

f(O) = f(2) /(¢ = =) falls ¢ F# 2
A0) = { ( f’(z)) falls ¢ = .

Nachdem A, iiberall stetig und auflerhalb z sogar holomorph ist, konnen wir auf

der sternformigen Menge D’ den Cauchyschen Integralsatz auf A, und den ge-
schlossenen Weg 0D C D’ anwenden:

_ _ [ [QO-T()
= /aDAZ(OdC ~Jon C(—z %

— /8 &dg_f(z)./a i;/@ &dg’—f(z)-%ri.

pGC—2 pGC—2 pG—2
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Beim Beweis der Cauchyschen Integralformel ist nun ganz deutlich die komplexe
Differenzierbarkeit eingegangen. Dementsprechend hat der Satz Konsequenzen, die
weit iiber das hinausgehen, was man von einer reell differenzierbaren Abbildung
erwarten wiirde.

2.19. Beispiele

z

A. Es soll das Integral / dz berechnet werden.

dD3(0) 22 + 2z

Indem man den Nenner in Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzer-
legung durchfiihrt, bringt man das Integral in die Form, die auf der rechten
Seite der Cauchyschen Integralformel steht:

z 1/2 1/2
/ 26 dz = / [L — / } cefdz
dD3(0) z +2Z 9D3(0) z Z+2

1/ e? 1/ e
_ S 5
2 Jops0) 2 2 Jopyo) 2 — (—2)

B. Sei C = 9D;(31). Dann liegt i im Innern von C, und —i nicht. Daher gilt:

dz 1 dz 1 dz 1 _
N R R -
cz2+1 21 Joz—1 21 Joz4+1 21

Wir kommen jetzt zur wichtigsten Folgerung aus der Cauchy’schen Integralformel.
Der sogenannte ,, Entwicklungssatz® ist hochst iiberraschend und lédsst die holomor-
phen Funktionen in ganz neuem Licht erscheinen. Entdeckt wurde er von Taylor
und Cauchy beim Versuch, die Taylor-Entwicklung von komplex differenzierba-
ren Funktionen zu berechnen. Die Motivation erwuchs also aus der Idee, bekannte
Sachverhalte aus dem Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Cauchys Integralformel
lieferte schliefllich das passende Hilfsmittel.

2.20. Entwicklungs-Lemma
Sei « : [a,b] — C ein Integrationsweg, f : || — C stetig, zo € C\ || und
R := dist(zo, |).

oo
Dann gibt es eine Potenzreihe p(z) = Z an(z — 20)", die im Innern von Dg(z)
n=0

absolut und gleichmdfig gegen die auf C\ |a| definierte Funktion

F(2) ::%Li/g(%d(
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konvergiert. Die Koeffizienten a,, gentigen der Formel

[
0= 57 | s

Insbesondere ist F' holomorph auf C\ |o|.

BeEwEIs: st ( € |a| und z € Dg(z), so ist |z — zo| < R < | — 2o|. Wir kénnen
den folgenden ,, Trick mit der geometrischen Reihe* anwenden:

1 1 1 1

(—z  ((—z2)-(2—2) (-2 1-(2—2)/(C~-2)
1 > (z—z\"
B C—ZO.§(C—ZO)

Da f auf der kompakten Menge || beschrankt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0, ist

Die Reihe iiber die Terme auf der rechten Seite konvergiert fiir jedes feste z €
Dgr(zp). Nach dem Weierstra3-Kriterium konvergiert dann (fiir festes z) die Reihe

O _ SO ™ (zmm) s SO
_ Z(C_%) > gtz )

n=0 n=0

absolut und gleichméfig in ¢ auf |a|. Da die Partialsummen stetig in ¢ sind, kann
man Grenzwertbildung und Integration vertauschen und erhélt:

7 [ 15502 (o [edam) oo

Die Reihe konvergiert fiir jedes z € Dg(20).

! /(©)
" o / €=yt

Dann konvergiert die Reihe Zan(z — 2p)" absolut und gleichméfig im Innern

Wir setzen

n=0
von Dg(z9) gegen F(z). Da man diese Konstruktion in jedem Punkt zg € C\ ||
durchfithren kann, ist F' iiberall holomorph. "

Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:
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2.21. Entwicklungssatz von Cauchy

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und zy € G. Ist R > 0 der Radius
der grifiten (offenen) Kreisscheibe um zy, die noch in G hineinpasst, so gibt es

eine Potenzreihe
o0
n
= E an(z — zo)",
n=0

die fir jedes r mit 0 < r < R auf D,(z)absolut und gleichmdfig gegen f(z)
konvergiert. Fir jedes solche r ist

_ 1 f©)
g |

0Dy (20)

und die Funktion f ist auf G beliebig oft komplex differenzierbar.

BEWEIS:  Sei 0 < r < Rund a(t) := zp+re't, 0 <t < 27. Dann ist f auf |a stetig
und man kann das Entwicklungs-Lemma anwenden. Es glbt eine Potenzrelhe p

die im Innern von D,(z) absolut und gleichméfig gegen F(z) := — / = dC

konvergiert. Die Koeffizienten der Reihe sind durch die Formel

_ 1 f(©)
an = i / (C — z) 1 d¢

0D, (z0)

gegeben.

Nach der Cauchyschen Integralformel ist aber F\(z) = f(z), und es ist klar, dass
die Koeffizienten a,, nicht von r abhéngen. u

2.22. Folgerung (Hohere Cauchy’sche Integralformeln)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft
komplex differenzierbar, und fir zo € G, D := D,(z)) CC G und z € D ist

2mi
Dy (20)

|
f®(2) = k_ / 7 i(g_))kﬂ d¢  fir k € No.

BEwEIS: Ist z € D, so gibt es nach dem Entwicklungslemma eine Potenzreihe
p(w) =>"7  a,(w—2)", die auf einer Umgebung U = Uy(z) gegen die holomorphe

1
Funktion F(w) := 5 / Cf(o d( konvergiert. Dabei ist
i Jop C—w
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L ©
= L

Nach der Cauchy’schen Integralformel ist aber f(w) = F(w) = p(w) fir w € U,
und daher f*)(z) = p*)(2) = a;, - k. Daraus folgt:

fP(z) 1 f(¢)
K on /aD (= 2y 46

Das gilt fiir jedes z € D und k € Nj. "

Definition

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heiflit in 25 € G n eine
Potenzreihe entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so dass D := D,.(z) CC G
ist und f auf D mit einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiit auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe

entwickelbar ist.

Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte
aber, dass man i.a. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

2.23. Satz von Morera

Seit G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und / f(z)dz = 0 fir jedes abge-
N

schlossene Dreieck /A C G. Dann ist f holomorph auf G.

BEWEIS: f besitzt zumindest lokal stets eine (holomorphe) Stammfunktion F.

Aber F' ist beliebig oft komplex differenzierbar, und dann ist auch f = F’ holo-
morph. "

Fassen wir nun zusammen:

2.24. Theorem

Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen tiber eine Funktion f : G — C sind
dquivalent:

~

. [ st reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.
2. f ist komplex differenzierbar.

3. f ist holomorph.

4. f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

5

. [ st analytisch.
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6. f ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f ist stetig, und es ist f(z)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck /\
N
in G.
Wir haben eine erstaunliche Entdeckung gemacht. Eine einmal komplex differen-

zierbare Funktion ist automatisch schon beliebig oft komplex differenzierbar. Das
ist ein grofler Unterschied zur reellen Theorie!

Und wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch
viele andere bemerkenswerte Eigenschaften auf.

2.25. Satz

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auferhalb von zy € G sogar
holomorph. Dann ist f auf ganz G holomorph.

BEWEIS: Aus den Voraussetzungen folgt, dass f lokal immer eine Stammfunktion
besitzt. .

2.26. Riemann’scher Hebbarkeitssatz

Sei G C C ein Gebiet, zo € G und f auf G\ {z0} holomorph. Bleibt f in der
Ndhe von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe Funktion [ auf G, die auf
G\ {z0} mit [ tbereinstimmit.

BEWEIS:  Wir benutzen einen netten kleinen Trick:

Sei  F(z):= { J(2) - (2= 20) ik 27 2,

0 fir z = 2.

Wegen der Beschréanktheit von f ist F' stetig in G. Aulerdem ist F' natiirlich
holomorph auf G \ {z}. Beides zusammen ergibt, dass F' auf ganz G holomorph
ist. Also gibt es eine Darstellung F(z) = F(z9) + A(2) - (2 — 20), mit einer in 2
stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) auflerhalb von z; holomorph ist, muss A
sogar auf ganz GG holomorph sein. Wir kénnen f:: A setzen. "

Jetzt untersuchen wir die Nullstellen einer holomorphen Funktion.

2.27. Divisionssatz fiir Nullstellen

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zy € G und f(zy) = 0. Dann ist
entweder f*)(z) = 0 fiir alle k € Ny, oder es gibt ein k > 0 und eine holomorphe
Funktion g : G — C, so dass gilt:

1. f(2)=(2— 2k g(2) firz€Qq.
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2. g(z) # 0.
Die Zahl k st eindeutig bestimmt durch
flz)=f(z)=...= f" V() =0 und f®(z)#0.

BEwEIls:  Wahlt man eine kleine Kreisscheibe D um zy, so hat man auf D eine
Darstellung

f(z) = Z an(z — 29)".

Da f(z9) = 0 ist, muss ag = 0 sein. Ist nicht a; = 0 fiir alle &, so gibt es ein kleinstes
k > 1, so dass ag # 0 ist. Dann ist

f(2)=(z=20)"g(2), mit g(z) == Y amer(z —20)™

Mit Hilfe des Lemmas von Abel sieht man sofort, dass die Reihe fiir g(z) eben-
falls auf D konvergiert. Die Funktion f(2)/(z — 29)* ist holomorph auf G \ {zp}
und stimmt auf D mit g(z) tiberein. Also ist sie in der Ndhe von z, beschriankt
und besitzt nach Riemann eine holomorphe Fortsetzung auf G, die wir wieder mit
g bezeichnen kénnen. Das ergibt die gewiinschte Darstellung, und auflerdem ist

9(20) = ax # 0.

Weiter ist
=0 firn=0,...,k—1

(n) =nl
f7(z0) = nlan { #0 firn==k.

Dadurch ist £ auch eindeutig festgelegt. "
Die Zahl k£ nennt man die Ordnung der Nullstelle von f in z,.

Von besonderer Bedeutung ist der

2.28. Identitatssatz

Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, dass G zusammenhdngend ist!). Fir zwei
holomorphe Funktionen f,g: G — C st dquivalent:

1. f(z) = g(2) fir alle z € G.

2. f(2) = g(2) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen
Haufungspunkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt zy € G, so dass f*)(z) = g (20) fiir alle k € Ny ist.

BEwWEIs: (1) = (2) ist trivial.
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(2) = (3): Ist 29 € G Haufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge
(z,) in M, die gegen z, konvergiert. Wegen der Stetigkeit ist
f(z0) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(20).

V—00 v—00

Es reicht, zu zeigen: Ist h holomorph und A(z) = 0 fiir alle z € M U {z}, so ist
h®)(z9) = 0 fiir alle k& € Ny. Wenn Letzteres nicht erfiillt ist, gibt es ein k und eine
holomorphe Funktion ¢, so dass h(z) = (z — 29)¥ - ¢(2) und ¢(z) # 0 ist. Dann
wére aber auch ¢(z,) = 0 fiir alle » und damit g(zy) = 0. Widerspruch!

(3) = (1): Seih:=f—gund N :={z € G| h¥(z) = 0 fiir alle k € Np}.
Dann liegt z in N, also ist N # &. Auflerdem ist N offen: Ist ndmlich wy € N, so
sind in der Potenzreihenentwicklung von h in wq alle Koeffizienten = 0, und das
bedeutet, dass h auf einer ganzen Umgebung von wy identisch verschwindet.

Andererseits ist auch G\ N offen, denn es gilt:

G\N = {ze G| IkeNymit h®(z) # 0}
= Jze@1nP(z) £ 0},
k

und das ist eine Vereinigung offener Mengen.
Da G ein Gebiet ist, muss G = N sein. "

Die Menge M, die im Satz vorkommt, kann z.B. eine kleine Umgebung U eines
Punktes zp € G sein. Der Identitéitssatz sagt: eine holomorphe Funktion auf G
ist schon durch ihre Werte auf U festgelegt. Das zeigt eine gewisse Starrheit der
holomorphen Funktionen. Wackelt man im Lokalen an ihnen, so wackelt stets die
ganze Funktion mit!

2.29. Folgerung

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht die Nullfunktion, so
ist die Nullstellenmenge {z € G | f(z) =0} in G diskret.

Die Cauchysche Integralformel zeigt, dass der Wert einer holomorphen Funktion in
einem Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt
sind. Noch deutlicher kénnen wir das durch die folgende Formel ausdriicken:

2.30. Mittelwerteigenschaft
Ist f holomorph auf dem Gebiet G, zy € G und D,(zy) CC G, dann ist

1 2w

f(z0) = o ), f(zo+re't)dt.
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Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchy-
sche Integralformel einzusetzen.

Bemerkung: Die Mittelwerteigenschaft findet man nicht nur bei holomorphen
Funktionen, sondern auch bei anderen Funktionenklassen.

Sei G C C ein Gebiet. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : G — R
heifit harmonisch, falls f,, + f,, = 0 ist. Fithrt man den Laplace-Operator

A durch Af = fy + f,, ein, so sind die harmonischen Funktionen diejenigen
Funktionen f € €%(G;R), die die Gleichung Af(z) = 0 erfiillen.

Man kann zeigen, dass jede harmonische Funktion Realteil einer holomorphen
Funktion ist. Der Beweis muss hier aus Zeitgriinden leider entfallen. Da mit ei-
ner Funktion f auch deren Konjugierte f die Mittelwerteigenschaft besitzt, und da
Re f = (f+f)/2ist, ergibt sich die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktio-
nen. Mit erheblich mehr Aufwand kann man sogar zeigen: Jede reellwertige stetige
Funktion, die die Mittelwerteigenschaft besitzt, ist harmonisch.

2.31. Maximumprinzip

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt |f| in G ein lokales
Mazimum, so ist f konstant.

BEwEls:  Wenn |f| in zp € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so
dass | f(2)] < |f(z0)| fiir |z — 20| < 7 ist.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt fiir 0 < o < r:

I .
Gl < 5 | 1o+ ee)lde < 1ol

Dann muss natiirlich iiberall sogar das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

2m
| Ut + o) = 1)) de =0,
0
Da der Integrand iiberall < 0 und p < r beliebig ist, folgt:

|f(2)] = |f(z0)| fiir |z — 20| < 7.

Also ist |f| auf D,(z) konstant, und dann natiirlich auch f selbst. Schlielich
wenden wir den Identitédtssatz an und erhalten, dass f auf ganz G konstant sein
muss. .

Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Eine nicht-konstante holomorphe Funktion nimmt nirgendwo in ihrem Definitions-
bereich ein lokales Mazimum an (worunter stets ein Maximum von |f| zu verstehen
wire).
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2.32. Folgerung

Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und holomorph auf G, so
nimmt | f| sein Mazimum auf dem Rand von G an.

BeEwEIs:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muss | f| irgendwo auf
G sein Maximum annehmen. Wegen des Maximumprinzips kann das nicht in G
liegen. Da bleibt nur der Rand. "

2.33. Minimumprinzip

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und ohne Nullstellen. Besitzt
|f| in G ein lokales Minimum, so ist f konstant.

Der triviale BEWEIS sei dem Leser iiberlassen (man betrachte die Funktion g :=

1/f).

2.34. Cauchy’sche Ungleichungen
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zy € G und r > 0 mit D,(zy) CC
G. Dann gelten die folgenden Abschditzungen:

1 10 < max |

r(20)

4 _
S < - i D :
2 17/(2)| < 5 max |7 fir = € Dyl

BewEIs: 1) folgt sofort aus dem Maximumprinzip.

2) Fiir z € D, /2(29) gilt die Cauchy’sche Integralformel

ro-5 Qe

B 27 Dy (20) (C - Z)2
Fiir ¢ € 9D,(zp) ist | — z| > r/2. Also ergibt die Standardabschitzung:

. f(©)
2 aD(z0) (¢ — 2)?

4
< = .
| or 811%%2)“'

Das ist die gewiinschte Ungleichung. .

2.35. Satz von Liouville
Ist f auf ganz C holomorph und beschrdnkt, so ist f konstant.



56 1 Funktionentheorie

BEwEIs:  Sei |f(z)| < C fiir alle z € C. Aus der zweiten Cauchy’schen Unglei-
chung folgt:
4 4C'
! < - < —, fii <r/2.
£ < 2 max|f| < 22, i 2] <1/
Lésst man r gegen Unendlich gehen, so erhilt man, dass f/(z) = 0 auf jeder festen
Kreisscheibe um Null ist, also sogar auf ganz C. Deshalb ist f selbst konstant. m

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten
und sich bewusst machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen wir in kurzer Zeit hergeleitet haben!

Definition

Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion.

Beispiele sind die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus, vor allem aber
die Polynome.

2.36. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BEwEIS:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1
ohne Nullstellen. Es sei p(2) = a,2" + 12" "' + -+ - + a1z + ag mit a,, # 0. Dann
ist f(z) := 1/p(z) eine ganze Funktion, und fiir z # 0 ist

1 1
f(Z):Z—n'm7

mit dem Polynom ¢(w) := a, + a,_yw + - - - + a;w™ ' + agw™. Wegen ¢(0) = a,, # 0
ist
: .1 1
Jim f(2) = lm = oy =0
Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion und nach Liouville konstant, im Ge-

gensatz zur Annahme. "

Hieraus folgt per Induktion, dass jedes Polynom vom Grad n > 1 genau n Null-
stellen (mit Vielfachheit gezdhlt) besitzt und daher in n Linearfaktoren zerféllt.

2.37. Konvergenzsatz von Weierstrafl

Ist (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf einem Gebiet G, die lokal
gleichmapig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f holomorph
und (f) konvergiert auf G lokal gleichmdfig gegen f'.
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BEwEIS: Die Grenzfunktion f ist auf jeden Fall stetig. Sei A ein abgeschlossenes
Dreieck in G. Dann konvergiert (f,,) auf 0A gleichméfiig, und man kann den Satz
iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung anwenden:

f(z)dz = lim fn(2)dz = 0.
GV

Also ist f nach dem Satz von Morera holomorph.

Sei zyg € G beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass es eine offene Umgebung U =
U(zg) C G gibt, so dass (f)) auf U gleichmifig gegen f’ konvergiert. Dazu sei
r > 0 so gewéhlt, dass D,(2) CC G ist, und dann U := D, /5(2) gesetzt.

Sei € > 0 vorgegeben. Fiir z € U und beliebiges n € N gilt:

4
! !

_ < Z. — 1l

122) = S < 5 max If, ]
Man kann ng so grofl wihlen, dass 8r[r)12%x)] fa—fl < Z - € fiir n > ng ist. Aber dann

r (20
ist |f,(2) — f'(2)] < e fiir 2 € U und n > ng. Das heifit, dass (f]) lokal gleichméfig
gegen f' konvergiert. n
Definition

1. Seien By, By zwei offene Mengen in C, f : By — C holomorph mit f(B;) =
Bs. f heifit biholomorph, falls f sogar bijektiv und f~! holomorph ist.

2. Eine holomorphe Funktion f : G — C heifit in 2y € G lokal biholo-
morph, falls es eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine offene
Teilmenge V' C C gibt, so dass f|y : U — V biholomorph ist.

3. f heiBt auf G lokal biholomorph, falls f in jedem Punkt z € G lokal
biholomorph ist.

Offensichtlich gilt: Ist G C C ein Gebiet und f : G — C injektiv und lokal biholo-
morph, so ist f(G) ebenfalls ein Gebiet und f : G — f(G) biholomorph.

2.38. Satz

FEine holomorphe Funktion f : G — C ist genau dann in zg € G lokal biholo-
morph, wenn f'(zy) # 0 ist.

BEWEIS:

1) Ist f(z9) = wp und f in z lokal biholomorph, so gibt es offene Umgebungen
U = U(z) und V = V(wy), sowie eine holomorphe Funktion g : V' — U, so dass

go fly =idy ist. Aber dann ist 1 = (g o f)(z0) = ¢'(wo) - f'(20), also f'(2) # 0.
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2) Sei umgekehrt f holomorph und f’(z9) # 0. Da f’ holomorph und damit ins-
besondere stetig ist, besitzt f auf einer offenen Umgebung U = U(z) eine reell
differenzierbare Umkehrung g.

Auf U ist f'(z) # 0. Sei z € U und f(z) = w. Dann ist Df(z) o Dg(w) = idc,
also f'(2) - Dg(w)(v) = v und Dg(w)(v) = (1/f'(2)) - v. Das ist eine C-lineare
Abbildung, also ist g in w komplex differenzierbar. "

2.39. Satz von der Gebietstreue

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung,
so0 ist auch f(G) ein Gebiet.

Bewels:  Sind u = f(2) und v = f(w) zwei Punkte in f(G), so kann man z und
w durch einen stetigen Weg « : [a, b] — G verbinden. Offensichtlich verbindet dann
foa:a,b = f(G) die Punkte v und v. Wir miissen also nur zeigen, dass f(G)
offen ist.

Sei wy = f(20) € f(G). Wir benutzen die holomorphe Funktion g : G — C mit
9(z) := f(2) — f(20), also g(z0) = 0. Es reicht zu zeigen, dass 0 innerer Punkt von
g(QG) ist. Daraus folgt, dass wy innerer Punkt von f(G) ist.

Mit f ist auch g nicht konstant. Nach dem Identitatssatz gibt es eine Kreisscheibe
D = D,(2) C G, so dass g(z) # 0 auf 9D ist. Sei € := mingplg| > 0. Wir
wollen zeigen, dass D.(0) ganz in g(G) enthalten ist. Ist w € D.(0) beliebig und
hy(z) == g(2) —w, 80 ist |hy(20)| = |w| < e. Fiir z € 9D ist andererseits |h,(2)] >

lg(2)| — |w| > 2¢ — e = €. Das bedeutet, dass |h,| ein Minimum in D annimmt.
Aus dem Minimumprinzip folgt nun, dass h,, eine Nullstelle in D besitzt. Also gibt
es ein z € D mit g(z) = w. Damit ist D.(0) C g(D) C g(G). =

Und jetzt kommt noch ein weiterer erstaunlicher Satz:

2.40. Satz
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und injektiv.
Dann ist f'(z) # 0 fir alle z € G, also insbesondere f : G — f(G) biholomorph.

BEwEIS: Da f’ holomorph und nicht identisch Null ist, ist die Menge
A={z€G: f'(z) =0}

diskret in G. Weiter wissen wir schon, dass f(G) ein Gebiet und f : G — f(G)

stetig und bijektiv ist.

Ist wy = f(20) € M := f(A), so kann man eine offene Umgebung U = U(zy) C G
mit U N A = {2} finden. Dann ist W := f(U) C f(G) offen und wy € W. Ist
w e WnN M, so gibt es Punkte z € U und @ € A mit f(z) = f(a) = w. Weil f
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injektiv ist, ist z =a € UN A, also z = zp und w = wy. Das bedeutet, dass M nur
aus isolierten Punkten besteht. Weil f(G)\ M = f(G\ A) offen ist, ist M in f(G)
abgeschlossen und damit diskret.

Die Abbildung f~!: f(G) — G ist sogar stetig: Sei wy € f(G), 20 = f~H(wy) € G
und ¢ > 0 vorgegeben, so dass U.(zy) C G ist. Dann ist f(U.(zp)) eine offene
Umgebung von wy in f(G). Es gibt also ein § > 0, so dass Us(wy) C f(U:(20))
ist. Fiir |w —wo| < 4§, also w € Us(wy), gibt es ein z € U.(zp) mit f(z) = w, also
fHw) = 2. Dann ist |f~(w) — f~Hwo)| = |2 — 20| < €.

Da f: G\ A — f(G)\ M bijektiv und lokal biholomorph, also sogar global

biholomorph ist, gilt: f~' : f(G) — G ist stetig und auBerhalb M holomorph.
Aber dann muss f~! sogar auf ganz f(G) holomorph sein. "

2.41. Satz

Sei G einfach-zusammenhdingend, F : G — C holomorph und injektiv. Dann ist
auch F(G) einfach-zusammenhdingend.

BEwEIs:  Wir wissen schon, dass G* := F(G) ein Gebiet und F : G — G*
biholomorph ist. Sei f holomorph auf G*. Dann ist (f o F') - F” holomorph auf G,
und es gibt eine Stammfunktion g von (foF)-F’ auf G. Die Funktion F'~! : G* — G
ist ebenfalls holomorph, und damit auch & := go F~!. Wegen ¢’ = (f o F) - F" ist

/ 1 — 1 .. *
R (w) =¢'(F 1(w))~m:f(w) fir w e G™.
2.42. Beispiel
237/12 +
G*
z > exp(z)
G
/12 +
In 2

Das (sternformige) Rechteck
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G={r+iy:0<z<In2und 7/12 <y < 237/12}
wird durch w = exp(z) biholomorph auf einen aufgeschlitzten Kreisring
G*={re'' : 1 <r<2und /12 < t < 237/12}
abgebildet. Also ist G* einfach-zusammenhéngend.

Der komplette Kreisring K := {re'® : 1 <r < 2und 0 <t < 27} ist nicht
einfach-zusammenhéngend, denn die auf K holomorphe Funktion f(z) :=1/z
besitzt keine Stammfunktion.



