1.6 Implizite Funktionen

Wir werden uns jetzt mit nichtlinearen Gleichungen beschéftigen,
f(x) =0,

wobei £ = (f1,..., fim) stetig differenzierbar auf einem Gebiet G C R" und m <
n ist. Dann hat man m skalare Gleichungen fiir n = m + k Variable, & > 0,
also ein ,,unterbestimmtes System“. Die Losungsmenge sollte sich unter geeigneten
Voraussetzungen durch £ Parameter beschreiben lassen.

Wir betrachten zunéchst ein einfaches Beispiel:

Sei f:R? — R definiert durch f(z,y) := 2? + y* — 1. Dann ist
{(z,9) eR® : fla,y) =0} ={xeR*: x| =1} = 5"

der Einheitskreis.

Die Gleichung f(z,y) = 0 kann nach y aufgelost werden: y = ++/1 — 22. Die Wahl
des Vorzeichens héngt davon ab, ob man sich in der oberen oder in der unteren
Halbebene befindet. Wir interessieren uns fiir Auflésungen, die sich nicht nur auf
einen Punkt beziehen, sondern auf einer ganzen Umgebung als differenzierbare
Funktion dargestellt werden konnen. Ist y > 0 oder y < 0, so leisten dies die

Funktionen y = g, (z) := V1 — 22 bzw. y = g_(x) := —v/1 — 22.

S! sieht also in der Nihe eines Punktes (a,b) mit a # 41 wie der Graph einer
differenzierbaren Funktion aus: Es gibt eine Umgebung U = V' x W von (a, b), so
dass gilt:
{(z,y) e U| flz,y) =0} = {(z, 9(x)) [z € V}.

In den Punkten (1,0) und (—1,0) funktioniert das nicht. Da der Kreis dort eine
vertikale Tangente besitzt, sieht er in diesen Punkten nicht wie ein Graph aus.
Wenn wir jedoch den Kopf um 90° drehen, dann haben wir wieder lokal einen
Graphen, allerdings den Graphen einer Funktion x = h(y). Tatséchlich ist dort
h(y) = £4/1 — 32, und nun sind die Punkte (0,1) und (0, —1) ausgeschlossen, in
denen der Kreis eine horizontale Tangente besitzt.

Man kann sehr leicht die Ableitung der Funktion y = g¢,(z) berechnen. Da
f(z, g+ (x)) = 0 ist, folgt mit der Kettenregel:
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0= o) 1+ o) o)

also
/ o _fw(SE,ng(.T)) o 2z - X

S e @) T @ s

Die Umformung ist in der Ndhe von Punkten (a,b) € S mit a # +1 mdglich,
denn f,(z,g+(z)) = 2¢+(z) verschwindet in der Ndhe von (a,b) = (a,g+(a)) =
(a,v1 — a?) nicht. Die Bedingung ,, f,(a,b) # 0 ist gerade die Bedingung fiir die
Auflosbarkeit nach y. Sie bedeutet, dass V f(a,b) nicht horizontal und daher die
Tangente an den Kreis nicht vertikal verlauft.

Nun betrachten wir noch ein anderes Beispiel, die Gleichung

z® + y° = 62y.

Dadurch wird auch eine ebene Kurve beschrieben, die man als kartesisches Blatt
bezeichnet. Hier ist eine Auflosung y = y(x) oder z = x(y) zumindest recht schwie-
rig. Nehmen wir einmal an, die Gleichung sei auflésbar und die Auflosung y = f(x)
sei differenzierbar (was natiirlich noch zu zeigen wére). Dann wére

2+ f(z)® = 6z f(),
also 327+ 3f(2)*f'(x) = 6f(x)+6x- f'(x).

Diese Gleichung lasst sich leicht nach f'(x) auflosen, es ist

! _x2_2f(x)
f(@—m-

Der Punkt x := (3, 3) liegt offensichtlich auf der Kurve und es ist f/(3) = —1. Das
ist auch die Richtung der Tangente an das kartesische Blatt in xq.

Artesisches Blatt

f /
|
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Man kann also Ableitungen der implizit gegebenen Funktion berechnen, ohne die
Funktion selbst zu kennen. Die Auflésbarkeit und die Differenzierbarkeit der im-
pliziten Funktion wollen wir jetzt in einem allgemeineren Kontext untersuchen.

Wir betrachten ein Gebiet G C R® = RF x R™ und eine stetig differenzierbare
Abbildung f = (f1,..., fm) : G — R™, also ein System von m nichtlinearen Glei-
chungen fiir k+m Variable. Die Gleichungen schaffen Abhéngigkeiten zwischen den
Variablen. Es gibt dafiir viele Moglichkeiten, wir untersuchen hier der Einfachheit

halber zunédchst nur die Situation, dass die Variablen x4, ..., T, differenzierbar
von den Variablen zq, ..., x; abhédngen.
Den Satz der ersten k Variablen xq,...,z; fassen wir zu einem Vektor x, den
der folgenden m Variablen zj.q,..., 21, zu einem Vektor y zusammen. Dann
definieren wir:
o o of . o
of 8751 8(?:,C of 8:}0%1 8x;?+m
8_ = : : und @_ = : :
x Ofm Ofm Y Ofm O fom
0, Oxy, 0T 41 OTym
Damit ist

i) = (e | Gx))

Damit die gemeinsame Nullstellenmenge N = {(x,y) € G : f(x,y) = 0} in
der Nihe eines Punktes (x9,yo) € N lokal wie der Graph einer Abbildung y =
g(x) aussieht, darf sie in (x,yo) keine vertikale Tangente besitzen. Das wiederum
bedeutet (da N Niveaumenge von f ist), dass kein vertikaler Vektor (0,b) mit
b # 0 simultan auf allen Gradienten V f;(xq,¥y0), ¢ = 1,...,m, senkrecht stehen
darf. Und das bedeutet, dass

of

@(XO,YO) b’ # 0’

fiir alle b # 0 gelten muss.

Ein Gleichungssystem der Gestalt A-z" = 0 mit einer Matrix A € M,,,,,(R) hat
genau dann nur die triviale Losung, wenn A regulér ist. Angewandt auf das obige

f
Problem bedeutet das, dass det a—(XO, ¥o) # 0 sein sollte.

dy
Aus der Gleichung f(x, g(x)) = 0 folgt dann mit der Kettenregel:
of of
0= a_X(X’g(X)) By + g(xvg(x)) ’ Jg(x)7

also
) = (G 0x g+ g0
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of
Wegen der Regularitét von > in (xg,yo) (die dann auch noch in benachbarten

Punkten bestehen bleibt) geht das. Man beachte hier die Reihenfolge bei der Ma-
trizenmultiplikation!

6.1. Satz iiber implizite Funktionen
Auf dem Gebiet G C R™ sei das Gleichungssystem f(x,y) = 0 gegeben. Ist
f

f(x0,y0) = 0 und die Matrix g—y(xo,yo) € Mym(R) regulir, so gibt es Umge-
bungen U(xg), V(yo) mit U x V. C G und eine stetig differenzierbare Abbildung
g:U —V, so dass gilt:

1. g(xg) = yo.

2. Fir (x,y) e U xV gilt: f(x,y) =0 <— y=g(x).

Insbesondere ist f(x,g(x)) =0 firx e U.

3. Esist Jg(x) = — (g—}f,(x,g(x)))_ . %(X,g(x)) auf U.

BEWEIS:  Sei n := k + m. Der Trick besteht darin, den Raum um (xg, yo) herum
so differenzierbar zu verbiegen, dass aus den Niveaumengen

N(f) :={(z1,...,2n) ¢ fi(zr, ... xn) =c1, ooy frn(@T1, . 20) = Cm}
Ebenenstiicke der Gestalt

E={(x1, .. %k, Zka1y--s2n) © Zkt1 =Cly -+ s Zn = Cm}

werden. Zu diesem Zweck definieren wir F : B — R" durch

F(x,y) = (x,f(x,y)).

_
injektiv

d
F [

\

<

L f——¢ z=20

f=0

Die Punkte behalten bei dieser Transformation ihre x-Komponente, wiahrend ihre
y-Komponente durch den Wert von f ersetzt wird. Das funktioniert nur, wenn ver-
schiedene Punkte einer betroffenen Niveaufliache auch verschiedene x-Komponenten
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besitzen, wenn also die Niveaufliche keine vertikale Tangente besitzt. Dafiir brau-

of
chen wir die Regularitit von a—(xo,yo). Ein Fall, bei dem es schiefgeht, konnte
y

folgendermaflen aussehen:

F
_

A T
\\_/

nicht injektiv

Wir zeigen jetzt, dass F unter den Voraussetzungen des Satzes in der Ndhe von
(x0,y0) ein Diffeomorphismus ist. Tatséchlich ist

of ’
g (X07 Yo)

JF(XOQ’O) = af

&(X()v YO)

und daher

of
det Jp(x0, yo) = det a—y(xo,yo) £ 0.

Das bedeutet, da8 F in (x¢,yo) lokal umkehrbar ist. Wir setzen H := F~! (in der
Néhe von F(xg,y0) ). Weil F die ersten £ Komponenten unverdndert ldsst, gilt das
Gleiche fiir H. Also hat H die Gestalt

H(u,v) = (u,h(u,v)),

mit einer differenzierbaren Abbildung h.

Ist f(x,y) = 0, so ist F(x,y) = (x,0), also (x,y) = F7!(x,0) = H(x,0) =
(x,h(x,0)). Deshalb setzen wir

g(x) := h(x,0).

Offensichtlich ist g stetig differenzierbar. Ist f(x,y) = 0, so ist nach Konstruktion
y = g(x). Und umgekehrt ist

f(x,g(x)) = f(x,h(x,0)) = f(F'(x,0)) = 0.

Die Gleichung f(xg,yo) = 0 ergibt die Beziehung y, = g(x). Die Formel (3) haben
wir schon bewiesen. Wahlt man die Umgebungen U und V klein genug, so ist alles
gezeigt. "



6 1 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Bemerkung: Der Satz iiber implizite Funktionen ldsst sich immer anwenden,
sobald eine m-reihige Unterdeterminante von Jg(xg,yo) existiert, die nicht ver-
schwindet. Nach einer Vertauschung der Koordinaten sind die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt. Dann wendet man den Satz an und bekommt eine implizite
Funktion. AnschlieBend macht man die Koordinatenvertauschung riickgéngig.

6.2. Beispiele

A. Betrachten wir noch einmal den Kreis

S'={(z,y) | fla,y) =2 +y* =1 =0}

Fiiry # 0 (also z # £1) ist g—f(x, y) = 2y # 0. Also kann man den Satz iiber
Y

implizite Funktionen anwenden und die Gleichung f(x,y) = 0 lokal nach y
auflosen: y = g(x). Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt hier:

Jo) = L@o@) e
@) i@ Vi

Leider ist die Auflésung nicht immer so schén konkret durchfiihrbar!

B. Sei f(x,y) = 2*(1 — 2*) — y* | . Die Kurve C := {(x,%) | f(x,y) = 0} nennt

man eine Lemmniskate:

Wir berechnen die partiellen Ableitungen:

fo(zy) = 22 —42° = 22(1 — 22%),
f Y (.1' ) y) = _2y'
Im Nullpunkt ist die Gleichung iiberhaupt nicht auflésbar. Das liegt anschau-

lich daran, dafl der dort auftretende Kreuzungspunkt aus keiner Richtung wie
ein Graph aussieht.

In den Punkten (1, 0) und (—1,0) ist jeweils f,(z,y) = 0, also keine Auflgsung
nach y moglich. Allerdings ist dort f,(x,y) # 0, wir konnen also lokal nach z
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auflosen. Das ist hier sogar konkret moglich, die Gleichung z* — 22 + 9% = 0

fihrt auf |
x:ié\/Z:I:Z\/l—élyQ.

Lisst man y gegen Null gehen, so muf 22 gegen 1 streben. Das schliefit unter
der ersten Wurzel das Minus—Zeichen aus, und man bekommt:

1
r = +§\/2+2\/1—4y2 bei (1,0)
1
und z = —5\/2+2\/1—4y2 bei (—1,0).

In allen anderen Punkten ist f,(x,y) # 0, denn wenn y = 0 und f(z,y) =0
ist, dann kann nur z = 0 oder x = 41 sein. Dann ist

y::i: 12(1_'%2)7

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob man sich gerade in der oberen oder
in der unteren Halbebene befindet.

Rechnen wir noch im Falle der oberen Halbebene die Ableitung von y = g(z)

aus:
_fx(x,g(x)) _ 2z -— d®  x(1 - 22?)

9@ = F @) - %) i)

Diese Beziehung gilt natiirlich nicht bei z = 0. Fiir 0 < z < 1 ist ¢’(z) =0
genau dann erfiillt, wenn 1 — 222 = 0 ist, also # = %\/5 Dort ist y = %
Offensichtlich liegt ein Maximum vor, und mit dieser Information kann man
schon eine recht gute Skizze der Lemniskate erstellen.

Wir wollen im Folgenden Flichen beliebiger Dimension im R™ untersuchen.

Detfinition

Sei B C R" offen, 0 < ¢ < n und p := n — q. Eine Teilmenge M C B heifit
eine p-dimensionale glatte Fliache (oder Untermannigfaltigkeit), falls es
zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U = U(a) C B und stetig diffe-

renzierbare Funktionen fi,..., f, : U — R gibt, so dass gilt:
L. MNU={x€eU: fi(x)=...= f,(x) =0}

2. Die Vektoren Vfi(x),...,Vf,(x) sind in jedem Punkt x € M N U linear

unabhéngig.

Die Zahl ¢ nennt man die Codimension von M. Ist ¢ =1 (also p =n — 1), so

nennt man M eine glatte Hyperfldche.

Bemerkung: Ist p =1, so spricht man von einer glatten Kurve.
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6.3. Satz

Ser B C R" offen und M C B eine p-dimensionale glatte Fliche. Dann gibt es
zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U = U(a) C B, eine offene Menge
P C RP und eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : P — R"™, so dass gilt:

1. @ ist injektiv und o(P) = M NU.
2. rgJ,(u) =p fir alleu € P.
3. Ist ug € P und u, € P eine Folge mit lim ¢(u,) = p(uy), so ist auch

lim u, = ug.

V—00

BEWEIS: Sei a € M und ¢ := n — p. Dann gibt es eine offene Umgebung W =
W (a) C B und stetig differenzierbare Funktionen fi,..., f, : W — R, so dass gilt:

L. MNW={xeW : fi(x)=...= f,(x) =0}.

2. Die Vektoren Vfi(x),...,Vf,(x) sind in jedem Punkt x € M N W linear
unabhéngig.

f:= (fi,...,[f,) ist eine stetig differenzierbare Abbildung von W nach R?. Nach
Voraussetzung ist rg Je(a) = ¢. O.B.d.A. kann man annehmen, dass

(e (@) o (f1)za(a)
det : : #0

Sy (@) (f)en(a)

ist. Setzen wir x’' := (x1,...,2,) und x” := (Tp41,...,2y,), so gibt es nach dem
Satz iiber implizite Funktionen eine Umgebung U = U(a’) C RP, eine Umgebung
V = V(a”) C R? und eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V, so dass
(UxV)INMnW)={(x',x") e UxV : x" =g(x')} ist. Dabei kann man U und
V' so klein wahlen, dass U x V' C W ist.

Nun kann man P := U und ug := a’ setzen und ¢ : P — R"™ definieren durch
p(u) := (u,g(u)). Dann ist offensichtlich ¢ injektiv und ¢(P) = (U x V)N M.

Auflerdem ist
1
Jo(u)=|———1,
CP( ) (J<P(u)>

Sei schlieSlich uyg € P und u, € P eine Folge mit

also rg J,(u) = p fiir u € P.

(10, 8(10)) = p(wp) = lim p(u,) = lim (u,, g(u,))

Dann ist auch lim u, = uy. "

V—00
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Bemerkung: Man nennt ¢ eine lokale Parametrisierung von M in a.

Aussage (3) bedeutet, dass die Umkehrabbildung ¢! : ¢(P) — P stetig ist.

Ist p = 1, so liegt eine glatte Kurve vor. Die Rangbedingung bedeutet, dass die
Ableitung der Parametrisierung nicht verschwindet. Das stimmt mit der fritheren
Definition einer glatten Kurve iiberein.

6.4. Beispiele

A.

Sei f: R"\ {0} — R definiert durch f(z1,...,2,) =22+ -+2z2 —1. Dann
ist S"71 = f71(0) = {x € R" : ||x|| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphére. Sie
ist eine glatte Hyperfliche, weil V f(x) = 2x # 0 in jedem Punkt x € ™!
gilt. Im Falle n = 2 erhélt man den Einheitskreis.

Sei a € R", a # 0, sowie ¢ € R. f : R" — R sei definiert durch f(x) :=
x+a—c. Dann nennt man H := {x : f(x) = 0} eine affine Hyperebene. Weil
Vf(x) = aist, ist H auch eine glatte Hyperfliche.

Sei B C R" offen, f: B — R stetig differenzierbar, so dass S := f~1(0) eine
glatte Flache ist. Ist I C R ein offenes Intervall und ¢g : B x I — R definiert
durch g(x,t) := f(x). Dann ist g7}(0) = S x I ebenfalls eine glatte Fliche,
der Zylinder tiber S.

Wir kommen noch einmal auf die Lemniskate von Gerono® zuriick:
23 (1 - 2?) —y* = 0.

Sie kann durch « : (—7/2,37/2) — R? mit a(t) := (cost,costsint) parame-
trisiert werden. Dabei gibt es folgende Zuordnung:

0~ (1,0), =w/2+ (0,0), m+ (—1,0).

~

o/

Die Folge t, := —7/2 + 1/v konvergiert gegen —m/2, aber a(t,) konvergiert
gegen (0,0) = a(7/2). Daher ist die Lemniskate keine glatte Kurve.

'Noch populirer als die Lemniskate von Gerono ist die Lemniskate von Bernoulli:
(22 +9%)? — (2% — y?) = 0. Eine Parametrisierung ist gegeben durch = acost/2 cos(2t) und

y = asinty/2 cos(2t).
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Definition

Sei B C R"™ offen, g = (g1,.-.,9m) : B — R™ stetig differenzierbar und
rg Jg(x) = m fir alle x € B. Weiter sei M := {x € B : g(x) =0}, a € M,
U(a) C B eine offene Umgebung und f : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. f hat in a ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum )
unter den Nebenbedingungen

g1(x) = ... = gn(x) =0,

falls es eine offene Umgebung V' = V(a) C U gibt, so dass f(x) < f(a) (bzw.
f(x) > f(a)) fir alle x € VN M ist.

6.5. Satz (Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren)

Sei B C R"™ offen, g = (g1,-..,9m) : B — R™ stetig differenzierbar und
1g Jg(x) = m fir alle x € B. Weiter sei g(a) = 0, U = U(a) C B eine of-
fene Umgebung und f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Hat f in a ein relatives Fxtremum unter den Nebenbedingungen
g1(x) = ... =gn(x) =0,
so gibt es Zahlen A1, ..., N\, € R, so dass gilt:

Vfi@) =X -Vag(a)+--+ A\pn - Vgn(a).

Die Zahlen Ay, ..., A\, nennt man Lagrange’sche Multiplikatoren. Man beach-
te, dass es sich hier nur um ein notwendiges Kriterium handelt! Die Punkte, in
denen die angegebene Bedingung erfiillt ist, konnen Extremwerte sein. Ob sie es
wirklich sind, muss man mit anderen Mitteln feststellen.

BEWEIS:  Sei M C B C R" die (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit, die
durch die Nebenbedingungen gegeben ist. Hat f|y; in a € M ein lokales Extremum
und ist ¢ eine Parametrisierung fiir M mit p(ug) = a, so ist f o ¢ differenzierbar
und hat ein Extremum in ug.

Dann ist 0 = V(f o ¢)(ug) = Vf(a) - Jy(ug). Der Losungsraum des linearen
Gleichungssystems

w-Jyo(ug) =0 (fir we R")
hat die Dimension n —rg J,(ug) =n — (n —m) = m.

Weil g, 0 p(u) = 0 fir p = 1,...,m gilt, ist auch Vg,(a) - J,(up) = 0 fiir alle
p. Das bedeutet, dass die Gradienten Vg, (a) allesamt Losungen des obigen Glei-
chungssystems sind. Weil sie aulerdem linear unabhéngig sind (wegen der Gene-
ralvoraussetzung: rg Jg(x) = m auf M), bilden sie eine Basis des Losungsraumes.
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Damit ist klar, dass V f(a) eine Linearkombination von Vg;(a),...,Vgnu(a) ist,
d.h., es gibt Zahlen \y,..., \,,, so dass

ist.

Vi@ =) A\ Vgu(a)

6.6. Beispiele

A. Wir suchen den maximalen Wert, den f(x,y,z) := 3z + 2y + z unter den

Nebenbedingungen  — y + 2z = 1 und 2% + ? = 1 annimmt. Diese Nebenbe-
dingungen beschreiben den Schnitt einer Ebene mit einem Zylinder, also eine
schriag im Raum liegende Ellipse.

Sei g(x,y,2) :==x —y+2z—1und h(x,y, z) := 2*> + y*> — 1. Dann ist

1 —1 1
J(g,h)(mayaz) = ( 2 2y 0 ) )

Da unter den Nebenbedingungen nicht x = y = 0 gelten kann, hat J, )
den Rang 2. Die Ellipse ist kompakt und f ist stetig. Also nimmt f irgend-
wo auf ihr sein Maximum an. Wegen des Satzes von den Lagrange’schen
Multiplikatoren gibt es dann Konstanten A und p, so dass Vf(z,y,2) =
A Vyg(z,y,2) + pn- Vh(x,y, z) ist, also

A 2ur =3, —A+2uy=2 und A=1.
Das ergibt die Gleichungen z = 1/p und y = 3/(2p).

Die Nebenbedingungen dienen als weitere Bestimmungsgleichungen. Also ist

3.2 13 1
1= (;) + (ﬂ) = 4—}12 und daher p = 15\/ 13.
Als Kandidaten fiir Extremwerte erhalten wir somit
(23, ETE DR O
T A13 VI3 V13 V13T /13 V137

Esist f(x+) =1+ V13 und f(x-) =1—+/13. Damit ist klar, dass f bei x
seinen grofiten Wert annimmt, ndmlich 1 4+ /13.

und x_ = (

. Sei h(x) :=x1 - x9- -2, und

M={x:z;4+ -+xz,=1und z, > 0 fir alle v}.

Die stetige Funktion ~ nimmt auf der kompakten Menge M ihr Maximum
an, und dies muss schon in M liegen (denn h verschwindet auf dem Rand
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von M). Setzen wir f(x) :=x1+---+x, —1,s0ist Vf(x) = (1,1,...,1) in
jedem Punkt x, und es ist

Vh(x) = (H Tiye oo, Hxl)

i#1 i#n
Wenn h auf M in a = (ai,...,a,) sein Maximum annimmt,? dann muss es
ein A € R geben, so dass H a; = A fiir alle j gilt. Das ist nur méglich, wenn
i#]
a; =...=ay, ist, denn alle a; sind > 0, und es ist a;/a; = A\/A =1 fiir alle i

und j. Da auflerdem a; + - - - + a,, = 1 ist, folgt:

Go)

a=(—...,— .

n n

Damit sind wir fertig, aber dieses Ergebnis hat noch eine interessante Kon-
sequenz. Es ist ja

h(x) < h(a) = (1>n fiir alle x € M.

n
Sind nun %4, ...,t, beliebige positive reelle Zahlen, so gilt:
t tn
t = ! A e M.
ty+ -+ ity t+ e+t
ty -ty 1\"
Dann ist ! < (— , und daher
(t1+ -+ t)" n

p/_tl...tng—tlerH".

n

Das ist die

Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem
arithmetischen Mittel.

2Man beachte, dass hier die Nebenbedingung durch f gegeben wird, wihrend h die Funktion
ist, deren Extrema gesucht werden!



