1 Differentialrechnung in mehreren
Variablen

1.1 Die Geometrie euklidischer Raume

Zur Erinnerung Die Elemente des R™ schreiben wir normalerweise als Zeilenvek-
toren:
x = (21, ..., Ty).

Kommen Matrizen ins Spiel, so ist manchmal die Spalten-Schreibweise vorteilhaf-

ter:
X

[x] =x' =

Tn

Ist M,, m(R) der Raum der Matrizen mit n Zeilen und m Spalten und A € M,, ,,(R),
so induziert A eine lineare Abbildung f4 : R™ — R™ durch [f4(x)] := A - [x], in
Zeilenschreibweise also

fax)=(A-x")T=x-A".

Dabei steht der Punkt fiir die Matrizenmultiplikation.

Das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren v, w wird durch
VewW =V W = Zvywy,
v=1

erklért, die euklidische Norm eines Vektors v durch

vl i= (v )2 = o /forP -+ (o)

Neben dem R"™ und dem Matrizenraum M, ,,,(R) werden wir auch mit anderen
Vektorrdaumen zu tun haben, z.B. mit Unterrdumen des R™. Sind V' und W zwei
beliebige R-Vektorraume, so bezeichnen wir mit L(V, W) den Raum der linearen
Abbildungen von V nach W.

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der ,, Topologie“ des R” und allgemeinerer
Vektorraume beschéftigen. Das Wort ,, Topologie“ kommt vom griechischen ,,topos“
und bedeutet ,Ort*, ,Stelle“ oder ,Raum*. Es geht also um die Wissenschaft vom
Raum und der Lage der Dinge zueinander.
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Definition

Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Funktion N : V — R mit
folgenden Eigenschaften:

1. N(v) >0 fiir jedesv € V,und N(v) =0 < v =0,
2. N(av)=|a|-N() fira € Rund v € V,
3. N(v+w) < N(v) + N(w) fir v,w € V (Dreiecks-Ungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein Vektorraum V', auf dem eine Norm gege-
ben ist.

1.1. Beispiele

A. Die kanonische euklidische Norm auf dem R", gegeben durch [|v| := /v v,
kennen wir schon.

B. Fir v = (vy,...,v,) € R" sei die Maximumsnorm definiert durch
Y 9
|v| := max |v;].
i=1,...,n

Offensichtlich sind die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, und es ist

|v + w| = max|v; + w;| < max(|v;| + |w;]) < max|v;| + max|w;| = |v| + |w].
(A T 1 (A

C. Ist I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, so ist der Raum V := €°([)
der stetigen Funktionen auf I ein Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen
Vektorraum. Durch

[f1l7 := sup{|f(z)| : = € I}

wird eine Norm auf V' eingefiihrt.

Ist V ein Vektorraum mit einer Norm N, so versteht man unter der (offenen) Kugel
mit Radius » um zy (beziiglich der Norm N) die Menge

B.(xo) :={z €V : N(x —xz9) <r}.

Die ,Kugel® beziiglich der Maximumsnorm, {x = (z1,...,x,) € R" : |[x| < r} =
(—r,7) X ... x (=r,r), ist in Wirklichkeit ein Wiirfel.

Definition

Sei V' ein Vektorraum mit Norm N. Eine Folge (z,) von Punkten in V' konver-
giert (beziiglich N) gegen einen Punkt zy, falls es zu jedem € > 0 ein 1y gibt, so
dass fiir alle v > vy gilt: N(x, — x¢) < . Man schreibt dann: lim z, = z.

V—00
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Man kann auch sagen: (z,) konvergiert gegen x, falls N(x, — x¢) gegen 0 konver-
giert. In R ergibt das den bereits bekannten Konvergenzbegriff. Genau wie dort
folgt auch, dass der Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

— ()
Ist x, = (2", ..

Punkt, so ist

.,x;;)) eine Punktfolge im R™ und xo = (z{” .,xf)) ein fester

1 9"

I = xoll = /(@ = 2)2 - + (@) = 2)2,
Die Zahlenfolge |x, — xo|| konvergiert offensichtlich genau dann gegen 0, wenn
|2 — 29| fiir jedes i gegen Null konvergiert. Also konvergiert die Punktfolge (x,)
genau dann beziiglich der kanonischen euklidischen Norm gegen x(, wenn die Kom-
ponenten xg”) jeweils gegen x;‘” konvergieren.

Nicht alle Grenzwertsétze lassen sich iibertragen, aber einige (wie etwa der iiber
die Summen von Folgen) gelten sinngemifi wie in R und werden auch genauso
bewiesen.

Wir haben nun das Problem, dass viele Aussagen von der benutzten Norm
abhéngen. Das ist sehr lastig, und deshalb fithren wir den folgenden Begriff ein:

Zwei Normen N; und Ny auf einem beliebigen Vektorraum V' heiflen dquivalent,
falls es Konstanten ¢, ¢* > 0 gibt, so dass gilt:

¢ - Ni(v) < No(v) < - Ny(v) fiir allev € V.
Es handelt sich dabei wirklich um eine Aquivalenzrelation:
1. Offensichtlich ist jede Norm &quivalent zu sich selbst.
2. Ist ¢+ Nyi(v) < Ny(v) < ¢* - Ny(v) fiir alle v € V', so ist auch

L Nyw) < M) <

c* -

- No(v)  fiir allev € V.

Q-

Das liefert die Symmetrie.

3. Ist ¢« Ni(v) < No(v) < ¢* - Ni(v) und d - Na(v) < N3(v) < d* - Ny(v) fiir alle
v eV, soist

(cd) - Ny(v) < N3(v) < (¢"d*) - Ny(v) fir allev € V.

Also ist die Relation transitiv.

1.2. Beispiel

Wir betrachten die beiden Normen N;(x) = [|x|| und No(x) = |x| auf dem
R". Dann ist
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I* = Joa* 4+ e < 0 (maxl])?
und  max|z;| = (max|z;])2 < ]|z 24 + |za]2,
n=2:

1
also N x| < || < Il /
Die euklidische Norm und die Ma- r 5
ximumsnorm sind demnach aqui- k /T
valent.

Die Aquivalenz bedeutet, dass jede Kugel in der einen Norm eine Kugel beziiglich
der anderen Norm enthélt und in einer entsprechenden gréfieren enthalten ist. Des-
halb héngen die folgenden Definitionen nicht davon ab, ob man die euklidische
Norm oder die Maximumsnorm verwendet.

Definition

Ein Punkt xy € R" heifit Haufungspunkt einer Folge von Punkten x,, falls in
jeder Kugel um xy unendlich viele Folgenglieder liegen.

Eine Menge M C R"™ heifit beschrdnkt, falls es ein R > 0 gibt, so dass M in
der Kugel Bg(0) enthalten ist. Eine Folge im R™ heiit beschrdnkt, wenn die Menge
ihrer Glieder beschréinkt ist. Auch hier gilt:

1.3. Satz von Bolzano-Weierstraf3

Jede beschrinkte Folge (x,) im R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Es gibt ein R > 0, so dass alle x, = (2!",...,2!) in Bpr(0) liegen.

Aber dann liegen sie erst recht in [™ = I x ... x I, mit [ := [—R, R]. Die Folge x(l”)

besitzt eine konvergente Teilfolge z!"""” mit einem Grenzwert ' € I, die Folge

(0)

(v(ig
5 €1, usw.

5 "’ mit einem Grenzwert x

x;”(”)) besitzt eine konvergente Teilfolge x

SchlieBlich erhélt man eine Teilfolge (x,(;,)) von (x,), die gegen xo = (z\”, ..., 2'")
konvergiert.

Die Aquivalenz von euklidischer und Maximumsnorm ist kein Zufall.

1.4. Satz

Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass eine beliebige Norm N &quivalent zur Maxi-
mumsnorm ist.
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Jeder Vektor x € R" besitzt eine eindeutige Darstellung x = x1e; + - -+ + x,€,.
Daraus folgt die Bezichung N (x) < |z1| - N(e1) + -+ + |z,| - N(e,) < ¢ - x|, mit
¢ :=N(e1)+ -+ N(ey).

Wir nehmen nun an, es gibt kein ¢ > 0, so dass ¢ |x| < N(x) fiir alle x ist. Dann
gibt es zu jedem v € N ein x, mit |x,| > v - N(x,), also

Xy

1
N(YV) < -, fiir y, =
1%

%, |

Weil |y, | = 1 ist, ist die Folge (y,) beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfol-
ge. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass (y,) schon
selbst gegen ein yo (in der Maximumsnorm) konvergiert. Dann konvergiert aber
|y, — yo| gegen Null. Aulerdem ist

N(yo) = N(yo—y.,+¥,) < N(yo—y.,) +N(y,)
. 1
S & '|YO_YV|+;'

Da die rechte Seite gegen Null konvergiert, ist N(yo) = 0, also yo = 0. Aber
andererseits ist

1=y, =lyo+ (yo —yo)| <l|yol + |y, — ¥ol-

Das ergibt einen Widerspruch. "

Wir fassen noch einmal zusammen, was die Aquivalenz von Normen bedeutet:

1.5. Satz

Die Normen Ny und Ny auf dem Vektorraum V seien dquivalent. Dann folgt:

1. Zu jedem Radius ry > 0 gibt es einen Radius ro > 0, so dass gilt:
{z eV : Ny(z) <} C{x eV : Ni(z) <r},
und umgekehrt.

2. Konvergiert eine Folge (x,,) in V beziiglich Ny gegen einen Grenzwert xg, so
konvergiert (x,) auch beziiglich Ny gegen o, und umgekehrt.

Der BEWEIS ist offensichtlich.

Definition

Sei E ein reeller (oder komplexer) Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf E ist
eine Funktion, die je zwei Vektoren v,w € F eine reelle (bzw. komplexe) Zahl
(v]w) zuordnet und folgende Eigenschaften besitzt:



1 Differentialrechnung in mehreren Variablen

1.

(vi+vo | W) = (v |W) + (vo | W) fiir vi,vo, W € E,

2. (av|w)=a-(v|w) fir « € R (bzw. in C) und v,w € E,

3. (w|v)=(v|w) fir v,w € E.

4. Ist v # 0, so ist (v |v) > 0.

Unter einem euklidischen Raum (bzw. einem unitdren Raum) verstehen
wir einen reellen (bzw. komplexen) Vektorraum mit einem Skalarprodukt.

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum ist also eine symmetrische Bili-
nearform, die zusétzlich positiv definit ist (Eigenschaft (4)). Im komplexen Fall
nennt man eine Funktion mit den Eigenschaften (1) bis (3) eine hermitesche
Form. Auch sie wird zum Skalarprodukt, wenn sie positiv definit ist.

Im reellen Fall ist (w|v) = (v|w) fiir v,w € E. Im komplexen Fall ist (v|v) stets
reell und (v|aw) =a- (v|w) fir a € Cund v,w € E.

1.6. Beispiele

A.

B.

Das Skalarprodukt (x,y) — x+y bezeichnet man als das kanonische Ska-
larprodukt auf dem R™.

Das kanonische ,,hermitesche* Skalarprodukt auf dem C" wird gege-
ben durch

n
<v|w> = Zv,,@,,.

r=1

. Ist f = g+ ih eine stetige komplexwertige Funktion iiber [a, b] C R, so setzen

WIr b o
<flg> = / F(0)g() dt

Offensichtlich liefert das eine hermitesche Form auf dem Raum der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf [a, b], und es ist

b
<flf> z/ |f(t)*dt > 0 fiir alle f.
Ist eine stetige Funktion f : [a,b] — C nicht die Nullfunktion, so gibt es ein
to € [a,b] mit f(ty) # 0, und wegen der Stetigkeit gibt es ein € > 0, so dass

f(t) # 0 auf U.(tg) Na, b] ist. Dann nimmt | f| auf {t € [a,b] : |t —to| < e/2}
ein Minimum ¢ > 0 an, und dort ist | f| > § . Daraus folgt:

b
<f\f>:/ |f())?dt > 6*-¢/2>0.

Also liegt sogar ein Skalarprodukt auf C%([a, b]; C) vor.
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1.7. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Sei E ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann gilt fir v,w € E :

(w]w)* < (v]v) - (w]w).

BEWEIS:  Sei a := (v|v), b:= (v|w) und ¢ := (w|w). Dann sind a, ¢ reell und
> 0. Ist v = w = 0, so ist auch a = b = ¢ = 0 und nichts mehr zu zeigen. Da die
Aussage symmetrisch in v und w ist, kénnen wir annehmen, dass w # 0 ist, also
c > 0. Ist A € C beliebig, so gilt:

0< (04 w|v+ A w)=a+ A+ b+ |\c.

Mit A = —b/c erhalten wir:

bb  bb  bb bb
0<a———-——+5-c=a——,
c c c c

also bb < a - ¢. Und genau das war zu zeigen. "

Im Falle des euklidischen Skalarproduktes auf dem R" liefert die Schwarz’sche Un-
gleichung
[vew| < [lv]| - [lwl,

dass | % ‘ < 1 ist. Deshalb definiert man:
'V .

[w]
. . . Vew
Der Winkel 6 zwischen v und w ist gegeben durch cosf = m
v - ||w
Zwei Elemente v, w € R" heiflen orthogonal, falls vew = 0 ist.
Der Begriff der Orthogonalitét kann auf beliebige euklidische (oder unitére) Vek-
torrdume V' verallgemeinert werden: Zwei Elemente v, w € V werden orthogonal
genannt, falls (v|w) = 0 ist. Sind v, w orthogonal, so ist

(v+wlv+w)=(v|v)+ (w|w) (Satz des Pythagoras).

1.8. Beispiel

Im Raum der stetigen Funktionen auf I = [—7, 7] ist
i i o 2 fallsn=m
int | imty _ i(n—m)t _
<e™ e > /ﬂe dt {O falls n # m.

t t

Fiir n # m sind also die Funktionen e'™ und e'™* orthogonal zueinander.

Die Funktionen 1
fu(t) = el™  nel,

V271

bilden dann ein ,Orthonormalsystem* im Raum C°([—m, 7];C), d.h. es ist
<fol|lfm>=0fiir n #mund <f, | f,> =1 fiir alle n.
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Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm, durch
N(v) = (v|v)"2

Die Dreiecksungleichung folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung: Ist
z = x + iy eine komplexe Zahl, so ist z + Z = 2z = 2 Re(z). Daraus folgt:

N(a+b)> = (a+bla+b) = (ala)+2Re(a|b)+ (b|b)
N(a)? +2-|(a|b)| + N(b)?
N(a)? +2-N(a)- N(b) + N(b)?
— (N(a)+ N(b))”.

<
<

Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die gewiinschte Dreiecksungleichung.

Nicht jede Norm wird mit Hilfe eines Skalarproduktes definiert. Ein typisches Bei-
spiel fiir eine Norm, die nicht von einem Skalarprodukt kommt, ist die Supremums-
norm.

Definition

Sei X eine Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man eine Abbildung
d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

1. d(z,y) >0und =0 < x=y,
2. d(z,y) = d(y,x),

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Jede Norm N auf einem Vektorraum V' fiihrt zu einer Metrik dy auf V' durch
dy(v,w) = N(v—w).

Die Eigenschaften (1) und (2) einer Metrik sind fiir dy offensichtlich erfiillt, und
auch die Dreiecksungleichung folgt leicht:

dn(x,y) = N(x—y) = N((x—2)+(z-y))
< N(x—z)+N(z—Yy)
= dy(x,2z) +dy(z,y).

Wir haben also folgende Abhéngigkeit:

Skalarprodukt = Norm = Metrik.

Die Supremumsnorm ist ein typisches Beispiel fiir eine Norm, die nicht von ei-
nem Skalarprodukt kommt, und es gibt auch Metriken, die nicht von einer Norm
kommen. Fiir eine Metrik braucht man nicht einmal einen Vektorraum.
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Eine Menge mit einer Metrik wird als metrischer Raum bezeichnet. Schon mit
Hilfe einer Metrik kann man Kugeln

B (xg) :={z € X : d(z,z0) <r}

(und damit e-Umgebungen) und dann in einem beliebigen metrischen Raum auch
offene Mengen definieren.

Zur Erinnerung: Eine Menge M C R heifit offen, falls es zu jedem Element
xo € M ein € > 0 gibt, so dass

Ucmg) ={z €R : |z — x| < €}
ganz in M enthalten ist.

Ist nun X ein metrischer Raum mit Metrik d, so definiert man:

Definition

Eine Menge M C X heifit offen, falls es zu jedem Element zy € M ein ¢ > 0

gibt, so dass
Ucxg) :={x € X : d(z,x0) < €}

ganz in M enthalten ist.

Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, falls M := X \ A offen ist.

1.9. Satz

In einem metrischen Raum ist jede offene Kugel B,(xq) eine offene Menge.

BEWEIS:  Sei y € B,.(zg). Wir suchen eine e-Umgebung von y, die noch ganz in
B,.(zo) enthalten ist. Dazu sei 0 := dist(y,xp). Dann ist 0 < § < r. Man kann
eine positive reelle Zahl ¢ < r — ¢ finden. Ist x € U.(y), also d(z,y) < e, so ist
d(z,zg) < d(z,y) +d(y,mo) <e+d< (r—39) +d=r.

g
, 5
Y
Zo

Das zeigt, dass U.(y) C B, (o) ist. .
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Die offenen Mengen eines metrischen Raumes X haben gewisse typische Eigen-
schaften:

e Die leere Menge besitzt kein Element, fiir das man etwas nachpriifen miisste.
Deshalb ist sie offen. Und auch der ganze Raum X ist trivialerweise offen.

e Sind M; und M, offene Mengen und ist o € M; N M, so gibt es 1,9 > 0,
so dass U, (xg) C M; und U.,(zg) C My ist. Setzt man € := min(ey,ey), so
ist Us(z9) C My N My. Das zeigt, dass M; N M, offen ist.

Der Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen braucht
nicht mehr offen zu sein! So ist z.B. der Durchschnitt aller offenen Nul-
lumgebungen in R die Menge {0}.

e Ist (M,),c; ein System von offenen Mengen und

mo€ M= M, ={reX: JuelmitrelM},

el

so gibt es ein ¢y € I mit xg € M,, und daher ein ¢ > 0, so dass U.(xg) C
M,, € M ist. Also ist M offen.

Das System aller offenen Mengen legt eine neue Art von Struktur auf unseren
Raum.

Definition

Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist ein System & von Teilmengen von
X mit folgenden Eigenschaften:

l. e 0 und X € 0.
2. MMNel0O = MNNEeO.

3. Ist (M,),er eine Familie von Elementen aus &, so gehort auch U M, zu O.
el

1.10. Beispiele

A. Das System aller offenen Mengen in einem metrischen Raum X bildet eine
Topologie auf X.

B. Sei X mit einer Topologie versehen und Y C X eine nicht leere Teilmenge.
Wir nennen M C Y (relativ) offen, falls es eine offene Menge M C X mit

M = X N M gibt.
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M

Y /

e Weil g =Y N und Y =Y N X ist, sind @ und Y relativ offen.
e Sind M; =Y nN ]\/4\1 und My, =Y N J/\/[\g relativ offen, so ist auch
MiNMy= (Y NM)N(YNDM)=Yn(MnM)

relativ offen.

e Sei (M,),er ein System von relativ offenen Mengen in Y. Dann gibt es
zu jedem ¢ € [ eine offene Menge M, in X mit M, =Y N M,. Aber dann

ist auch - -
UM = Jynm)=ynlJM,
el el el
relativ offen.

Also bilden die relativ offenen Mengen in Y eine Topologie Oy auf Y, die
sogenannte Relativtopologie (oder induzierte Topologie).

Klar ist:

1.11. Satz

Zwei dquivalente Normen auf einem Vektorraum E definieren die gleiche Topo-
logie.

1.12. Folgerung
Jede Norm auf dem R™ induziert die gleiche Topologie.

Beweris: Klar! n

Jetzt konnen wir die Abhéngigkeit noch um einen Begriff erweitern:

Skalarprodukt = Norm = Metrik = Topologie.

Es ist nicht schwer, eine Topologie anzugeben, die nicht von einer Metrik kommt.
Das wiirde uns aber etwas zu weit vom Wege ablenken.

Sei jetzt wieder X ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Ist xq € X
ein beliebiger Punkt, so kann man die moglichen Positionen von xg gegeniiber der
Menge M mit Hilfe von Umgebungen beschreiben. Eine Teilmenge U C X heifit
eine Umgebung von X, falls es eine offene Menge W mit xo € W C U gibt. Dann
heben wir die folgenden Situationen besonders hervor:
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1. Es gibt eine Umgebung U von x( in X, die ganz in M liegt. Dann heifit x,
ein tnnerer Punkt von M.

y T @ \< «— innerer Punkt

2. Jede Umgebung von x enthélt unendlich viele Punkte von M. Dann heift

xg ein Hdufungspunkt von M.
% 8<< — Haufungspunkte

3. Jede Umgebung von xq enthélt wenigstens einen Punkt von M. Dann heift
X ein Berthrungspunkt von M.

O )
OMG

«— Beriithrungspunkte

Jeder innere Punkt ist auch ein Haufungspunkt, aber die Umkehrung gilt i.a. nicht.
Jeder Haufungspunkt ist ein Berithrungspunkt, aber nicht nicht unbedingt umge-
kehrt. Ein Beriihrungspunkt xq, der kein Haufungspunkt ist, besitzt eine Umgebung
U, so dass U N M = {x0} ist. Dann nennt man xq einen isolierten Punkt von
M. Ist x( nicht einmal ein Beriihrungspunkt von M, so gibt es eine Umgebung von
Xg, die keinen Punkt von M enthélt.

Definition

Die Menge M° der inneren Punkte von M heifit offener Kern von M, die
Menge M der Beriithrungspunkte von M heiflt abgeschlossene Hiille von M.

Die inneren Punkte von M gehéren immer zu M. Fiir Hiufungspunkte trifft das
nicht unbedingt zu. So ist zum Beispiel 1 ein Haufungspunkt des offenen Intervalls
I:=(0,1), gehort aber nicht zu I. Isolierte Punkte einer Menge gehoren immer zu
der Menge dazu.

Die abgeschlossene Hiille M_besteht aus den Haufungspunkten und den isolierten
Punkten von M. Also ist M die Vereinigung von M mit allen Haufungspunkten
von M.

Definition
Die Menge M := M \ M°® heiit der Rand von M.
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Ein Punkt x liegt also genau dann im Rand von M, wenn jede Umgebung von x
sowohl M als auch X \ M trifft. Es ist M UOM = M und M \ OM = M°.

E\M

oM

1.13. Beispiele
A. Ist M = [a,b) C R, so ist M° = (a,b), M = [a,b] und OM = {a,b}.
B. Sei M = [a,b]N Q. Dann ist M° = @, M = [a,b] und OM = [a, b).
C. Versieht man Q mit der von R induzierten Relativtopologie, so ist die Menge
M={rcQ: —V2<z<2}

relativ offen in Q. Aber M ist auch relativ abgeschlossen in Q, denn weil /2
keine rationale Zahl ist, ist das Komplement von M die Menge

Q\M={zeQ : |z] > V2},

und die ist relativ offen. Also ist dann M = M° = M und OM = @. Das gilt,
wie gesagt, in der Relativtopologie. In R ist M weder offen, noch abgeschlos-
sen. Dort ist M = [—v/2,v/2] und M° = @, also OM = M.

Wir miissen noch Ergebnisse iiber abgeschlossene Mengen (in einem metrischen
Raum) herleiten.

1.14. Satz
Sind A, B C X abgeschlossen, so sind auch AN B und AU B abgeschlossen.

BEWEIS: Der Satz folgt aus den Beziehungen

X\(ANB)=(X\A)U(X\B) und X\ (AUB) = (X\A)n(X\B).

1.15. Abgeschlossenheitskriterium

Fine Teilmenge M C X ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (x,) eine
Folge in M, die in X einen Grenzwert besitzt, so liegt dieser Grenzwert schon in

M.
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BEWEIS: 1) Sei M abgeschlossen und (x,) eine Folge in M, die gegen einen Punkt
xg € X konvergiert. Ist die Menge F' := {x, : v € N} endlich, so muss x, schon
einer der Punkte x, sein und deshalb in M liegen. Wir brauchen also nur den Fall
zu betrachten, dass F' unendlich ist. Wire xq ein Element von X \ M, so gibe es ein
e > 0, so dass die e-Umgebung von xq auch noch in X \ M liegt. Aber andererseits
liegen fast alle Elemente von F' (und damit unendlich viele Elemente von M) in
U:(xp). Das ergibt einen Widerspruch; xo muss in M liegen.

2) M erfiille das Kriterium und x sei ein Punkt von X \ M. Wir nehmen an, in
jeder (1/n)-Umgebung von xq liegt ein Punkt x,, € M. Offensichtlich konvergiert
dann die Folge (x,,) gegen xg, und xo muss schon in M liegen. Das kann nicht sein!
Also gibt es wenigstens ein € > 0 mit U.(x¢) C X \ M. So folgt, dass X \ M offen
und M selbst abgeschlossen ist. "

Haufungspunkte und Grenzwerte von Punktfolgen in einem metrischen Raum de-
finiert man wie in normierten Vektorrdumen:

Ein Punkt x¢ € X ist Haufungspunkt einer Folge (x,) in X, falls in jeder Um-
gebung von xy unendlich viele Folgenglieder liegen. xq ist Grenzwert der Folge
(x,), falls in jeder Umgebung von x, fast alle Folgenglieder x,, liegen. Aquivalent
dazu ist, dass d(x,,X¢) eine Nullfolge (in R) ist.

1.16. Hausdorff’scher Trennungssatz

Ser X ein metrischer Raum. Sind x,y € X zwei Punkte mit x # vy, so gibt es
offene Umgebungen U von x und V wvon y, so dass U NV = & ist.

BEWEIS:  Wegen x # y ist 7 := d(z,y) > 0. Nun sei 0 < e <r/2, U = B.(z) und
V' = B.(y). Gébe es einen Punkt z in U NV, so wére

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <2 <.

Das ist ein Widerspruch. "

In einem beliebigen topologischen Raum braucht der Trennungssatz nicht zu gel-
ten.

1.17. Satz

In einem metrischen Raum st der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig
bestimmt.

BEwWEIS: Man argumentiert wie bei Folgen in R und benutzt den Trennungssatz.
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Zur Erinnerung Eine Menge K C R heifit kompakt, wenn jede unendliche Punkt-
folge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus K konvergiert. Aquiva-
lent dazu ist die Bedingung, dass jede Punktfolge in K wenigstens einen Haufungs-
punkt in K besitzt. Diese Eigenschaft wird in der Literatur meistens ,folgenkom-
pakt® genannt.

Wir haben auch gezeigt, dass eine Menge in R genau dann kompakt ist, wenn sie
abgeschlossen und beschréankt ist.

Definition

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X heifit kompakt, falls jede
Punktfolge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus K konvergiert.

Sei X ein beliebiger metrischer Raum und M C X eine beliebige Teilmenge. Eine
offene Uberdeckung von M ist ein System (U,),e; von offenen Teilmengen von
X mit

MclJu.
el
Ist Iy = {t1,...,tn} C I eine endliche Teilmenge und M C U,,U...UU,,, so nennt
man {U,,,...,U,} eine endliche Teiliiberdeckung.

Definition

Eine Teilmenge K C X besitzt die Uberdeckungseigenschaft, falls jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Diese Definition ist zwar nicht sehr anschaulich, aber recht praktisch.

1.18. Uberdeckungssatz von Heine-Borel

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt,
wenn sie die Uberdeckungseigenschaft besitzt.

BEWEIS: 1) Wir setzen voraus, dass K die Uberdeckungseigenschaft besitzt und
betrachten eine Folge (x,) in K, so dass F' := {x, : v € N} eine unendliche Menge
ist (sonst ist nichts zu zeigen).

Wenn F' keinen Haufungspunkt in K besitzt, dann gibt es zu jedem x € K eine
offene Umgebung Uy, so dass Uy N F' endlich ist. Die Mengen U, iiberdecken K.
Wegen der Giiltigkeit der Uberdeckungseigenschaft gibt es endlich viele offene Men-
gen Uy, ..., Uy, die schon K iiberdecken und fiir die stets U; N F endlich ist. Das
bedeutet, dass F' endlich ist. Da haben wir unseren Widerspruch, K muss kompakt
sein!
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2) Ist umgekehrt K kompakt, so betrachten wir eine offene Uberdeckung (U,).er
von K und zeigen, dass es eine endliche Teiliiberdeckung gibt.

a) Wir beweisen zunéchst, dass es ein € > 0 und zu jedem x € K ein «(x) € I mit
UE(X) C UL(X) gibt.

Gibt es nédmlich dieses € nicht, so finden wir zu jedem v € N ein x,, € K, so dass
Ui/,(x,) in keinem U, enthalten ist. Weil K kompakt ist, kénnen wir aus der Folge
(x,) eine Teilfolge y; = x,, auswihlen, die gegen ein y, € K konvergiert. Natiirlich
muss dieses y( in einem Uberdeckungselement U,, liegen.

Wir wihlen ein r > 0, so dass auch noch U,(yo) C U, ist. Ist ¢ € N hinreichend
grofB, so ist 1/v; < r/2 und zugleich y; € U, 2(yo). Fiir alle x € Uy, (y;) gilt dann

1 r
d(x,y0) < d(x,y:) + d(yi, yo) < o + 3 <7
Also liegt Uy, (x,) = Ui /v, (v:) in U,(yo) C U,,. Das widerspricht der Konstrukti-
on.

b) Wir kénnen also annehmen, dass ein € mit der gewiinschten Eigenschaft existiert.
Nun konstruieren wir eine neue Folge in K.

Zunéchst wihlen wir einen beliebigen Punkt a; € K. Wenn nicht schon U, (a;)
tiberdeckt, dann wahlen wir einen Punkt a; € K\ U.(a;). Wenn nicht schon U, (a;)
und U, (ay) iiberdecken, dann wihlen wir einen Punkt az € K \ (U.(a;) U U.(ag))
und so weiter.

Wiirde die Folge der a,, nicht abbrechen, so miisste eine geeignete Teilfolge z, = a,,,
einen Grenzwert z, € K besitzen. Fiir grofles p miisste dann d(z,,z,+1) < ¢
sein, aber andererseits liegt z,,; nach Konstruktion nicht in U.(z,). Das ist ein
Widerspruch, (U,),e; enthélt eben doch eine endliche Teiliiberdeckung. Also besitzt
K die Uberdeckungseigenschaft. "

1.19. Satz

Im R"™ st eine Teilmenge K genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrinkt ist.

BEWEIS: 1) Sei K abgeschlossen und beschréinkt. Eine Folge in K ist dann auch
beschrénkt, und nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass konvergiert eine Teilfolge
gegen einen Punkt x, des R™. Weil K abgeschlossen ist, muss x; in K liegen.

2) Sei K kompakt. Da man K durch endlich viele Kugeln von festem Radius iiber-
decken kann, ist K auch beschrénkt. Sei nun xy € R" \ K. Zu jedem x € K gibt
esein 0 = J, > 0 und ein € = ¢, > 0, so dass Us(z) N U.(x9) = @ ist. Endlich
viele der 9-Umgebungen iiberdecken schon K. Der Durchschnitt der zugehorigen
e-Umgebungen liefert eine Umgebung von g, die ganz in R™ \ K liegt. Also ist
R™\ K offen und K selbst abgeschlossen. n
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Hier kommt eine Anwendung:

1.20. Satz

Set M C R™ offen und K C M kompakt. Dann gibt es eine offene Menge U C R",
so dass U kompakt und K C U C U C M 1st.

BEWEIS: Zu jedem x € K gibt es eine offene Kugel By um x, die noch ganz
in M enthalten ist. Dann sei B, die Kugel mit dem halben Radius, so dass sogar
B! C M ist. Wegen der Kompaktheit von K gibt es endlich viele Punkte xy, . .., Xy,
so dass die Kugeln B!, := B, ;v =1,..., N, schon ganz K iiberdecken. Dann ist

Xy ?

U= DB U...UDBj offen, U kompakt, K C U und U C M. .

Bemerkung: Man sagt, eine offene Menge U liegt relativ-kompakt in einer
offenen Menge W, falls U kompakt und in W enthalten ist. Als Abkiirzung dafiir
schreiben wir ,U CC W*.

Wir kommen nun zum Begriff der stetigen Abbildung.

Definition

Sei M C R™. Eine Abbildung f : M — R* heiBt stetig in x, € M, falls es zu
jedem € > 0 ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle x € M gilt:

Ist ||x — xo|| < §, soist ||f(x) — (x| < e.

f heilt stetig auf M, falls f in jedem Punkt von M stetig ist.

Fiir Funktionen f : I — R ist dies immer noch die alte Definition.

Eine Abbildung f : M — R ist genau dann stetig in xo € M, falls es zu jeder
Umgebung U von f(x() eine Umgebung V' von xq mit f(V N M) C U gibt.

1.21. Verkettungen von stetigen Abbildungen sind stetig

Sei M C R® und N C R™. Ist f : M — R™ stetig in xo € M, £(M) C N und
g : N — R stetig in yo := f(x¢) € N, so ist auch gof: M — R* stetig in xo.

BEWEIS:  Sei zg := g(yo) = (gof)(xo) und W = W(zy) C R eine Umgebung.
Dann gibt es eine Umgebung V' = V(yo) C R™ mit g(V N N) C W, sowie eine
Umgebung U = U(x,) C R* mit f(UNM) C VNN. Es folgt, dass (gof)(UNM) C
W ist, also g o f stetig in x,. "

1.22. Beispiele
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A.

B.

Die identische Abbildung id : R™ — R™ mit id(x) := x ist stetig, denn fiir jede
Umgebung U = U(id(xg)) ist U auch eine Umgebung von x, und id(U) = U.

Sei f : R® — R™ eine lineare Abbildung. Einfachstes Beispiel ist eine lineare
Funktion f: R — R, gegeben durch f(z) = ax mit einem festen Faktor a.

Sind ey, ..., e, die Einheitsvektoren im R", so kann jeder Vektor x € R" in
der Form x = (z1,...,z,) = r1€1 + - - - + x,€, geschrieben werden. Fiir eine
lineare Abbildung f : R™ — R™ ist dann

f(X) = .Z'lf(el) +---+ :Cnf(e1>7

und wir erhalten die Abschéatzung

Ifl =[S fle

Z |z:| - ||f(e)]| (Dreiecksungleichung)

i=1

IN

< Ceomaxfr;|  (mit €= |f(e
< C-|x].

Dabei ist C' eine nur von f abhéngige Konstante, und es wurde die Unglei-

chung |z;| = \/2? < \/2? + - - + 22 = ||x|| benutzt.
Aus der gewonnenen Ungleichung und der Linearitdt von f ergibt sich
1£(x) —f¥)ll = Ifx—y)[ < C- [lx =yl

Daraus folgt, dass f iiberall stetig ist. Ist ndmlich x, € R™ und ¢ > 0, so
kann man § := ¢/C setzen. Ist dann ||x — xg|| < d, so ist ||f(x) — f(x0)] <
C-llx—x0| <C-d=ce.

. Sei M C R" und xo € M. Eine Abbildung f = (f1,...,fm) : M — R™

ist genau dann stetig in xg, wenn alle Komponenten-Funktionen f; : M — R
stetig in x sind. In der einen Richtung folgt das aus der Gleichung f; = pr;of
und dem Satz iiber die Stetigkeit der Verkettung stetiger Funktionen. Zum
Beweis der anderen Richtung sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem
i ein §; > 0, so dass |fi(x) — fi(x0)] < &/y/m fiir alle x € Uy, (x0) N M ist.
Wir setzen § := min(dq,...,d,). Ist x € Us(x9) N M, so ist

1£(x) — £(x0)l| = Zlfz — Jilxo)]? < me?/m = e.
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Man darf nun allerdings nicht dem Trugschluss unterliegen, eine Funktion
von mehreren Verdnderlichen sei schon stetig, wenn sie in jeder einzelnen
Variablen stetig ist. Sei etwa

2
flx,y) =< a2 j_yy2 fiir (x,y) # (0,0),

0 fir (z,y) = (0,0).

Diese Funktion ist iiberall definiert, und die Funktionen f(z,0) = 0 und
f(0,y) = 0 sind im Nullpunkt stetig. Dennoch ist f selbst dort nicht stetig,
denn fiir  # 0 ist f(z,2) = 1.

1.23. Folgenkriterium

Sei M C R™. Fine Abbildung f : M — R™ st genau dann stetig in xo € M, wenn
fiir jede Folge (x,,) in M mit x,, # Xo und lim x, = X gilt: lim f(x,) = f(xo).

BEWEIS: Wie in einer Veranderlichen. n

1.24. Offenheit von Ungleichungen

Sei M C R™ offen und f : M — R eine stetige Funktion. Dann ist auch die
Menge P :={x € M : f(x) > 0} offen.

BEWwWEIS: Wie in einer Veranderlichen. n

1.25. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt

Sei K C R™ kompakt und £ : K — R™ eine stetige Abbildung. Dann ist auch
f(K) kompakt.

BEWEIS:  Sei (y,) eine Folge von Punkten in f(K'). Dann gibt es zu jedem v einen
Punkt x, € K mit f(x,) = y,. Weil K kompakt ist, besitzt die Folge (x,) eine
konvergente Teilfolge (x,,), ihr Grenzwert in K sei mit xq bezeichnet. Wegen der
Stetigkeit von f konvergiert (y,,) gegen f(xg), und dieser Punkt liegt in f(K). =

1.26. Folgerung

Sei K C R™ kompakt. Dann nimmt jede stetige Funktion f : K — R auf K ihr
Mazimum und hr Minimum an.

BEWEIS: Der Beweis wird wie im Falle einer Verédnderlichen gefiihrt. "
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Die Zahlenbereiche R und C sind nicht nur R-Vektorrdume, sie besitzen zusétz-
lich eine multiplikative Struktur, so dass |z - y| = |z| - |y| ist. Es gibt auch andere
Vektorrdume mit einer multiplikativen Struktur, z.B. den Raum M, (R) der qua-
dratischen Matrizen mit der Matrizenmultiplikation.

Definition

Unter einer R-Algebra (bzw. C-Algebra) versteht man einen R-Vektorraum
(bzw. C-Vektorraum) E mit einer zusétzlichen Multiplikation, so dass fur
u,v,w e F gilt:

I.u-(v-w) = (u-v) w (Assoziativgesetz),
2. u-(v+w)=u-v+u-wund (u+v)-w=u-w+v-w (Distributivgesetze).
3. a(v-w)=(av) -w=v-(aw) fir a € R (bzw. € C).

Ist E normiert und ||v - w|| < ||v]| - [|w]| fir alle v,w € E, so nennt man E eine
normierte Algebra.

Offensichtlich ist der Raum ‘50([@ b]) der stetigen Funktionen auf einem abge-
schlossenen Intervall ein Beispiel fiir eine normierte Algebra.

Wir wollen zeigen, dass auch M, (R) eine normierte R-Algebra ist. Dazu miissen
wir noch die Norm einer Matrix einfiihren.

A = (aij

Fiir eine Matrix
1=1,...,n

) € M,(R)

17=1,....n

jAl = [ e,
1,7
2

Das ist nichts anderes, als die gewohnliche euklidische Norm von A in M,,(R) = R™.
Nun gilt:

L [[A+ Bl < [[ Al + [|B]l
2. |- All = A - | Al fiir A € R.

setzen wir

3. J[A4|=0 <= A=0.
4. Sind A, B € M,(R), soist ||A- B|| < [|A] - || B|.

Diese Aussage muss noch bewiesen werden. A - B hat an der Stelle (7, j) den
Eintrag

> b = 2i(A) +54(B),
k=1
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wenn man mit z;(A) € R™ die i-te Zeile von A und mit s;(B) € R die j-
te Spalte von B bezeichnet. Mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung folgt
dann:

1A-B|I* = Z(Zi(A)'Sj(B))2
< lezz )P Is; (B)]?

_ (ZHZ u?) (Zns] ||2)

= A" I1B]*

Also ist M,,(R) eine normierte Algebra. Eng verwandt mit dem Raum der Matrizen
ist der Raum L(R™, R™) der linearen Abbildungen von R"™ nach R™, mit der Ver-
kniipfung von Abbildungen als Multiplikation. Hier bietet sich eine andere Norm
an, die genauso auch fiir Matrizen verwendet werden kann.

Definition

Sei f:R™ — R" linear. Dann nennen wir

[ Fllop := sup{llF G| = [Ix[] < 1}

die Operator-Norm von f.

1.27. Satz

Die Operator-Norm ist eine Norm, und fir x € R™ ist || f(x)]| < || fllop - [|x]]-
Auferdem ist || f o gllop < [[.fllop - [lgllop-

BeEweIs: 1) Offensichtlich ist stets || f|lop > 0 und || f|lop =0 < f =0.
2) Fir o € Rist [|oflop = ”81”151H(04f)(x)H = [l - sup [|FG) = la] - [ flop-

[Ix[[<1

3) Esist [ f + gllop = ”81”1£>1||(f+9)(><)|| < sup ([IFG) N +1gGN) < [1fllop +lgllop-

[Ixl<1

4) Ist x # 0 ein beliebiger Vektor, so ist

Lf )l
]|

5) Es ist [[f o gllop = sup [[f(g(x))]| < sup || fllop - (9 = [1fllop - l9llop- .

[[x[[<1 [[x[[<1

=15 ()1 < s 50 GO < e - Il
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Jede Matrix A € M, (R) definiert eine lineare Abbildung f4 : R” — R™ durch
fa(x) :=x - AT. Daher kann man ||A|lop := || fallop setzen. Sei nun |A| die Maxi-
mumnorm von A. Dann gilt:

1.28. Satz
Fir die Normen auf M, (R) gilt  |A] < ||Allop < | 4]

BEwEls: 1) Esist fa(e;) =s;(A) und daher

jaij] < yJal;+ -+ an; = [l Fale))]| < [l Fallop-

Daraus folgt die Ungleichung |A| < || Al/op-

2) Bezeichnen wir weiterhin die i-te Zeile von A mit z;(A), so sind die Komponenten
von A -x' die Skalarprodukte z;(A) «x. Daraus folgt:

JAJ2, = supfA-xT|2 = supzzz

lIx[[<1 lIxl<1%=

< sup anz )2 x]|>  (Cauchy-Schwarz)

lIxl[<

ZHZ P = 1Al

IA




