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0. Einleitung

Fiir das Studium komplexer Mannigfaltigkeiten ist die Frage nach der Losbar-
keit der Cousin'schen Probleme von groBer Bedeutung. Die Ausweitung dieser
Probleme auf kohirente analytische Garben auf Steinschen Mannigfaltig-
keiten liefert als wichtige Ergebnisse die Theoreme A und B von Cartan.
Theorem B besagt, daB auf Steinschen Mannigfaltigkeiten samtliche Coho-
mologiegruppen H!(X,#) fiir i>1 und jede koh&rente analytische Garbe ¥ ver-
schwinden. Tatsichlich sind die Steinschen Mannigfaltigkeiten sogar durch
diese Eigenschaft charakterisiert. Nun gibt es aber in der komplexen Analysis
eine groBe Klasse von nicht-Steinschen Mannigfaltigkeiten. Wiahrend man iiber
kompakte Mannigfaltigkeiten noch weiB3, daB alle Cohomologiegruppen endlich-
dimensional sind, verhalten sich nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten sehr
unterschiedlich. Fiir n-dimensionale parakompakte Mannigfaltigkeiten ohne
kompakte Komponenten hat man das auf den Arbeiten von Malgrange, Komatsu
und Siu aufbauende Resultat von Greene und Wu [GW], welches besagt, daB
alle Cohomologiegruppen HY(X,#) fiir i = n verschwinden. Daran ankniipfend

liefert folgende Definition eine Moglichkeit der groben Klassifikation:

Def.: Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(i) X heiBt g-vollstindig, wenn es eine (mindestens ©%-)Ausschopfungs-

funktion f : X— R gibt, so daB fiir alle xe X die Leviform Lx( f)
positiv definit auf einem mindestens (n-g+1)-dimensionalen Unter-

raum des Tangentialraumes TXX ist.

(ii) X heiBt cohomologisch q-vollstindig, wenn alle Cohomologiegruppen

H!(X,#) fiir izq und jede kohirente analytische Garbe % verschwinden.

Man weiB bereits, daB diese beiden Begriffe fiir q = 1 , d.h. fiir Steinsche

Mannigfaltigkeiten &dquivalent sind (s.o.).

Einen Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen liefert das wichtige Ergebnis
von A. Andreotti und H. Grauert [AG], welches besagt , daB fiir beliebige q 2 1
und jede komplexe Mannigfaltigkeit aus der g-Vollstandigkeit die cohomo-
logische q-Vollstandigkeit folgt. Die Umkehrbarkeit dieser Implikation ist
jedoch eine bislang unbeantwortete Frage, denn es ist weder ein Gegenbeispiel
bekannt, noch konnte die Aquivalenz der beiden Vollstdndigkeitsbegriffe

gezeigt werden.



Ein Ansatzpunkt zur Lésung dieses Problems ist die Betrachtung spezieller
Beispiele. Eine interessante Klasse von Beispielen stellen die Komplemente
algebraischer Untervarietiten in komplex projektiven Rdumen dar. Thre Unter-

suchung wurde mit folgendem Resultat von W.Barth [Ba2] begonnen:

Ist Y ¢ P™ eine abgeschlossene zusammenhingende komplexe Untermannig-
faltigkeit der komplexen Codimension q, dann ist die Funktion f : P"\Y — R,
definiert durch f(x):=-dist?( x,Y ), eine Ausschdpfungsfunktion fiir P™\Y,
deren Leviform in jedem Punkt, in dem f differenzierbar ist, hochstens q-1

Eigenwerte < 0 hat.

Offenbar sind also die Punkte, in denen die Funktion f nicht differenzierbar
ist, von besonderem Interesse, da in ihnen die Konstruktion einer gq-konvexen
Ausschdpfungsfunktion und damit der Beweis der q- Vollstandigkeit von P™\Y

i.a. Schwierigkeiten bereitet.

Diese Beobachtung war Ausgangspunkt der Untersuchungen von M. Buchner,
K. Fritzsche und T. Sakai in [BFS], wo sie eine Klasse von komplexen Mannig-
faltigkeiten untersuchten, fiir die sie explizit durch Konstruktion von Aus-
schépfungsfunktionen und Berechnung der Cohomologien die Aquivalenz der
beiden Begriffe zeigten. In diesen Fillen handelte es sich um Komplemente
normal-homogener Untermannigfaltigkeiten ( Def. siehe 1.3 ) in einem komplex
projektiven Raum P". Jedes dieser Komplemente war der Totalraum eines
Faserbiindels iiber einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit mit Steinschen
Fasern, so daB sich die entsprechende Ausschopfungsfunktion leicht konstru-

ieren lieB.

Eine weitere Klasse von komplexen Mannigfaltigkeiten wurde von M. Buchner

und K. Fritzsche in [ BF] untersucht, namlich die Komplemente der Grassmann-
Mannigfaltigkeiten G, . die mit der Pliicker- Einbettung in P™ mit N=(rgl)—1

~

eingebettet sind. Dabei sind die ersten beiden nicht trivialen Falle G2 L = Q4

und Gz,s normal-homogene Untermannigfaltigkeiten, also solche, die bereits
in [BFS] behandelt wurden. Fiir n 2 6 ist G2,6 nicht mehr normal-homogen,
jedoch handelt es sich bei diesen Grassmann-Mannigfaltigkeiten noch immer
um homogene Untermannigfaltigkeiten, also Bahnen von abgeschlossenen

Untergruppen der Isometrien des PN



In dieser Arbeit wird der erste nicht normal-homogene Fall behandelt, also
das Komplement 11’14\G2’6 . Da die Aquivalenz der beiden Vollstandigkeits-
begriffe fiir beliebige ne N bereits in [BF] gezeigt wurde, wird groBer Wert
auf die Ubersichtlichkeit in den konstruktiven Teilen dieses Beweises gelegt,
insbesondere also bei der Konstruktion der Ausschopfungsfunktion. Neu sind
die geometrischen Untersuchungen der G2,6 und ihres Komplements, vor
allem die Bestimmung der Orbitstruktur ( Kap.2 ). Ziel ist dabei ein tieferes
Verstindnis der Hindernisse gegen eine Verbesserung des Vollstdandigkeits-

grades. Es ist zu vermuten, daB sich die hier entwickelten Methoden auch auf

andere Situationen anwenden lassen.

Zum Aufbau der Arbeit:

Zunichst werden in Kapitel 1 die erforderlichen Hilfsmittel eingefiihrt.

In Kapitel 2 folgt dann die genaue geometrische Untersuchung der Grassmann-
Mannigfaltigkeit und ihres Komplements IPM"\GZ’é. AnschlieBend werden die-
jenigen Punkte betrachtet, in denen die Konstruktion der Ausschépfungs-
funktion Schwierigkeiten bereitet. Diese Punkte, in denen die Funktion
f(x)=-dist2(x,G2,6) nicht differenzierbar ist, liegen dicht im Schnittort
C( G2 6) von G2,6 . Es wird sich im vorliegenden Fall zeigen, daB der Schnittort
wie in den normal-homogenen Fillen nur aus solchen Punkten besteht, von
denen ausgehend man mindestens zwei minimale Geodatische zur Grassmann-
Mannigfaltigkeit G2,6 finden kann. Da die Menge Co(Gz,s) dieser Punkte eine
Teilmenge derjenigen Menge von Punkten ist, in denen f nicht differenzierbar
ist, und anderseits dicht im Schnittort liegt, erhdlt man die Gleichheit der
drei Mengen. Unter Verwendung einer natiirlichen Stratifikation sowie der
speziellen Gestalt der Geod&tischen in IPM\GZ,6 1aBt sich nun der Schnittort
explizit angeben. Es folgt die Berechnung des Orbitraums beziiglich der oben
genannten Untergruppe der Isometrien, sowie eine geometrische Interpretation
der Ergebnisse.

In den anschlieBenden Kapiteln wird die Aquivalenz der beiden Vollstandig-
keitsbegriffe fiir den vorliegenden Fall bewiesen.

Dazu wird in Kap.3 zunichst die analytische Cohomologie berechnet,
insbesondere wird gezeigt, daB HY( IPM\GZ’(,,OM ) * 0 ist, so daB das

Komplement ]1’14\G2 6 nicht 9-vollstiandig sein kann.



In Kap.4 schlieBlich wird eine Ausschdpfungsfunktion auf IPM\GZ’6 konstruiert,
deren Leviform fiir alle x € IPM\GZ’() auf einem mindestens S-dimensionalen
Unterraum des Tangentialraumes Tx( plt ) positiv definit ist, d.h. es wird die
10-Vollstandigkeit des Komplements IPM\GZ’6 gezeigt. Die Konstruktion
erfolgt dabei unter Zuhilfenahme der schon oben erwdhnten Stratifikation. In
der Nahe von G2,6 entspricht die Ausschopfungsfunktion fast der von W.Barth
betrachteten Funktion f, mit groBerem Abstand sieht sie aber (erwartungs-
gemi3B) deutlich anders aus. Aus den Resultaten der letzten beiden Kapitel
folgt schlieBlich die Aquivalenz der beiden Vollstdndigkeitsbegriffe fiir das

betrachtete Beispiel.



1. Hilfsmittel und Definitionen

1.1 Die Pliicker-Einbettung

Sei St(k,n) = { AeCk ™ | rg(A) =k } , G, =1{ k-dim. Unterrdume von C" }.

k,n

Die Abbildung o :St(k,n) — (A¥c™) \ {0} = G(E)\ 10}

w

1 n
: = X AeAX ( X oo X, € Cc)
*k
induziert die Abbildung
ny_

6: G__ — P(akc™) = pl)T

k.
C(xl,...,xk) — [ xlA...Axk].

Man erhdlt das kommutative Diagramm:

st(k.n) <& ( Ake™ )\ {o}

E: 1
G, & p(Akc™)
,n

( m und 7 sind die kanonischen Projektionen auf die Aquivalenzklassen ) .

Bem.: 1.) Gk . St(k,n) 7/ GL(k,C)

( GL(k,C) operiert vermoge Linksmultiplikation auf dem Zeilenraum ) .

- k n - . n
2.) of Gk’n) ={[w] e P(AC™) | v = X, ~eeen X fiir xieC }
( d.h. w ist zerlegbar )
> Gk 0 1Bt sich durch Gleichungen beschreiben, ist also

eine algebraische Varietét.

3.) Gk L, ist eine (ke+(n-k))-dim. kompakte komplexe Mannigfaltigkeit

und heiBt Grassmann-Mannigfaltigkeit.

4.) Die Abbildung p ist eine Einbettung und heiBt Pliicker-Einbettung

(= Gk ., ist projektiv-algebraisch ).

( vergleiche z.B. [HP] oder [B])



1.2 Die Fubini-Study-Metrik

Seiw: €™\ {0} — P" die kanonische Projektion z~ [z],

n
<z,w>c== ZOZVWV das kanonische hermitesche Skalarprodukt.
\):

Fiir z ¢ €™*'\{0} sei HZ== { we™*! | <W’Z>c= 0} und

d
¢ ¢t - T[Z]IP“ def. durch ¢_(w) =:< fr—r t=Of([z+tw]) ) ;

dann ist (Pz‘Hz : HZ — T[Z]an ein Isomorphismus, und die Abbildung

h: T(P"™) & T(P") — C

w

(vow) = e g ) 7T Ce g ) THw) D

definiert eine hermitesche Metrik auf P™ .

Der Realteil dieser Metrik, ab hier bezeichnet durch eckige Klammern <.,.>,

liefert eine Riemannsche Metrik auf T(P™), die Fubini- Study-Metrik.

Bem.:1.) <v,w> = Re<v,w>c = (Re(v),Re(w)>IR + <Im(V),Im(W)>R.

2.) Sei Y ¢ P" eine komplexe Untermannigfaltigkeit, zem " HY),
dann induziert die Tangentialabbildung TZ(’TVE) Isomorphismen
H N T_(x74Y)) = T._.(Y)
z z [z]
~ o ‘L'\l
und  (H_ N T (YY) > TH ().
z z [z]

Man betrachte nun die Hopf-Faserung S' —— §*™*! -5 p™  g' =7 g2n+i -
w
z — [z]

Es gilt: a.) 7' ist eine Riemannsche Submersion.
b.) Die Fasern (n') " '(z) = Cz N s27-1 sind GroBkreise.

c.) Die Geodidtischen vy in P™ mit Startpunkt v(0) = [z] und
Startrichtung v(0) = ¢ (w) ( mit w e H_und lwl = llzll = 1)
sind der Gestalt y(t) = [ (cos(t))z + (sin(t))w ] und haben

die Lange 7.



1.3 Homogene und normal-homogene Untermannigfaltigkeiten

Sei p: T(P™) — P" das Tangentialbiindel, Y ¢ P" eine Untermannigfaltigkeit,

THY) = { veT(P™I, | <u,v> =0 V ueT
Y p(

und S*(Y) = { veT*(Y) | |lvl=1} das Einheitsnormalenbiindel.

V)(Y) }' das Normalenbiindel von Y

Def.: a.) Y heiBt homogen :& es gibt eine abgeschlossene Untergruppe
G c Isom(P"™) der Isometrien des P™ , so daB Y ein G-Orbit ist,
d.h. Y= Gex fiir xeY.

b.) Y heiBt normal-homogen :< Y ist homogen und es gibt ein

xeY, so daB die Isotropiegruppe G transitiv auf S;(Y) operiert.

Bem.: a.) Isom(P™) = PU(n+1) < PGL(n+1,C) = Aut(P").

b.) Sei g € ch G , dann operiert g auf dem Normalenvektorraum von Y
in x durch die Tangentialabbildung : Tx(g”T;(Y) e Isom( T;(Y) ) .
( Gx——> Isom(T;(Y)) ist die " Scheibendarstellung” , vergl.[J])

1.4 Der Schnittort

Sei Y < P" Untermannigfaltigkeit. Die Exponentialabbildung von X induziert
eine differenzierbare Abbildung exp : T*(Y) — P"™ | die in einer Umgebung

des Nullschnittes von T*(Y) ein Diffeomorphismus ist.

Fiir ye Y und v e S;(Y) ist Yy t — exp(tev) eine durch Bogenldnge
parametrisierte Geoditische, die im Punkt Y, v(0) =y in Richtung %y v(O) =v

senkrecht zu Y startet.

Def.: Eine Geodatische y heiBt minimale Geodidtische von Y nach x ¢ P" : &

v(0) e Y, y(a) = x fiir ae]Rg,undesgiltfi,iralle 0<t<a, daB

die Lange L(Yi[o t]) =t gleich der Entfernung dist( y(t),Y ) ist.

Bem.: a.) Fiir eine minimale Geodatische vy gilt : Y(0) Si(o)(Y)

( Iv(0)| =1 folgt aus der Parametrisierung. Fiir v(0) Si(o)(Y)

erhalt man in der Nahe von Y einen Widerspruch ( vergl.[BC]) ).

b.) Fiir jeden Punkt x ¢ P™\Y gibt es eine minimale Geodatische von

Y nach x ( P™ ist vollstandig = Beh. ( vergl. [HR] , [BC]) ).



Fiir ye Y , ve S;(Y) und Yooy wie oben sei nun

e(y,v) = sup{ s>0 | L(Yy . i[ ) = dist( T, L(s).Y) b

0,s]
Def.: C(Y) = { exple(y,v)*v) | ye Y ,6ve S;(Y) } heiBt Schnittort von
Y in P".

Es gilt dann mindestens eine der folgenden Aussagen:
(i) exp ist singuldr in e(y,v)ev
und regular fiir alle tev mit 0 <t <e(y,v) ,
(ii) es gibt mindestens zwei minimale Geod&dtische von Y nach

exple(y,v)ev) .

Bem.:1.) Ist exp singuléar in e-u , dann heiBt exp(ecu) Brennpunkt von Y.
2.) Die Abbildung e : S*(Y) — RY ist stetig .

3.) Sei U={tueTY) ] 0<t<el(plu),u) ,uesSs"

p(u)(Y) }. Es gilt:

a.) exp : U— exp(U) ist Diffeomorphismus ,

b.) C(Y) = exp(dU) ist eine Nullmenge in P",

c.) P" = exp(U) U C(Y),

d.) C(Y) ist kompakt und starker Deformationsretrakt von P™\Y ,

e.) ist codimR(Y,IPn) > 2, so ist C(Y) zusammenhingend .

( Fiir die obigen Aussagen vergleiche [BC] und [H] .)

Sei nun f : P™ — R* definiert durch f(x) = dist?(x,Y)
( f ist offenbar differenzierbar auf P™\C(Y) ).
Fiir x ¢ P™\Y sei k(x) = {ue S"(Y) | exp(dist(x,Y)+u) = x }
und CO(Y) ={xe P™Y | #k(x) 22}

1l

H

Dann gilt das folgende Theorem 1.8 aus [BFS] :
Theorem: (i) C (Y) c{xce P™\Y | f nicht diffb. in x } < C(Y) ,

(ii) CO(Y) c C(Y) dicht

Desweiteren gilt ( vergleiche [BFS] ):

Satz: Y normal-homogene Untermannigfaltigkeit = CO(Y) = C(Y).



1.5 Der Schubert-Calculus

Def.: Sei 0 ¢ L1 c L2 c ... c Ln = C" eine Fahne von linearen Unterrdumen

und fiir 1<k <n sei a:= (al,...,ak) eine nicht-aufsteigende Folge
von natiirlichen Zahlen zwischen 0 und n-k.
Dann heiBen die Untervarietdten

Oa(L1""’Ln) ={ A e Gk,n | dim( ANLy_kri-a, ) =i fiir i=1...k }

die Schubert-Zyklen der Grassmann-Mannigfaltigkeit Gk ac

Sei W ={ A e G | dim( ANL,;_x4i-q, ) =1 firi=sl. .k ;.

a;,..., ap

Bem.: 1.) Falls a, <a,_, fiir ein i, dann gilt fiir A € VVal
dim( ANLy_ k4j-q) =1 und dim( ANL,_kiisi-a.. . ) = i+l

1+1
Aber : n—k+1+1—ai+1 < n—k+1—ai = Ln—k+i+1—ai+1 c Ln_kﬂ_ai

2.) Falls ein a_ > n-k ist, so folgt : dim( L, _y4j-a, ) < dim(L,) =i

= Wa1 ..... ap %
~ ke(n-k)-Za;
3) Wal ..... ay = C " 2
4.) Fiir nicht-aufsteigende Folgen von natiirlichen Zahlen a,...,ay mit

n-k 2 a 2 ..2a 2 0 bilden die Mengen Wa1 eine Zerlegung
von Gk 0 in offene Zellen, deren Abschliisse die Schubert-Zyklen

sind : ¢ = W,
10

ag,.-., ap cAk

( vergl. [GH] )

Im vorliegenden Fall G, < P( A’C® ) betrachtet man die spezielle Fahne

_ 6 . — 6 _ _ -
OcLic...cLb—C mit L, '_{(21""’26) e C |zi+1— Z,, 77 26—0}.

Fiir (al,az) e Z° mit 4 > a, za, = 0 erhilt man die Schubert-Zyklen

Ca,a, = { Ae G2,6 | dim( ANLs-o ) =21, dim( AﬁLé_az) > 2}
={Ae G, , | dim( ANLs-5) 21, AcLgg, b
Bem.: o, ,, ist eine irreduzible Untervarietdt der Dimension 8 -a -a,

und der AbschluB der offenen Zelle W, , .



1.6 Positive holomorphe Vektorraumbiindel

Sei X eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, n: E = X

ein holomorphes Vektorraumbiindel vom Rang q.

Def.: Eine hermitesche Metrik H auf E ist eine Zuordnung, die jeder Faser

Ex ein Produkt <..,..>x zuordnet, s.d. gilt:
fiir alle U ¢ X offen und alle E,5 ¢ 6(U,E) ist die Funktion
U — C mit <En>(x) = <E(x),n(x)>x 8.

Bem.: Ein holomorphes Vektorraumbiindel n:E — X zusammen mit einer

hermiteschen Metrik H heiBt hermitesches holom. Vektorraumbiindel.

Sei nun U c X offen, ¢ : E u U x C9 eine lokale Trivialisierung und

gi der i-te Einheitsvektor.

Definiere fiir i=1,..,q : ei(x) = (p_l(x,gi), dann ist f := (ei,...,eq) eine Basis

iiber U ( d.h. ¥xelU ist el(x),...,eq(x) eine Basis ).

q
Sei £ ¢ 6(U,E), dann gilt : £ = Eiﬁi(f%ei mit £ (f) e &(U) = &(U,UuxC) ,

und man erhidlt eine Abbildung

S(E,U) — &)Y = g(Uu,uxc9
w g, ()
3 — "
Eq(f)

Sei H(f) =<e ,e > und H(f):=( H(f) )*  dann ist H(f)(x) eine
(VY] AVANT) pv/ug,v=1

positiv definite hermitesche Matrix.

Desweiteren gilt fiir £,m e §(U,E) : <E,n> = 26T H(E) 5.

Fiir einen Basiswechsel g mit feg=( Xe g. ,..., 2Ze g. ) gilt:
i i7il i i%iqg

E(f) = g+ E(feg)  und H(feg) = g +H(f) g .

- 10 -



Desweiteren induziert die hermitesche Metrik H einen Zusammenhang D(H)

auf E , d.h. eine C-lineare Abbildung

D(H) : 8(X,E) — &'X,E) = (X, A'T*(X)eE) = 8(X) e 8(X,E)
( &4(X) ={ C-wertige €°-1-Formen auf X } )

s.d. fiir £ € §(X,E) und ¢ ¢ 6(X) gilt: D(H)(¢<E) = dpe®f + ¢*D(H)E

Lokal gilt fiir den Zusammenhang: D(H) =19 + Hl'aH+3.

Sei nun X wie oben, m: E = X eine hermitesches holomorphes Vektorraum-
biindel und ¢ : E‘u — U x €9 eine lokale Trivialisierung. Dann wird die

Metrik zu einer differenzierbaren Abbildung

H : U — { positiv definite hermitesche Matrizen }

; — H(f)(x)

In [Fr] wurde gezeigt:

Zu xoeX kann man immer eine normale Trivialisierung finden, d.h eine

Trivialisierung PU(x0) " Eluix.)y ™ U(XO)XCq , so daB gilt:
[}

H(xo) = id und BH(XO) =0 .

Def.: Das Vektorraumbiindel E — X heiBt positiv, falls gilt:
Das Quadrat der Norm, die zur dualen Metrik auf E* assoziiert ist, ist

1-konvex auBerhalb des Null-Schnittes.

Es gilt: ( vergl. [Fr])

E = X positiv & Fiir jedes erX und jede normale Trivialisierung in x

0
q
gilt fiir die lokale Darstellung der Metrik H(x) = (Huv(X))u ve
, u=
?9°H
. [SAY) J—
YV wmn#0: Z 9207, (XO) n,n.w W < 0 (%)
i,j=1,..,n 1 J
u,v=1,..,q



Sei nun £ : X — E ein holomorpher Schnitt. Die Abbildung a: X — R sei
definiert durch ai(x) = || ¥(x) |?; weiter bezeichne D den durch die Metrik

H induzierten Zusammenhang.

Falls eine normale Trivialisierung in X, gewahlt wurde und lokal £ = (f1""’fq)

ist, so gilt mit f := (f1""’fq) :

. T T
(i) (aag)x(_)(v) (’Of)xo(v) . (f(xo)) ,

1}

(i) Ly, (ad(v,v) = £(xg) « Ly (H)(vov) = (Fx DT+ (0f ) (v« ()

( Mit den Eigenschaften H(XO)=id und 6H(x0)=0 lassen sich die beiden

Behauptungen leicht durch Nachrechnen verifizieren ).

Folgerung: a.) V, ={ve T, (X) | DE(v) =0}c ker(ﬁai)xo ,
b) Ly, (a, )}VXO <0 falls E(x,) #0 .
Bew.: Lokal gilt:
(a) DE(v)=0 = Df(v)=0 = 0f(v)=0 (=_>) BaE(V)=O ,

(b)  veVy = (8a )y (V)=0 = (0f) () +(F(x))T =0

Xo E
= =
( f(Xo)¢O)( of )xo(v) 0
z T
(ii)?(*) L, (a)(v,v) = flxg) «Ly (H)(v,v) “(flx)) < 0.

Bem.: Sei f: X — R differenzierbar, dann gilt:

of (x)dz, : T X—R.
9z, i X

(af ) =X
x i
Also erhalt man
a.) fiir (9af) =0:
X

ker ( of )x = TXX = dimc( ker ( of )

) =n ,
xX
b.) fiir (Bf)x=i=0:

dimR( ker(ﬁf)x) = 2n-1,

dimc({v € TX(X) I(Bf)x(v) =01})=n-1.

- 12 -



Man betrachte nun das Geradenbiindel @Pn(l)

( Die Schnitte in @Pn(l) entsprechen Hyperfliachen ).
Sei OLn(d) = (9]1”1(1)‘3"l fiir d € N, dann gilt:

(911’“ (d) ist ein positives Geradenbiindel.

-d
die Metrik iiber Ui durch die positive Funktion ( > ‘ —Zz-l ’2 ) gegeben. J

Sei Y =1 F =..= Fk = (0 } ¢ P™ eine Varietdt, wobei Fi”"’Fk homogene

Polynome vom Grad di""’dk sind.

Dann erhalt man durch jedes Fi einen Schnitt Ei in (9]Pn(di) und
k
und £ := ( £ ,...,E, ) ist ein Schnitt im positiven Biindel EB 0_,(d).
1 k i=1 P 1
Sei nun a = | £1? . Da £ ein holomorpher Schnitt ist, gilt wegen obiger

Folgerung:
L (a_) ist negativ definit auf V_ c ker ( 8a_)_ fiir &(x) *0.
x F X F 'x
Es folgt also:

a.) (- aF) ist eine Ausschépfungsfunktion auf P"\Y ,

b.) die Leviform von ap hat iiberall mindestens n-k negative

Eigenwerte .

=0, aF’ >0, dim VX > n-k ( man hat k Linearformen)

aFlY PP\ Y

| = Ll a)lv, <0 VxeP™Y = Beh.

Im Fall k=1, also fiir Y ={x| F(x) =0} gilt:

Die Leviform von a_ ist fiir alle x e P™\Y auf ker(aaF )x negativ

definit.



2. Die Geometrie von P'*\ G2 6

A. Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G2 6

Man hat das folgende kommutative Diagramm:

st(2.6) & (A2 ¢t )N\{o} = c!®\{o}

| L=

G, , <& P A% Ct) = plt

w
C(al,az) — [alA az]

Sei {el,..,eé} die Standardbasis des Cﬁ, dann erhilt man die Identifizierungen
A2t = ¢! und P(A%C®) = P!'* durch die Wahl von { ene; l1<i<j<6}
als Orthonormalbasis. Die Metrik auf P(A%C®) ist entsprechend Kap.1.2 die

korrespondierende Fubini-Study-Metrik.

Fiir einen linearen Unterraum V < C" mit dim(V) 2 2 sei
GZ(V) = C(ai,az) | a,a,e V linear unabhidngig } ; dann induziert

die Pliicker-Einbettung ¢ eine Einbettung G2(V) —s P( A%V ).

Man betrachte nun die Gruppe G := PU(6). Diese operiert auf P!* = P( A%CY)
durch [A]+[a~rb] = [Aa~Ab] fiir [Ale G und wird dadurch zu einer Unter-
gruppe der Isometrien von P'* : G = PU(6) c PU(15) = [som( P( A%c®)).

Beh.: G, ,ist G-homogen, d.h. G, = G°[e1/\ez] (als Mengen gleich ).

Bew.: Sei [a~b] ¢ G2 ) = 3 orthonormale a .a, e c® s.d. [a~b] = [ai/\az];
erganzt man {al,az} zu einer Orthonormalbasis {al,..,aﬁ} von C°¢,
so gilt mit A = <a1...a6) : [A]-[elAez] = [alAaz] = [a~b]

= G operiert transitiv.

Fiir die Isotropiegruppe von G in [elAez] gilt:

Gle,ne,1 = { [A] € PU(6) | [A]’[81Aez] = [elAez] }

{ [A] € PU(6) | C(Ae )oC(Ae,) = Cle,e,) 1

{[Ale PU(E) | A= ({10 )AcU(2),A,cU(4) } = P(U(2)xU4)).

Daraus folgt: G, . = PU(6)/P( U(2)xU(4) ) = U(6) /( U(2) xU(4) )

- 14 -



B. Das Komplement IP“'\G2 6

Lemma 2.1 : Seie =e ~e, (= (1,0,..,0)e cls ).

Durch die Identifikation T_(m) : H_ e T[e]( P(A%CY)) folgt

a.) fiir den Tangentialraum:

"€ | i,j =3,...,6 }

{ ws= (Wuvl 1<p<v<6 ) | wu\):O ¥ 3=<u<v<b, w =0 },

T[e]( Gz,e) = C { e,~e . e

b.) fiir den Normalenraum:

L . .
T[e](Gz,ﬁ) C{ei/\ejl3sx<]s6}

1l

1]

{ w= (Wuvl 1<p<vs<6 ) | w, =w_ =0 Vyu,v}

1p 2v
2
A C(ea,e

4h,es,e()) .
Bew.: Fiir 3 < p < 6 gilt: (e1/~e2 + t'elAeu) = elA(ez+teu)
und (eir\e2 + t°e2/~eu)= ezA(teu— ei) ,
d.h. ¥V t£0 sind [e1/\e2 + t°elAeu] und [el/\e2 + t-eeru] € G2
=> ene, ,e,ne € T ( Gz,ﬁ) fiir p=3,...,6 .

2 5 Lel]
. _ e _ . 1 _ _a =
Da dlm(T[e](GZ,b)) = (2+(6-2)) = 8, dlm(T[e](GZ,ﬁ)) 14-8 = 6

,6

folgt die Behauptung durch Abz#ahlen der Basiselemente. a

Das Komplement P( A%C® ) \ G2’6 kann nun folgendermaBen stratifiziert
(d.h. in Schichten zerlegt) werden :
Fiir v = 0,1,2,3 sei

R,={[wle P(A’C®)| ©”"'=01} (insb. R =2).
Die Strata werden fiir v = 1,2,3 definiert durch

S,=RAR _ = {[o]] o¥+0, 0""'=0}.

1

Bem.: Die Strata lassen sich auch folgendermaBen beschreiben:

S, = { [alAaz] | a,a, € C® linear unabhangig } ,
- 6
S, = { [alf\a2+a3/\a4] | aa,azace C lLu |
- 6
S, = { [alf\a2+a3/~a4+a5f\a6] | aa,a,a,a ac C° Lu .

Insbesondere gilt:

- - - _ 2 ~6
S1_R1_G2,6 und R3—51USQU53—IP(AC ).



Beweis der Bemerkung:

Sei A = { [alAa o+ 11 a l.u. }.

a ~ P §
2 2v-1 a2\) 1777772y

a.) Sei[w] e A\J , W T A sagt a. mit a_,.. l.u.

2 8yu-1" 289, 13y
= w'=v!ean.~a =0 und w'''=0 = A cS .
1 2v v v
b.) Sei [w] e Sv , dann ist o *#0 und w”*1'=0. Nun gibt es ein
uw e {1,2,3}, so daB gilt: [w]e Ag ( siehe Lemma 2.5 oder [G]).
Falls p>v = w'tts0 W , falls u<v = 0’'=0 §

> pu=v =>ScA = A=S . 0
v v v

v

Bem.: PGL(n,C) operiert auf P(A%C™) durch [A]le[x~y] == [Ax~Ay] und die
Strata S\J sind die Bahnen der Gruppenoperation, d.h. es gilt

sz { [A]-[elAe2+...+e2v_1/\e2v] | [A] € PGL(n,C) }.

Fiir v=1,2,3 seien nun die Abbildungen

P, : Sv — G2v,6 definiert durch
w

[w] — { xeC® | w”~x =01},

dann zeigt man sehr leicht : pv([alAa2+...+a2v_1Aa2v]) = C(al,...,a ).

Bem.: a.) Die Abbildung p, : S1 — G2 , ist die Umkehrabbildung der Pliicker-

Einbettung , und

b.) die Abbildung P, : 53 —> G6 6 bildet ganz S3 auf einen Punkt ab.



Fiir v=1,2,3 gilt nun folgendes Lemma:

Lemma 2.2: (i) p, : S\) — sz , ist ein holomorphes Faserbiindel ,

(ii) Die Fasern sind folgender Gestalt :

VeG, i (V) =P(A*V)\(POAV) AR ).

Bew.: (ii) Fiir Ve G ,  ist p‘vl(V) = P(A’V) NS _» und fiir o e A’V
ist ¥ e AZY*2V . Da dim(V) = 2v ist, folgt w =0 , also
p;l(V) {[w] e P(A’V ) | 0¥+ 0}

P(A2V)\ (PCA*V) AR )

() v=t: p : S — G, mit p;l(V) = P( A2V ) = P( A%C? ) = Pkt.

ist ein Faserbiindel mit trivialen Fasern.

v=2: G4 . wird iliberdeckt von den offenen Mengen
P”::{VeG |V®Ce_®Ce_=C6},ISi<136-

ij 4,6 1 ]
Sei V e Pij c G4 o dann gibt es eine eindeutige Darstellung

der Standard-Basisvektoren ey fiir k e {1,...,6} \ {i,j}:

A% \% A% . A% A\ v
= + +
e, = W, o, e Bk e mit w, e V und o Bk e C

= die Menge { w: | ke{1,..,6}\{i,j} } ist eine Basis von V.
.. ~V 2 5
Definiere nun ' : AV \ {0} — P° durch

wVawY s (z | 1sp<v<6 , p,veli,jl ),
ispu<v=<g BV U v KV
w,vefi,j}

dann erhdlt man eine lokale Trivialisierung

by, iy (P S P P°\ G, )

ij w 1]

[w] — ( pz([w]) qP2lled () )

mit der Umkehrabbildung

-1 5 -1
Vs Py (PTNG, ) = py (P

( V., (z | 1su<v<6 u,v&{i,j}))k—% [ ¥ z wlaw' 1.
e lsp<us6 BV &V

w,vef{i,j}

. . - 6 - .
v=3: Fiir [w] € S3 ist pa([w]) C Gb,s’ d.h. P, S3 — Gﬁ,6
ist (trivialerweise) ein Faserbiindel iiber einem Punkt.

ad



Die folgende Bemerkung soll dem besseren Verstdndnis der anschlieBenden

Beweise dienen:
Bem.2.3:

a.) Sei {el,..,e6} die Standardbasis des C°.
Wie im Fall A2C® = €' erhdlt man eine Identifizierung von ARC® mit
c™ fiir m= (f’() durch die Wahl von {e; ~..~e; [ 12iy< . <igs 6} als
Orthonormalbasis von AXC® . Wie oben operiert die unitare Gruppe
U(6) auf AXC® durch die Vorschrift

U'( z ailiz ’\../\eik ) = 3 aj i 5 UeilA../\Ueik ful" Ue U(ﬁ)

MR e ei1 1ig, sl

und es gilt insbesondere |[U-x| = || x| fiir xe A¥C® | wobei die Norm

auf AXC® durch die kanonische Norm auf C™ induziert wird.

b.) Je zwei verschiedene Geod#tische Y, * Y, in P( A2C6) schneiden sich in
hochstens einem Punkt, denn die antipodischen Schnittpunkte zweier
verschiedener Geoditischer auf S2° werden durch die Projektivierung

identifiziert ( betrachte dazu die Hopf-Faserung ste—s §2% —» pl*).

Fiir das nachste Lemma wird nun ein Resultat aus [BFS] benotigt:

Bem.2.4:

Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G2 . wird durch die Pliicker-Einbettung

zu einer normal-homogenen Untermannigfaltigkeit von P( AZCH).

Es gilt:
a.) Sei [a1Aa2] € G2 . mit Orthonormalvektoren a, und a, dann sind die

Geodiatischen in IP(A2C4), die in [a1Aa2] senkrecht zu G2 . starten,

’

der Gestalt vy(t) =[ cos(t) a ~a, + sin(t) a ~a, ], wobei {al,a ,a ,a4}

273

eine Orthonormalbasis von c* ist.

b.) Fiir den Schnittort erhdlt man:

= ~ ~ . 4
C( G2 ) = { [a1 a,+a, a4] | {al,a ,a3,a4} Orthonormalbasis von C }

4 2

=~ RPS.



Lemma 2.5 :
Sei w e P(A?C®). Dann gibt es eine Orthonormalbasis {b1""b6} von C°
und reelle Zahlen 1 =2 k1 > k2 2 k3 > 0 mit k? + k22+ ki =1, so daB gilt:

w = I:klbl/\b2 + kzbgAb4 + kabs/\bb] .

Bew.: Man hat drei Fialle zu untersuchen:
1.) Sei w = [alAaz] > = [blAbz] durch Orthonormierung.

2.) Sei v = [al/\a2 + a Aa4] mit a,...a, linear unabhingig, dann

3

ist ©e P(A%2V) fiir V:=¢( a,,a ,aa,a4) * ¢* . Nun gibt es eine

2
minimale Geodatische v in P(A?V), die in G,(V) senkrecht
startet, so daB gilt Y(to) = .

Also folgt aus 2.4 : o = [cos(to) biAb2+ sin(to) baAb4] fiir

eine Orthonormalbasis {bl,bz,b3,b4} von V.

3.) Sei v e P(A%C®)\ G, , beliebig. Dann gibt es eine minimale
Geodatische v in lP(AEC(’) , die in G2 6 senkrecht startet, so
daB gilt y(t))=w. Sei y(t) = [ cos(t) a ~a,+sin(t) u ] und

{al,..,aé} eine Orthonormalbasis von €% , dann folgt aus 2.1 :

ue AZC( aa,a4,as,a6) . Aus den obigen Fillen (1) und (2) folgt nun:

_ i . ; _
u=e (cos(so) b ~b, +sin(s ) b3/\b4) ( ggf. wahle s, = 0)

i9 . i9 .
cos(so) (e biAb2)+ sm(so) (e baAb4) , wobei {b1""b4}’
also auch {eisbl,bz,emba,b‘t} eine Orthonormalbasis von
C( a3,..,a6) ist und 9 ¢ [0,2n[ . Es gilt also:

W = [cos(to) a ~a,+ sin(to)(cos(so) eisblAb2 + sin(so)eiabaAbl’F) ].

0
Eine weitere Folgerung aus Bemerkung 2.4:
Lemma 2.6 :
Sei [cos(sl) a,~a, + sin(s ) aBAa4] = [cos(s,) b ~b, +sin(s,) bBAb4] ,
wobei {al,..,a4} , {b1""b4}c c® Orthonormalsysteme sind, S8, € 10,%1
und [aif\az] * [b1Ab2] .
Dann gilt : s, =8, = %.
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. . _ s .
Bew.: Sei cos(sl) aiAa2+sm(sl)a3Aa4-e (cos(sz)blf\b2+sm(52)baAb4)

fiir ein & ¢ [ 0,2n[, dann folgt ( durch Quadrieren bzgl. "~" ):
_ . 2i9 oA
~a, = 2cos(sz)sm(sz)e blAb2 b3 b4.

2 cos(sl) sxn(sl) a~a,~a,

Da {al,..,a4} und {b1""b4} Orthonormalsysteme sind, miissen die
Normen beider Seiten der Gleichung iibereinstimmen, d.h. es gilt
cos(sl) sin(sl) = cos(sz) sin(sz) , und da (sin(t)cos(t)) auf [O,%;—]
streng monoton wiachst, folgt : s =s,.
Fiir s, =8, < -E— erhilt man einen Widerspruch zu dem Resultat
fiir C(G2’4) in Bem.2.4 , denn

Cy(G, ) < C(G, ) und dist(G, ,C(G, ))= T

!
2
I
n
|
Sk

Lemma 2.7 :

. _ 2 .6
Sei [k1a1Aa2+ kzaaAa4+ kaasxxaé] = [liblAb2+ 12b3/\b4+ labsAbe] e P(A°C®),

wobei {ai,..,a b, {b1""b6} Orthonormalbasen sind, Zki = le =1 und

6

1>k12k22k3> 0, 1>11212213>0. Dann gilt:
a.) k =1 fiir p=1,2,3 und
m w
b.) es gibt ein 9 [0,2n[ , so daB fiir ye{1,2,3} gilt:

Ist k #k fiir alle vy, so ist a ~a. =e%b ~b,_ .
v u 2pu-1 2 2u-1 2u

Bew.:

a.) Durch die Vorschrift Aa (x) ::% ( (a,x) b-(b,x) a) mit

~b
6

(a,x) = Zla_x, erhilt man einen Isomorphismus © Aw zwischen
i= ii

A?C® und den schiefsymmetrischen Matrizen Mzkﬁew( C) c .

Fiir eine Orthonormalbasis U:={ al,..,aﬁ} von C° kann einen ( von U

abhingigen) Isomorphismus A% :A2C®— Mikﬁew( C ) definieren,

so daB gilt: 0 -1
1 0
A 0 -1
+ + =
A" (a ~ra +a ~a +a.~a) 10
0 -1
1 0
. i%
= + = +
Sei o klal/\az+k2aa/\a4 kaas/\a6 e (11b1/\b2+12b3/~b4 IabsAbs)

mit ku’ 1\) wie oben und 9 ¢[0,2n[ .
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Dann gilt mit ‘2{={a1,..,a6} und B={b1,..,b6}:

1 /0'11
ky 0 1 0

A (o) = 0 —k, und Ag(m)=ei3L

Die Matrizen A% () und A®(w) gehen dabei wie folgt auseinander
hervor: Es gibt eine unitidre Matrix PQI:BE u(6), so daB gilt:

A¥(q) = PJ:B « A®(n) - Poress fiir ne A2C®  (vergl. [M]).
Nun gilt fiir die durch [[A] = <maximaler Eigenwert von (ATA) )5
definierte Spektralnorm : [[A*B|[ <A « [ Bl ; desweiteren gilt fiir
unitiare Matrizen Ue U(6) : ||U|l = 1. Da die Matrizen mT A (o)
und mT AB(m) Diagonalmatrizen sind, folgt offensichtlich:
i= li , also auch k1 = 11. Betrachtet man ©° = VAwWA® , so erhalt

- _ . 2 12 _ 42 42
man: k1k2k3— 111213 = k2k3-1213 und mit k2+k3 = 12+13 folgt

wie im Beweis von Lemma 2.6 : k1=l1 , k2=12 , k3=13.

_ iY
~a, + k3a ~a = e (klblAb2+k2b3Ab4+ k3bsAb5)'

i =ka~a +k
Sei w=kana +kya 57 %

3

. A ST _ pT , B
Aus der Gleichung A% (w)- P?If& = PQI:B A7 (w) folgt, daB PQIB

eine Matrix mit Kdstchen entlang der Diagonalen ist, wobei auBer-

halb der Kiastchen nur Nullen stehen : PQIB = el P mit 1= - 13—

und einer symplektischen Matrix P e Sp(3) folgender Gestalt:

k >k, >k, <P1P2 ) PeSp(1) 5 k =k, >k < P, ) . PeSp(2);
Py /) (p=1,2,3) P, P,eSp(1)

k1>k2=k3: <P1 b ), PleSp(l) ; k1=k2=k3: ( p ) , PeSp(3)
2 P,eSp(2)

0 -1
1 0
Bem.: Sp(n) = { PeU(2n) | PF PT = F } mit F :=< )
n n n .

{ Pel(2n) | P(e)=e } mit e= e re+...+e, _ ~e, .

Sei nun o0.B.d.A. p=1 und kvx k1 fiir v+ 1, dann folgt :

1}

0 -k,
T A8 . . - -i9 [ kg 0
P o A (b~b,) P e ! 0

U
A (blAbz)
U _ -ig U

> A (blAbz) = e A (alAaz)

= a ra, = el® b ~b, (da A% ein Isomorhpismus ist ).

- 21 -



Korollar 2.8 :

Fiir jedes w ¢ P( A%C®) gibt es ein eindeutig bestimmtes Element

2 _
N e {[klelAe2+k2e3Ae4+ kaesAeﬁ] | 12k12k22k320 , Zku—l },

so daB gilt: ®© e Gen, d.h. v liegt auf der G-Bahn von n ( G=PU(6) ).

Bew.:

Bem.2.9:

Bew.:

Sei weP(A?C®) ,dann kann man wegen Lemma 2.5 eine Darstellung

- s . . . . - .
® [kla1 a, kza ~a, k,a a6] wiahlen, wobei {al, ,aﬁ} eine

3 5

Orthonormalbasis ist und k1’k2’k3 obige Eigenschaften haben. Sei

nun A==(a1..a6)eU(6) = [A]-[ k1e1Ae + k2e ~e, + kaeSAeﬁ] = .

2 3

Die Eindeutigkeit folgt aus den obigen Lemmata.

Sei V ¢ €% ein linearer Unterraum, X € P( A%V ) < P(A®C®), dann

gilt: dist (x,GZ(V)) = dist

P(AZV) (x,Gz’é).

P(A2C®)

Man kann ohne Einschriankung annehmen, daB 4 <dim(V) <35 ist,
denn die anderen Fdlle sind trivial :

dim(V) € {2,3} = G,(V) =P(A*V) , dim(V) <1 = P(A®V) = 0.
Desweiteren sind fiir xe Gz(V) c P( A2V) beide obige Distanzen 0.
Sei also x = [a1/\a2+ aaAa4] e P(A%V) S, mit linear unabhingigen
{al,..,a4}c V. Dann gibt es eine kiirzeste Geodatische v in P( AZV)
mit v(0) e G,(V) und v(t ) =x fiir ein t e [0,5] (siehe Bem.2.4).
Da E(t) := [cos(t)blAb2 + sin(t) ( k1b3/\b4 +k2bs/\b6 ) Je S, fiir
te ]0,% , {bl,..,bﬁ}c C® Orthonormalbasis, kl,k2¢0 und k12+k22=1,
geniigt es, Geodatische ¢(t) =[ cos(t)blAb2+ sin(t) b3Ab4] fiir
orthonormale Vektoren {bi,..,b4} c €% zu betrachten .

Da offenbar §(t) e P( A*C( b.b, b, b)) ) fiir te[ O0,m] ist, folgt aus
O(s,) = xe P(A*V) fiir s e 10,5 [
V o C( al,az,aa,a4) = pz(x) = pz(tb(so)) = C( b1’b2’b3’b4)
= {b,b,b b }cV = ¢([0,n])c P(A*V)
= eine kiirzeste Geoditische von G2,6 zu x in P(A?C®) kann stets

so gewdhlt werden, daB sie ganz in P(A?V) verlauft.

O
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C. Der Schnittort C(G2 6) und der Orbitraum

Im ersten Teil dieses Abschnittes wird der Schnittort berechnet. Dazu wird
zunidchst die dichte Teilmenge CO(G2 6) CC(G2 6) betrachtet, also solche

Punkte, in denen mindestens zwei kiirzeste Geodidtische zu G2 6 existieren.

’

CO(G2,6) :
Sei X, = [alAaz] € Gz,b mit orthonormalen Vektoren a, und a,.
Dann sind die Geodatischen in P( A*C®) mit Startpunkt Xy die senkrecht

zZu G2 6 starten, der Gestalt

k]

ES;(G )

v(t) = [ cos(t)alAa + sm(t)uO] mit u oGy )

2 0

Erganzt man {al,az} zu einer Orthonormalbasis {al,..,aé} von €%, so gilt:

T;O(Gz’ﬁ) = AZC(a3,a ag.a,) ( siehe Lemma 2.1) .

4
Mit Lemma 2.5 ( Teil 2 des Beweises ) folgt:
Es gibt eine Orthonormalbasis { bl,..,b4} von C(aa,..,aé), so daB gilt:

_ ) + 2 12 _
u, = kl(blf\bz) + kz(baAb4) mit k1,k2 € ]RO , 1<1+k2 =1

Fiir die Berechnung des Schnittortes bietet es sich an, die folgenden beiden
Typen von Geodatischen zu betrachten:
(a) v(t) = [ cos(t) a~a, + sin(t) b ~b, ]

( wobei {a1’a2’b1’b2} ein Orthonormalsystem ist )

= vy([0o,®r]D N G2,6 = { v(0),v(%) } =1 [a1Aaz]’[b1Ab2] }

und y([0,7]) < R, =S, U Gz,s ,

(b) ~y(t) =[ cos(t)a ~a, + sin(t) ( kb ~b, + k,b_~b, ) ]

( wobei {bl,..,b4} c C(al,az)L ein Orthonormalsystem ist,

= 2. 12-
0<k1,k2<1, HklblAb2 + k2b3/\b4|| =1, d.h. k1+k2—1 )

= y([0,rD) NG, = v(0) [a,~a,],

y([0o,m]) N S, = Y (Z) [klblfxb2 + kzbaAb4] ,

v(1o, 70 U 13nl) <8,
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Zunichst zu (a):
Sei y(t) =[ cos(t) a ~a, + sin(t) a;~a, ] vom Typ (a).

Da v(%¥) = [a_~a, ] ist, reicht es, das Intervall [0,7-] zu betrachten, denn
2 3 4 4

*N((t) = [ cos(t) a,~a, + sin(t) a,~a, ] ist auch eine Geoditische, die senk-

recht zu G2 , Startet, und es gilt Y([0,X]) = Y([%,g—]).

Beh.: v([0,3] N Co(Gz,ﬁ) = y(¥) = [alAa2+a3Aa4]

Bew.: Alle Geoditischen ¢ vom Typ (b) treffen das Stratum 52 erst im
Punkt ¢(F), daher reicht es, Geodédtische vom Typ (a) zu betrachten.
Sei also ¢(t) =[cos(t) b ~b, + sin(t) bBAb4] mit (¢ )= y(t ) fir
toe]O,% . Falls [blAbz] * [al/\az] ist, folgt aus 2.6 : t, = % .
Falls [b1Ab2] = [alA az] ist, so gilt entweder ¢ = v, oder es gilt
p(t) =[cos(t)a ~a, - sin(t) aa/\a4j = t, = .
Speziell erhalt man fiir ?(t) = [ cos(t) a,~a, + sin(t) a ~a, ]

Y(3) = v(3) [a1 a, +a, a4] = [a1 a, +a, a4]eC0( G2’6).

Zu (b):

Sei sle]O,%] , v(t) = [ cos(t)alf\a2 + sin(t)(cos(sl)aaAa4+ sin(sl)aSAa6 ) ]

vom Typ (b). Nach obiger liberlegung reicht es, das Intervall te [0,5] zu

betrachten.

Sei y eine weitere Geoditische mit ?(to) = Y(to) .t e 10,5

0

Wiare v vom Typ (a), so folgte : v(t) e R, = t = - > ’\Vr(to) G, , W
= ¥ ist vom Typ (b).

Falls t =73 ist, soist y(t)) =[ ka,~a, + ka~a ]

= es gibt eine Geodatische vom Typ (a), die Y(tO) auf kiirzerem Weg mit

G2 6 verbindet ( siehe Fall (a) ).
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. TC
Sei also t <3

Sei s, e 10,371, y(t)=[ cos(t)b ~b + sin(t)(cos(sz)baAb4 + sin(s, )b _~b, ) ]
eine weitere Geoditische vom Typ (b) mit ;(to) = Y(to).

Falls v(0) = ¥(0) ist, so folgt : a ~a, = el® blrxb2

. _i9 . R
= cos(si)a ~a, + sm(s1)a ~a, = e (cos(sz)baAb4 + sm(52)b5 b6)

3 4 5

= vy =75 (denn t, < ).
Sei also y(0) # Y(0). Mit 2.6 und 2.7 erhilt man folgende Fille fiir den

Startpunkt y(0) = [blAbz] e G,

(i) [blz\b2] = [aaAa4] = cos(t ) = sin(t ) cos(s) = t0=arctan(cosl(sl)>,

(ii) [b1,\b2] = [asAaﬁ] = cos(t ) = sin(t)) sin(sl) = t0=arCtan(sin}sl) ) ’

e 7T .s .
s . =— ,a ~a +a_~ = ¢ ~C_+C_~ nete Ortho alvektoren
(iii) 7 - agnatacsa = C AC HConC, fiir geeig normal to

{C1”"C4} und [blAbz] = [clAcz]

. 1
= cos(t ) = sin(t ) cos(s ) = t = arctan(cos(sl) )

(iv) a.) cos(to) = sin(to) cos(sl) , alr\a2+aa/\a4=d1/\d2+d3/\d4
und [b ~b,]=[d ~d],
b.) cos(to) = sin(to) sin(sl) , ::11Az;12+as/\aé=d1/\d2+d3/\d4
und [blAbz] = [dif\dz] ,
c.) cos(to) = sin(to) cos(sl) = sin(to) sin(sl),
a ~ajta n~a ra ~a, = dlf\d2+d3/\d4+d5/\d6 und [b1Ab2] = [d1Ad2]

fiir jeweils geeignete Orthonormalvektoren {d1""d4} bzw. {di""d()}'

In jedem Fall gilt : t = arctan(cosl(sl) ) ( sle]O,%] = cos(s )z sin(s ) ).

Speziell gilt fiir die Geodatische

p(t) = [ cos(t)a,~a, + sm(t)(cos(sl)alAa2+ sin(s )a_~a, ) 1
sin(s,) .. 1
y(ty) = d(t)) = [alAa2+ a3Aa4+T(sll) asAaé] fir ¢ := arctan(cos(sl))

Da vy fiir kleine t sicher die kiirzeste Verbindung zwischen y(0) und vy(t)

ist, folgt aus Stetigkeitsgriinden:

Y(to) e CO( G2 é').

il
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Fazit:

2

2=1.

Sei {al,..,aﬁ} eine Orthonormalbasis, 0 < k2 < k1 <1, kf + k
Dann trifft die Geodatische

+ sin(t)(k a.~a + k.a_~a ) ]

y(t) = [cos(t)alr\a2 a,na, ,257 A

Co(Gz,ﬁ) im Punkt Y(to) fiir t, = arctan(%{‘l).
7T

1
Da 1= k1 > s ist, gilt: 7 < t0 < arctan(+/2 )

k
> Y(to) = [ a ~a, + a,na, + ﬁas/\as ] e Co(Gz,b) , also folgt aus (a),(b):

> Co(Gz,s) = { [alAa2+a3Aa4+k asAa6] | {ai} Orthonormalbasis , 0 < k <1 }

Nun kann auch der Schnittort angegeben werden.

C(Gz’a) :

Fiir eine Orthonormalbasis {al,‘.,aﬁ} von €% und k e [0,1] ist fiir die
unitare Matrix A = ( a,...a, ) e U(6)

a ~a_ + ~ + ~a = Ao ~ + ~ + ~e .
1 2 a3 a4 kaS 6 (el e2 e3 e4- keS 6)

=>{[a/\a + a,~a

N ay rhayt kasA a, 1 {al,..,a6} Orthonormalbasis }

= PU(6) - [ e ne, + e ne, + kesAeb], also abgeschlossen.
Folglich ist auch CO(G2 6) als Vereinigung dieser Orbits abgeschlossen, da
k €[0,1] ein abgeschlossenes Intervall durchlauft.

Da CO(G2 é') eine dichte Teilmenge von C(G2 6) ist, folgt :

Satz 2.10 :

C(Gz,ﬁ) = { [alAa2+a3Aa4+ka5Aa6] | {ai} Orthonormalbasis , 0 < k <1 }

Bevor weitere Aussagen iiber den Schnittort gemacht werden, soll nun der
Orbitraum der Gruppenoperation von PU(6) auf A2C® berechnet werden, um
auf diesem Weg eine geometrische Vorstellung der betrachteten Situation

und insbesondere der Struktur des Schnittortes zu erhalten.



Der Orbitraum:

Sei w e P( A%2C® ), dann folgt aus Korollar 2.8:
. 2 _
Die Menge { [kleiAe2+ kje,~e, + k3e5Ae6] | 12k 2k, 2k, 20, Zku = 1 }
enthilt einen eindeutig bestimmten Reprasentanten W, fiir o, so daB gilt :
w e PU(6) JICHES
Fiir den Orbitraum gilt folglich:
= ~ ~ A 2 =
OR = {[k161 e2+k2e3 e, k3eS eé] | 12k12k22k320 , Zku 1}
Diese Menge wird zu einer Teilmenge der 2-Sphédre durch folgende Abbildung:
% : OR —> S ¢ R® mit
— 3
Ae6]) = (k1’k2’k3) e R".

+ +
x([k1e1/\e2 k2f33/~e4 kae5

Geometrische Interpretation des Orbitraumes:
Der Orbitraum wird durch ein Dreieck auf der 2-Sphire reprédasentiert. Eine
Ecke entspricht G2 6 und die dieser Ecke gegeniiberliegende Seite entspricht

C(G2 6). Der Orbitraum kann also folgendermaBen veranschaulicht werden:

Seien E1== [elAez] , E2:: [ea/\e4] , E3 = [esAeé] , E12=:[e1Ae2+e3Ae4],
E s e ~e,ve ne, ve ne .
G
E, .~ 2,6

Dabei ist zu beachten, daB aufgrund der Projektivierung antipodische Punkte
zu identifizieren sind, was hier jedoch keine Rolle spielt, da sich das den

Orbitraum reprisentierende Dreieck auf einer Halfte der S? befindet.
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Bem.: Fiir die Winkel und Seitenliangen des Dreiecks gilt:

TT
; - EE = 2 - T ([ ag5°
dlSt(El,Elz) =7 < ( EE, .EE . ) = 5 T (=2457)
. _ - = 2T - (240°
dist(E,,.E ,,) = arctan(7") Q(E,E ,E,E,) =% =% (=60
. _ T _ T ~ °
dist(E,E , ) = arctan(y2) J(E,E,..  E,E ) =5 (290 ).
Bew.: Man betrachte die entsprechenden Geod&dtischen.
Dazu wahlt man die folgenden Tangentialvektoren:
JOEE, .EE, ;) u = (1 e;ne,) .
u, =_/_2—( e3/\e4+e5/\e6) = cos 4 = Jr
1
SOE ) E, » EjppEpy )eouy = 1/16_ (2e ne,-e ne,~e ne)

,_.
M|H

u, = 7= (e Ae2+e3/\e4—2es/\eé) = cos <

1]
(]

u, = 7 (elAez—e ~e ) = cos <

Es ist offensichtlich, daB die in den entsprechenden Eckpunkten in
obige Richtungen startenden Geod&tischen gerade die Seiten des
Dreiecks beschreiben. Fiir die Berechnung der Langen der Seiten
braucht nur ermittelt zu werden, fiir welches toe[O,n] der anvisierte

Eckpunkt erreicht wird. a

Berechnung der einzelnen Isotropiegruppen / Orbits :

Man betrachte dazu OR = { [elAe2+kle3Ae4+k2esAe6] |12 k1 > k2 >0 }

( indem durch den ersten (also groBten) Koeffizienten dividiert wird ).

Man hat die folgenden Fialle zu untersuchen:

1) k =k, =0 ( die Ecke E1)

2) a) k,=0 und 0 <k <1 ( die offene Seite ﬁm)
b.) k,=0 und k =1 ( die Ecke E )

3.) a) 0 <k =k, <1 ( die offene Seite E;—I—::lza)
b.) k1=k2=1 ( die Ecke Ews)

4) a) 1>k >k, >0 ( das Innere des Dreiecks (E E JE  .))
b)1 =k >k, >0 ( die offene Seite E ,E , ).
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1.)k1=k2=0

Man erhilt die Ecke [elAez] und als Orbit G2 .

G2 . = u(e) / (U(2) x u(4)), d.h G2 , ist (natiirlich) eine 8-dimensionale

komplexe Untermannigfaltigkeit.

= Ge[ elAez], wobei gilt:

2.) k2=0,0<k1S1
Man erhilt die Menge { [elAe2+k eaAe4] o <ks<1}c 52
a.) 0 <k <1
Sei X, = [el/\e2+k e3zxe4], dann gilt:
[A] e Gxo = A-(elAe2+k eaAe4) = ¥ (elAe2+k e,~e

Ay

< [A]= A2 e PU(6) mit A1’A2’A3 e U(2),

)

4

A A1'(e1'\ez)

em(e ~e
3 1

,)

i
und A, (ea/\e4) e (eSAe4)

n

=> G, = P(U(2) x (u(2)/8" x u(2) )
=> dimR( G'XO) = 36-(4+3+4) = 25, codimR( G-xo) =3
= G-xo ist keine komplexe Untermannigfaltigkeit .

b.) k =1

Sei x, = [elAe2+e3Ae4] e Co(Gz,b) N S, , dann gilt:

io

[A] e Gxo < [A] = © A e PU(6) mit A1 e U(4),

A A2 e U(2) wund
Aj(eneve ne,) = (e neyre ne,)

> G, = P(Sp(2) xs'xu(2) )

= dimR( G°x0 ) = 36-(10+1+4) = 21, codimR( G'xo) =7

= G'xo ist keine komplexe Untermannigfaltigkeit .

Bem.: Bei den Punkten { [elAe2+k e3Ae4] | 0 < k <1} handelt es sich um

. . - - . . . . . l
die Seite E1E12 des Dreiecks ( E1E12E123). Die Lange der Seite ist o .

Desweiteren ist die Seite die kiirzeste Verbindung von [elAez] € G2 6

zum Punkt [el/\e2+e3/\e4] € C(Gz,ﬁ).

- 29 -



3.)12k1=k2>0
Man erhilt die Menge { [elAe2+k eSAe4+k esAeﬁ] |12k >0} ¢ 83 .
a.) k <1

i = + + ilt:
Sei X, I:eifxe2 k e,~e, k eSAe6] , dann gilt:

A
1
[A] e Gxo & [A] = . e PU(6) mit A1 e U(2) , A2 e Sp(2)

e‘S-A
2 . I
und Al-(e1 e2) e (e1 e2)
= G, = P (U(2)/8") x sp(2) »s') = P( Sp(2)xu(2) )
= dimR( G-xo) = 36-(10+4) = 22, codimR( G-xo) =6 .

b.) k =1

Sei X,= [elAe2+esrxe4+e5Ae6] € C(Gz,é) N S3

= G, = P sp(3)xs')
= dimR( G'XO ) = 36-22 =14 |, codimR( G-xo) = 14

Bem.: Die Punkte { [elAe2+k e3/\e4+k eSAeﬁ] |12k =01} bilden die Seite

+ + i .
von [elAez] e G2,6 nach [el/\ez e_~e +e Aeﬁ] e C(G2 6) des Dreiecks

3 4 5 s
Diese Seite hat die Linge arctan(v2).

4.-.)12k1>k2>0

Man erhalt die Menge { [elAe2+k1e3Ae4+k2eSAe6] | 1= k1 > k2 >0} c8S

5
a.) k1 <1
Sei X" [elAe2+kle3Ae4+k2e5Ae6], dann gilt:
[ A |
[Alc G, <> I[A]-= k A, e PU(6) mit A,A A, e U(2) und
A3 A elAe2+k1e3Ae4+kzesAe6))
= e (e1 e2+k1e3 e4+kze5 eé))

= Gy, = P( U(2) x (u(2)/8" ~ (U(2)/s" )

= dim_( G'xo) = 36-(4+3+3) = 26, codimR( Gex

R ) =2

0
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b.) k =1

ei x = + +
Sei e ~e,+ e ne +ke

0 Ae6] , dann gilt:

5

i%
[A] € Gxo = [A] = =t A e PU(6) mit A1 e Sp(2) ,A2 e U(2)
2 und A - (e ~e,)) = eia(e1/\e2)
> G, = P(S'x Sp(2) x (UW(2)/8Y) )= P sp(2) x U(2)
= dimy( Gex) = 36-(10+4) = 22 , codimy( G+x) = 6 .

Bem.: Fiir 1 > k1 > k2 > 0 erhilt man die Punkte im Inneren des Dreiecks.
Die Punkte { [el/\ez+e3/\e4+k esAe6] |0 <ks<1}c C(G2’6) bilden die
dem Punkt [el/\ez] gegeniiberliegende Seite des Dreiecks. Die Lédnge

1
dieser Seite ist arctan(fz‘).

Der Orbitraum mit den einzelnen reellen Codimensionen im Bild:

G
127 2.6

( Die Orbits der reellen Codimension 2 sind die Hauptorbits ) .



Geometrische Interpretation des Schnittortes:

Die Punkte 151,E2 und E3 beschreiben ein gleichseitiges Dreieck auf der Sphiare.
In dieses Dreieck 14Bt sich der Orbitraum durch Vertauschen der Komponenten-
funktionen von x auf 6 verschiedene Arten abbilden, wobei stets eine der
Ecken ELl die Grassmann-Mannigfaltigkeit G2,6 und die gegeniiberliegende
Seite den Schnittort C(Gz,(,) repriasentiert. Da sich diese 6 verschiedenen
Abbildungen ebenso durch Multiplikation mit Matrizen aus PU(6) auf den
Urbildern ausdriicken lassen, erhilt man eine sinnvolle Vorstellung der

]

und [95"96]’ so erhilt man auf der Sphire die Verbindungen der Seitenmittel-

Gestalt des Schnittortes. Permutiert man namlich die Punkte [elAez], [eaAe4

punkte E = [elAe2+e Ae4], E = [elAe2+e Aeﬁ] und E, = [e.~e +e Ae6] mit

3 5 3 4 5

dem (auf die Sphére projizierten) Baryzentrum E , = [ elAe2+e3Ae4+e5Ae6].

Die Seitenmittelpunkte entsprechen dabei gerade den im Stratum 52 liegenden

Punkten des Schnittortes, also Endpunkten Y(to) zweier Geodidtischer vom

Typ (a) mit to={f-. Die Verbindungslinien mit dem Baryzentrum E123 ohne

die Seitenmittelpunkte entsprechen den Endpunkten Y(to) zweier Geodiatischer

vom Typ (b) mit t e 14 arctan(v2)] ( in E ,,ist t;= arctan(+2) ).

Man kann sich den Schnittort also folgendermaBen veranschaulichen:

1 - [e1Aez]
, =legne,]
3 - [esAeﬁ]

E,~ [e1Aez+eaAe4]
E,-= [e1Aez+esA66]
Eys = [eaAefesAes]

= [el/\ e2+83/\ e4+e5A eﬁj

123

Bem.: Die Punkte (E1’E12’E E23) beschreiben ein (entlang E1) auf die Sphare

123’

projiziertes Quadrat. Dabei hat die Diagonale E1E123 die Lange arctan(y2 ),

die Seiten E1E12 und E1E13 haben die Lange arctan(1) = %, und die Seiten

T F TR e L
E12E123 und E13E123 haben die Lange arctan(ﬂ/2 )
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Die Struktur des Schnittortes:

Die obige Veranschaulichung gibt zu der Vermutung AnlaB, daB der Schnittort
auBer in den durch das Baryzentrum E123=[e1/\e2+e3/\e4+e5/\e6] reprasentierten

Punkten glatt ist. Es gilt namlich:

Beh.: Die Seite E12E123 des den Orbitraum repriasentierenden Dreiecks wird
durch eine Geodatische beschrieben, die
a.) iliber den Punkt E12 hinaus weiter im Schnittort verlduft,

b.) iliber den Punkt E123 hinaus aber den Schnittort verlaBt.

1
Bew.: a.) Sei u =:‘w/_g—‘( elAez+e3Ae4~2 e.~e, ), dann ist die Geodiatische

Ae4+esAe6) + sin(t) *u ] die kiirzeste

y(t) =[ cos(t):/‘l?‘ (e1/\e2+e3

Verbindung zwischen v(0) = E = [elAe2+e3Ae4+e Ae6] und

123 5

1
Y(arctan(_/?)) =E, = [elAe2+e3Ae4]. Die Punkte vy(t) fiir

1
t e [0, arctan<‘¢‘2=)] liegen offenbar auf der Strecke E E ..

Weiter gilt: ¥( arctan(q/2 ) ) = —(eSAeé) , d.h. die Geodatische v

laBt sich glatt durch die im Schnittort verlaufende Geodiatische

Y(t) = [cos(t)T%?"(elAe2+e3Ae4) + sin(t)(—esAeﬁ) ] fortsetzen.

1
b.) Sei y'(t) = [ COS(t)1/3= (elAe2+e3Ae4+e5Ae6) + sin(t)+(-u) ],
also die (glatte) Fortsetzung der Geodatischen +y(t) = y'(-t).
Fiir t e ] O,arctan(v2) [ liegt y'(t) = [ elAe2+e3Ae4+k esAeé]

mit k > 1 offenbar nicht in C(G2 6).

Es laBt sich also die allgemeine Behauptung ableiten:

Lemma 2.11 :
a.) {[alAa2+a3Aa4+kasAa6] ’ {ai} Orthonormalbasis , 0 <k <1 } c C(Gz’ﬁ)
ist eine (reelle) Untermannigfaltigkeit in P'* und

b.) fiir eine Orthonormalbasis {al,..,aé} ist [al/\a2 tagra, + aSAaﬁ]

kein glatter Punkt des Schnittortes C( G2 é').

k]
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Bew.:

a.) Zunachst ist die Menge

{[ai/\a2+a3/\a4+kasf\a6] I {ai} Orthonormalbasis , O0<k<1 }
eine Untermannigfaltigkeit, denn es handelt sich um die Vereinigung
aller Orbits desselben Typs ( vergl. [J]).
Folglich ist nur die Glattheit in Punkten [alAa2+ aaAa4] zu zeigen.
Sei A:= {[alAa2+a3Aa4+kasAa6] | {ai} Orthonormalbasis , 0<k<1 }
und B := {[alAa2+a3Aa4] | {ai} Orthonormalsystem } .
Wegen Lemma 2.7 kann man die folgende Abbildung definieren:

p:A— B mit p([alAa2+a3Aa4+kasAa6]) = [alAa2+a3Aa4_].

Beh.: p ist ein differenzierbares Faserbiindel mit der typischen

Faser DZ\S1 , also einer offenen Kreisscheibe.

Bew.: Fiir eine Orthonormalbasis {al,..,aﬁ} und o := [aiz\a2+a3/\a ]

. . L _ 2 o~ A [~
gilt: C( al,aZ,as,a4) = C(as,aé) und A C(aﬁ,aﬁ) = Q?(a5 aé) = C,

also folgt zunédchst:

p_l(w) = {[alAa2+a3Aa4+ei3k asAa6] | O<k<1, 9e[0,2n[ }
Eine lokale Trivialisierung erhilt man folgendermaBen:
Es gibt eine offene Umgebung VcPU(6)+*w von w, so daB fiirne V
gilt: 7 = [b?/\bg + bgAbZ] , wobei {b?,..,bg} differenzierbar von 7
abhiangen und C(b?,bg,bg,b:,as,aé) = €% ist. Durch Orthonormierung
von a, und a, erhialt man so eine Orthonormalbasis {b?,..,bg 1, die
differenzierbar von n abhidngt.

Sei nun

{ ci} Orthonormalbasis

W= {[C1AC2+C3AC4+kcsAC6] ' ngq}’

[clAc2+ c3Ac4]eV
dann ist Wc A offen und fiir alle ne W gibt es ein ke[ 0,1[ und ein
9el0,2n [, so daB gilt:
n = [b;’/\ bg + bg/\bz +e¥k bgAbZ ]. Man erhilt somit einen
Diffeomorphismus ¢: W SV x D*\S' durch
PN n, p0 i% n,H0 N, {7 n, KN i%
[b7Ab7+ blab” + ek bTabT 1+ ([ bTab]+ bIabT], ¥k ) .
Da der Orbit PU(6) *w eine Untermannigfaltigkeit ist, folgt die

Behauptung.
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b.) Sei x = a~a +a,~a +a.~a,, mO::[xo].
Sei u = - _/%( a ~a+a ~a -2a.~a, ), also u = y(0) fiir den Weg
y(t) = [ cos(t)# Xy + sin(t) e u ].
= vy verlauft fiir tel[- arctan(%),O] in C( Gz,s)'
Beh.: Es gibt keinen glatten Weg {¢:R— C(Gz,b) mit L.‘J(O) =u.

Bew.:Fiir t>0 nahe bei 0 gilt:
Y2 cos(t)+2 sin(t)
Y2 cos(t) - sin(t)

v(t) = [alAa2+a3Aa4+ K°asAa6] mit K =

1+t t
> K >—— >—
vV2 2

= vy entfernt sich mindestens linear von C( G2 6) = Beh.

Bem.: Es gehen hier Sitze iiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten
und deren Tangentialraume ein ( vergl. z.B. [BC],[N]).

O
Nun noch eine abschlieBende Uberlegung zur Struktur des Schnittortes :

1.) Fiir die Menge {[ a ~ayt aaAa4] | {ai} Orthonormalsystem} betrachte man

das Faserbiindel p, : 52 — G4 6 Fiir die Faser iiber V ¢ G4 6 erhdlt man:

p,'(V) = P(A’V)\ (P(A*VINR, ) = {[0]leP(A*V)]o®s0}.
Es gilt: ]P(AzV)ﬁR1 = P(A%’V)N G2 g = {[alAaz]I al,azeV lin.unabh. }.

Da V=cC? ist, folgt: 11>(A2V)m{1 = G,, < P> = P(A%V) = L durch

geeignete Isometrien. Der Fall G2 . C P° ist einer der normal-homogenen

3

Falle, die in [BFS] betrachtet wurden. Man erhilt das Ergebnis:

R

RP®

C,(LNAR) = C (LNG, ) 2> Cp,(G, )NL

Pi4

= {[alAa2+ aaAa4] | {al,..,a4} Orthonormalbasis von V }

= P(U(4)/Sp(2)) ( reell 5-dimensional )

> C R P>

IR

(P(AzV)ﬂRI) = C

P(A%C

2
PCAZY) 6 (Gz’ﬁ)ﬂIP(A V)

= ple(G2 JnNs,: ClG, 6) ns,— G, . istein differenzierbares Faser-
biindel mit der typischen Faser
. -1 _ 2 2
(Pylece, pns, ) (V) =(P(A*V)\ (P(A V)NR,)) nc(G, )
= {[ai/\a2+ aa/\a4] | {al,..,a4} Orthonormalbasis von V } > RP°

= C( G2 6) N 52 ist reell 21-dimensional.
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2.) Sei S = { [aiAa2+ aar\a4+k aSAaé] | {ai} Orthonormalbasis , 0 < k < 1 }

Aufgrund der in Lemma 2.7 bewiesenen Eindeutigkeit 1aBt sich die

Abbildung P,

52 S — G, , mit 52( [aiAa2+ aaf\a4+kasz\a6]) = C(ai,az,aa,a4)
=> az_l(V) = { [alA a2+a3/~a4+k aSAaﬁ] | {al,..,a4} Orthonormalbasis von V,
{al,..,aﬁ} Orthonormalbasis von C°,
0<k<1 }
= (V) = P(U(4)/sp(2) x s'x]0,1[ )
. ~—1 _ ~ L
= dimy( p, (V) = (16-10+1+1) -1 = 7
= S ist reell 23-dimensional .

3.) Die Punkte {[alAa tagna, + aSAa6] I {ai,..,a }

2 6

konnen kein Faserbiindel iiber G4 . sein, denn M

k]

dimIR( M) = 36-21-1 =14 und dimR(G4’6) = 16.
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3. Die Cohomologie von P\ G2 6

In diesem Kapitel wird die analytische Cohomologie des Komplements von
G, , in P( A’C® ) betrachtet.

Dafiir wird das folgende Resultat von W.Barth aus [Bal] verwendet:
Theorem 3.1:

Sei Y ¢ P™ eine komplexe Untermannigfaltigkeit, d < dim(Y).

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

a.) HY( P",Y ; R ) =0 fiir q =0,..,d ,
b.) H* 9 P™\Y , Q") =0 fiir q=0,..,d ,
c.) H* " 9(P™\Y , F) =0 fiir q = 0,..,d und fiir alle kohdrenten

analytischen Garben ¥ auf P"

Lemma 3.2:
Es gilt: H9( P( A°C®),G. ;R)
und H3( P( A%C®), G

0 fiir q = 0,1,2,3,4
R .

~
n

Bew.: Man betrachte die lange exakte Cohomologiesequenz fiir G2 6C P4 .

El

.— H¥(P*'R) — HN(G ;R) — H**'!(P'*G ,R)—
2.6 2,6

— B P R) — HY'(G, ;R)— H?*(PYG, ;R)— ..

’

Aus der Zellenzerlegung von G, . in die offenen Zellen W, , .,

deren Abschliisse die Schubert-Zyklen sind ( vergl. 1.5 ), erhdlt man

fiir die Cohomologie- Gruppen von G2 6

k]

2k - . - -
a) H(G, :R) -aﬁi:k deg(o, 5, )*R fiir k=0,.8 ,
42a12a220

b.) HZkK+Y( G, ;R)=0 fir k=0,.7,

definiert ist durch

wobei der Grad der Schubert-Varietdt o, ,,

_ (8_3.1—6.2)!
deg(o, o) = ((4_a1)! (5-ag)! ) (al—a2+1) )

( vergl. [HP] )

Daraus folgt: H2( G R)=R und H¥ G, sR)=RoR

2,6°
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Aus der Zellenzerlegung P™ = C" U cty...uc folgt:

HI( PI* R ) = R , falls q gerade und 0 < q < 28 ,
0 , sonst

Man erhilt somit folgende zwei exakte Sequenzen:

o ol ol
0 — H*(P'*.G, ;R) 4 H2(P!*.R) — H%(G, ,:R) 2 H3(P'* G

2,6;IR) — 0

R R

B B B
0 — H*P'*.G, iR) L HYP*R) > H*(G, R) = H°(P'*.G,

R Re R

’6;1R) — 0

Um weitere Aussagen iiber H>( ]!3‘14,G2 o R ) und H( P',G R )

2,6°
machen zu konnen, werden die Abbildungen o und { betrachtet:

a.) Hz( G, 6) wird vom einzigen Schubert-Zyklus der komplexen

Dimension 1 erzeugt, also von

Oy g = { AEGz,e | dim( AﬂC(el)) > 1, dim(AﬂC(ei,ez,ea)) > 2}
= { Aer’6 | Cle) < Ac Cle ey e,) |3

Als Bild unter der Pliicker-Einbettung erhdalt man :

ol o ) = { [elAv] | v e C(ez,es) b= [20:21:0:..:0] e P}

= p!

4,3

Andererseits wird auch H2(IP14) aufgrund der Zellenzerlegung

P*=ctyu .. U c® von P! erzeugt.
Also ist Hz( G, 6) = H2(IP14) und fiir die Abbildung o gilt:
o : H3(P*, R ) — H?( G2 o R ) ist ein Isomorphismus.

b.) H4( G2 6) wird von den Schubert-Zyklen der komplexen

Dimension 2 erzeugt, also von

Oy o= { AGGz,s | dim(AﬂC(ei)) > 1, dim(AﬁC(e1,..,e4)) > 2}
= { Aer,6 | C(el) c A c C(el,e2,e3,e4) } und
045 = { Aer,6 | dim(AﬁC(el,ez)) > 1, dim(AﬂC(ei,ez,ea)) > 2}
Als Bild unter der Pliicker-Einbettung erhdlt man:
ol 04’2) = { [ei/\v] | v e Cle,e,.e,) b= [zo:z1:22:0:....0] p'* }

IR

P? als einen Erzeugenden von H4( G2 6 ).

k]
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Da auch H4( P'* ) von P? erzeugt wird, folgt:
H,(G, )—> H,( P!* ) ist surjektiv

= g:H*( P R)— H*( G, ; R) ist injektiv.

2,6°

Durch die obigen beiden exakten Sequenzen erhdlt man nun:

H2( p!*, G, s;R)=0

( ker(a) = im(ocl) =0, ker(ocl) =0) ,
3, ml4 _
H°( P ,G2’6;IR)—O

( im(a) = ker(ocz) R = im(cxz) =0) ,

H*( P4, G, sR)=0
( ker(p) = im(B ) =0, ker(B)) = 0),

HS( p'*, G, ;R)=R
( im(p) = ker(Bz) =R c ReR = im(Bz) =% R )

Zur Berechnung von HO( p'4, G2 o R) und H!( P G R ) be-

2.,6°
trachtet man den Anfang der langen exakten Cohomologiesequenz.
Da Ho( P'* ) und HO( G, ) von P°, d.h. einem Punkt erzeugt
werden, erhilt man:

Y o Y
0 — H(P'“G, ;R) H R 5 R 23 H'(P'™.G, ;R) — 0

= H°(P'"G, sR)=0
( ker(Yl)

0 und im(Yl) =0),

H( 11>1“,G2 GR)=0

R = im(y,) =0)

( ker(Yz) 5

Aus Theorem 3.1 und Lemma 3.2 folgt nun:

Korollar 3.3:

(i) H9Y( ]PM\G2 6 F) =0 fiir q=10,11,12,13,14 und alle koharenten
analytischen Garben ¥ auf P'* |

(i) H(P'™\G, 0" =0

Da desweiteren fiir q 214, # wie oben HC‘(IPM\G2 6 F)=0 ist (vergl.[GW]),

erhalt man:

Satz 3.4 : 113‘14\G2 6 ist cohomologisch 10-vollstdndig, aber nicht 9-vollstandig.
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4. Konstruktion der Ausschépfungsfunktion

In diesem Kapitel wird eine 10-konvexe Ausschépfungsfunktion auf ]P”‘\G2 6

konstruiert, d.h. eine differenzierbare Funktion & : IPM\G2 6 R , s.d gilt:

3

(i) & Y J-wec[) = {xe 11>“\G2 ;1 @x) <c} oec u>”\c;2 ]

(ii) Vv Xy€ P'*\G gilt: on(tb) ist positiv definit auf einem mindestens

2,6
S5-dimensionalen komplexen Unterraum von TXOIPM.

Diese Ausschopfungsfunktion wird nacheinander fiir die Strata S2 und S3

konstruiert und anschlieBend verklebt.

Zunichst werden die Uberlegungen von Kapitel 1.6 auf folgende Situation

angewandt:

n
Sei A:{n) . APCM — AZKT2em o C(2k+2) fiir k SZE definiert durch
w

k
W — St

Die Komponentenfunktionen von A]((n) liefern ( beziiglich der Standard-

t) (21?+2) == N homogene Polynome vom Grad (k+1) ,

basis { e; » LT
N

also einen Schnitt E]((n) in dem positiven Biindel D @P(g)_l(k+1)
i=1

und somit eine reellwertige Funktion a(ALn)) = 51((“) 1% .

Bem.: Offenbar gilt: ALn)(w) =0 < o**! =0, d.h. die Nullstellenmenge

von a(A]((n)) ist gerade R:(n): {[w] e P( A’C™) | oX*t =0 }.

Sei B :={ al,..,ap} ¢ C" ein Orthonormalsystem, dann induziert B eine
isometrische Einbettung iy : CP—— C" durch igle ) =a firv=1.,p.
Dadurch wiederum wird folgende isometrische Einbettung induziert:

rg o P A2CP) — P( A%C™)

[x~y] —— iB(x)AiB(y) ].

. . (n), - (p) y Y
Bem.: Es gilt a(/\k ) g a(/\k ) fir p<n und k < .

( Da die Abbildung a(Al((n)) offensichtlich unabhingig von der Wahl der

Orthonormalbasis ist, ist sie vertriglich mit Orthonormalbasiswechseln.)
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Fiir die Konstruktion der Ausschopfungsfunktion wird auBerdem das folgende

Lemma bendtigt:

Lemma 4.1:
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, dimCX = n.

Sei f: X — R eine stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a.) {xe X | f(x) <c} ist fiir alle ¢ < sup(f) eine kompakte

Teilmenge von X.

b.) Es gibt ein c < sup(f), so daB gilt:
(i) fist 87 auf X\ {xeX|[|f(x)<cyt,

(ii) Lx(f)‘ker(af)x hat fiir alle x e X \ { x e X | f(x) <c}

hochstens g-1 Eigenwerte < 0

( auch zugelassen sind die Fille c, = -® und (ﬁf)x =0 ).

Dann gilt:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine streng-monoton wachsende €~ -Funktion

hE: R—R , so daB fiir alle x e X \ { x e X | f(x) < CotE }oogilt:
Lx( hE°f ) hat mindestens n-qg+1 positive Eigenwerte.

( Die Funktion hE kann dabei so gewahlt werden, daB sie iiberall positiv

ist.)

Bew.: Sei K:={xeX|f(x)<c0},KE::{xeX|f(x)<c0+s},xeX\KE

= L (f) iker(af)x hat héchstens q-1 Eigenwerte < 0.

X

a.) (8af) =0 = dim(ker(df) ) =n = Lx(f) hat mindestens n-qg+1

X X

positive Eigenwerte.

b.) ('Gf)x* 0o = dim(ker(af)x) = n-1.

Dieser Fall wird im Beweis des Lemmas 3.10 in [ BFS] behandelt.

O
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Sei nun g : A%C® — € definiert durch Az(b)(m) = glw) elA...Aeﬁ)

( wobei A9 (w) = 0w e ACC® = C ).
2

Beh. 4.2 : ker(ag)mo = ker( ©, AT ) <« A%C® .
Bew.:
- og
Betrachte 9g Py azijdzij
Sei w= 2 w.e~e = A0 =glwe(en..re) =
1<i<j<6 1ij i j 2 1 776
3 _ . iyipigisigig .
$ W = i12:<i2 (L)ili2 (J.)i3i4 wi5i6 Sgn (1 2345 6 ) el’\... e()
= {1azte) =
{il,..,i6}={1,..,6}
og igigigisu v
?z '3'.2. iyipZigi, * S8 (123456)
KV i1 <io
1S{13<i4}36
{u,v,ig,..,igt={1,..,6}
9 0g
= (ag)wo (Tl) - (ag)‘*’o (1siz<'js6 T]ij 'Ozij ) - 1siz<js6 T]ij azij Wo
m m
* o A2mb
T‘JJo Two = A°C
Andererseits gilt:
2 = N N . N N
WA= ( ilz<i2 mi112 m13i4 ei1 eieria e14 ) (1suz<\,s6 nuv eu ev)
1S{i3<i4}56
_ . ijigigisp v A
T j<u<us<s 112<12 Wiji, Digi, T,y sgn (1 23456 ) SRR P
(1282}
{H,\J,i1,..,i4}={1,..,6}
2 _
Also folgt: wAn =0 < (09gl,(n) =0.

Lemma 4.3:

Sei S =71"1(S)={we A2C® | w¥+0 , w¥*!=0 } fiir v=1,2 , W, € E\;’

Y v

l1—>co

(0.) eine Folge in A?C® mit 0?#0 (d.h. o ¢ G Jund limw, = o, .
i i i 2,6 i i 0

Weiter gelte:

lim l(er'(’ag)mi existiert ( in der Grassmann-Mannigfaltigkeit der

l1—>

Hyperfldachen in A2C® ( vergl.1.6) ).

Dann folgt: Two(g ) < lim ker(’dg)wi

v i—sco
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Bew.:

Sei a,.

Sei V= C(

. . 6
.,a_ eine Basis von C’, so daB w_ = a ~a_+..+a ~a, .
6 1 2 2v-1 2v

0
. 3 2y _ 14
a, .2, ), dann gilt: Ty, (S) @ A"V =T, (P ), denn

Two( ’§v) = C(ai/\x | i=1,...2v , x e €% }.

Jedes W, nahe bei w, ist darstellbar als R AN mit

w €8S .o —o ,v.eA’V, lvl=1,t cR' ,t — 0.
5 , 0 i i i 0 i

wne
1}
——
€
i

a~b e A2C® | a,b linear unabhangig } ,

w, = a~a, . V = C(aa,a4,a5,a6) .

Sei ne T, S = w~n=0 ( denn ana na AX = 0 fiir p=1,2 ).

2
Wi~
Z.z.: lim— 271 =0 ( Problem: Zahler— 0 und Nenner—0 ).
i—o [lofl
. 2 _ 2 _ 2
Es gilt: 0 =(w, +tv )" =20 ~tv +t> v,V
i i,0 ii i,0 ii i i i
=t (20 +tv ) ~vV,
i i,0 ii i
(L)izAn ~ ( 2&)1,0+ tiVi)AViA‘q _ 2001.0""1"71 + ti("')
lo?ll (0 20; g+ tyvy Javyll I 20; g~rvy + ;0.0 |
2
) WiN 7 WA VAT
= lim . = —4—— =0 (wA~An=0, 0. ~v=0).
e ol I worv |l o™ 0

b.) v=2:
§2 = { arb+c~d | a,b,c,d linear unabhangig } ,

= ~ + ~ = .
w, = a,~a,ra, a4,V C(as,ab)

Sei 7 e Twogz = wﬁ/\n =0

( denn a,~a,~agra canX = 0 fiir i=1,2,3,4)

2 2
Wi A WA~
:>.1imlzn=02n=0(&)2:’=0).
ise | wfll I woll 0
In beiden Fillen folgt : lim ( wiz/\n) =0,
1—>co

und folglich gilt mit Beh.4.2

n e _lim( ker( € — wiz/\i ) ) = 'lim< ker(ﬁg)mi)

1—>co 1—>»

= Tmo(gv) c,lim( ker (Bg)mi) fiir v=1,2.

1—>co



Es wird noch der folgende Sachverhalt verwendet ( vergl. [BFS] Prop.5.4 ):

Bem. 4.4:
Sei g ein homogenes Polynom vom Grad d , Z = V(g) = { zeP™| g(z)=0 }.

n d
( .ZO Ziii)
Dann ist die Funktion p(z) = log =
lg(z)|?

eine Ausschdpfungsfunktion auf P"\Z , und fiir alle X, € P"\Z ist die

Leviform L, (¢) positiv definit auf T, (P™).
Xo Xo

Bew.:
1.) a.) Offensichtlich ist ¢ wohldefiniert, denn fiir [w] = [z] gilt:
- . . d
W, = asz, fiir i = 0,..,n <|a’2 i Z,Z,)
j=0 1 i

= ¢(w) = log = ¢(z)
(lal? Ig(2)])?

b.) ¢ ist eine Ausschopfungsfunktion:

n d
O.E. kann man voraussetzen : < > ziii) =1
i=0
= fiir z = Z gilt g(z)—= 0 = {Y(z) — o
n aij

2)Z.z.: Ly (¢) (EE) = % | Br,ot
w,v= utv

1
(Xo) EUEV > 0
( in Koordinaten t = Zv fiir v=1,..,n auf U_={z 0} ).
v z 0 0

0

Es gilt: ( vergleiche [BFS])
Ly (¢) (EE) =

(14 t]2)2 ([E1® + CILIPIE® - IKE>1® ) - Ly (loge(gg)) (EE)

m IEI2 = positiv definit.
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Nun soll das Ergebnis von Lemma 4.3 verallgemeinert werden:

Sei G'% das Biindel der Hyperflichen im Tangentialbiindel TP(A%C®) = TP

iber P'*.
Desweiteren werde A;é') im folgenden identifiziert mit der holomorphen

Funktion g : P(A%C®) — € ( definiert durch [ A (w) 1=[ glw) e ~..re. 1).
2 1 6

Lemma 4.5 :
Seien [wo],[wj] e P(A%C®) mit [u)o] E 82 c R2 ={[w] | 0®=01} = Vig),

[u)j] e IP(A2C6)\V(g) = 53 und lim [w ] = [wo].

j—>c ]

Es gelte weiter: ker< a( a(A(zb)))[mj]) konvergiert in g3

Dann gilt: lim ker( a( a(A;ﬁ)))[mj]) 2 Trw,1S,

J—>c

Bew.:
Es gilt a(A'®)) = || £¢9) |2 | Deshalb 14Bt sich a(Al®?) lokal darstellen
2 2 2
durch a(Az(ﬁ)) =|g |2« h , wobei h eine reellwertige iiberall positive

Funktion ist. Es folgt:

1]

o ( a(Az(ﬁ)))[wj] a(lgl? h)[wj]

1}

(8 )rw;1 &[0 1) h( o)+ lg(lo )%+ (0h)ry,q-

~

Sei ne TwoS dann ist zu zeigen :

2 ’

n e lim ker( a( a(Az(é)) )[mkj]) .

J—>c
Mit Beh.4.2 erhdlt man die folgende Behauptung:
2 3 3 3
(3wj~1) ~ @) h(w;) + 0] T (Bh)wj( n)

lim = 0 .
j—>eo 2 _3 3 3
3wy ~ ®] h(w) + v} ©; (Bh)wj Il

] J

Wie im Beweis von Lemma 4.3 laBt sich mj schreiben als u)j = wj ot ’cjvj

; S T L +
— = —
mit 0 € 82 S0 Wy sV € Two(Sz) , HVj” 1, tj = ]R0 , tj 0.

Sei v :=1lim v .
j—>o ]
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Man erhalt:

2 2. 2
AN + 2t w, AV, + IV,
j,0 j j,0 j j o

) M pS

=t,'(3m_2 AV, + 3t w, Av_2+t,v,2) ( denn ©° =0)
j j,0 j j 3.0 j j j.0

(30f ~n) ~ @ hlw) + of B} (8h), (n)

| 30} ~ B h(w) + of B} (8h), |

3(1.)j2’0/\ T]/\ 36?,0A{,j h( (J.)j) + tj.("'>

| 3wj0~ 3870~ ¥ hlwy) + ty= () || j

= lim L = 2 =0
Jee I Wog ~» W ~ V I
(denn: o =a~a, +a;~a, S, ,ne T, S,

= Tmo§2=C(aiAx|1sis4,xeC6) = (,_)(2)/\}']=0).

Nun wird das folgende Resultat von W.Barth aus [Ba2] benétigt:

Lemma 4.6:

Sei Y < PN eine abgeschlossene komplexe Untermannigfaltigkeit der

komplexen Codimension q .
Sei die Funktion f : PN — R definiert durch f(x) = -dist®( x,Y) .
Dann gilt fiir alle x e PN\ (YU C(Y) ) :
(i) Lx(f) hat mindestens N-q positive Eigenwerte auf Hx(f) = ker(af)x.

(ii) Es gibt ein A ¢ PGL(N+1,C) mit den folgenden Eigenschaften:

a.) x e A(Y)
by d (f], ) =0
c.) Lx( fIA(Y)) ist positiv definit .
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Lemma 4.6 wird nun auf den Fall G, < P( A2C™ ) angewandt:

Sei f . P( A’C™ )\ G — R definiert durch
(n) 2,n

[w] +— dist([0],G, ) ,

dann geniigt (—f(n ) den Voraussetzungen (a) und (b) von Lemma 4.1:

)

(ny) hat

hochstens N-1-(N-q), also q-1 Eigenwerte < 0 auf ker(af)x,
wobei N = dim( P(A*’C™)) und q = codim(G, n,11>(A2<1:“)) ist .

Mit dim ker(’af)x = N-1 folgt aus Lemma 4.6 : Lx(—f

\

4

Sei f = he(-f

() ) , wobei h gemdaB Lemma 4.1 streng monoton wachsend

(n)

und iiberall positiv gewahlt sei.
) ) o

Fiir alle x e P(A%C*)\{ xe P(A%C*)|f

Weiter gelte ( mit c, < supl —f(n)

(4)(x)> —c, ¢ }, d.h. fiir alle x, die

nahe genug bei G, , liegen, sei Lx( ?(4)) positiv definit auf TX(P(A2C4)).

Bem.: Diese Wahl ist méglich, denn fiir x e P°\ { x| f(“(x) > -co} gilt:
codim(G, ,P°) =1

2,4’
= Lx( f(“) hat mindestens 4 positive Eigenwerte, also keinen Eigenwert <0
auf ker(an))X

= I"x(ho(_f‘(d-)
( und dim( TX(IP(AZC4))) =5 ).

)) hat mindestens 5-1+1 = 5 positive Eigenwerte

Einige weitere Bezeichnungen:

ROV = { [w] e P(A2C™) Jo¥"'=0 ), s{™ = RIVARD™ fiir n= 45,6

( insbesondere ist R = R und s =589
v Vv v v

sei o™ P(AZC™) \ RI™ R definiert durch

v <w,w>k
(lw] log( ” ka )

Fiir p< 6 , k < 3 und ein Orthonormalsystem B :={b1,..,bp} c ¢ gilt dann

offenbar: L]Jl((n) ° Ap = q;i(") , wobei g : P( A’CP) —> P(A%’C™) die am

Anfang des Kapitels definierte isometrische Einbettung ist.



Bem.4.7 :

Zk)

Da Ri(z_kl) eine Hyperflache in [P( A2C ist, folgt aus Bem.4.4 :

YV X e P(A2C2k ) \Ri(z_kl) ist Lx( q;fk)) positiv definit auf TX(IP(AZCZk)) .

Nun kann die Ausschopfungsfunktion konstruiert werden !
Konstruktionsplan :

Zunichst werden die Funktionen lJJ;_“ und f(“ verklebt.

Diese Funktion wird dann (wie in Lemma 4.1 ) zur Funktion <I>(24) gestreckt.
Analog wird ( unter Verwendung von @;4) ) die Funktion <1>(26) konstruiert,
so daB fiir alle x e S, gilt: Lx(<I>(26)) hat mindestens 5 positive Eigenwerte
in Richtung der Fasern von p, : 52 — G4 6

Zuletzt werden die Funktionen Cb(zf’) und LIJ;()) verklebt und man erhilt die

gewiinschte Ausschopfungsfunktion & = @;6).

Zunichst wird also eine geeignete Verklebungsfunktion bendtigt:

Sei a<b und p ,: R— R eine &~ -Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a,b
(i) o, (t) =0 fiir t<a (i) o7 (&) >0 fiir a <t <232
o, ,(t) =1 fir t=b o (8 <0 fiir 2 <t <b

(ii) p'a (t) >0 fiir a<t<b

Sei a >0 so gewahlt, daB folgende Implikation gilt:

F'M)(x) >a = Lx( F(4)) ist positiv definit auf TX( P(A%C*))

Sei weiter b >a und c¢ > 0 . Definiere nun:

Y . p(A%c*)\G. — R durch
2,c 2,4

¥ (4) ._ _ o F . (4) . £ R
2, = (-, o fiy)red, + Cean® fiay) fon

Beh.4.8: Fiir ¢ > 0 klein genug gilt fiir alle x € P(A%C*)\ G, ,:

L (3% ist positiv definit auf ker(?d 34
X 2,c 2,c 'x
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Bew.: Zur Vereinfachung werden die Indizes weggelassen !

a.)

b.)

Es gilt B’&Dc = (1—p°’fv) c 9y —(p'°’t¥) c ¢ of + (poF) of + (p'orfY) fof

= (1-p°Ff) coy + ((p"’ffv)(%J—CLp) + porf) of

und  L(3) = (1-pF) c L(¢) + ((oFNF-cp) + ooF ) LF)

~2(ooF) cRe(dF0y) + ((p=F)F-co)+ 20 F) I0F]2.

Fiir f(x) < a ist . b(F(X)) = 0, also gilt Lx( ?ISC) = C LX(LJ)) ,
und aus Bem.4.7 folgt: Lx( ?IDC) ist positiv definit auf TX(IP(A2C4))

fiir alle x e P(A2C4)\R§4) = 11>(A2<1:‘*)\G2 R

Fiir f(x) > b gilt entsprechend Lx( 5(}) =L (f), also ist Lx( EC)

X

aufgrund der Wahl von b > a positiv definit auf TX( P(A%C*)).

Sei A ={xla < flx) < 22} A ={x] 3R < f(x) <b}, A=AUA,.

Sei ¢ > 0 so klein, daB auf A gilt: |c¢]| <a. Dann folgt:
f-cy>0 auf A = (a@c)x= x(x) (aq;)x+ B(x) (’Orfv)x , wobei
gilt: o(x) =20 fiir alle x und B(x) >0 fir x e A1U—A2 .

Sei nun x € A1U7\2 und v e ker (a%c)x , dann folgt:

~

(5F) (80) (v) = - E29 (5¢)_(0¢) (v) = - £25 1(09) () [* = 0.

Fir x e A gilt: (p'e f)(x) >0 = Lx(r&)C) positiv definit.
Sei x € A2 :

Wiahle c¢=0 = L ()
X 0

Bx) L_(F) + y(x) [(2f) [?

und (650) B(x) (ﬁrfv)x mit B(x) > 0 auf Kz'

X
= Fiir veker(0® ) ist (8f) (v) =0 = L (3 )=p(x)L_(F)
0" x X x 0 X
= L (d ) ist positiv definit auf ker(9® ) .
x 0 0" x
Da ?DC, L(%c) und BEC stetig von c¢ abhingen, folgt:

L (® ) ist positiv definit auf ker(2® ) fiir alle x ¢ A
X c c’x 2

und c¢ klein genug.
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Sei nun 82 so gewahlt, daB gilt:
(i) 0 < f(“(x) <3, = Lx( rfv(‘“) ist positiv definit auf TXP(A2C4') ,

(ii) f(ﬁ) ist 8 auf {x|0<f(6)(x) <82}

( Nahe genug an G2 N sind die Eigenschaften (i) und (ii) offenbar erfiillt ).

Sei weiter O < 8'2 < 82 , a = h( —52) und b = h( —8'2).
Die Konstante c¢>0 sei wie in Beh.4.8 so gewidhlt, daB gilt:

T (4) . el .. Y (4) .. 2 ~4
Lx( <I>2,c) ist positiv definit auf ker(?d <I>2’C )X fiir alle x e P(A°C™)\ G2’4.

Dann folgt mit Lemma 4.1:
Es gibt eine streng monoton wachsende £~ -Funktion h:R — R, so daB

Lx(rlvrfcfyc)) positiv definit ist auf Tx( P(A%CY)) VvV x e P(A%CHY)\ G2 .-

Definiere die Funktion @;6) c P(A%CE) G2 s R durch

’

(6) _ %, _ s (6) F O F
® "7 = h ((1 b f(6))c P + f ) f

2 (pa,b (6) (6))'

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

Beh. 4.9:

(i) <I>;‘” ist 8,

~ ~

(ii) @;6) o )\B = ho @;2 fiir jede Orthonormalbasis B eines

. . 6
4-dimensionalen Untervektorraumes von C° ,

(iii) Fiir alle x e S, gilt: Lx(fbéé)) hat mindestens 5 positive

Eigenwerte in Richtung der Fasern von p, : 52 — G4 6

~

: (6) .
(iv) @, |{xelP(A2C6)|0<f(6)(x)<8'2}_h ey
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Bew.:

(i) Auf {x| F(6)> a} ist f oy € und auf {x| ,f\,(())s a} gilt

o~

©{® = he(cy,®) = Beh.

(ii) Es gilt LI);())°)\B = Lb;“ (s.0.) und f(6)°)\ = f (Bem.2.9)

= Beh.

(iii) Erinnerung: Fiir Ve G4,6 gilt:
p, (V) = P(A*V)\(P(A’V)NR, )
= {[0]eP(A’V) | w?=0}
= { [alAa2+a3Aa4]e P(A%V) | a ,..,a, linear unabhangig }.
Sei x=[la~a ,+a,~a ]eS |
so daB {ai,..,a4} == B eine Orthonormalbasis von V ist.

o~

. _ (6), - L X (4) :
Aus (ii) folgt: Lx( @2 )\B) Lx( h <I>2’c ), also gilt nach
Wahl von h : Lx( @;6) ° )‘B) ist positiv definit auf T _( P(A2C*))
= Lx( @;6) ) hat mindestens 5 positive Eigenwerte in Richtung

der Fasern von von P,

(iv) Sei 0 < f(é)(x) < 8'2, dann folgt:
=> f(ﬁ)(x)=h°(—f(6))(x)>b
= pa,b°f(6)(x) =1

(6) L F
= @2 (x) = h f(6)(x) = Beh.
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Nun wird die Funktion @;6) konstruiert.

Aus der Eigenschaft (iv) der Funktion @;6) folgt, daB fiir f(é)(x) < 8’2,

also x nahe genug bei G2 o gilt:

(6) _ 3 ..
LX(CI>2 ) (v,v) = 1(x) Lx(f(e))(V’V) fiir v e ker('af(ﬁ))X ,

wobei 1(x) ein positiver Faktor ist.

~

(denn: L(K-f)=(R)laf®+ (KeF)LF) )

Da dim(G2 6) = 8 ist, folgt aus Lemma 4.6 fiir 0 < f(6)(x) <8,

~

Lx( f(6)

vektorraum von ker(ﬁf(é) )x und aus obiger Uberlegung folgt somit:

) ist positiv definit auf einem mindestens 8-dimensionalen Unter-

Lx( (D;ﬁ)) ist positiv definit auf einem mindestens 7-dimensionalen Unter-

vektorraum von ker(d a(A(zé)) )x .
Nun miissen noch die Punkte mit f(s)(X) > 8'2 untersucht werden :
Sei R'2 = | xeR2 | f(ﬁ)(x) > 8'2 b, erR'2 , dann liegt X, in S2 .
Aus Beh.4.9 (iii) folgt:

Es gibt einen Unterraum Axoc Txo( Sz) der Dimension 5 , so daB gilt:

L @;6)) ist positiv definit auf Axo.

o
Aus Lemma 4.5 folgt :
Es gibt eine offene Umgebung U(xo) von X, , S0 daB fiir alle x e U(xo)

gilt: Lx(®;6)) ist positiv definit auf einem mindestens 5-dimensionalen

Unterraum von ker(d a(A(zﬁ)) )x

. (6) peo . O, (6)y _ (6)1 .
Bew.: Da @2 €~ ist, gilt: )%LngXoLx(d)z ) LXO(CIJ2 )
o (6)
aus Lemma 4.5 folgt: )%ﬂlx()ker(’d a(A,”") ) 2 Ty (S)).
Also gibt es fiir x nahe genug bei X, einen Unterraum A, — AXO ,

A< ker(d a(A(zﬁ)) )~ so daB L, ( @;6)) positiv definit auf A, ist.

Sei R:= U ) U(xo) die Vereinigung der offenen Umgebungen.

Xp€ho
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Wihle nun:
b'>0 sodaB {x10<alA®)x)<b lc{x|0<f (x)<8}UR,
0<a <b und 0<3,<5, sd gilt: (0<f  (x)<5 = a(A*)(x)<a ),
B = inf{ @;6)(x) | a' < a(A(zé))(x) <b},

c'>0 so klein, daB auf {a'< a(A;f’))(x) < b'} gilt: ¢ ¢;6)—(®;6)~B+1) < 0.

Nun kann die Ausschopfungsfunktion definiert werden :

(6) ._ o (6) v 1, (6) _ o (6) (6) _
2 -—(pa,’b, alA)”") ) " +<1 (pa,’b, a( A, )))(@2 B+1).
Die Funktion & := @;6) hat folgende Eigenschaften:
Beh. 4.10:

(i) & ist 8% .

(ii) qDI{erP(AZCf’)I 0< frq) (x) < 8} = h- f(ﬁ) + Konstante .
(iii) Fir ve{2,3} gilt:
Fiir alle xeS = hat L,( ®) mindestens 5 positive Eigenwerte in

Richtung der Fasern von P, : S\) — sz 6

Da P(A%C®) \ G, ,=5,U S, ist und & fiir alle x e S,U S, mindestens
5 = dim(P(A%C®)) -10+1=14-10+1 positive Eigenwerte auf T ( P(A*C®))
hat, gilt:

Korollar 4.11:

P( A%C®) \ G, , ist 10-vollstandig.

Beweis der Beh.4.10:

(i) ist offensichtlich.

(ii) Fir £ (x) <8 ist a(A‘z“)(x)< a = (pa,‘b,c’a(/\;é)))(x) =0

= d(x) =¢;6’—s+1 und da &, <3

y folgt aus Beh.4.9 (iv):

®(x) = he f(é)(x)”—Bm = Beh.
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(iii) 1.) v = 2:

R, = {x|x%=0} = {xla(A(26))(x)=O}

= <I>|52 = <I>(26) -B+1. Mit Beh.4.9 (iii) folgt die Behauptung.

wn
1

b.)

= lP(A2C6)\R2

{[alAa2+a3Aa4+asAa6] | a ,...a, linear unabhingig |3

Fiir a(A(zb))(x) > b ist (o . a(A(26)))(x) =1

a',b’
> o(x) =c - 30 (x).

Aus Bem.4.4 folgt die Behauptung, wobei sogar gilt:
Lx( ® ) ist positiv definit auf Tx( A2C®).

Sei xe {x]0< a(A(zﬁ)))(x) <b'}, dann gilt :

Lx(<I>)(v,v) =(p ° a(A;f’)))(x) s c' - Lx( l.]);é))(V,V)

a',b’
s (1=(o, Lo alA®))(x)) - L (2;°))(v,v)

w (e el - (00 -+ 1)) (o e alAy®))(x)
*L_(a(As®))(v,v)

fiir v e ker( Ba(/\(zﬁ)) ) .
X

Die Behauptung folgt aus den Eigenschaften der einzelnen

Terme :
(i) Lx( d,);ﬁ) ) ist positiv definit auf T_( P(A%C®).

(ii) Lx(®;6)) ist positiv definit auf einem mindestens
5-dimensionalen Unterraum von ker( ’aa(A(zﬁ)) )X fiir

alle x mit 0 < a(A(zé))(x) <b' nach Wahl von b’ .

(iii) Fiir a' < a(A(26))(x) <b st (. . a(A(zé)))(x) >0

und (c' L})éﬁ)(x) - ( @;“(x) -B+1)) <0,

fir 0 < a(A}®)(x) < b’ ist (¢, .

=> (e 2 -2l -p+1)) (o .

= alAL®))(x) = 0
- a(AL®)) < 0.
Da Lx( a(A(Z(’)) ) auf ker( aa(A;(’)) )x negativ definit

ist (vergl.Kap.1.6), folgt die Behauptung.
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