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KAPITEL 1

Einleitung

Algebraische Topologie untersucht topologische Ridume mit algebraischen Mit-
teln. Die Grundidee ist, topologischen Rdumen algebraische Invarianten zuzuord-
nen. Dies konnen Zahlen (wie die Anzahl der Zusammenhangskomponenten oder die
Eulercharakteristik) oder algebraische Strukturen (Homologiegruppen, Kohomolo-
gieringe) sein. Wenn homéomorphe oder homotopieiiquivalente Rédume isomorphe
algebraische Invarianten haben (oder allgemeiner die Zuordnung von topologischen
Réumen zu algebraischen Invarianten funktoriell ist), konnen wir Rdume mit Hilfe
ihrer algebraischen Invarianten unterscheiden. Gute Invarianten zeichnen sich da-
durch aus, dass sie hinreichend leicht berechenbar sind (und damit viel von den
Komplikationen topologischer Réume und stetiger Abbildungen vergessen), aber
immer noch ein wenig der fiir das konkrete Problem relevanten Information bein-
halten.

Ein gutes Beispiel fiir diese Situation, vielleicht der Anfangspunkt der algebrai-
schen Topologie ist die Eulersche Polyederformel. Fiir ein konvexes Polyeder mit V'
Eckpunkten, F Kanten und F' Seitenflichen haben wir immer V — E + F = 2. Die
Antwort ist immer unabhéngig von der konkreten Geometrie des Polyeders, wir ver-
gessen also viel Information (zum Beispiel iiber die Anzahl oder Lage der Eckpunkte
etc.). Auf der anderen Seite behalten wir immer noch einen Teil der Information:
die Oberfliiche des Polyeders ist homdomorph zur 2-dimensionalen Sphére S2 und
die 2 in der Polyederformel ist die Eulercharakteristik von S2. Dadurch kénnen wir
insbesondere auch Triangulierungen des 2-Torus von Triangulierungen der Sphére
anhand der Euler-Charakteristik unterscheiden.

UBUNGSAUFGABE 1.0.1. Beweisen Sie die Fulersche Polyederformel: fiir einen
zusammenhdngenden planaren Graphen mit E Knoten, K Kanten und F Fldchen
gilt E— K + F = 2. (Dabei sind die Flichen des Graphen G die Zusammenhangs-
komponenten des Komplements von G.)

(1) Diskutieren Sie den Zusammenhang zwischen konvexen Polyedern und pla-
naren Graphen, iber Projektion in die Ebene. (Gute Beispiele sind Tetra-
eder, Wiirfel und Oktaeder.)

(2) Hinweis: Der Beweis kann durch Induktion gefiihrt werden; jeder Graph
kann induktiv aus dem einpunktigen Graphen konstruiert werden, indem
eine neue Kante (eventuell mit freiem Ende) eingefiigt wird.

UBUNGSAUFGABE 1.0.2. Die Eulersche Polyederformel kann wie folgt inter-
pretiert werden: Wenn wir die Kugeloberfliche in Polygone aufteilen, ist die al-
ternierende Summe E — K + F immer 2. Experimentieren Sie, was im Fall des
2-dimensionalen Torus passiert.

UBUNGSAUFGABE 1.0.3. Finden Sie die kleinste Zahln, so dass der 2-dimensionale
Torus durch n offene Teilmengen tberdeckt werden kann, die homdomorph zu R?
sind.
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Diese Ubersetzung von Topologie in Algebra hat verschiedenste Anwendungen,
die in der Vorlesung auch teilweise diskutiert werden. Klassischere Anwendungen
sind zum Beispiel

(1) der Brouwersche Fixpunktsatz, der iiber Nashs Arbeiten zur Spieltheorie
und das Nash-Gleichgewicht auch Eingang in die Wirtschaftswissenschaf-
ten gefunden hat,

(2) das Sperner-Lemma, eine kombinatorische Aussage zur Féarbung von Tri-
angulierungen, das konkret auf Fragen der fairen Teilung angewendet wer-
den kann,

(3) der Satz vom Igel iiber die Nichtexistenz nullstellenfreier Vektorfelder auf
der 2-Sphiire,

(4) der Jordansche Kurvensatz sowie die Folgerungen zur Invarianz der Di-
mension als wesentliche Aussagen iiber die Topologie des R™.

Interessante topologische Rdume tauchen iiberall auf und fithren auch zu mo-
derneren Anwendungen. Konfigurationsrdume fassen die moglichen Positionen und
Bewegungen von ebenen Gelenke oder Roboterarme als Punkte eines topologischen
Raums auf, und Fragen nach der Bewegungsplanung fiir den Roboterarm lassen sich
dann in Fragen der algebraischen Topologie iibersetzen (Lusternik—Schnirelman-
Kategorie und topologische Komplexitét in der topologischen Robotik). Qualitati-
ve Struktur in hoch-dimensionalen Datensétzen kann ebenfalls mit Methoden der
algebraischen Topologie untersucht werden (persistente Homologie) und erschliefit
vollig neue Moglichkeiten in Datenanalyse und Mustererkennung (topologische Da~
tenanalyse).

Konkreter sollen in der Vorlesung Homologie und Kohomologie fiir topologi-
sche Rdume definiert und untersucht werden. Die Grundidee dabei ist, dass wir
uns hauptsichlich auf Rdume konzentrieren, die aus einfachen Bestandteilen zu-
sammengeklebt werden: CW-Komplexe werden zusammengesetzt aus Zellen, die
homoéomorph zu abgeschlossenen Einheitsbéllen D™ sind, simpliziale Komplexe wer-
den zusammengesetzt aus Simplizes A™. Die Komplexitit der so zusammenge-
setzten topologischen Raume entsteht hauptséchlich durch nicht-triviales Zusam-
menkleben dieser einfachen Bestandteile. Homologie iibersetzt dann diese Verklebe-
Information in Algebra, konkret als Matrizen, deren Eintréige die Grade von An-
klebeabbildungen sind. Auf diese Art erhalten wir Invarianten, die uns konkre-
te Information iiber die Zusammensetzung der topologischen Réume liefern und
Riickschliisse iiber die Struktur der betrachteten Raume zulassen. Mit dieser In-
formation kénnen wir dann in geeigneten Situation zum Beispiel die Existenz be-
stimmter topologischer Objekte oder Eigenschaften erzwingen oder ausschliefen —
manchmal erzwingt topologische Struktur die Existenz von Fixpunkten, manchmal
verbietet topologische Struktur die Existenz von Gruppenwirkungen.

Die Tatsache, dass Homologie misst, wie einfache Bestandteile zu komplizier-
ten Raumen zusammengeklebt werden, bedeutet auch, dass Homologie gut benutzt
werden kann, um die Kompatibilitdt von lokalen Konstruktionen und deren Verkle-
bung zu globalen Objekten zu verstehen. Fiir offene Teilmengen im R™ kénnen wir
lokal immer Stammfunktionen finden, aber die globale Topologie einer offenen Teil-
menge im R™ erlaubt nicht immer, diese Stammfunktion global zu definieren (Satz
von Stokes). Zum Beispiel héingt die Existenz einer 1-Form auf S!, die nicht Diffe-
rential einer Funktion ist, mit der nicht-trivialen Topologie von S' zusammen (siche
de Rham-Kohomologie in Analysis auf Mannigfaltigkeiten). Ein gutes Beispiel, wie
Kohomologie diesen Unterschied zwischen lokal moglichen aber global unmoglichen
Konstruktionen zu verstehen, ist das Penrose-Dreieck. Jede Ecke des Dreiecks kann
separat als dreidimensionales Objekt realisiert werden, aber alle drei Ecken zusam-
mengenommen ergeben eine unmogliche Figur. Die Erklarung benutzt auch hier
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wieder Kohomologieklassen auf S!, die auf der Unbestimmtheit der Entfernung ei-
ner dreidimensionalen Realisierung vom Auge basieren. In einem wiederum véllig
anderen Kontext tauchen Kohomologie-Kozykel auf S* im Condorcet-Paradox auf:
im Allgemeinen gibt es keine Moglichkeit, lokal kompatible Priferenzen verschiede-
ner Personen zu einer globalen Priferenzordnung zusammenzufassen. Hier ist der
einfachste Fall von drei Wahlalternativen und drei Préiferenzordnungen A > B > C,
B>C>AundC>A>B.

Dies ist der grobe Umriss dessen, was in der Vorlesung behandelt werden soll.
Die Kapitel der Vorlesung folgen diesem Aufbau. Zuerst diskutieren wir in Kapi-
tel 2 die relevanten Rdume, die fiir die Vorlesung eine Rolle spielen werden, CW-
Komplexe und Simplizialkomplexe. Auflerdem umfasst dieses Kapitel eine kurze
Wiederholung der topologischen Grundlagen, sowie eine Reihe relevanter Beispie-
le von Rdumen, die in der Vorlesung immer wieder auftauchen werden, bzw. die
fiir verschiedene Anwendungen relevant sind. Im Kapitel [3] werden die Eilenberg—
Steenrod-Axiome fiir Homologietheorien formuliert und die ersten Konsequenzen
gezogen. In der Praxis wird Kohomologietheorie meist axiomatisch (auch gern als
black box) benutzt, in Form der Homotopieinvarianz und des Ausschneidungs-
axioms, und die konkrete Definition bestimmter Homologietheorien (simplizialer
oder singuliirer Homologie) spielt nur selten eine essentielle Rolle. Aus diesem Grund
erscheint die Betonung der axiomatischen Aspekte sinnvoll, und erlaubt auflerdem
relativ frith in der Vorlesung relevante Beispiele zu diskutieren.

Kapitel [ simpliziale und singulire Homologie, Beweis Eilenberg-Steenrod-
Axiome, Anwendung Jordan und Borsuk—Ulam

Kapitel 7?: Kohomologie, Cup-Produkt, Kiinneth-Formel, universelle Koeffizi-
enten, Orientierung und Poincaré-Dualitét.

Ein paar Grundlagen aus der Kategorientheorie, sowie fiir die Vorlesung rele-
vante Teile der homologischen Algebra, sind im Anhang [A] zusammengefasst.

Disclaimer: Wie iiblich bei Vorlesungsmitschriften beruht nichts im folgenden
Skript auf eigenen wissenschaftlichen Leistungen, Einsichten oder Ergebnissen. So-
wohl Definitionen als auch Formulierungen und Beweise fiir Sétze sind meist das
Produkt von urspriinglich vage formulierten Ideen, die durch vielfache Umformulie-
rungen und Kontextverdnderungen iiber Jahrzehnte zu den heute verwendeten Kon-
zepten herangewachsen sind. Insofern kénnen konkrete Zuschreibungen von Frage-
stellungen, Begriffen, Satzen oder Beweistechniken {iblicherweise nicht vorgenom-
men werden. (Auflerdem stellt sich iiberraschend oft heraus, dass die iiblicherweise
mit Sétzen oder Begriffen verkniipften Namen nicht unbedingt die zentralen Ent-
wicklungen des Begriffs reflektieren.)

Das Material des Vorlesungsskripts beruht iiberwiegend auf géngigen Lehr-
biichern zur algebraischen Topologie und homologischen Algebra. Hauptséichlich
verwendet wurden die Biicher von Hatcher [Hat02], Weibel [Wei94] sowie Ghrist
|Ghr14], weitere Orientierung boten Vorlesungsskripten von Clara Loh und Chris-
tian Bér. Die einzige Eigenleistung beschrénkt sich daher auf Tipp-, Index-, Logik-
und andere Fehler, fragwiirdige Anordnung des Materials sowie falsche Schwer-
punktsetzungen. (Vermutlich sind allerdings viele meiner Fehler auch von anderen
Leuten bereits gemacht worden; damit kann ich leben.)

Vielen Dank an Sean Tilson fiir den Vorschlag, die Eilenberg—Steenrod-Axiome
als zentrales Rechenwerkzeug an den Anfang der Vorlesung zu stellen sowie an
Herrn Jochen Herzhoff fiir viele hilfreiche Korrekturhinweise.






KAPITEL 2

Zell-Komplexe

In der algebraischen Topologie geht es hauptséchlich um topologische Réaume,
die aus einfachen Bestandteilen zusammengebaut werden. Interessante Topologie
kommt dadurch zustande, wie die einfachen Bestandteile zusammengesetzt werden.
In spéteren Abschnitten werden wir sehen, wie Homologie genau dieses nicht-triviale
Zusammensetzen einfacher Bausteine quantifizieren kann.

In diesem Kapitel wollen wir die wichtigsten Konzepte kennenlernen, was einfa-
che Bausteine sein kénnen, und wie Rdume zusammengeklebt werden kénnen. Die
wichtigsten Rdume in der algebraischen Topologie sind die CW-Kompleze, die aus
Zellen zusammengeklebt werden, die homéomorph zu D™ sind. Eher kombinatori-
sche Konzepte sind die simplizialen Komplexe, die sehr kombinatorisch als Teilmen-
gensysteme aufgefasst oder geometrisch realisiert aus Simplizes zusammengebaut
werden konnen. Der Vollstandigkeit halber werden wir auch noch die A-Komplexe
(semi-simpliziale Komplexe) definieren, die in Hatchers Buch [Hat02] eine wichtige
Rolle spielen.

Das Ziel des Kapitels ist die wichtigsten Definitionen und Konstruktionen ken-
nenzulernen, und gleichzeitig ein paar interessante Beispiele von Rdumen zu sehen,
die fiir spétere Anwendungen eine Rolle spielen werden.

2.1. Grundbegriffe

DEFINITION 2.1.1. Fin topologischer Raum ist ein Paar (X, Q) bestehend aus
einer Menge X und einer Menge O C P(X) von Teilmengen von X, den sogenann-
ten offenen Mengen, so dass

(1) 9, X € O,

(2) fiir eine Menge {Ui}ier von offenen Mengen U; € O ist | J;c; U; € O, d.h.
Vereinigungen von beliebig vielen offenen Mengen sind wieder offen,

(8) fir Uy, Uy € O ist Uy NUs € O, d.h. endliche Durchschnitte von offenen
Mengen sind wieder offen.

Die Mengen der Form X \ U fir U € O heiffen abgeschlossene Mengen. Fiir
einen Punkt x € X heiffen die offenen Mengen U € O mit x € U offene Umgebun-
gen von .

DEFINITION 2.1.2 (Unterraum). Sei (X, O(X)) ein topologischer Raum und
Y C X eine Teilmenge von X. Dann definiert O(Y) ={Y NU |U € O(X)} eine
Topologie auf Y, und (Y,O(Y)) heifit Unterraum von X. Wenn Y € O(X) ist,
spricht man von offenem Unterraum, wenn X \'Y € O(X) von abgeschlossenem
Unterraum.

DEFINITION 2.1.3 (stetige Abbildung). Seien (X, O(X)) und (Y,O(Y)) zwei
topologische Riume. Eine Abbildung f: X — Y (von Mengen) heifit stetige Abbil-
dung, wenn fiir alle offenen Mengen U € O(Y) gilt f~1(O(X)).

DEFINITION 2.1.4. Fiir topologische Raume X,Y ist die Produkttopologie auf
X XY erzeugt durch die Menge

{UXxV |U offen in X und V offen in Y}

5
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der “offenen Rechtecken” gegeben ist, d.h. eine Menge ist genau dann offen, wenn
sie Vereinigung von offenen Rechtecken ist. Alternativ ist eine Menge U C X XY
genau dann offen, wenn jeder Punkt x € U in einem offenen Rechteck enthalten
ist, das selbst ganz in U enthalten ist.

DEFINITION 2.1.5 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum und
~C X x X eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen [x]. = {y €
X |y ~ x} wird mit X/~ bezeichnet und heifft Quotientenraum; wir haben eine
natiirliche surjektive Abbildung m: X — X/: x — [z]. Auf X/~ wird eine Topo-
logie, die Quotiententopologie, dadurch definiert, dass eine Menge U C X /.. offen
ist genau dann, wenn ihr Urbild 7= (U) C X offen ist.

Ein relevanter Spezialfall: fiir einen Unterraum Z C X kénnen wir die Aqui-
valenzrelation betrachten, fiir die die Aquivalenzklassen durch Z und die einelemen-
tigen Mengen {x} fir x € X \ Z gegeben sind.

DEFINITION 2.1.6. Eine Homotopie H: f ~ g zwischen zwei stetigen Abbildun-
gen f,g: X — Y ist eine stetige Abbildung H: X x[0,1] =Y, so dass H|xx {0} = f

Sei i: Z C X ein Unterraum. Eine Homotopie relativ zu Z zwischen zwei
Abbildungen f,g: X =Y mit f|z = g|z ist eine Homotopie H: f ~ g, so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

H|zx[0,1

Z % [0,1]

: Y
M /:ZMZ

Z
UBUNGSAUFGABE 2.1.7. Zeigen Sie, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation

ist. Zeigen Sie, dass die Komposition von Homotopiedquivalenzen eine Homoto-
piedquivalenz ist.

BEISPIEL 2.1.8. Finfache Beispiele sind Wege v: [0,1] = Y fiir den Fall X =
{*}. In der Analysis-Vorlesung kommen Homotopien zwischen Wegen (meist in
offenen Gebieten im R™) vor, wenn die Homotopieinvarianz der Wegintegrale dis-
kutiert wird. O

DEFINITION 2.1.9. Ein topologischer Raum X heiffit wegzusammenhéngend,
wenn fir je zwei Punkte x,y € X eine stetige Abbildung v: [0,1] — X existiert, fir
die v(0) = = und v(1) =y gilt.

DEFINITION 2.1.10. Ein topologischer Raum X heiffit zusammenziehbar, wenn
es eine Homotopie H: idx ~ p gibt, wobei p: X — X fiir einen Punkt p € X die
Abbildung p(x) = p ist.

DEFINITION 2.1.11. Sei X ein topologischer Raum und i: Z C X ein Unter-
raum.

(1) Eine Retraktion ist eine stetige Abbildung r: X — Z, so dass roi =idy
ist. In diesem Fall heifst Z Retrakt von X.

(2) Fine Deformationsretraktion ist eine stetige Abbildung r: X x[0,1] — X,
50 dass | x x {0y = idx, 7|zx[0,1] = iopPry und r|xx {1y eine Retraktion ist.

BEMERKUNG 2.1.12. Anders gesagt, eine Deformationsretraktion ist eine Ho-
motopie relativ zu Z zwischen der Identitdt und einer Retraktion H .

Die Definition ist in der Literatur nicht einheitlich: manchmal wird fiir De-
formationsretrakt nur eine Homotopie zwischen der Identitit und einer Retraktion
gefordert, und die Zusatzeigenschaft der Homotopie rel Z als starker Deformations-
retrakt bezeichnet. Wir folgen Hatcher.
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Deformationsretrakte sind insbesondere zusammenziehbar. Die Umkehrung (zu-
sammenziehbare Riume deformationsretrahieren auf einen Punkt) gilt fir die schwa-
che Variante, aber nicht fir die starke. Beispiele gibt es in Ubungsaufgaben in
JHat02, Kapitel 0].

UBUNGSAUFGABE 2.1.13. Zeigen Sie, dass ein Retrakt eines zusammenziehba-
ren Raums auch zusammenziehbar ist.

BEISPIEL 2.1.14. Standardbeispiele fiir topologische Rdume sind
e die n-dimensionale Sphire S" = {z € R"* | |z| = 1}
die n-dimensionale Kreisscheibe D" = {x € R™ | |z| < 1}
der n-dimensionale reell-projektive Raum RP" = S™ /{x ~ —z,x € S"} =
R\ {0}/{z ~ Az,z € S", A € R*}
e der n-Torus T = R /7" = (S1)*"

O

BEMERKUNG 2.1.15. Viele interessante Beispiele fiir topologische Riume kom-
men aus der Differentialgeometrie oder Differentialtopologie. Fine Mannigfaltigkeit
ist ein hausdorffscher zweitabzihlbarer topologischer Raum, der lokal homdéomorph
zu einem R™ ist. Solche Raume werden in der Vorlesung “Analysis auf Mannigfal-
tigkeiten” diskutiert. Fiir den Stoff der Topologie-Vorlesung sind Mannigfaltigkeiten
nicht zentral, sie werden aber immer mal wieder in Beispielen erwdhnt werden.

UBUNGSAUFGABE 2.1.16. (*) Finden Sie die kleinste Zahl n, so dass der 2-
dimensionale Torus durch n offene Teilmengen tberdeckt werden kann, die homdo-
morph zu R? sind.

UBUNGSAUFGABE 2.1.17. Zeigen Sie, dass R\ {0} zusammenziehbar ist. (Zur
Klarstellung: R> soll ein R-Vektorraum von abzdhlbar unendlicher Dimension
sein. Wir schreiben R =, R™, und eine Menge U C R* ist offen, wenn U NR™
fiir alle n offen ist.)

DEFINITION 2.1.18. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung.

e Der Abbildungszylinder von f ist der Quotient
My = (X x[0,1]uY)/{(z,1) ~ f(z)}.
e Der Abbildungskegel einer Abbildung f: X — Y ist definiert als
Cy = (X x[0,1]UY)/{(21,0) ~ (22,0), (z,1) ~ f(2)}.

UBUNGSAUFGABE 2.1.19. Sei f: S* — S': 2 = 22, wobei S* = {z € C | |2] =
1}.

(1) Zeigen Sie, dass der Abbildungszylinder von f homdéomorph zum Mdbius-

band ist.
(2) Zeigen Sie, dass der Abbildungskegel von f homdomorph zu RP? ist.

BEISPIEL 2.1.20. Fiir einen topologischen Raum ist der Konfigurationsraum
von n angeordneten Punkten in X gegeben durch

Conf,(X)=X"\{F #j: 2, = x;}
Fiir R™ ist dies das Komplement eines Arrangements von Hyperebenen. Der Kon-

figurationsraum von n ungeordneten Punkten ist dann Conf, (X)/%,, wobei die
symmetrische Gruppe ¥, auf Conf, (X) durch Permutation der n Punkte. Il

UBUNGSAUFGABE 2.1.21. Zeigen Sie, dass Confy(R™) homdomorph zu R x
Sn1ist.
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2.2. CW-Komplexe

DEFINITION 2.2.1. Fin CW-Komplex ist ein topologischer Raum X, der in-
duktiv aus n-dimensionalen Zellen wie folgt konstruiert werden kann:

(1) Sei X© eine diskrete Menge von 0-Zellen.

(2) Gegeben das n — 1-Skelett X"~V erhalten wir das n-Skelett X™ durch
Ankleben von n-Zellen. Das Ankleben einer n-Zelle D™ an X1 ent-
lang einer Abbildung ¢: S™~' = 9D™ — X~V ist durch den folgenden
Quotientenraum gegeben:

XD, D" {x ~ ¢(zx),z € D"}

Fiir eine Familie D, a € I, von Zellen und gegebenen Anklebeabbildungen
o OD) — X =1 setzen wir also X™ = X (=1 U, Do

(3) X =U, X ) trigt die schwache Topologie, d.h. eine Menge U C X ist
genau dann offen, wenn U N X" fir alle n € N offen ist.

BEMERKUNG 2.2.2. FEin CW-Komplex X mit endlich vielen Zellen heifit end-
lich. Wenn es ein n gibt, so dass X = X, dann heift X endlich-dimensional.

Fiir eine n-Zelle heift die Komposition D — X™=1 1, D” — X — X
charakteristische Abbildung.

BEISPIEL 2.2.3. Eine kompakte orientierte Fliche von Geschlecht g kann aus ei-
nem 4g-Eck durch Randidentifikationen konstruiert werden. Dafiir werden die Kan-
ten mit aq, bl,al_l, b1_17 ey Gg, g, ag_l, b;l durchmarkiert. Dann identifizieren wir
die Kanten a; und ai_1 durch einen Homdomorphismus, der die Kante a; im po-
sitiven Drehsinn und die Kante a; Y im negativen Drehsinn durchliuft; analog fir
b; und bl-_l. Das Ergebnis ist eine CW-Struktur mit einer 0-Zelle, 2g 1-Zellen und

einer 2-Zelle. O

BEISPIEL 2.2.4. Die n-dimensionale Sphdre hat eine CW-Struktur mit einer
0-Zelle und einer n-Zelle. O

BEISPIEL 2.2.5. Der n-dimensionale reell-projektive Raum RP" hat eine CW-
Struktur mit jeweils einer i-Zelle firi € [0,n). Induktiv nehmen wir an, dass RP™ !
eine CW-Struktur der behaupteten Form besitzt. Nach Definition RP™ = S™ /{x ~
—z}, so dass RP" als Quotient einer Hemisphdre D" geschrieben werden kann,
bei der auf dem Aquator S"~' die Antipodenpunkte x, —x identifiziert werden. Da
S fa ~ —x} = RP" Y, erhalten wir die CW-Struktur auf RP™ durch Ankleben
einer n-Zelle an RP" 1.

Der n-dimensionale komplez-projektive Raum CP" = (C"+1\ {0})/C* hat ei-
ne CW-Struktur mit jeweils einer 2i-Zelle fir i € [0,n]. Analog zum reellen Fall
kann die CW-Struktur von CP"™ induktiv konstruiert werden, indem an CP"~! eine
on-Zelle angeklebt wird; die Anklebeabbildung ist dabei die Komposition S~ =
dD*™ — CP"™' der Einbettung S*"~' C C" als Einheitssphdre (bzgl. des hermi-
teschen Skalarprodukts) und der kanonischen Projektion (C™\ {0}) — CP"! =
C™\ {0}/C*. O

BEISPIEL 2.2.6. Jede glatte kompakte Mannigfaltigkeit hat die Struktur eines
endlichen CW-Komplexes. Dies folgt aus Morse-Theorie (Gradientenfluss fiir Morse-
Funktionen liefert die Zellzerlegung). Vielleicht werden wir die diskrete Variante fiir
Simplizialkomplexe im Verlauf des Semesters in der Vorlesung sehen. (]

DEFINITION 2.2.7. FEin Unterkomplex eines CW-Komplexes X ist ein abge-
schlossener Unterraum A C X, der eine Vereinigung von Zellen ist. Der Unter-
komplex A trigt eine induzierte CW-Struktur von X. Ein Paar (X, A) bestehend
aus einem CW-Komplex X und einem Unterkomplex A C X heifsit CW-Paar.
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DEFINITION 2.2.8. Fiir CW-Komplexe X und Y hat das Produkt X XY eine
CW-Struktur, deren Zellen die Produkte der Zellen von X und Y sind. Wenn X
oder'Y endlich sind, oder beide hochstens abzihlbar viele Zellen haben, stimmt die
CW-Topologie mit der Produkttopologie tiberein.

DEFINITION 2.2.9. Fir ein CW-Paar (X, A) trigt der Quotientenraum X/A
eine natirliche CW-Struktur, deren Zellen die Zellen von X \ A sind, zuziglich
einer neuen 0-Zelle, die A ersetzt. Die Anklebeabbildungen fiir X/A sind durch die
Komposition S*~' = D? — X (=1 — X(n=1) /A(n=1) gegeben.

Ein Beispiel ist D" /0D™ = S™.

DEFINITION 2.2.10. Die (unreduzierte) Suspension/Einhéngung ¥X von X er-
halten wir aus X x [0,1], indem X x {0} und X x {1} jeweils zu einem Punkt
zusammengezogen werden. Alternativ ist der Kegel C(X) = (X x [0,1])/(X x {1})
iber X der Abbildungskegel fir X — {*}, und die Einhingung ergibt sich durch
Zusammenkleben zweier Kegel iber X entlang X .

Ein Beispiel ist ¥S" = §n+1,

DEFINITION 2.2.11. Fir topologische Riume X;, i € I mit ausgezeichneten
Basispunkten x; € X; ist die Wedge-Summe/Bouquet

\ Xi = <|_| XZ-) J{xi ~x;Vi,j €T}

iel iel
Fiir einen CW-Komplex ist X (™) /X (=1 22 \/ §n,

PROPOSITION 2.2.12. Sei X ein CW-Komplex:
(1) X ist normal, d.h. fir je zwei abgeschlossene Teilmengen A, B C X mit
ANB =10 gibt es offene Umgebungen U D A und V D B mit UNV = 0.
(2) X ist lokal zusammenziehbar, d.h. fir jeden Punkt x und jede offene Um-
gebung U von x gibt es eine offene Umgebung x € V. C U, die zusammen-
ziehbar ist.

BEWEIS. Fiir eine Teilmenge A C X und eine Abbildung ¢ von der Menge der
Zellen nach R<g konnen wir eine offene Umgebung N.(A) durch Rekursion iiber
n-Skelette wie folgt konstruieren. Der Anfang ist N\”(4) = AN X©. Fiir den
Rekursionsschritt nehmen wir an, dass wir bereits eine offene Umgebung Ne(")(A)
von A in X™ konstruiert haben. Um NE("'H)(A) zu konstruieren reicht es, fiir jede
charakteristische Abbildung ®,: D?*! — X die offene Menge @;1(]\[6(”“)(14)) C
D"+ anzugeben. Wir definieren <I>;1(N€(n+1)(A)) als Vereinigung einer offenen e-
Umgebung von ®1(A) \ 9D"*! in D"\ D! und dem Produkt (1 — €, 1] x
d;1(N™ (A4)) fiir sphéirische Koordinaten (r,6) € D™\ {0} 2 (0, 1] x 9D"*1. Die
gewiinschte offene Umgebung ist N.(4) =, Ne(”)(A).

In dieser Konstruktion kénnen fiir abgeschlossene Teilmengen A, B C X die
relevanten e so gewihlt werden, dass NE(")(A) und Ng(n)(B) disjunkt sind (wesent-
licher Grund ist hier die Normalitdt bzw. Kompaktheit von D™). Dies zeigt die
Normalitat.

Fiir einen Punkt z € X und eine offene Umgebung U C X von z kénnen wir
fiir geniigend kleine € ein N (z) C U finden. Es bleibt noch zu zeigen, dass N.(x)
zusammenziehbar ist. Fiir z € X \ X~ yund n > m kénnen wir N (x) auf
Ne(n_l)(x) radial auf den Rand der n-Zelle retrahieren. Diese Deformationsretrak-
tionen kénnen wir zusammenfassen: N.(z) wird auf Ne(m)(x) retrahiert, indem im
Zeitintervall [1/27,1/2"~ ] die Retraktion von N (x) auf N (x) durchgefiihrt



10 2. ZELL-KOMPLEXE

wird. Nach Voraussetzung z € X ™ \ X(m=1 ist N"™ () einfach ein e-Ball um =
in einer m-Zelle und kann auf den Punkt x zusammengezogen werden. O

UBUNGSAUFGABE 2.2.13. Sei (X, A) ein CW-Paar, d.h. A C X ist ein Unter-
komplex. Dann ist X x {0}UA x [0, 1] ein Deformationsretrakt von X x [0,1]. (Hin-
weis: Betrachten Sie erst den Fall (D™, 0D™). Die Retraktionen fiir die n-Skelette
werden dann wie im Beweis der lokalen Zusammenziehbarkeit von CW-Komplexen
zusammengefasst.)



KAPITEL 3

Eilenberg—Steenrod-Axiome und
Beispielrechnungen

Im Kapitel zu Zellkomplexen haben wir Ridume (CW-Komplexe, Simplizial-
komplexe, etc.) betrachtet, die aus einfachen Bausteinen zusammengesetzt werden.
Homologie iibersetzt nun die Information in den Anklebeabbildungen der Zellen
bzw. Simplizes in algebraische Beschreibungen. Die grundlegenden Eigenschaften
einer Homologietheorie werden durch die Eilenberg—Steenrod-Axiome formuliert.
Wir wollen Invarianten, die sich unter Homotopieidquivalenz nicht &ndern, das fiithrt
zum Axziom der Homotopieinvarianz. Ausserdem wollen wir die Invarianten be-
rechnen koénnen; dafiir ist es praktisch, wenn sich Zerlegungen eines topologischen
Raums (z.B. in Form von Uberdeckungen) auch in Beschreibungen der Homolo-
gie tibersetzen lassen, dhnlich dem Inklusions-Exklusions-Prinzip aus der Kombi-
natorik. Dies fithrt zu langen exakten Sequenzen und dem Ausschneidungsaziom.
Wenn wir mit unendlichen Komplexen umgehen miissen, brauchen wir auch noch
eine Form der Stetigkeit, die uns erlaubt, Aussagen z.B. auf endliche Komplexe
zuriickzufiihren, dies fithrt zum Wedge- oder Additivitdts-Axiom.

Homotopieinvarianz und Ausschneidung sind ganz allgemein die definierenden
Kennzeichen von Homologietheorien. Beispielsweise gibt es auch in der algebrai-
schen Geometrie Homologietheorien fiir algebraische Varietdten. Auch wenn in die-
sen Theorien Homotopieinvarianz und Ausschneidung anders formuliert werden,
bilden sie dort ebenfalls die charakteristischen Eigenschaften und zentralen Berech-
nungsmethoden.

Im folgenden Kapitel werden wir die Eilenberg—Steenrod-Axiome formulieren
und bereits ein paar beispielhafte Anwendungen betrachten. Viele Berechnungen
von Homologie konnen direkt aus den Axiomen abgeleitet werden, ohne konkretes
Wissen {iber die Definition einer speziellen Homologietheorie. Tatséchlich sind alle
gewoOhnlichen Homologietheorien auf CW-Komplexen dquivalent, was wir auch aus
den Axiomen ableiten werden.

3.1. Axiomatik

Fiir die Formulierung der Axiome fiir Homologietheorien gibt es verschiedene
Mboglichkeiten zur Auswahl; wir kénnen Basispunkte ignorieren (unreduziert) oder
mit einbeziehen (reduziert), wir kénnen topologische Réume (absolut) oder Raum-
paare (relativ) betrachten, wir konnen allgemein topologische Riume betrachten
oder uns auf CW-Komplexe einschrianken. Entsprechend viele Varianten der Axio-
me gibt es.

Homologietheorien werden immer als Funktoren von einer Kategorie topologi-
scher Rédume in eine Kategorie algebraischer Strukturen definiert. Eine kurze Dis-
kussion der relevanten Grundlagen aus der Kategorientheorie ist in Anhang zu
finden.

DEFINITION 3.1.1. Eine (unreduzierte) Homologietheorie ist

11
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e cine Sequenz von Funktoren H,: Top?> — Ab, n € Z, von der Kategorie
der Raumpaare mit stetigen Abbildungen in die Kategorie der abelschen
Gruppen,

e zusammen mit einer Sequenz natirlicher Transformationen, den Randab-
bildungen

On: Hy (X, A) = Hy_1(A,0),
d.h. fir eine Abbildung f: (X,A) — (Y,B) von Paaren haben wir ein
kommutatives Diagramm

Hn(Xa A) $’ n—l(AaQ)
Hn(f) Hn(f)
H,(Y,B) —%> H,_,(B,0)

so dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

Homotopieinvarianz: Wenn f ~ g¢: (X, A4) — (Y,B), dann H,(f) =
H,(g9): H,(X,A) — H,(Y,B). Hierbei ist eine Homotopie H: f ~ g
eine Abbildung H: (X x [0,1], A x [0,1]) — (Y, B) von Raumpaaren, so
dass H|(xx{0},ax{0}) = [ und H|(xx{1},Ax{1}) = g-

lange exakte Sequenz: Fiir ein Raumpaar (X, A) haben wir die folgende
lange exakte Sequenz

6n+1

P A e) 2 g x,0) 2 g (x A) 2 H (AL 0) s

Dabei sind i: (A,0) — (H,0) und j: (X,0) — (X, A) die entsprechenden
Inklusionen von Raumpaaren.

Ausschneidung: Fir jedes Raumpaar (X, A) und einen Unterraum B C A
mit B C A gibt es natirliche Isomorphismen

H,(X\ B,A\ B) = H,(X, A).

Additivitat: Fir eine beliebige Indexmenge I und Raumpaare (X,,0), o €
I induzieren die Inklusionsabbildungen X — ||, Xo Isomorphismen fir

alle n N
P Ha(Xa,0) = Ha(| | Xa0).
acl acl
BEMERKUNG 3.1.2. Fir eine stetige Abbildung f: (X, A) — (Y, B) wird die
induzierte Abbildung H,(f): H,(X,A) — H,(Y, B) fast immer als f. bezeichnet.
Fiir einen topologischen Raum erhalten wir absolute Homologiegruppen H,(X) :=
H,(X,0). Die Homologie fiir Raumpaare wird auch relative Homologie genannt.

BEMERKUNG 3.1.3. Fiir den einpunktigen Raum {x}, auch mit pt bezeichnet,
ist He(pt) eine graduierte abelsche Gruppe. Diese Gruppe nennt man die Koeffizi-
enten der Homologietheorie.

Wir kénnen noch eine Zusatzforderung stellen. Das Dimensionsaxiom fordert,
dass die Koeffizienten mdglichst einfach sind, nimlich Ho(pt) = A fiir eine abelsche
Gruppe A und H;(pt) = 0 sonst. Eine solche Homologietheorie heifst gewshnliche
Homologietheorie, andere Homologietheorien heiffen auBergewohnlich. Wir werden
mn Korollar (fast) sehen, dass alle gewéhnlichen Homologietheorien isomorph
sind.

Aufergewohnliche Homologietheorien spielen auch eine wichtige Rolle in der
algebraischen Topologie sowie ihrer Verbindung zu Geometrie und Differentialtopo-
logie. Wichtige Beispiele sind topologische K-Theorie und Kobordismus.

LEMMA 3.1.4. (1) Fiir ein Raumpaar (X, A), fiir das die Inklusioni: A —
X eine Homotopiedquivalenz ist, gilt Hp(X,A) = 0 fiir alle k € Z.
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(2) Fir eine Abbildung f: (X,A) = (Y,B) so dass f: X =Y und fla: A —
B Homotopiedquivalenzen sind, ist

fer Hi(X, A) — Hy(Y, B)
ein Isomorphismus fiir alle k € Z.
BeEWwEIS. (1) folgt aus der langen exakten Sequenz
Hi(A) —» Hip(X) = Hp(X,A) > Hip—1(A) —» Hp1(X),

da unter der Annahme die Abbildungen Hy(A) — Hy(X) Isomorphismen sind.
(2) folgt aus dem 5-Lemma, cf.

Hyu(A) Hyu(X) Hy(X, A) — Hy_1(A) — Hy_1(X)
H,.(B) Hy(Y) Hy(Y, B) —> Hy_1(B) — Hj,_,(Y)

O

LEMMA 3.1.5. Sei (X, x) ein punktierter Raum. Die Inklusion (X,0) — (X, {z})
induziert natirliche Isomorphismen

Hi(X) = Hy({z}) ® Hy (X, {z})

BEWEIS. Die Abbildung p: X — {z} ist eine Retraktion zur Inklusion ¢: {z} —
X. Insbesondere spaltet p,: Hi(X) — Hi({z}) die Abbildung i.: Hy({z}) —
Hi(X). Dadurch zerféllt die lange exakte Sequenz

Hy({z}) = Hp(X) = Hy(X, {2}) = Hpa({2}) = Hp—1(X)
in spaltende kurze exakte Sequenzen wie behauptet, cf. Lemma O

Fiir eine Homologietheorie H,, kénnen wir die reduzierte Homologie definieren
H,(X) :=ker (H,(X) = H,(pt)).

Fiir einen Basispunkt z € X ist die Komposition H,, (X) — H,(X) — H,(X,{z})
ein Isomorphismus. Die Eilenberg—Steenrod-Axiome fiir H,, iibersetzen sich in Axio-
me fiir die reduzierte Homologie:

DEFINITION 3.1.6. Eine reduzierte Homologietheorie ist eine Sequenz von Funk-
toren H,: Top — Ab, n € Z, von der Kategorie der topologischen Rdume mit
stetigen Abbildungen in die Kategorie der abelschen Gruppen, so dass die folgenden
Eigenschaften erfillt sind:

Homotopieinvarianz: Wenn f ~ g: X — Y, dann H,(f) = H,(g): H,(X) —
H,(Y).

Ausschneidungssequenz: Sei X ein topologischer Raum und A C X ein
abgeschlossener Unterraum, der Deformationsretrakt einer offenen Um-
gebung in X ist (2.B. ein CW-Paar (X, A)). Dann existieren Randabbil-
dungen

Op: Hy(X/A) — H,_1(A)
und eine lange exakte Sequenz

S a2 g oo 2 g (xgA) 2 H(A) < -
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Die Randabbildungen sind natiirlich, d.h. fir eine Abbildung f: (X, A) —
(Y, B) von Paaren mit induzierter Quotientenabbildung f: X/A — Y/B
haben wir ein kommutatives Diagramm

Ho(X/A) —2> H,_1(A)
fln(f)i iﬁn(f)
ﬁn(Y/B) *8> ~n71(B)

Wedge-Axiom: Fiir eine Wedge-Summe X =\/ X, mit Inklusionsabbil-
dungen i, : X, — X ist die Abbildung

@ﬁn(ia): @ﬁn(x(x) - ﬁ”(x)

ein Isomorphismus fiir alle n.

BEMERKUNG 3.1.7. Umgekehrt kénnen wir von reduzierter Homologie zur un-
reduzierten Homologie ibergehen. Dafiir bezeichnen wir X1 = X U{y} und setzen

H,(X):=H,(Xy). Fiir ) # A C X haben wir H,(X, A) = H,(X/A).

UBUNGSAUFGABE 3.1.8. Sei (X, A) ein Raumpaar, wobei X ein topologischer
Raum und A ein nichtleerer abgeschlossener Unterraum ist, der Deformationsre-
trakt einer offenen Umgebung U von A in X ist. Zeigen Sie, dass die Quotien-
tenabbildung q: (X, A) — (X/A, A/A) fir alle n Isomorphismen induziert:

@ Hp(X, A) — Hy(X/A,AJA) = H, (X/A).

UBUNGSAUFGABE 3.1.9. Sei X ein topologischer Raum, und B ¢ A C X
Unterrdume. Dann gibt es eine exakte Sequenz

Hi (X, A) % Hy(A, B) — Hy(X, B) = Hy(X, A) % Hy_1(A, B)
wobet die Randabbildung durch die Komposition
Ho(X,A) S Hy 1(A) X5 Hy_1(A,B)

von Randabbildung in der langen exakten Sequenz des Paars (X, A) sowie der Ab-
bildung i. firi: (A,0) — (A, B) gegeben ist.

UBUNGSAUFGABE 3.1.10. Seien I eine endliche Indezmenge und (Xo, o) punk-
tierte topologische Rdaume, so dass fir jedes o der Punkt x, € X, Deformations-
retrakt einer offenen Umgebung in X, ist. Wir bezeichnen mit \/ , X, die Wedge-
Summe. Zeigen Sie, dass die Inklusionsabbildungen Xo — \/, Xo Isomorphismen
fiir alle n induzieren:

acl aecl
Benutzen Sie dafiir nur Homotopieinvarianz und Ausschneidung, kein Wedge-Aziom

bzw. Additivitdt.

PROPOSITION 3.1.11 (Mayer—Vietoris-Sequenz). Sei X ein topologischer Raum
und seien U,V C X Unterriume, so dass UUV = X. Sei A C X ein Unterraum
mit A C UNV. Dann gibt es eine exakte Sequenz

o B(UAV,A) 9D2m09), g e (v, A) G-

Hk(X7A) A) kal(UﬂVv,A) —
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BeEWwEIS. Wir haben eine Inklusion (V,U NV, A) — (X, U, A) von Tripeln to-
pologischer Réume, die ein kommutatives Diagram von langen exakten Sequenzen
induziert, cf. Ubung

——H, 1 (V,UNV)—— H,(UNV,A) —— H,(V,A) —— H,(V,UNV) ——> - -

|

Hn+1(X7 U) Hn(Ua A) Hn(XvA) Hn(X7 U)

Nach Voraussetzung ist X \ V. = X \ V C U, was mit Ausschneidung zu den
markierten Isomorphismen fiihrt. Die Behauptung folgt aus Lemma O

UBUNGSAUFGABE 3.1.12. (Einhingungsisomorphismus) Sei X ein topologi-
scher Raum. Zeigen Sie mit der Mayer—Vietoris-Sequenz, dass es natirliche Iso-
morphismen fir alle k gibt:

Hy(X) = Hipa (3X)

UBUNGSAUFGABE 3.1.13. Berechnen Sie induktiv mit der Mayer— Vietoris-Sequenz
fir endlich viele Punkte p1,...,pm € R™ die Homologie He(R™ \ {p1,...,pm}).

3.2. Anwendung: Brouwerscher Fixpunktsatz

BEMERKUNG 3.2.1. Caveat: An dieser Stelle wollen wir schon einmal erste
Anwendungen diskutieren. Dabei ist allerdings ein wesentlicher Punkt zu beachten.
In den folgenden Abschnitten zum Brouwerschen Fixpunktsatz und der Theorie des
Abbildungsgrades nehmen wir an, dass es eine gewohnliche Homologietheorie mit Z-
Koeffizienten gibt! Die Aussagen, die wir ableiten werden, sind an dieser Stelle der
Vorlesung nur unter dieser Annahme giiltig. Die Diskussion der Anwendungen an
dieser Stelle soll 1) weiter illustrieren, wie die Axiome angewendet werden kinnen,
2) zeigen, dass fiir viele Anwendungen Homologie auch einfach als “black box” be-
nutzt werden kann und 3) auch begriinden, dass das Studium von Homologietheorien
sinnvoll ist und interessante Anwendungen hat. Im Kapitel [§] werden wir dann mit
der singuldren Homologie eine Homologietheorie konstruieren, die die Filenberg—
Steenrod-Aziome erfillt und damit zeigen, dass die Existenzvoraussetzungen hier
gerechtfertigt sind.

Nach der Beachtung des Warnhinweises nehmen wir nun also fiir den Rest des
Abschnitts an, dass es eine gewohnliche Homologietheorie mit Z-Koeffizienten, die
mit He bezeichnet wird.

PROPOSITION 3.2.2 (Fixpunktsatz von Brouwer). (1) Es gibt keine Re-
traktion r: D™ — 0D" fir die Inklusion i: 0D™ — D™.
(2) Jede stetige Abbildung f: D™ — D™ hat einen Fizpunkt.

BEWEIS. (1) Wir nehmen an, dass es eine Retraktion r: D" — 0D™ fiir die
Inklusion i: 0D™ — D™ gibt. Dann ist die Komposition

H,_1(dD™) 5 H,_,(D™) == H,_,(0D")

gleich der Identitéit auf H,,_;(0D") = Z. Aber wegen H,_1(D") = 0 gilt i, = r, =
0, ein Widerspruch.

(2) Wir betrachten eine fixpunktfreie Abbildung f: D™ — D™, d.h. f(z) # « fiir
alle x € D™. Wir definieren eine Abbildung r: D™ — 9D™: fiir einen Punkt z € D™
betrachten wir den Strahl, der ausgehend von f(z) durch den Punkt x verlduft,
und bilden z auf den Schnittpunkt r(z) dieses Strahls mit D™ ab. Stetigkeit von
r(z) folgt aus der Stetigkeit von f(z). Nach Konstruktion ist 7(x) = z fiir z € 9D™.
Also ist r eine Retraktion, was nach (1) unmoglich ist. d



16 3. EILENBERG-STEENROD-AXIOME UND BEISPIELRECHNUNGEN

BEISPIEL 3.2.3 (Nash-Gleichgewicht). Fine Anwendung des Brouwerschen Fiz-
punktsatzes auf Equilibria und Modellierung von Preisbildung in den Wirtschafts-
wissenschaften (Arrow-Debreu-Gleichgewichtsmodell, Econometrica 22, 1954). Es
gibt N wverschiedene Produkte, deren Preise im Intervall [0, 00) liegen. Fiir die topo-
logische Anwendung ersetzen wir Preise durch Preisverhdiltnisse, d.h. wir nehmen
an, dass nmicht alle Preise 0 sind und teilen immer durch die Summe der Preise
aller Produkte. Die Preise liegen dann im Standardsimpler AN~ C [0, 00)V.

Fliir eine Menge von Kunden A haben wir jeweils preisabhdngige Bedarfsfunk-
tionen Dy: AN 5 RN o € A, ebenso fiir eine Menge von Anbietern B preis-
abhingige Angebotsfunktionen Sg: AN=1 — RN. Wir betrachten die Uberschuss-

Mangel-Funktion
Z(p) ==Y _Dalp) = >_ Ss(p),
a 3

die fiir ein gegebenes Preisverhdlinis die Differenz zwischen Nachfrage und Angebot
beschreibt (positive Werte: Mangel, negative Werte: Uberschuss). Wir nehmen an,
dass Z stetig ist und dass das Walras-Gesetz gilt: p - Z(p) = 0 (Balance zwischen
FEinnahmen/Ausgaben,).

Dann existiert ein Gleichgewichtspunkt, in dem Angebot und Nachfrage fiir
Waren mit positivem Preis iibereinstimmen, d.h. p € AN~ mit Z(p) < 0 (wegen
p-Z(p) =0 und p > 0). Wir betrachten die Funktion

max{0,p + Z(p)}
C

mit C(p) = Y, max{0,p+ Z(p)} (die Summe der Komponenten von max{0,p +
Z(p)}). Diese Funktion beschreibt Preisinderungen: wenn (eine Komponente von)
Z(p) positiv ist, haben wir einen Mangel, also steigen die Preise; wenn Z(p) negativ
ist, fallen Preise. Die Funktion f ist wohldefiniert, da wir mit p- Z(p) = 0 auch
p-(p+ Z(p)) = |p||*> > 0 haben. Da die Komponenten von p nicht-negativ sind,
muss es positive Komponenten von p + Z(p) geben, also ist C(p) > 0. Nach dem
Brouwerschen Fizpunktsatz, cf. Proposition[3.2.9, existiert ein Fizpunkt P von f,
fiir den dann gilt

A= Aip—

_ max{0,P + Z(P)}
c(P)

Wenn alle Preiskomponenten von P positiv sind, folgt aus P = Pg(ZF(,f) und dem
Walras-Gesetz P - Z(P) = 0 schon
P-P+P-Z(P) P-P

C(P) ~oPy
also ist C(P) =1 und damit Z(P) = 0. Fir Waren mit Preis P, = 0 im Fizpunkt
folgt aus der Definition von f, dass P;+Z;(P) < 0, und damit haben wir Z;(P) < 0.
Dann kénnen wir auf den Teilraum der positiven Preise projizieren und das obige
Argument anwenden.

Es gibt verschiedene Varianten, Verallgemeinerungen etc. fiir Spiele mit ge-
mischten Strategien... O

P.-P=

Das Spiel Hex wurde unabhéingig von Piet Hein und John Nash entwickelt, sie-
he z.B. https://de.wikipedia.org/wiki/Hex_(Spiel) Es wird auf einem rhom-
benformigen Spielbrett aus n x n hexagonalen Feldern gespielt. Die Randseiten des
Spielfelds sind schwarz und weif§ eingeféirbt, je zwei gegeniiberliegende Seiten haben
die gleiche Farbe. Die zwei Spieler setzen abwechselnd Steine ihrer Farbe auf das
Spielbrett. Ziel ist es, die Rénder der eigenen Farbe durch eine durchgehende Kette
von Spielsteinen der eigenen Farbe zu verbinden. Der folgende Beweis ist dem Buch
von Ghrist entnommen, [Ghr14, Theorem 5.20].
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PROPOSITION 3.2.4. Im Spiel Hex gibt es genau einen Gewinner.

BEWEIS. Hier arbeiten wir mit einer gewdhnlichen Homologietheorie mit Ko-
effizienten in einem Korper K.

Fine topologische Umformulierung des Spielbretts: Wir betrachten den Raum
D = [0,1]?> mit einer endlichen polygonalen Zellzerlegung, so dass die folgenden
Aussagen gelten:

(1) es gibt ein Paar disjunkter schwarzer 2-Zellen By, die die obere und untere
Kante enthalten; ebenso ein Paar disjunkter weifler 2-Zellen, Wy, die die
rechte und linke Kante enthalten,

(2) jede 0-Zelle der Zerlegung ist in genau drei 1-Zellen enthalten.

In jedem Spielzug wird eine 2-Zelle ausgewihlt und schwarz bzw. weify gefirbt, je
nachdem, wer am Zug ist. Am Ende des Spiels haben alle Zellen eine Farbe.

Sei B eine e-Umgebung vom Abschluss der Vereinigung aller schwarzer Zel-
len, die diesen Abschluss als Deformationsretrakt enthélt; analog sei W eine e-
Umgebung vom Abschluss der Vereinigung aller weifler Zellen. Die Behauptung des
Satzes ist, dass entweder ein Pfad in B existiert, der die beiden Komponenten von
By verbindet, oder ein Pfad in W existiert, der die beiden Komponenten von Wj
verbindet.

Wir haben eine offene Uberdeckung B U W = D, und es gibt eine Deformati-
onsretraktion der Randzellen S = By U Wy auf dD. Wir betrachten ein Diagramm
relevanter exakter Sequenzen

HQ(D,S) *>H1(BOW,BO ﬁWO) *>H1(B,Bo) @Hl(W, W()) HHl(D,S)

| | | |

| |

Hl(BomWQ):O Hl(Bo)@Hl(Wo)ZO

Die Zeilen sind (relative) Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir die offene Uberdeckung,
die Spalten lange exakte Sequenzen fiir relative Homologie. Die rechte Spalte und
Hy(D) sind 0. Die vertikalen Abbildungen sind wegen Exaktheit alle injektiv. In
der rechten oberen Ecke haben wir Hy(D, S) = Hy(D/S) = H5(S?) = K.

Ein Pfad in B, der die Komponenten von By verbindet, ist eine relative Homo-
logieklasse in Hy(B, By) = H1(B/By), analog fiir W. Wir wollen also zeigen, dass
der Kokern von Hy(B) ® Hy(W) — Hy(B, By) ® Hy(W,Wp) eindimensional ist —
dann existiert genau ein Gewinner.

Der Durchschnitt BNW enthiilt als Deformationsretrakt den Durchschnitt vom
Abschluss der schwarzen Zellen und vom Abschluss der weiflen Zellen. Dies ist ein
ein-dimensionaler Simplizialkomplex. Zusétzlich ist aufler den 4 Randpunkten jeder
0-Simplex in genau zwei 1-Simplizes enthalten: jeder solche 0-Simplex in BNW hat
Grad 3 in der Zellzerlegung und zwei der angrenzenden 2-Zellen haben die selbe
Farbe. Bis auf Homéomorphismus besteht BNW also aus N Kopien von S' und zwei
abgeschlossenen Intervallen. Aus der Berechnung der Homologie von S' und dem
Wedge-Axiom folgt Hy(BNW) = K~ und H;(BNW, BynWy) = H,(BNW)® K2,
da die abgeschlossenen Intervalle echte relative Homologieklassen induzieren.

Wegen Hz(D) = 0 und Hs(D) = 0 haben wir auch einen Isomorphismus Hz (BN
W) =2 Hy(B) ® Ho(W). Mit der langen exakten Sequenz fiir die Paare (B, Bp) und
(W, Wy) haben wir

0= HQ(B) (&3] HQ(W) — HQ(B,BQ) & HQ(W Wo) — Hl(Bo) (&%) H1<W0) =0,
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damit verschwindet der Term in der Mitte, so dass in der oberen relativen Mayer—
Vietoris-Sequenz die Abbildung Hs(D,S) — Hi(B NW, By N Wy) injektiv ist. Die
Exaktheit der Zeilen und Spalten im groflen Diagramm liefert

dim Hy (B, By) & Hy (W, Wy) = N + 1.

Insbesondere ist dim(H; (B, By) ® Hi(W, Wy)) = dim(H,(B) ® H1(W)) + 1, woraus
die Behauptung folgt. O

BEMERKUNG 3.2.5. Die Aussage, dass Hex in beliebigen Dimensionen immer
genau einen Gewinner hat, ist dquivalent zum Brouwerschen Fizpunktsatz [Gal79)].

3.3. Abbildungsgrad

Die Theorie des Abbildungsgrades entsteht aus der Beobachtung, dass eine
Abbildung f: S™ — S™ einen Gruppenhomomorphismus f,: H,(S") — H,(S") in-
duziert. Aus der Mayer—Vietoris-Sequenz haben wir Hey,(S™) = He(pt). Im
ganzen Abschnitt nehmen wir wieder an, dass es eine gewohnliche Homologietheorie
H, mit Koeffizienten H,(pt) = Z gibt.

DEFINITION 3.3.1 (Abbildungsgrad). Der induzierte Gruppenhomomorphismus
fe: 2= H,(S") - H,(S") = Z

ist notwendig von der Form f.(m) = deg(f) - m fir eine Zahl deg(f) € Z, den
Abbildungsgrad von f.

LEMMA 3.3.2 (grundlegende Eigenschaften). (1) deg(id) =1, deg(fog) =
deg(f)deg(g)-
(2) Wenn f ~ g, dann deg(f) = deg(g).
(8) Insbesondere haben Homotopieiquivalenzen f: S™ — S™ Grad £1.
(4) Wenn f nicht surjektiv ist, dann ist deg(f) = 0.

BEWEIS. (1) ist die Funktorialitét, (2) ist die Homotopieinvarianz. (3) folgt aus
(1) und (2).

(4) Wenn f nicht surjektiv ist, faktorisiert f durch S™\ {z} < S™ fiir einen
Punkt z € S™. Da S™ \ {z} zusammenziehbar ist, folgt H,(S™ \ {z}) = 0 und
fi=0. ]

PROPOSITION 3.3.3 (geometrische Addition von Homologieklassen). Wir be-
trachten die Abbildung (“pinch map”), die den Aquator in S™ zu einem Punkt zu-
sammenzieht:

' 1
p:S" = SV S ag(t) { i1(a(26)) te [27 21}
2

io(az (2t — 1)) telz,1]
Dabei sind iy,i9: S™ < S™ V S™ die Inklusionen der Wedge-Summanden, und
ag: [0,1] — S™ fir x € S"~ x {0} \ {e1} parametrisiert den Kreis auf S™, der
in der Ebene durch x, e; und e1 + e,11 liegt (in konstanter Geschwindigkeit durch-
laufen, beginnend bei ey in Richtung e,y1).

Fiir jeden topologischen Raum X wund alle Abbildungen f,g: S™ — X mit
fler) = g(e1) gilt

H,((fV g)op) = Hn(f) + Hu(g)

BEWEIS. Wir bezeichnen mit pr;: S*VS™ — S™ die Abbildung, die den jeweils
anderen Wedge-Summanden auf den Basispunkt schickt. Es gilt pr; op ~ idgn ~
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pryop, und die Abbildungen ¢; o pry und 42 o pr; sind konstant. Dann gilt

H,((fVvg)op) = Hu(fVg)oHpu(ir)o Hy(pry) o Hu(p)
+H,(fV g) o Hy(iz) o Hy(pry) o Hy(p)
= H,((fVg)oir)o Hy(pr; op)
+H,((f V g) 0i2) o Hy(prs op)
= H,(f)+ Hu(g)-

Im ersten Schritt wird das Wedge-Axiom angewendet, dann die Funktorialitét und
zum Schluss die Homotopieinvarianz. O

KOROLLAR 3.3.4. Sei
Tt S™ — S™: (.1'1, . ,l‘n+1) — (:1?1, ey L1, =T, Tjq 1y e ’xn+1)

die Spiegelung an der j-ten Koordinatenhyperebene in R" 1. Dann ist deg(r;) = —1.
Insbesondere ist der Grad der Antipodenabbildung deg(—idgn) = (—1)"*1,

BEWwWEIS. Das Austauschen der zweiten und n-ten Koordinate ist ein Homéo-
morphismus. Nach Lemma [3.3.2] reicht es also zu zeigen, dass ro Grad —1 hat.
Beweis durch Induktion iiber n. Auf S! ist die Komposition (idgi Vrs) o p der
Pinch-Abbildung p aus Proposition und der Wedge-Summe aus Identitit und
Spiegelung null-homotop. Also haben wir, zusammen mit Proposition [3.3.3

Hl((idsl \/TQ) Op) = H, (idsl) + H1(7“2) = 0.

Im Induktionsschritt nehmen wir jetzt an, dass die Behauptung fiir ro auf S*~!
gilt. Die Einhéngung von ry auf S?~! ist 7, auf S”. Die Behauptung, dass der Grad
von ro auf S™ gilt, folgt aus dem Diagramm

Hy 1 (SP™Y) — = H, 1(S" !, e1) —— H,(S", e1) <— H,,(S")

Hnl(Tz)\L Hnl(Tz)\L iHn(T2) J/Hn(Tz)

~

Hn_l(S”‘l) E—— n_l(Sn_l, 61) ;4> Hn(S”, 61) <? Hn(S")

Die Kommutativitéit dieses Diagramms folgt aus der Natiirlichkeit der Einhdngungs-
isomorphismen bzw. des Vergleichs zwischen unreduzierter und reduzierter Koho-

mologie. O
UBUNGSAUFGABE 3.3.5. (1) Wir realisieren S' als {z € C | |z| = 1}.
Zeigen Sie, dass der Grad der Abbildung fi: S* — S': z — 29 gleich d

18t.

(2) Wir bezeichnen mit X"~ 1f;: S — S™ die n — 1-te Einhingung von fq.
Zeigen Sie deg (Z”_lfd) =d.

(3) Folgern Sie, dass die Gradabbildung deg: [S™,S"| — Z surjektiv ist. Da-
bei bezeichnet [S™, 8™ die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen
f:S™— S

PROPOSITION 3.3.6 (Satz vom Igel). Auf der n-dimensionalen Sphdre S™ gibt
es genau dann ein nullstellenfreies stetiges Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

BEWEIS. Wir betrachten S® ¢ R™*!. Ein Vektorfeld ist eine stetige Abbildung,
die jedem Punkt x € S™ einen Tangentialvektor v(z) € R™*! mit v(z) L z zuordnet.
Wenn das Vektorfeld nullstellenfrei ist, haben wir v(z) # 0 fir alle € S™ und wir

konnen alle Vektoren durch ‘Zgzgl auf Linge 1 normieren. Wegen x L v(z) spannen

die beiden Vektoren eine Ebene auf. In dieser Ebene ist « - cost + v(z) - sint ein
Einheitskreis, auf dem x und v(z) liegen. Wir erhalten eine Homotopie Hy(z) = x -
cos(mt)+v(x)-sin(nt) zwischen der Identitéit und der Antipodenabbildung —id. Nach
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Lemma folgt 1 = deg(id) = deg(—id). Nach Proposition ist deg(—id) =
(—1)"*L. Also muss n ungerade sein.
Fiir n = 2k — 1 ungerade schreiben wir einfach ein Vektorfeld hin:

U(xhxza e 7$2k—1,$2k) = (—5527561, cees _1'2k7$2k71)~

Es ist leicht zu iberpriifen, dass z L v(x) und |v(z)| = 1. O

LEMMA 3.3.7. FEine fizpunktfreie Abbildung f: S™ — S™ hat Grad deg(f) =
(_1)n+1'

BEWEIS. Wenn f(r) # z, dann geht die Strecke (im R"*!) zwischen f(z) und
—x, parametrisiert durch (1 — t)f(z) — ¢z, ¢ € [0,1], nicht durch den Ursprung.
Insbesondere definiert
1=t f(z) —tx
(1 —1)f(x) — ta|
fiir eine fixpunktfreie Abbildung f eine Homotopie zwischen f und der Antipo-
denabbildung. Die Aussage folgt aus Korollary O

H(z) =

KOROLLAR 3.3.8. Wenn G eine (nichttriviale) Gruppe ist, die frei auf S
wirkt, dann ist G = Cs.

BEWEIS. Der Grad eines HomGomorphismus ist £1, also induziert eine Grup-
penwirkung allgemein einen Homomorphismus deg: G — Cs, cf. Lemma m (1).
Eine fixpunktfreie Abbildung f: S™ — S™ erfiillt deg(f) = (—1)"*1. Wenn n gerade
ist, ist also der Gradhomomorphismus injektiv. O

UBUNGSAUFGABE 3.3.9. Sei f: S?" — S eine Abbildung. Zeigen Sie, dass es
einen Punkt x € S*™ gibt, so dass f(x) = x oder f(x) = —x gilt (f und —f konnen
nicht gleichzeitig fizpunktfrei sein). Folgern Sie, dass jede Abbildung f: RP?" —
RP*" einen Fizpunkt hat. Geben Sie ein Beispiel fiir eine fizpunktfreie Abbildung
RP* 1 — RP*"~! an (Hinweis: lineare Abbildungen ohne Eigenvektoren,).

UBUNGSAUFGABE 3.3.10. Sei f: R® — R" eine invertierbare lineare Abbil-
dung mit darstellender Matriz My. Zeigen Sie, dass die induzierte Abbildung f.

auf H,_1(R™\ {0}) genau
) idﬁn,l(Rn\{o}) ist, wenn det My > 0 ist, und
. *idﬁn,l(w\{o}) ist, wenn det My < 0 ist.

(Hinweis: Gauf-Algorithmus)

UBUNGSAUFGABE 3.3.11. Fiir ungerades n ist R™ nicht homéomorph zu ei-
nem Produkt X x X. (Argument nach R. Fokkink, in Hatchers “More exercises in
algebraic topology”) Erginzen Sie die fehlenden Argumente.

Wir erweitern den Gradbegriff auf Homéomorphismen f: R™ — R™ und defi-
nieren deg f als Grad der Erweiterung von f auf f: S™ — S™ mit S® = R" U {oo}.

Wenn R™ =2 X x X, dann erhalten wir durch

XX X (21, 22, 23, 24) = (02,23, T4, 1)

einen Homdomorphismus auf R™ x R™. Da f? die beiden Faktoren vertauscht, ist
deg f = —1, wenn n ungerade ist. Aber deg(f?) = (deg f)? = 1.

UBUNGSAUFGABE 3.3.12. Zeigen Sie, dass R*"t1 fir n > 0 nicht die Struktur
einer Divisionsalgebra haben kann. (Hinweis: Betrachten Sie fir a € R\ {0}
die Abbildungsgrade fiir v — ax und x — —ax, und benutzen Sie, dass R*" 1\ {0}
wegzusammenhdngend ist.)
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DEFINITION 3.3.13. Sei f: S™ — S™ eine stetige Abbildung und q € f~1(p) ein
isolierter Punkt. Sei U eine Umgebung von q und V eine Umgebung von p, so dass
f(U) C V. Die Abbildung f induziert einen Homomorphismus

Z= H,(U.U\{q}) = H(V.V\ {p}) = Z

von lokalen Homologiegruppen. Dieser Homomorphismus ist Multiplikation mit ei-
ner ganzen Zahl deg(f;q), diese heifit der lokale Grad von f am Punkt q.

ProrosITION 3.3.14. Sei f: S™ — S™ eine stetige Abbildung und sei p € S™
ein Punkt, so dass f~(p) = {q1,...,qm} eine diskrete Menge endlicher isolierter
Punkte ist. Dann gilt

deg f = Zdeg(f;q».

BEWEIS. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm langer exakter
Sequenzen (fiir Raumpaare)

Hy (8™ f71(p)) — Hy(S") —H,\ (7,87 \ £71(p)) —2> H, 1(S"\ £} ()

| | | |

Hy (8" \ {p}) —— Hu(8") ——= Ha(S",8"\ {p}) —"—= Ha1(S"\ {p})

In der rechten Spalte haben wir H,_1(S™\ {p}) = 0, da S™\ {p} zusammenziehbar
ist. In der linken Spalte verschwindet der untere Eintrag aus demselben Grund, und
H,(S™\ f~1(p)) = 0, da S™ \ f~!(p) hombomorph zu R™ \ {q1,...,q¢m_1} ist und
wir die Rechnungen aus Ubungsaufgabe anwenden kénnen. Insbesondere ist
dadurch j, in der unteren Zeile ein Isomorphismus. Wir kénnen deg f am zweiten
vertikalen Morphismus ablesen, der nach Kommutativitdt mit der Komposition

H,(S™) L5 Ho(S",8"\ f7 () L5 HA (57,8 \ {p})

iibereinstimmt. Wir wéhlen eine offene zusammenziehbare Umgebung V' von p, so
dass f~1(V) = U™, U;. Mit Ausschneidung und Additivitét identifizieren wir

Hn(Sna S* \ fﬁl(p)) = @Hn(Ui: Ui \ {Qz})

Der lokale Grad kann aus H,(U;,U; \ {¢:}) — H,(V,V \ {p}) abgelesen werden,
und die Behauptung folgt aus Additivitét. O

UBUNGSAUFGABE 3.3.15 (Fundamentalsatz der Algebra). Zeigen Sie in folgen-
den Schritten, dass jedes reelle Polynom f(z) = 2" + a12" 4+ -+ ap_12 + an
eine komplexe Nullstelle hat.

(1) Wenn f keine komplexe Nullstelle hat, dann definiert f eine Abbildung
f:R?2 = R2\ {0}.

(2) Sei R > |ai|+---+|an_1]|. Zeigen Sie, dass gs: S* — R2\{0}: exp 2rit
f(sRexp2mit) eine Homotopie zwischen f|(.ec|jz|=ry und einer konstan-
ten Abbildung definiert.

(3) Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen f|i.ec||z|=r} und z — 2" auf
{z e C||z] = R}

(4) Folgern Sie, dass n =0 gelten muss.

BEMERKUNG 3.3.16. In der Knotentheorie werden Einbettungen t: S' — S3
untersucht. Wichtige Invarianten kann man z.B. aus der Fundamentalgruppe des
Komplements S® \ t(S?) erhalten. Allerdings sehen wir aus dem verallgemeinerten
Jordanschen Kurvensatz (s. Proposition , dass die Homologie des Komple-
ments isomorph zur Homologie von S' ist, unabhingig vom Knoten. Mit Homologie
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konnen wir dann aber einfache Invarianten erhalten, um Schlingen zu unterschei-
den. FEine Schlinge mit zwei Komponenten ist eine Einbettung ¢: S' LU S' — S3,
wir bezeichnen die beiden Schleifen mit 11 und 12. Da He(S? \ 11(S1)) = H,e(Sh)
induziert 1o eine Abbildung

(LQ)*: A= Hl(Sl) — H1(83 \ Ll(Sl)> =7

wir haben also wieder einen Abbildungsgrad. In der konkreten Situation heifst dieser
Grad Verschlingungszahl. Die Verschlingungszahl fiir die Hopf-Schlinge ist 1 (je
nach Orientierung), also ist die Hopf-Schlinge nicht isotop zur trivialen Verschlin-
gung. Fine Beispiel fir eine nicht-triviale Verschlingung mit Verschlingungszahl 0
ist die Whitehead- Verschlingung.

)

Sperner-Lemma und Fairteilung (fair division)

3.4. Zellulire Homologie

BEISPIEL 3.4.1. Sei H, eine gewdhnliche Homologietheorie mit Z-Koeffizienten.
Wir wollen die Homologie Hqo(T?) des 2-Torus berechnen. Dazu benutzen wir die
Mayer—Vietoris-Sequenz und den Abbildungsgrad. Wir benutzen die CW-Struktur
von T2 aus Beispiel[2.2.3, mit einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle.

Wir diberdecken den Torus durch eine Kreisscheibe U und das Komplement V
einer in U enthaltenen Kreisscheibe. Dann ist U zusammenziehbar, V enthdlt das
1-Skelett S vV S' als Deformationsretrakt und U NV ist homotopiedquivalent zu S*
(2.B. realisiert als Rand der Kreisscheibe U ). Nach Ubungsaufgabe und dem
Wedge-Axiom haben wir

Z 1=0
Hi(U) = {O sonst
Z i=0,1
HUnv) = {O sonst
7 i=0
H,(V) = ZoZ i=1
0 sonst

Da die Homologie von U, V und U NV nur in Graden 0 und 1 konzentriert ist,
reduziert sich die Mayer—Vietoris-Sequenz fiir die Uberdeckung T? = U UV auf die
folgende Form:

7Z®Z 0DZDZ

S

0—= Hy(T?) —2 > H(UNV) L Hy(U)® Hy (V) — Hy(T?)

—— Ho(UNV) — Hoy(U)® Hy(V) ——— Hy(T?) —————=0
Z YASY/
Um die Homologie von T? auszurechnen, miissen wir die beiden Abbildungen
JiZ=2Hy(UNV) — Hoy(U)eHy(V)XXZSZ
G Z2=2H,(UNV) - Hi(V)2ZaZ

verstehen.
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e Die Abbildung j ist einfacher: wir wihlen einen Basispunkt x € UNV . Die
Inklusion {x} — U NV bzw. {a} — U induziert die Isomorphismen 7 =
Hy(UNV) und Z = Ho(U), ¢f. Lemma und Ubungsaufgabe .
Mit diesen Identifikationen ist die Komposition Z = Hy(UNV') — Hy(U) =
Z die Identitit. Dasselbe gilt fiir V', so dass die Komposition

JiZ— Hy(UNV) = Hy(U)® Hy(V) 2 Z D Z

genau die durch 1 — (1,1) gegebene Diagonaleinbettung ist.
o Um die Abbildung i: Z = H(UNV) —= H (V) X Z ®Z zu identifizieren,
benstigen wir den Abbildungsgrad. Die Abbildung f: S' ~UNV =V ~
S'VS! kénnen wir wie folgt beschreiben: wenn wir die beiden Schleifen von
S'VS! mit a bzw. b bezeichnen, ist die Abbildung durch aba™'b~"' gegeben.
Die Kompositionen S' gt vst 2 St it den Projektionen aus Pro-
position haben dann Grad 0, da die relevante Schleife (a firi =1,
b fiir i = 2) jeweils einmal in positiver und einmal in negativer Richtung
durchlaufen wird. Also ist i: HH(UNV) — H1(V) die Nullabbildung.
Aus der Mayer—Vietoris-Sequenz erhalten wir dann die folgenden Aussagen. Die Ab-
bildung j ist injektiv, also ist der Kokern Z und die Abbildung Hy(T?) 9, Hy(UNV)
ist die Nullabbildung. Damit ist H1(U) & Hy (V) — Hy(T?) surjektiv. Da i: Hy(U N
V) — Hy(V) die Nullabbildung ist, sind die Abbildungen Hy(U)® Hy(V) — Hy(T?)
und 0: Hy(T?) — H1(UNV) Isomorphismen. Wir erhalten also die Homologie des
Torus:

Z 1=20,2
Hi(TQ) = 7ZoZ i=1
0 sonst

d

UBUNGSAUFGABE 3.4.2. Berechnen Sie fiir eine gewéhnliche Homologietheorie
H, mit Z-Koeffizienten die Homologie von RP?, der Kleinschen Flasche und einer
kompakten orientierten Fliche von Geschlecht g (Bsp. 2.2.8 der Vorlesung) mit der
Mayer-Vietoris-Sequenz (analog zum Beispiel T? aus der Vorlesung).

(Hinweis: Wir erhalten die Kleinsche Flasche durch Ankleben einer 2-Zelle an
S'v 8!, im Gegensatz zum Torus benutzen wir aber statt der Schleife aba='b~! die
Schleife aba=1b als Anklebeabbildunyg.)

Wir wollen die Methode aus Beispiel auf CW-Komplexe verallgemeinern.

LEMMA 3.4.3. Sei X ein CW-Komplex.
(1)
0 k#mn

(n) (n=1)y o
Hy(X'", X ) = { Z{n-Zellen von X} k=mn

(2) Firk >n gilt H,(X™) =0.
(8) Firk < n induziert die Inklusion t: X ™ « X Isomorphismen v, : H,(X™) —
Hi(X).

BeEwEIS. (1) Nach Proposition konnen wir fiir ein CW-Paar (X, A) eine
Umgebung von A in X konstruieren, die auf A retrahiert. Nach Bemerkung|3.1.7]ist
Hk(X(n)7 X(n_l)) = ﬁk(‘)((n)/x(n_l)) Wegen X(n)/X(n_l) = \/n-Zellen von X Sn’
folgt die Behauptung aus dem Wedge-Axiom und dem Einhéngungsisomorphismus

Wir betrachten die lange exakte Sequenz fiir das Paar (X () X (”*1)):

Hipr (XM XD &5 Hy(XY) o5 Hy(X™) = Hy (XM, x(1)
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Fiir k € {n,n—1} verschwinden die &ufleren Gruppen und wir haben Isomorphismen
Hy (X)) = H,(X(™). Daraus folgt (2), ebenso (3) wenn X endlich-dimensional
ist.

Zu diskutieren bleibt der allgemeine Fall in (3). Nach der langen exakten Se-
quenz fiir das Paar (X, X (™) reicht es, Hy(X, X)) = H,(X/X™) =0 fir k <n
zu zeigen. Dafiir zeigen wir, dass H, (X) =0 fir £ < n und einen CW-Komplex,
dessen n-Skelett ein Punkt ist.

Wir betrachten den Produktkomplex X x [0, 00) mit der Produkt-CW-Struktur,
wobei [0, 00) die CW-Struktur mit natiirlichen Zahlen als 0-Zellen triagt. Wir be-
trachten den Unterkomplex T' = |J, X () x [i,00) und wollen zeigen, dass T ein
Deformationsretrakt von X x [0,00) ist. Dafiir setzen wir ¥; = T U (X X [i,00)).
Da X x [i,i+ 1] auf X@ x [i,i 4+ 1] U X x {i + 1} deformationsretrahiert werden
kann, kann Y; auf Y, deformationsretrahiert werden, cf. Ubungsaufgabe
Nun koénnen wir diese Deformationsretraktionen zusammenfassen: die Retraktion
von Y; auf Y; 1 wird im Zeitintervall [1 — %, 1— 21%] durchgefiihrt. Dies liefert eine
Deformationsretraktion von X x [0, 00) auf T, die ab dem Zeitpunkt 1 — 2% kon-
stant auf X x [0, 00) ist. (Stetigkeit!) Damit sind X und T homotopiediquivalent,
und wir miissen noch f[k(T) =0 fiir k£ < n zeigen.

Nach Annahme ist X(©) ein Punkt. Wir betrachten R = X(®) x [0,00) C T und
definieren

Z:=Rul X x {i}.

Dann ist Z/R = \/, X(¥. Aus dem bereits diskutierten endlich-dimensionalen Fall
und dem Wedge-Axiom folgt Hy(Z/R) = 0 fiir k¥ < n. Da R zusammenziehbar
ist, folgt aus der langen exakten Sequenz Hy(Z) = 0 fiir k < n. Der Quotient
T/Z =\, (SXD/X© x [i,i+1]) ist eine Wedge-Summe endlich-dimensionaler
Komplexe, deren (n + 1)-Skelett jeweils ein Punkt ist. Also folgt ﬁ[k(T/g) =0 fiir

k < n+ 1, und aus der langen exakten Sequenz folgt die Behauptung Hy(T) = 0
fir k£ <n. O

DEFINITION 3.4.4 (zelluldrer Komplex, zelluldire Homologie). Sei X ein CW-
Komplex. Aus Lemma[3.].3 haben wir ein Diagramm

0

/

0 X(n+1))

T

H,(X™)

/

~~*>Hn+1(X("+1),X(”)) X(n X(n71)) .

dni1

in dem die aufsteigende Sequenz ein Teil der langen exakten Sequenz fiir das Paar
(X(”Jrl)7 X(”)) ist und die absteigende Sequenz ein Teil der langen exakten Sequenz
fiir das Paar (X, X~V Wir definieren allgemein Abbildungen

Ayt 7= jn 0 Opy1: Hpp(XFD X0y 5 g (X)) x (0=,
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Aus der langen exakten Sequenz fir das Paar (X, X"~V folgt, dass die Kom-
position
Hy (XM 2 fy(x ™), x(=0) O (X (=)

gleich Null ist, und damit haben wir
dp o dnJrl = Jn-10 On o jno n+1 = 0.

Wenn wir eine gewdhnliche Homologietheorie H,, mit Koeffizientenring R = Ho(pt)
einsetzen, erhalten wir also einen Komplex von R-Moduln, den zelluldren Komplex
von X. Wir definieren die zellulire Homologie von X, Notation HSW (X)), als die
Homologie dieses Komplezes (s. Anhang

UBUNGSAUFGABE 3.4.5. Sei H, eine gewéhnliche Homologietheorie mit Z-
Koeffizienten und X ein endlicher CW-Komplex. Zeigen Sie, dass Ho(X) isomorph
zur freien abelschen Gruppe auf der Menge der Zusammenhangskomponenten von
X st.

BEISPIEL 3.4.6. Wir betrachten nochmal das Beispiel X = T2. Der zelluldre
Komplex hat die Form

Hy(X@, X0y 2 (x0, x©0) B g (x(0)

{4 )

Z YASY/ Z

Die Abbildung 7. — Ho(X®, XMW) = H (XD, X)) ist direkt induziert von der
Abbildung S* = 9D? — X1 ~ S'v S'. Aus Beispiel [3.4.1 folgt dann dy = 0.
Die Abbildung dy ist nichts anderes als die Randabbildung 01 : Hy (X(l),X(O)) —
Ho(X ). In unserem Fall haben sowohl X©) als auch X1 als 0-Skelett einen
einzelnen Punkt, aus Lemmafolgt Ho(X©) = Ho(XM) =0, oder dquivalent
Ho(X ) = Hy(XMV) =2 Z (wobei der Isomorphismus durch die Inklusion X(©) <

X induziert wird). Nach der langen exakten Sequenz
Hi(XD, X©) 25 fy(x©) =5 Ho(xW)
ist also auch dy = 0. Wir sehen, dass HSW(T?) = H,(T?) fir eine beliebige
gewdéhnliche Homologietheorie. O
SaTZ 3.4.7. Es gibt Isomorphismen H,(X) — HSW(X).

BEWEIS. Wir betrachten die lange exakte Sequenz fiir das Paar (X (1D, X(™):

Hypp (XD, X0 252 () 5 1, (X)) 5 0
Mit Lemma folgt H,(X) = H,(X"tD) = @, (X™)/Im(d,,1). Analog
kénnen wir die lange exakte Sequenz fiir das Paar (X (™, X(»=1)) betrachten:

0— Ho(X™) L2 |7, (XM, x0=0y Oy g (x (1)

Da j, injektiv ist, haben wir induzierte Isomorphismen j,: Im(9,4+1) — Im(j, o
Ont1) = Im(d,y1) und j,: H,(X™) — Im(j,) = ker(d,). Zuletzt folgt aus der
langen exakten Sequenz fiir das Paar (X(”’l), X("’2)) und Lemma dass jp_1
injektiv ist und damit kerd,, = kerd,. Wir bekommen zusammenfassend einen
induzierten Isomorphismus

nt Ho(X) = Hy (X)) Im(0n41) — ker dy, / Tm dppy 1. O
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PROPOSITION 3.4.8. Sei X ein CW-Komplex. Die Randabbildung d,, im zel-
luldren Komplez fir X ist wie folgt gegeben:

dn(el) = deg(Aap)es ",
B

wobei
Agg: Spt Loy X)) 2 x (D) x(1=2) B2 gt

die Komposition der Anklebeabbildung do: S~ — X"~V sowie der Quotientenab-
bildungen q: X1 — X(=1)/x(=2) soujie

s X(nfl)/X(n72) s X(nfl)/(X(nfl) \egfl) ~ ngl
15t.

BEWEIS. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

(Aa,8)«

S5}

H,(D},0D) ——2—~ H,_,(dDL) H,1(S57)

(@a)*l \L(Qﬁa)* T(qﬁ)*

Hn(X("),X(”—l)) _ O ~n_1(X(n—1)) fIn_l(X<"—1),X(”—2))

jnfl =
dn

H oy (X070, X02) o 1, (XD /X (072 X (02 (1=2)

IR

o)

Hier ist ®, die charakteristische Abbildung der Zelle D?. Das linke obere Qua-
drat kommutiert wegen Natiirlichkeit der langen exakten Sequenz fiir Paare, das
Dreieck links unten nach Definition von d,,. Das rechte obere Quadrat kommutiert
nach Definition von A, g, und das rechte untere Quadrat nach Natiirlichkeit der
Identifikationen H, (X, A) = H, (X/A), cf. Bemerkung

In H, (X, X(»=1) wihlen wir die Basis von Zellen e als Bild (unter (®,).)
eines gewihlten Erzeugers [D?] € H,(D?,0D") = Z. Die Kommutativitéit der
linken Hélfte des Diagramms bedeutet

dn(eq) = jn—10 (da)s 0 I[Dy].

Nach Wahl der Basis in H,, _;(X™~Y X (=2} ist die Abbildung (gs). einfach die
Projektion auf den Summanden, der von eg_l erzeugt wird. Die Kommutativitit
der rechten Hilfte des Diagramms impliziert die Behauptung. ([

KOROLLAR 3.4.9. Sei ¢: Hy — K, eine natirliche Transformation von un-
reduzierten gewéhnlichen Homologietheorien (mit Koeffizienten in einem Ring R).
Wenn ¢ : Ho(pt) = Ko(pt) ein Isomorphismus ist, dann ist : He(X) — K¢(X)
ein Isomorphismus fiir alle CW-Komplexe X.

BEWEIS. Nach Satz haben wir fiir einen CW-Komplex X Isomorphismen
Ho(X) = HEW(X) und Ko(X) = KSW(X). Es bleibt zu zeigen, dass die zel-
luldren Komplexe fiir beide Theorien natiirlich isomorph sind. Nach Definition
sind die Eintrdge der Komplexe direkte Summen von Kopien von R, deren Index-
menge die Zellen von X sind, insbesondere unabhéngig von der Kohomologietheorie.
Nach induziert der Isomorphismus ¢: Hy(pt) = Ko(pt) einen Isomorphismus
P: Hp(S™) — K, (S™). Insbesondere induziert # fiir alle n Isomorphismen

o

R H,(X™, X00) 5 g (x0 X ) = R

n-Zellen von X n-Zellen von X
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Die Differentiale fiir die zellularen Komplexe konnen wir mit Proposition [3.4.8
durch Abbildungsgrade fiir Anklebeabbildungen bestimmen. Die Natiirlichkeit von
1 impliziert die Kommutativitiat des folgenden Diagramms

fiir jede Abbildung f: S™ — S™. Dies bedeutet, dass die Abbildungsgrade in beiden
Theorien iibereinstimmen, woraus die Behauptung folgt. O

BEMERKUNG 3.4.10. Fine deutlich stirker Aussage ist wahr: Bis auf natiirlichen
Isomorphismus gibt es nur eine unreduzierte Homologietheorie mit Ho(pt) = A. Die
natirliche Transformation wird nicht gebraucht. Fir den Beweis der stirkeren Aus-
sage werden allerdings zwei wichtige Zutaten bendtigt, die im Moment noch nicht
verflighar sind:

o Auf der einen Seite wiirden wir gern fir beliebige Abbildungen f: X —Y
zwischen CW-Komplexen auch natirliche Homomorphismen auf den zel-
luldren Komplexen definieren. Das geht allerdings nur fir zelluldre Ab-
bildungen, d.h. f( X)) C Y™ . Nach dem Satz diber zellulire Approzi-
mation ist jede stetige Abbildung zwischen CW-Komplexen homotop zu
einer zelluldren Abbildung, der Beweis dieses Satzes ist allerdings etwas
umfangreicher.

o Auf der anderen Seite haben wir die Transformation benutzt, um den Ab-
bildungsgrad in beiden Theorien zu identifizieren. Tatsdchlich folgt aus
dem Satz von Hurewicz m,(S™) = Z, so dass die Homotopieklasse einer
Abbildung f: S™ — S™ schon durch den Grad eindeutig bestimmit ist. Die
Identifikation der Abbildungsgrade in beiden Theorien folgt dann aus den
Rechnungen in Abschnitt [3.3 Der Satz von Hurewicz bendtigt aber auch
wieder etwas mehr an Homotopietheorie.

BeispieL 3.4.11. Wir berechnen die Homologie der projektiven Rdume. Der
Fall X = CP" ist einfach: aus Beispiel haben wir eine CW-Struktur mit je
einer 2k-Zelle fiir k € {0,...,n}. Damit ist Hy(X®) X#=1) = 0 fir k ungerade,
also konnen die Randabbildungen nur 0 sein und wir haben

7 ke{0,...,2n} gerade
0 sonst

Hy(CP") = {

Fiir den reell-projektiven Raum X = RP" miissen wir etwas mehr arbeiten.
Hier haben wir je eine k-Zelle fir k € {0,...,n}, also ist in diesen Dimensio-
nen Hp(X®) X(k=1Y = 7. Die Anklebeabbildung fiir die k-Zelle ist die Projektion
Sk=1 5 RP*L. Wir berechnen den Grad der Komposition

Sk=1 — RP* ' — RP*!/RPF 2 = gk~1,

Die Einschrinkung auf die offene Nord- bzw. Stidhalbkugel ist esn Homdomorphismus,
und beide Homdomorphismen unterscheiden sich genau durch die Antipodenabbil-
dung. Nach Korollar ist der Grad der Antipodenabbildung (—1)F, und damit
ist der Grad der Komposition 1+ (—1)*. Damit ist der zellulire Komplex fiir RP™

? 0 2 0
0=Z—->Z— - -=>Z—=>72Z—72Z—0
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wobei 7 fiir ungerades n die Nullabbildung und fir gerades n Multiplikation mit 2
ist. Wir erhalten

Z k=0 und k = n ungerade
Hy(RP") =< Z/2Z 0<k <n ungerade
0 sonst

O

UBUNGSAUFGABE 3.4.12. Fine Abbildung f: S™ — S™ heifst gerade, wenn fiir
alle x € S™ gilt f(x) = f(—x). Zeigen Sie, dass eine gerade Abbildung geraden Grad
hat. Wenn n gerade ist, ist der Grad 0. (Hinweis: Benutzen Sie die Berechnung der
Homologie von RP™.)

UBUNGSAUFGABE 3.4.13. Berechnen Sie die Homologie des n-Torus T™ =
(Sl)xn'

BEISPIEL 3.4.14. Linsenraum? [l

BEMERKUNG 3.4.15. Beispiel inverse Kinematik aus [Ghrl{, Abschnitt 4.11].
Wir betrachten einen idealisierten Roboterarm mit n Drehgelenken, die jeweils um
eine feste Achse gedreht werden kénnen. Fiir jedes der m Drehgelenke haben wir
also einen Konfigurationsraum S, gegeben durch die Winkelkoordinate. Der Konfi-
gurationsraum des gesamten Roboterarms ist dann T". Zu jedem Punkt x € T" des
Konfigurationsraums, also zu jedem vorgegebenen Tupel von Drehwinkeln fir die n
Gelenke, haben wir eine zugeordnete Drehung des vom Roboterarm gehaltenen Bau-
teils. Dies liefert die kinematische Abbildung k: T" — SO(3), hierbei bezeichnet
SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe der orientierungserhaltenden orthogonalen
Transformationen des R3. Die Frage, ob eine vorgegebene Orientierung des Bau-
teils im Raum durch eine Sequenz von Drehungen der Gelenke realisierbar ist, ist
die Frage nach der einem stetigen Schnitt der kinematischen Abbildung k.

Wir kénnen mit Homologie begriinden, warum ein solcher stetiger Schnitt k
nicht existieren kann. Zuerst konstruieren wir einen Homdéomorphismus RP? —
SO(3). Die Abbildung ¢: D* — SO(3) bildet einen Punkt x auf die Rotation um
den Winkel |x|m um die durch © aufgespannte Rotationsachse ab. Diese Abbildung
schickt den Ursprung auf die Identitit und bildet Antipodenpunkte x und —x in
OD? auf die gleiche Rotation ab. Insbesondere induziert ¢ eine Abbildung ¢: RP® —
SO(3), cf. die Zellstruktur von RP? qus Bez'spz'el. Es ist nicht schwer zu sehen,
dass ¢ ein Homdéomorphismus ist. Damit kennen wir jetzt auch die Homologie von
SO(3).

Wir nehmen nun an, dass ein stetiger Schnitt o: SO(3) — T™ existiert, d.h.
koo =idgo(s). Der Schnitt induziert dann insbesondere eine injektive Abbildung

0.1 Z)27. = Hy(SO(3)) — Hy(T") = 7",

dabei folgen die Identifikationen der Homologie aus SO(3) & RP? und Beispiel|3.4.11
bzw. Beispiel[5.4.13 Eine solche injektive Abbildung kann es aber nicht geben.

3.5. Euler-Charakteristik

Wir nehmen auch hier wieder an, dass es eine gewtShnliche Homologietheorie
mit Z-Koeffizienten gibt.

DEFINITION 3.5.1. Sei X ein endlicher CW-Komplex. Wir bezeichnen mit z;
die Anzahl der i-dimensionalen Zellen von X . Die geometrische Euler-Charakteristik
ist definiert als

Neeom(X) = 3~ (1)1

%
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DEFINITION 3.5.2. Wir betrachten wieder eine Homologietheorie mit He(pt) =
Z. Sei X ein topologischer Raum, so dass He(X) ein endlich erzeugter Z-Modul
ist. Die topologische Euler-Charakteristik von X ist definiert als

Xtop(X) =) (=1)"tk H;(X).
BEMERKUNG 3.5.3. Mit dieser Definition ist die Fuler-Charakteristik offen-

stchtlich invariant unter Homotopiedquivalenzen.

ProproOSITION 3.5.4. Sei X ein endlicher CW-Komplex. Dann stimmen topo-
logische und geometrische Euler-Charakteristik tberein: Xgeom(X) = Xtop(X).

BEWEIS. Sei 0 — Cj, LN Cr1 — -+ = C G, Cp — 0 ein Komplex von
endlich erzeugten abelschen Gruppen. Wir bezeichnen Z,, = kerd,,, B, = Imd, 11
und H,, = Z,,/B,,. Dann haben wir exakte Sequenzen

0—-2,—C,—B,-1—0 und 0— B, —2Z,— H, —0.
Aus der Dimensionformel folgt

rkC, = rkZ,+rkB,_1
= rkB,+rkH, +1kB,_1.
Dann haben wir
> (=1)"rkCy =Y (~1)" (tk By + 1tk Hy + 1k By 1) = » (=1)" 1k H,,.
Die Behauptung folgt, wenn wir die Aussage auf den zelluldren Komplex mit C,, =
H,(X™, X®=1D) anwenden. O

BEISPIEL 3.5.5. Aus unseren Berechnungen fiir S™ haben wir dann

ny ] 2 mn=0mod?2
X(S )_{ 0 n=1mod?2

O

PROPOSITION 3.5.6 (Inklusion-Exklusion). Sei X ein endlicher CW-Komplez,
und U und V' zwei Unterkomplexe mit U UV = X. Dann gilt

X(X) =x(U) +x(V) =x(UNV).

BEWEIS. Hier benutzen wir die topologische Euler-Charakteristik. Nach Vor-
aussetzung haben wir eine Mayer—Vietoris-Sequenz

= H,UNV)—=>H,U)®H,(V) > H,(X) > H,,(UNV) = - |

in der nur endlich viele Eintréige von Null verschieden sind. Aus der Exaktheit folgt,
dass die alternierende Summe der Terme in der Mayer—Vietoris-Sequenz auch Null
ist:

Sk Hy(UNV)+ Y (—1)"tk Hy(X) =Y (=1)" (tk Hy, (U) + 1tk H,, (V)

n n

Daraus folgt die Behauptung. U

UBUNGSAUFGABE 3.5.7. Sei Uy, ..., Uy, eine endliche Uberdeckung von X durch
Unterkomplexe, so dass fiir alle I C {1,...,m} der Durchschnitt (\,.; U; entweder
leer ist oder Euler-Charakteristik 1 hat. Dann ist

i€l

XX) =) (1) # T C{L,...,m}|#J =i+ 1 und (| U; #0

% Jje€J



30 3. EILENBERG-STEENROD-AXIOME UND BEISPIELRECHNUNGEN

UBUNGSAUFGABE 3.5.8. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung der Po-
lyederformel von Euler: Fir eine Triangulierung einer kompakten orientierten Fldche
von Geschlecht g mit F' Seitenflichen, E Kanten und V' Eckpunkten gilt

F-E4+V=2-2g.
PROPOSITION 3.5.9. Seien X und Y zwei endliche CW-Komplexe. Dann gilt
X(X xY) = x(X) - x(Y).

BEWEIS. Hier benutzen wir die geometrische Euler-Charakteristik. Das Pro-
dukt ist ein endlicher CW-Komplex, dessen Zellen genau die Produkte der Zellen
von X und Y sind. Seien zx , und zy,, die Anzahl der n-Zellen von X bzw. Y.
Dann ist zxxy,n = ZiJrj:n zx, - 2y,; die Anzahl der n-Zellen von X x Y. Dann
haben wir

X(X) - x(Y)

(Z(—l)iZX,i> > (1) zy,

i J

Dol DD D axa - (-1 2y

n i+j=n

Z(_l)nZXxY,n =x(X xY).

n

O

BEISPIEL 3.5.10. Fiir den n-Torus T™ = (SY)*™ haben wir dann x(T") =
X(SH™ = 0. Induktiv kénnen wir auch einfach sehen, dass die Anzahl der i-Zellen
in der Produkt-CW-Struktur fir T" genau (’Z) ist. Die Aussage tber die Fuler-
Charakteristik ist dann die wohlbekannte Formel diber alternierende Binomialkoef-

fizienten:
i) _
E_ (-1) (z> =0.
O

BEMERKUNG 3.5.11. Obwohl die Euler-Charakteristik nur eine einfache Zahl
ist, enthdlt sie sehr viel Information iber einen topologischen Raum und mdgliche
geometrische Strukturen. Ein Beispiel fir diese Interaktion von globalen topologi-
schen Invarianten und geometrischen Strukturen ist der Satz von Gaufi—Bonnet:
fiir eine kompakte orientierte glatte Fliche ¥ (ohne Rand) im R? gilt

1

Auf der linken Seite steht dabei das Integral der Gauf-Krimmung beziiglich der
Flichenform (alles lokale Informationen iber die Geometrie der Fliche), die rechte
Seite ist einfach die Euler-Charakteristik (rein topologische Information).

Etwas allgemeiner kann die Euler- Charakteristik einer glatten orientierten Man-
nigfaltigkeit M mit dem Integral der Euler-Klasse des Tangentialbiindels tiber M
identifiziert werden. Kombinieren wir dies mit der Interpretation der Euler-Klasse
als Hindernis fiir nullstellenfreie Schnitte fiihrt dies (nach deutlich mehr Arbeit)
zur Aussage, dass auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M (ohne Rand) genau
dann ein nullstellenfreies Vektorfeld existiert, wenn x(M) = 0 — eine ziemlich
weitreichende Verallgemeinerung des Satzes vom Igel[3.3.6, Mehr Information zu
Euler-Charakteristik, Gaufi—-Bonnet und den Zusammenhang zum Krimmung und
Messung von Oberfliche bzw. Inhalt, siehe [Ghrl4, Kapitel 3] und [Sch86).



KAPITEL 4

Singuldre Homologie

Bisher haben wir nur eine axiomatische Definition von Homologie betrachtet, in
der Homologie im Wesentlichen durch Homotopieinvarianz und Ausschneidung cha-
rakterisiert ist. Aus den Axiomen folgt direkt die Berechnung der Homologie der
Sphiiren (bzw. allgemeiner der Einhdngungsisomorphismus) und mit etwas mehr
Arbeit eine Beschreibung der von stetigen Abbildungen f: S™ — S™ induzierten
Abbildungen auf der Homologie (Gradtheorie). Das reicht bereits aus, um Homolo-
gie fiir alle CW-Komplexe zu berechnen (zelluldre Homologie) und ein paar einfache
Anwendungen abzuleiten.

Alle bisherigen Ergebnisse (z.B. Brouwer-Fixpunktsatz, Satz vom Igel) gelten
bisher nur unter der Annahme, dass eine gewohnliche Homologietheorie mit Z-
Koeffizienten existiert. Hauptziel des folgenden Kapitels ist es nun, eine solche Ho-
mologietheorie zu konstruieren und die Eilenberg—Steenrod-Axiome zu beweisen.
Fiir die Definition der singuldren Homologie eines topologischen Raums X benut-
zen wir die simpliziale Menge der Abbildungen von Standard-Simplizes nach X,
und betrachten einen dazugehorigen algebraischen Kettenkomplex.

Auflerdem werden wir einige weitere Anwendungen diskutieren: den Jordan-
schen Kurvensatz (zur Topologie des R™) und Borsuk—Ulam-Sétze. Da gewdhnliche
Homologietheorien durch die Eilenberg—Steenrod-Axiome bis auf natiirlichen Iso-
morphismus eindeutig bestimmt sind, folgen zwar alle Homologieberechnungen ir-
gendwie aus den Axiomen. Allerdings ist es natiirlich auch gut, singuldre Homolo-
gie in Aktion zu sehen, und die axiomatischen Beweise der beiden Anwendungen
sind etwas aufwendiger. Zum Beispiel benotigen wir fiir den Jordanschen Kurven-
satz die Tatsache, dass Homologie mit gerichteten Kolimits vertauscht, und fiir
Borsuk-Ulam die Existenz von Transfers fiir endliche Uberlagerungen; beides sind
Eigenschaften, die fiir singuldre Homologie relativ direkt zu sehen sind.

4.1. Simplizialkomplexe und simpliziale Mengen

DEFINITION 4.1.1 (Simplizialkomplex). Sei M eine Menge. Ein abstrakter
Simplizialkomplex X ist eine Menge X = {U | U C M,U endlich} von endli-
chen Teilmengen, so dass fir U € X und V C U auch V € X gilt. Eine solche
Teilmenge U € X mit #U = n + 1 heifit n-Simplex.

Die Mengen U € X heiflen Facetten oder Seiten von X.

Wir bezeichnen mit X,, = {U C M | U € X,#U = n + 1} die Menge der
n-Simplizes von X.

DEFINITION 4.1.2. Fine simpliziale Abbildung f: X — Y zwischen zwei Sim-
plizialkomplexen X und Y ist eine Abbildung der zugrundeliegenden Mengen, so
dass fiir jedes Simplex o € X das Bild f(o) auch wieder ein Simplex in'Y ist.

Set X ={U | U C M} ein Simplizialkomplex auf der Menge M. Ein Simplizi-
alkompler Z C X heifst Unterkomplex.

DEFINITION 4.1.3. Ein geometrisches n-Simplex ist die konveze Hiille von n+1
Punkten in R™ in allgemeiner Lage (d.h. jede Teilmenge von Punkten ist affin
unabhdingig).

31
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Als Standard-n-Simplex wird die konvexe Hiille der Einheitsvektoren in R™T1
bezeichnet:

A" = {(xl,...,xnﬂ) R 2,20, a, :1}

BEMERKUNG 4.1.4. Die Punkte des von den Eckpunkten vy, ..., v, aufgespann-
ten n-Simplex sind nach Definition genau die konvezen Linearkombinationen ), t;v;
mat Zz ti = 1 und t; > 0 fiir alle i. Die Koeffizienten t; heiffen auch normier-
te baryzentrische Koordinaten des Punktes p = ), t;v;. Der Schwerpunkt (auch
Baryzentrum) des Simplex ist der Punkt b =Y. t;v;, an dem alle baryzentrischen
Koordinaten gleich sind, also t; = H%H

BEMERKUNG 4.1.5. Die Seitenfiichen des Standardsimpler A™ sind genau die
Schnittmengen von A™ mit Koordinatenebenen x;, = -+ = x;, = 0 im R" 1. Diese
sind wieder Standardsimplizes.

DEFINITION 4.1.6. Fiir einen abstrakten Simplizialkomplex X (mit zugrunde-
liegender Menge M ) definieren wir die geometrische Realisierung | X|. Wir wdhlen
eine totale Ordnung auf M; dadurch wird fiir jede Teilmenge {xg < 1 < -+ <
xn} C M eine Bijektion auf die Eckpunkte eg < e1 < --- < e, des Standardsimplex
A" eindeutig festgelegt. Fiir jede Teilmenge T C o C M wird dadurch auch eine
eindeutige affine Abbildung trco: A*T1 — A#771 festgelegt, die die Ordnung der
Simplizes bewahrt.

Dann definieren wir

X = <|_|Xn x A”) /o

wobei die Aquivalenzrelation fir jede Inklusion T C o von abstrakten Simplizes in
X den Simplex {1} x A#7~1 als Seite des Simplex {o} x A% =1 mittels t ~ 1,4 (t),
t € A#T=1 identifiziert.

Eine Triangulierung eines topologischen Raumes X ist ein abstrakter Simplizi-

alkomplex Y zusammen mit einem Homdomorphismus |Y| — X.

UBUNGSAUFGABE 4.1.7. Die geometrische Realisierung eines Simplizialkom-
plexes ist ein CW-Komplez.

UBUNGSAUFGABE 4.1.8. Finden Sie eine Triangulierung fir den 2-Torus. (An-
spruchsvoller Zusatz: Wie viele Eckpunkte muss der Simplizialkomplex einer solchen
Triangulierung mindestens haben?)

BEISPIEL 4.1.9. Fiir die Menge [n] = {0,...,n} ist A™ := P([n]) ein simplizia-
ler Komplex, dessen Realisierung ein n-Simplex ist. Der Rand OA™ := {U € A" |
#U < n} liefert eine Triangulierung OA™ = S™~1, O

BEISPIEL 4.1.10. FEin anderer Begriff fir abstrakte Simplizialkompleze ist Un-
abhangigkeitssystem. Fir einen Korper F', einen F'-Vektorraum V und eine Menge
M CV wvon Vektoren haben wir ein Unabhdngigkeitssystem

A ={U C M | U linear unabhingig}.

Allgemeiner sind Matroide Beispiele fiir abstrakte Simplizialkompleze. Ein anderes
Beispiel: fiir eine Menge M von Zufallsvariablen haben wir ein Unabhingigkeits-
system, das eine Teilmenge U C M genau dann enthdlt, wenn die entsprechenden
Zufallsvariablen stochastisch unabhdngig sind. In beiden Fillen kodiert die Topologie
des Simplizialkomplezes Abhingigkeiten (zwischen Vektoren bzw. Zufallsvariablen).

O
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UBUNGSAUFGABE 4.1.11. Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V und
eine Menge X C V wvon Vektoren ist der Unabhingigkeitskomplex fiir X ein Sim-
plizialkomplex. Geben Sie einen Simplizialkompler an, der nicht von dieser Form
1st.

BEISPIEL 4.1.12 (Fahnenkomplex). Sei K ein Kérper und V' ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine Fahne in V ist eine Kette von echt ineinander enthaltenen
Untervektorrdumen 0 = Vo C Vi1 C Vo C --- C Vi1 C V; = V. FEine vollstandige
Fahne ist eine Fahne maximaler Linge | = n mit dim'V; = 1.

Die Menge aller echten Untervektorrdume von V hat die Struktur eines Simpli-

zialkomplexzes. Ein Tupel (V1,...,V)) von Vektorriumen spannt genau dann einen
(I — 1)-Simplezx auf, wenn die V; eine Fahne 0 C V3 C --- C V; C V bilden. Dieser
Komplex heif$t Fahnenkomplex fiir V. O

UBUNGSAUFGABE 4.1.13. Bestimmen Sie den Fahnenkomplex fir den Vektor-
raum F3.

BEISPIEL 4.1.14. Sei ' = (V, E) ein Graph. Darunter verstehen wir hier einen
eindimensionalen Simplizialkomplez, d.h. wir haben eine Menge V von Knoten und
eine Menge E von 2-elementigen Teilmengen von V', den Kanten. Der Clique-
Komplex fiir T' ist definiert als der Simplizialkomplex

X)) ={cCV |Vz,yco:{z,y} € E}.

Der Clique-Komplex enthdlt ein Simplex o genau dann, wenn die Eckpunkte des
Simplez eine Cliqgue im Graphen I' bilden.

Umgekehrt gibt es auch den Unabhingigkeitskomplex des Graphen, in dem Punk-
te v, ..., v, genau dann ein Simplex aufspannen, wenn keine zwei Punkte v; und v;
durch eine Kante verbunden sind. Dies ist der Clique-Komplex des komplementdiren
Graphen. O

BEISPIEL 4.1.15. Sei X ein topologischer Raum, und {U;};c1 eine offene Uber-
deckung. Der Cech-Komplex/Nerv fir die Uberdeckung ist ein Simplizialkomplex
auf der Menge I, bei dem Indizes 1o, ..., %, ein n-Stmplex aufspannen, wenn U;, N

AU, #0. 0

BEISPIEL 4.1.16. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Der Ordnungskom-
plex zu X ist der Simplizialkomplex auf X, bei dem eine Teilmenge xg, ..., T, ge-
nau dann einen n-Simplex aufspannt, wenn sie beziiglich < total geordnet ist (0BdA
ro<wp <<y 0

BEISPIEL 4.1.17. Sei Q C R"™ eine diskrete Menge von Punkten und sei € > 0.
Der Vietoris—Rips-Komplex VR (Q) ist ein Simplizialkomplex auf der Menge @,
bei dem Punkte qo,...,qn ein n-Simplex aufspannen, wenn |q; — q;| < € fir alle
1,7 €{0,...,n} ist. O

Weitere Beispiele wie Strategiekomplexe und Konfigurationsrdume von Robo-
terarmen sind in |Ghrl4] zu finden.

DEFINITION 4.1.18. Sei X ein Simplizialkomplex und o € X ein Simplex. Der
Link von ¢ in X st der Unterkomplex

Lkx(o):={reX|onTt=0,0UT € X}.

UBUNGSAUFGABE 4.1.19. Finden Sie eine endliche offene Uberdeckung {U;Yicr
der 2-Sphdre, so dass gilt

2= (-1)'#JCI|#T=i+1und [\U; #0

i>0 jEJ
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Kénnen Sie eine allgemeine hinreichende Bedingung fir Uberdeckungen der 2-
Sphdre formulieren, so dass die obige Formel gilt?

BEMERKUNG 4.1.20. Der Begriff des A-Komplexes (semi-simpliziale Menge)
ist eine Verallgemeinerung der Simplizialkomplexe. Fin abstrakter A-Komplex ist
eine Folge Ko, K1, ... von Mengen und Randabbildungen d;: K,, — K, _1 firn >0
und 0 <4 < n, so dass firn >2 und i < j gilt dyod; = dj_1 od;. Im Unterschied
zu Simplizialkomplexen merken wir uns hier, welche Simplizes als Facette eines
anderen Simplexr auftauchen.

FEine geometrische Realisierung kann wieder genau wie im Fall von Simplizial-
komplexen konstruiert werden:

| X| = <|_|Xn XA”) [

wobei die Relation durch (o,d't) ~ (d;o,t) fir o € X,, und t € A"~ gegeben ist.
Dabei ist die Abbildung d': A"~! — A" die affine Einbettung, die das (n — 1)-
Simplex A"~ als i-te Seitenfliche des n-Simplex realisiert: die Einheitsvektoren e;
mit j < i werden auf e; abgebildet, die Einheitsvektoren e; mit j > i auf ejq1, und
die Abbildung ist die dadurch festgelegte affine Transformation.

Der Vorteil von A-Komplexen ist, dass allgemeinere Verklebungen erlaubt sind,
als fiir Simplizialkompleze. Dadurch kommen A-Komplez-Strukturen mit deutlich
weniger Simplizes aus als Triangulierungen (Beispiel Torus).

BEMERKUNG 4.1.21. FEin noch allgemeinerer Begriff ist der der simplizialen
Menge. Mit A bezeichnen wir die Kategorie der endlichen Ordinalzahlen: Objekte
sind endliche linear geordnete Mengen [n] = {0,1,...,n} und Morphismen sind
monotone Abbildungen. Diese Kategorie wird erzeugt von speziellen Abbildungen:

e Die Randabbildung 6™*: [n — 1] — [n], 0 < i < n ist die Injektion, fiir die
© nicht im Bild liegt.

e Die Ausartungsabbildung o™": [n+ 1] — [n], 0 <i < n ist die Surjektion,
die © zweimal trifft.

Jede Abbildung in A ist eine Komposition solcher Abbildungen. Die Abbildungen
erfillen die kosimplizialen Identititen (die alle geometrische Interpretationen im
Standardsimplex haben).

Eine simpliziale Menge ist ein kontravarianter Funktor A°P — Set. Konkret
ist eine simpliziale Menge X,o eine Folge von Mengen X, und Randabbildungen
di: Xpn = Xp—1 und Ausartungsabbildungen s;: X,,_1 — X,, die die folgenden
simplizialen Identitdten erfillen:

diod; = dj_10d; wenn 1 < j
dios; = sj_10d; wenn ¢ < j
dj o0s; = id = dj+1 SR .
dios; = sjod;_ wenn i > j+ 1
8;08; = 8§j4108; wenn 1 < j

Es gibt ebenfalls wieder eine geometrische Realisierung wie fiir semisimpliziale Kom-
plexe.

UBUNGSAUFGABE 4.1.22. Sei A die simpliziale Kategorie (endliche Ordinal-
zahlen mit monotonen Abbildungen), mit den Randabbildungen §°: [n — 1] — [n]
(Injektion, die i micht trifft) und Ausartungsabbildungen o*: [n+ 1] — [n] (Surjek-
tion, die i zweimal trifft). Zeigen Sie, dass jede Abbildung in A eine Komposition
von Rand- und Ausartungsabbildungen ist. Beweisen Sie, dass diese Abbildungen
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die folgenden kosimplizialen Identitéiten erfillen:

dod = ot wenn t < j
0loé = §logi! wenn ¢ < j
0lod = id=olodit!

olod = 6 logt wennt>7+1
ologt = glogit! wenn i < j

4.2. Definition und erste Konsequenzen

DEFINITION 4.2.1. Sei X: A°P — Set eine simpliziale Menge und sei R ein
Ring. Wir definieren einen Kettenkomplex (Co(X),d) von R-Moduln wie folgt: fir
n € N ist Cp(X) = R[X,,] der freie R-Modul auf der Menge der n-Simplizes von
X, und die Randabbildung wird definiert durch

n .
d: Cp(X) = Cpor1(X): [0] — Z(—l)l[di(a)].
i=0

Fiir eine Abbildung f: X — Y von simplizialen Mengen erhalten wir induzierte
Abbildungen

[ (Co(X),d) = (Co(Y), d): [o] = [f(o)].
Insgesamt erhalten wir einen Funktor Co: A°®—Set — Ch(R—mod) von simpli-
zialen Mengen in Komplexe von R-Moduln.

UBUNGSAUFGABE 4.2.2. Zeigen Sie:
o (Co(X),d) aus Definition ist tatsdchlich ein Komplex.
e Die induzierten Abbildungen in Definition sind Homomorphismen
von Komplexen, und kompatibel mit Komposition.

BEMERKUNG 4.2.3. Dold-Kan-Korrespondenz zwischen simplizialen R-Moduln
und Kettenkomplexen von R-Moduln. normalisierter Kettenkomplex/Moore-Komplex
vs. Kettenkomplex modulo ausgeartete Simplizes

DEFINITION 4.2.4. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren eine simpli-
ziale Menge Sing,(X) wie folgt:
e Die Menge der n-Simplizes Sing,,(X) := Top(A™, X) ist die Menge der
stetigen Abbildungen A™ — X vom Standard-n-Simplex in X .
e Die Rand- und Ausartungsabbildungen fir Sing,, (X)) sind durch Komposi-
tion mit den geometrischen Rand- und Ausartungsabbildungen 6°: A"~ —
A" bzw. ot A" — A gegeben.
Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y erhalten wir eine induzierte Abbildung
f: Sing,(X) — Sing,(Y) von simplizialen Mengen.
Insgesamt erhalten wir dadurch einen Funktor Sing,: Top — A°P—Set wvon
topologischen Rdumen in simpliziale Mengen.

DEFINITION 4.2.5. Sei X ein topologischer Raum, und sei R ein Ring. Der
singulire Kettenkomplex ist definiert als Cq (X ) := Co(Sing,(X)). Die singulére
Homologie von X ist definiert durch

H3"8(X, R) := H, (CJ"(X).
LEMMA 4.2.6. Singuldre Homologie ist ein Funktor
H"8(— R): Top — R—mod.

BEWEIS. Folgt direkt aus den Funktorialitdtsaussagen in Definitionen und

sowie Ubungsaufgabe O
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BEMERKUNG 4.2.7. Wir sehen direkt aus der Definition, dass H3m8(X R) =0
fiir n < 0 gilt. Fiir den Spezialfall X = () kénnen wir auch direkt sehen, dass
Hsin8(()) = 0 ist. Wir werden aber im folgenden immer implizit annehmen, dass die
Rdume, die wir betrachten nicht-leer sind.

BEMERKUNG 4.2.8. Eine fiir verschiedene Anwendungen interessante Modi-
fikation ist die Homologie mit lokalen Koeffizienten. Sei (X,x) ein zusammen-
hingender punktierter topologischer Raum (lokal weg-zusammenhingend, semi-lokal
einfach zusammenhdngend) mit Fundamentalgruppe m (X, x). Die Fundamental-
gruppe m (X, x) wirkt auf der universellen Uberlagerung X durch Decktransforma-
tionen. Diese Wirkung induziert eine Z[my (X, z)]-Modulstruktur auf C3"¢(X). Fiir
einen Z|m (X, z)]-Modul M kinnen wir dann Homologie mit lokalen Koeffizienten
in M definieren:

H38 (X, M) := H, (C5"8(X) Qg (x,0) M).

Ein wesentliches Anwendungsbeispiel ist in der Knotentheorie der Alexander-Modul.
Dabei betrachtet man fiir einen Knoten v: S < S3 die Homologie des Knotenkom-
plements X = S3\ «(SY) mit Koeffizienten in dem Modul Z[m (X)) — Z[Z], der
durch die Abelianisierung der Knotengruppe m(X) gegeben ist.

PROPOSITION 4.2.9. Seien X;, © € I topologische Rdume, I eine beliebige In-
dexmenge. Dann gilt

(| | Xi, R) = @D H"(X,, R).
icl iel
Dies gilt insbesondere fiir die Zerleqgung eines Raums X in Wegzusammenhangs-

komponenten.

BEWwEIS. Die Standard-n-Simplizes A™ sind zusammenhingend, also ist das
Bild einer Abbildung o: A™ — X immer zusammenhéingend. Insbesondere gibt es
fiir jedes singuldre Simplex o: A" — | |,.; X; ein i € I, so dass das Bild von ¢ in
X; enthalten ist. Wir erhalten eine Zerlegung

civs(| | x) = @@ eiE(x,)
el 1€l

von Kettenkomplexen. Dies induziert die behauptete Zerlegung der Homologie. [J

PROPOSITION 4.2.10. Sei X ein wegzusammenhdingender Raum und R ein
Ring. Dann gilt Hy"®(X,R) = R. Fiir einen beliebigen Raum X ist Hy"#(X, R)
isomorph zum freien R-Modul auf der Menge der Wegzusammenhangskomponenten
von X.

BEWEIS. Nach Definition ist
HS"8 (X, R) = coker (d1: (X)) - cgi“g(X)) .
Dabei ist CSM8(X) der freie R-Modul auf der Menge der Punkte 2 € X, und
C7"8(X) der freie R-Modul auf der Menge der Abbildungen ~v: [0,1] & Al — X.

Die Randabbildung d; bildet einen Weg ~ auf die formale Differenz v(1) —v(0) ab.
Wir definieren eine Abbildung

€: Cging(X) — R: Zni[asi] — Zni.

Mit dieser Definition ist Imd; C kere, da e([y(1)] — [y(0)]) =1 —1 =0 ist. Um zu
zeigen, dass kere C Imd; ist, sei ), n;[z;] so dass ), n; = 0. Wir wihlen einen
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Punkt y € X und Wege v;: [0,1] = X mit 7;(0) = y und 7;(1) = =;. Fiir diese
Wege gilt di(7;) = [;] — [y]. Dann haben wir

dl(z ni[vil) = an[l’z] - an[y} = an[%]a

also liegt >, n;[x;] im Bild von d;.
Die zweite Behauptung folgt mit Proposition O

PROPOSITION 4.2.11. Es gilt H3M8(pt, R) = 0 fiir n > 0.

BEWEIS. In Sing, (pt) gibt es in jedem simplizialen Grad n > 0 immer genau ein
(ausgeartetes) Simplex, und alle simplizialen Randabbildungen sind die Identitét.
Der singulidre Komplex C,(Sing(pt)) hat dann die Form

52%72%72%725%7 50,
da d, => " ,(—1)"id. Daraus folgt direkt die Behauptung. O
DEFINITION 4.2.12. Sei X ein topologischer Raum und A C X ein Unterraum.
Dann ist C,,(Sing,(A)) ein Untermodul in Cy(Sing, (X)), bestehend genau aus den

Linearkombinationen von n-Simplizes, deren Bild in A liegt. Wir definieren den
relativen Kettenkomplex fiir das Paar (X, A)

ChMe(X, A) := CYM8(X) /CrMe (A).
Die relative singulidre Homologie fiir das Paar (X, A) ist definiert durch
H3"8(X, A; R) := H,(Ch"8(X, A))
BEMERKUNG 4.2.13. Insbesondere konnen wir damit auch (wie nach Lem-
ma reduzierte Homologie definieren:
H"8(X, R) := ker (H{"8(X, R) — H,(pt))
definieren und mit relativer Homologie Hy"8(X, {x}) identifizieren.

PROPOSITION 4.2.14. Sei (X, A) ein Raumpaar. Dann gibt es eine lange exakte
Sequenz

- HIU8 (X, A; R) — H3"8(A; R) — H3"8(X; R) — HI"8(X, A; R) —

Fiir einen Morphismus f: (X, A) — (Y, B) gibt es ein kommutatives Diagramm
von langen exakten Sequenzen

> B (X, A; R) 2> HEE(A; R) —> HEINE(X; R) —2> HEE(X, 4; R)

/| /| - -

- ——H38 (Y, B R) ——= H3"8(B; R) —— H™8(Y; R) —5.7 H3"¢(Y, B; R)

BEWEIS. Die lange exakte Sequenz folgt direkt aus Definition und Pro-

position [AZ37]
Fiir die Natiirlichkeit sehen wir erst, dass f eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen induziert

0— C:mg(A) T Csing< ) Csmg(X7A

Lo

0 — C3m8(B) = C5m8(y) — &> O3 (Y, B) ——= 0

Die Konstruktion der Randabbildung in Proposition ist natiirlich. O
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UBUNGSAUFGABE 4.2.15. Sei (X, A, B) ein Tripel von topologischen Riumen,
d.h., wir haben Inklusionen von Unterrdumen B C A C X . Zeigen Sie, dass es eine
lange exakte Sequenz von singuldren Homologiegruppen gibt

<. = HSM8(A, B; R) — H8(X, B; R) — HS"8(X, A; R) LN H™8 (A, B;R) — - -

UBUNGSAUFGABE 4.2.16. Zeigen Sie, dass Homologie mit gerichteten Kolimi-
ten vertauscht. Sei X ein topologischer Raum, und X;, i € I eine Folge von Un-
terrdumen von X, so dass X = J;c; Xi gilt und eine Menge U C X genau dann
offen in X ist, wenn fiir alle i der Durchschnitt U N X; offen in X; ist. Dann haben
wir fiir jeden Koeffizientenring R einen natirlichen Isomorphismus

H"8(X, R) = colim H{™8(X;, R).

(Hinweis: Benutzen Sie die Kompaktheit der Standardsimplizes A™.)

4.3. Homotopie-Invarianz

Der Beweis der Homotopieinvarianz ist eine Kombination eines geometrischen
Arguments (Zerlegung von A™ x [0, 1] in Simplizes) und eines algebraischen Argu-
ments (Zerlegung induziert Kettenhomotopie auf singuldrem Kettenkomplex).

DEFINITION 4.3.1. Wir zerlegen das Produkt A™ x [0,1] eines n-Simplex mit
einem Intervall in (n+1)-Simplizes. Die Eckpunkte des Produkts sind in den beiden
Seiten A" x {0} und A" x{1} enthalten. Wir bezeichnen die Eckpunkte von A™x {0}
mit [vg, ..., vs], und die Eckpunkte von A™ x {1} mit [wy, ..., wy]. Dabei sind die
Indizes so gewdihlt, dass v; und w; das gleiche Bild unter der Projektion A™x[0,1] —
A™ haben.

Das n-Simplez [vg, . .., Vi, Wig1, ..., Wy] ist gegeben als Graph der linearen Ab-
bildung

n
¢it A" = [0,1]: (to, .. tn) = Y 1.
j=it+1
Es gilt ¢; < ¢;—1, und der Bereich zwischen zwei n-Simplizes fir aufeinander-
folgende Indizes ist das n + 1-Simplex [vg, ..., v w;, ..., w,]. Wegen 0 = ¢, <
Oy < - <@g < @1 = 1 erhalten wir eine Zerlegung von A™ x [0,1] in die
(n+ 1)-Simplizes [vg, . .., v, Wi, ..., Wy].

DEFINITION 4.3.2. Sei F': X x[0,1] — Y eine Homotopie zwischen f und g. Fiir
ein Simplex o: A" — X erhalten wir eine Abbildung F'o (o x idjg 1)): A" x [0,1] —
X x [0,1] = Y. Wir definieren die Prismen-Operatoren

P: C3"8(X, R) = Cyi (Y, R): o= Y (=1)'F o (00 X idjo,1))|fuos..viswre.vion] -

PROPOSITION 4.3.3. Sei F': X x [0,1] = Y eine Homotopie zwischen f und g.
Die Prismen-Operatoren CJ™(X, R) — C.7F(Y, R) bilden eine Kettenhomotopie
zwischen den von f und g induzierten Abbildungen.

BEWEIS. Zu zeigen ist g, — f, = do P, + P,_1 od. Dabei stehen die Terme g,,
und f, fiir A™ x {0} und A™ x {1}, und die beiden anderen Terme fiir den Rand
des Primas bzw. 0A™ x [0, 1]. Es gilt

do Pn(a) = Z(il)z(il)JF © (U X id[O,l])‘[vo,.“,ﬁj,...,vi,wi,...,wn]

J<i

Jjzi
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Auf der anderen Seite haben wir

Pn—l o d(O’) = Z(_l)l(_l)jF o (U X id[O,l])|[Uo,...,vi,wi,...,'d)j,...,wn]
1<J
+ Z(_l)i_l(_l)jF © (U X id[O,l])|[vo,...,ﬁj,...,vi,wi,...,wn]
>

Durch die Vorzeichen bleiben von den Termen mit ¢ = j nur
Fo (o xido,1)lpo.wp,wn) = 9n(0)
Fo (O' X id[O,l])|[vo,..‘,Umﬁ)n] _fn(a)
iibrig. O

SATZ 4.3.4 (Homotopieinvarianz). Sei F': X x [0,1] = Y eine Homotopie zwi-
schen zwei Abbildungen f,g: X — Y. Dann gilt fir die induzierten Abbildungen
f. = g.: H¥"(X, R) — Hi™ (Y, R).

BEWEIS. Folgt direkt aus Proposition und Proposition O

UBUNGSAUFGABE 4.3.5. Seien f,g: (X, A) — (Y, B) zwei Abbildungen, so dass
eine Homotopie durch Abbildungen von Raumpaaren zwischen f und g existiert.
Dann sind die beiden induzierten Abbildungen gleich:

fo = gu: HIUE(X, A3 R) — HEUS(Y, B; R).

4.4. Ausschneidung

SATZ 4.4.1 (Ausschneidung). Fiir einen topologischen Raum X gelten die bei-
den folgenden dquivalenten Aussagen.
o Fir Unterriume Z C A C X mit Z C A induziert die Inklusion (X\
Z,A\ Z) < (X, A) von Raumpaaren fir alle n Isomorphismen

H™8(X \ Z, A\ Z) = H™8(X, A).

e Fiir Unterriume A, B C X mit AUB = X induziert die Inklusion (B, AN
B) < (X, A) von Raumpaaren fir alle n Isomorphismen

Hi"8(B, AN B) = Hi"(X, A)

Fiir den Beweis werden Simplizes in “kleinere” Simplizes (beziiglich einer offe-
nen Uberdeckung von X) zerlegt, um die Teilmenge Z ausschneiden zu kénnen.

DEFINITION 4.4.2. Sei X ein topologischer Raum und 4 = {U;};,c1 eine Menge
von Unterrdumen mit |J,c; U; = X. Wir bezeichnen mit C2{(X) C C5M&(X) die
Untergruppe der Ketten »_,n;0;, so dass fir jedes Simplex 0;: A™ — X das Bild
in einem der U; enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, dass die Randabbildung

d: CiH(X) C CiM(X) — C3"%(X)

n—1

wieder in C%_ (X)) landet und wir damit einen Unterkomplexr C2(X) C C3"%(X)
erhalten. Die Homologiegruppen dieses Kettenkomplexes bezeichnen wir mit H(X).

BEWEIS VON THEOREM : Die beiden Varianten sind #quivalent, mit B = X\ Z
bzw. Z = X \ B. Wir beweisen die zweite Variante. Fiir &l = { A, B} betrachten wir
CH(X), dieser Kettenkomplex wird mit Co(A + B) bezeichnet (da Elemente Sum-
men von Ketten in A und Ketten in B sind). Die von der Inklusion (B, AN B) —
(X, A) induzierte Abbildung C5™8(B)/C3"(AN B) — Co(A+ B)/C3™8(A) ist of-
fensichtlich ein Isomorphismus, da die entsprechenden Kettengruppen frei von den
Simplizes in B, die nicht vollstdndig in AN B liegen, erzeugt werden. Es bleibt also
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zu zeigen, dass die Inklusion C,,(A + B)/C5"8(A) — C5"8(X)/Cs"8( A) einen Iso-
morphismus auf der Homologie induziert. Dies wird in Proposition £.4.7] bewiesen.
|

DEFINITION 4.4.3 (baryzentrische Unterteilung). Die baryzentrische Untertei-
lung von n-Simplizes wird induktiv definiert: Fir das von den Eckpunkten vy, ..., v,
aufgespannte n-Simplex (im R"T1) besteht die baryzentrische Unterteilung aus den
n-Simplizes [b,wo, ..., w,—1], wobei b = n%rl >, vi das Baryzentrum des Simplex
[voy - .., vp] ist, und [wo, ..., w,—1] ein n—1-Simplex in der baryzentrischen Unter-
teilung einer Seitenfliche [vo, ..., Uiy ..., 5]

UBUNGSAUFGABE 4.4.4. Zeigen Sie, dass die zweifache baryzentrische Unter-
teilung eines A-Komplexes ein Simplizialkomplex ist.

Die baryzentrische Unterteilung kann alternativ mit simplizialen Mengen de-
finiert werden: fiir das n-Simplex A™ = Homa (—, [n]) betrachten wir die Menge
aller nicht-ausgearteten Simplizes von A™. Diese Menge ist vermittels der Inklusion
von Simplizes eine partiell geordnete Menge. Wir bezeichnen den Ordnungskomplex
dieser partielle geordneten Menge, s. Beispiel mit sd A”.

UBUNGSAUFGABE 4.4.5. Zeigen Sie, dass die affine Abbildung
h:|sd A" =5 |A7,

die einen Eckpunkt {wo,...,wi} von sd A™ auf das Baryzentrum %ﬂ Yo wi des
von wy, - . ., Wy aufgespannten Simplex abbildet, ein Homdomorphismus ist.

Insbesondere ist die geometrische Realisierung von sd A" genau die oben be-
schriebene baryzentrische Unterteilung.

UBUNGSAUFGABE 4.4.6. Fiir ein Simplex [vo, ..., v,] im R definieren wir
den Durchmesser als

max {||lz — y|| [ z,y € [vo, ..., vn]}.
(1) Zeigen Sie, dass der Durchmesser gleich dem mazimalen Abstand zweier
Eckpunkte ist. (Dreiecksungleichung!)
(2) Sei D der Durchmesser des gegebenen Simplex [vg,...,v,]. Zeigen Sie

(durch Induktion iiber n), dass der Durchmesser eines Simplex in der ba-

ryzentrischen Unterteilung von [vg, ..., v,] mazimal nL_H - D ist.

Wir diskutieren zuerst die Baryzentrische Unterteilung linearer Ketten: Sei
Y C R™ eine konvexe Teilmenge. Wir definieren LCSM8(Y) C C5ing(Y) als die
Untergruppe, die von linearen Simplizes o: A™ — Y erzeugt wird. Lineare Sim-
plizes sind durch die Bilder [wq,...,w,] der Eckpunkte eindeutig bestimmt. Die
LCSM8(Y) bilden einen Unterkomplex von C5"8(Y), dessen Randabbildung wir
mit 0 bezeichnen. Wir augmentieren diesen Komplex durch

d: LCY™8(Y) — LC_1(Y) = R: [wo] — 1,

wobei R der gegebene Koeffizientenring ist. Auf diesem Komplex von linearen Sim-
plizes wollen wir einen Unterteilungsoperator S: LCS™8(Y) — LCSm8(Y) definie-
ren, der durch baryzentrische Unterteilung gegeben ist, und auflerdem zeigen, dass
dieser Unterteilungsoperator kettenhomotop zur Identitét ist.

Zuerst definieren wir fiir einen gegebenen Punkt p € Y einen Kegel-Operator

p: LC’Zing(Y) — chiigl(Y): [wo, ..., wn] = [p,wo, ..., wy],

der ein n-Simplex auf den Kegel iiber diesem Simplex mit Spitze p abbildet. Der
Rand dieses Kegels ist

Op([wo, - .., wy]) = [wo, . .., wy] — p(Owo, . . ., wy]),
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bestehend aus der Basis und den Kegeln iiber den Seitenflichen von [wy, ..., w,].
Daraus folgt dop+pod = id, d.h. b ist eine Kettenhomotopie zwischen der Identitét
und der Nullabbildung auf LCe™8(Y).

Der Unterteilungsoperator S: LC5M8(Y) — LCS"8(Y') wird nun durch Rekursi-
on iiber n definiert. Der Rekursionsanfang ist S = id auf LC®"8(Y) und LCS™8(Y).
Fiir n > 1 und ein lineares n-Simplex A: A™ — Y sei by das Bild des Baryzentrums
von A" unter der Abbildung A. E| Wir definieren S(X\) := b,(S(9X)), wobei hier
by: LCE"8(Y) — LCS™8(Y) der eben definierte Kegel-Operator fiir den Punkt by
ist. Geometrisch ist S()\) eine Linearkombination der Simplizes der baryzentrischen
Unterteilung von A. Durch Induktion iiber n sehen wir, dass der so definierte Unter-
teilungsoperator S: LC58(Y) — LCS8(Y') mit den Randabbildungen kompatibel
ist. Der Induktionsanfang auf LC3"8(Y) ist direkt zu sehen, und fiir den Indukti-
onsschritt haben wir fiir ein lineares n-Simplex A\: A™ — Y

OSA = (b (SON)) = SOX — by (DSON) = SO — by (SOON) = SON.

Die erste Gleichung ist dabei die Definition von S, die zweite folgt aus Qoby+by00 =
id, in der dritten benutzen wir die Induktionsvoraussetzung, und die vierte folgt
aus 0% = 0.

Zum Schluss miissen wir noch rekursiv eine Kettenhomotopie 7': LC58(Y) —
LC3(Y') zwischen dem Unterteilungsoperator S und der Identitiit konstruieren.
Auf LC_1(Y) setzen wir T = 0, und fiir n > 0 definieren wir T(A) = by (A — TON).
Geometrisch betrachten wir hier eine Unterteilung von A™ x [0, 1] durch Kegel iiber
Simplizes in A™ x {0}UOA™ x [0, 1], deren Spitze das Baryzentrum von A™ x {1} ist.
Die Kettenhomotopie T'(\) fiir ein lineares n-Simplex A\: A™ — Y ist das Bild dieser
Unterteilung unter der Projektion A™ x [0, 1] — A™. Wir zeigen 0oT+T0d = id —S5
durch Induktion iiber n. Der Basisfall n = —1 ist klar, da T'= 0 und S = id. Fiir
den Induktionsschritt haben wir

OTA = O(bx(A—ToN))
= A—TOA—bxy(d(A—TON))
= A —TON— by(SON+ TOON)
= A—TOA— SA.

PROPOSITION 4.4.7. In der Situation von Definition [44-3 ist die Inklusion
1: CHX) — C3"8(X) eine Kettenhomotopiedquivalenz, d.h. es gibt eine Abbildung
p: C3"8(X) — CX(X), so dass 1o p und p o kettenhomotop zur jeweiligen Iden-
titdtsabbildung sind. Insbesondere induziert v Isomorphismen H2(X) N Hsing (X)),

BEWEIS. Um die Abbildung p mit den gewiinschten Eigenschaften zu definie-
ren, benutzen wir die zuvor diskutierte baryzentrische Unterteilung linearer Sim-
plizes.

Zuerst definieren wir den allgemeinen Unterteilungsoperator fiir singuldre Ket-
ten:

S': C,sling(X) — Czi“g(X): (0: A" = X) = 0, (SA")

als Bild des Unterteilungsoperators in A™ unter o: A™ — X, im Prinzip eine bary-
zentrische Unterteilung des Bildes von o. Der Unterteilungsoperator ist kompatibel

L Alternativ kénnen wir auch den Fall n = 0 so behandeln, wenn wir vereinbaren, dass der
Kegel mit Spitze p und leerer Grundfldche genau aus der Spitze besteht.
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mit den Randabbildungen in C3"&(X):

dSo = 90,(SA") = 0,0SA" = 5,S0A" = 5, (Z(l)m?)

%

= Z(—l)ia*(SA?) = Z(—l)iS(GMg) =S (Z(—l)iUM?) = S(90).

An dieser Stelle wird insbesondere benutzt, dass die Unterteilung fiir lineare Sim-

plizes im Komplex der linearen Ketten mit der Randabbildung kompatibel ist.
Wir definieren die Abbildung

T: C5"8(X) — C2U8(X): 0 0, (TA")

und zeigen, dass diese eine Kettenhomotopie zwischen dem Unterteilungsoperator
und der Identitét ist:
0To = 0o,(TA") =0, 0TA" =0, (A" — SA™ — TIA™)
= 0—-S0—-0TIA" =0 —So—T(do).

Auch hier ist der entscheidende Schritt wieder die Kettenhomotopie fiir lineare
Simplizes.

Wir kénnen nun den Unterteilungsoperator mehrfach anwenden, und D,, =
> o<icm I'S* liefert eine Kettenhomotopie zwischen S™ und der Identitét:

0Dy +Dpd = Y (ITS'+TS9)= > (9TS'+T9S")
0<i<m 0<i<m
= > (T+TS" = > (id-5)s'
0<i<m 0<1<m
= ) (§-5t)=id-s™
0<i<m

Nun wenden wir das Lemma von Lebesgue (s.[4.4.8)) an: das Standard n-Simplex
A™ ist mit der von R"*! induzierten Metrik ein kompakter metrischer Raum,
und fiir ein singulédres Simplex o: A™ — X erhalten wir eine offene Uberdeckung

o

o~ (U;) aus der gegebenen Uberdeckung 4 von X. Nach dem Lemma von Lebes-
gue und Ubungsaufgabe existiert dann fiir das gegebene Simplex o ein
m(c), sodass S™) (g) in CX(X) liegt (der Durchmesser der Simplizes der iterierten
baryzentrischen Unterteilung muss unter der Lebesgue-Zahl der Uberdeckung von
A™ liegen).
Wir definieren nun
D: C5M8(X) — C2U8(X): (0: A" = X) = Dyyy0.

Das Ziel ist, D als Kettenhomotopie zwischen der Identitéit auf C3™8(X) und einer
Abbildung p: C"8(X) — C(X) (zusammengesetzt mit der Inklusion ¢: C3H(X) —
Ce"8(X)) zu verstehen. Wir benutzen dazu die Kettenhomotopie-Gleichung

0D+ D0 =1id —p

als Definition fiir p := id —9D — DJ. Das so definierte p ist kompatibel mit Ran-
dabbildungen

dp(0) = 0o — 9*Do — 0DIo = do — dDIo = Ho — dDIo — DI*o = p(do).
Wegen 6Dm(o—) + Dm(o—)a =id —S™ folgt
po =0 —0Do — DIo = 0 — 0Dy ()0 — D(90) = §m@)g 4 Di(0)(00) — D(00).
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Der erste Term S™(@)¢ liegt in C*(X) nach Definition von m(c). Der zweite Term
Do (0)(00) — D(90) ist eine Linearkombination von Termen der Form D, (0;) —
Din(s,)(05), wobei o; die entsprechende Seite von o ist. Damit ist m(o;) < m(o)
und sind die Terme D,;,(5)(0j) — Dy (o, (0;) Linearkombinationen von TS%(0;) mit
i > m(o;), und diese liegen in C2(X), da T die Gruppe C¥_;(X) nach C¥(X)
abbildet. Damit haben wir gezeigt, dass D eine Kettenhomotopie zwischen der
Identitiit und der Komposition ¢p fiir eine Kettenabbildung p: Ce"#(X) — CH(X)
ist. AuBerdem gilt po = id, da fiir alle Simplizes in C2(X) gilt m(o) = 0, was
bedeutet, dass D auf C£'(X) gleich null ist. Insbesondere ist p ein Kettenhomotopie-
Inverses fiir «. O

LEMMA 4.4.8 (Lebesgue). Sei X ein kompakter metrischer Raum mit Metrik
d und sei S0 = {U;};cr eine offene Uberdeckung. Dann ezistiert eine Zahl § > 0, so
dass jede Menge A C X mit Durchmesser

diam(A) := sup{d(z,y) | z,y € A} < §

in einer Teilmenge U; der Uberdeckung enthalten ist.

4.5. Anwendung: Topologie des R"

PROPOSITION 4.5.1. (1) Fiir eine Einbettung v: DF < S™ gilt Hy(S™ \
D*) =0 fiir alle i.
(2) Fiir eine Einbettung S* < S™ mit 0 < k < n gilt

~ Z i=n—k—-1
Hi(S \Sk):{ 0 sonst

BEWEIS. (a) Beweis durch Induktion iiber k. Fiir & = 0 haben wir einen
Homoéomorphismus S™ \ ¢(D°) = R". Fiir den Induktionsschritt benutzen wir,
dass D* und [0,1]* hom&omorph sind. Wir iiberdecken S™ \ ¢([0,1]** x {3})
durch A = S™\ ([0,1]%! x [0,3]) und B = S™ \ ([0, 1]% x [,1]), und ha-
ben AN B =S\ +([0,1]%). Nach Induktionsvoraussetzung gilt H;(AU B) = 0 fiir
alle 7, und die Mayer—Vietoris-Sequenz liefert Isomorphismen

Hy(S™\ u([0,1]%)) = Hy(A) @ Hy(B)

fiir alle i. Eine nicht-triviale Homologieklasse o € Hy(S™ \ ¢([0,1]%) liefert dann
eine nicht-triviale Homologie klasse in A oder B. Wiederholung dieses Arguments
liefert eine Sequenz von Intervallen [0,1] = Ip D I; D --- (wobei das Intervall
I; die Liange 277 hat), so dass die nicht-triviale Homologieklasse « fiir alle m in
S\ ¢([0,1)¥~t x I,,,) nicht-trivial ist. Auf der anderen Seite haben wir

L ™\ e[0, 10571 x L) = ™\ ([0, 17771 x {1},

meN
wobei t € [0,1] der Konvergenzpunkt der Intervallschachtelung I,,, ist. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist aber H;(S™ \ ([0, 1]*~! x {t})) = 0. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass Homologie mit gefilterten Kolimits vertauscht, cf. Ubungs-

aufgabe [4:2.16]

(2) Induktion iiber k. Fiir den Fall & = 0 haben wir einen Homéomorphismus
S™\ ¢(S%) = S"~! x R. Fiir den Induktionsschritt {iberdecken wir S* durch zwei
Hemisphéren Di und D¥ | die sich im Aquator S¥=! schneiden. Wir wenden wieder
die Mayer—Vietoris-Sequenz auf die Uberdeckung von S™ \ ¢(S*) durch S™\
(D%) und S™ \ «(D*) an. Nach (1) ist Hy(S™ \ «(D%)) = 0, und wir erhalten

Isomorphismen H;(S™ \ ¢(S%)) 2 H;1(S™ \ +(S*1)). O
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BEMERKUNG 4.5.2. Der Spezialfall n = 1, k = 2 in (b) ist der Jordansche
Kurvensatz. Fine einfache Kurve ist eine injektive stetige Abbildung : S' — R2.
Der Jordansche Kurvensatz besagt, dass das Komplement einer einfachen stetigen
Kurve genau zwei (Weg-)Zusammenhangskomponenten hat, eine beschrinkte (das
Innere) und eine unbeschrinkte (das Aufere).

BEMERKUNG 4.5.3. Im Beweis von Proposition wird (im Kompaktheits-
argument) eine Aussage speziell iber singulidre Homologie genutzt. Tatsdichlich folgt
die entsprechende Stetigkeitsaussage dass Homologietheorien mit gefilterten Koli-
mits von CW-Komplexen vertauschen schon aus dem Wedge-Aziom (allerdings
brauchen wir wirklich das Wedge-Aziom fiir beliebige Indexmengen). Eine ver-
wandte Aussage fir abzdhlbare gefilterte Kolimits von CW-Komplexe findet sich
in [Hat02, Ubungsaufgabe 4.F.1], s. auch MathOverflow Frage 229612 “A homology
theory which satisfies Milnor’s additivity axiom but not the direct limit axiom”. Die
Argumente dafiir gehen aber iber den Stoff der Vorlesung hinaus.

UBUNGSAUFGABE 4.5.4. Berechnen Sie HS"8(S™ \ X) fiir einen Unterraum
X € S”, der homéomorph zu S* v St.

PROPOSITION 4.5.5 (Invarianz der Dimension). (1) Seien U C R™ und
V C R" offene Teilmengen. Wenn U und V' homdomorph sind, gilt n = m.

(2) Sei U C R™ eine offene Teilmenge und f: U — R™ eine injektive stetige
Abbildung. Dann ist f(U) offen und f ist ein Homdomorphismus auf f(U).

BeEwEIS. (1) Fiir einen Punkt x € U haben wir mit dem Ausschneidungsaxiom
Hi (U, U\{z}) = H,(R™,R™\ {z}). Die lange exakte Sequenz (zusammen mit der
Homotopieinvarianz fiir H;(R™)) liefert Isomorphismen

H;(R™,R™\ {z}) = H; 1 (R™\ {z}).

Die Sphiire S™~1 ist Deformationsretrakt von R™ \ {z}, also ist

mOU\Eh={

Entsprechend ist H, (V,V \ {y}) = Z die einzige nicht-triviale relative Homologie-
gruppe von (V,V \ {y}). Ein Homdomorphismus h: U — V induziert fiir alle ¢
Isomorphismen

i=m
sonst

H;(U,U\ {z}) — H;(V,V \ {h(2)}),
also muss m = n gelten.

(2) Wir identifizieren R™ = S™ \ {p} und zeigen, dass f(U) C S™ \ {p} of-
fen ist. Fiir jeden Punkt x € U existiert eine Kreisscheibe z € D® C U, und
es reicht zu zeigen, dass f(D™ \ dD™) C S™ offen ist. Die Abbildung f induziert
eine Einbettung f: D™ — S™ (Homoomorphismus auf das Bild). Nach Propositi-
on hat S™\ f(0D™) zwei Wegzusammenhangskomponenten f(D"\ 9D") und
S™\ f(D") (Wegzusammenhang von S™\ f(D") folgt auch aus Proposition [4.5.1)).
Da S™\ f(0D™) offen ist, sind die Wegzusammenhangskomponenten die Zusammen-
hangskomponenten. Fiir einen Raum mit endlich vielen Zusammenhangskomponen-
ten sind die einzelnen Komponenten offen, also ist f(D™\ dD™) offen in S™\ f(0D™)
und damit offen in S™. O

BEMERKUNG 4.5.6. Allgemein konnen wir fir einen topologischen Raum X
und einen Punkt x € X die lokalen Homologiegruppen definieren:

Mit dem Ausschneidungsaxiom hingen diese lokalen Homologiegruppen nur von der
Topologie in einer Umgebung von x ab, daher der Name. Fir Mannigfaltigkeiten
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sind die lokalen Homologiegruppen in einem Grad konzentriert, und dieser Grad ist
genau die Dimension der Mannigfaltigkeit. Mit lokalen Homologiegruppen kinnen
Singularititen studiert werden (Stichwort Milnor-Faser). Mit der lokalen Homologie
konnen wir ausserdem einen topologischen Begriff von Orientierung definieren: fiir
einen Punkt x € X einer topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension n ist eine
topologische Orientierung die Wahl eines Erzeugers der lokalen Homologiegruppe
Ho (X, X\ {}).

UBUNGSAUFGABE 4.5.7. Sei X ein Simplizialkomplez und o ein Simplex. Dann
gibt es Isomorphismen

Hi(|X|,[X|\ |o]) = Hi—1(] Lkx (0)]).
4.6. Transfer und Satz von Borsuk—Ulam
Definition Uberlagerung.

PROPOSITION 4.6.1. Sei p: X = X eine zweifache Uberlagerung. Dann gibt es
eine lange exakte Sequenz

o HSMB(XFy) I HSE (X Fy) 25 HEM8 (X, Fy) — HIVE (X, Fy) — - -

BEWEIS. Die behauptete lange exakte Sequenz gehort zu einer kurzen exakten
Sequenz von Kettenkomplexen von Fo-Vektorrdumen:

0 — C3M8(X,Fy) T C5"8(X, Fo) B C58(X, Fy) — 0.
Da A™ einfach zusammenhéingend ist, ist fiir jede stetige Abbildung o: A" — X die

zweifache Uberlagerung p’: A" x x X — A™ trivial. Damit gibt es fiir alle singuliren
Simplizes 0: A™ — X immer genau zwei Anhebungen

X

Das bedeutet zum Einen, dass die Abbildung p: CS"8(X,Fy) — CSins( X, F,) sur-
jektiv ist. Andererseits, da jedes singulidre Simplex o: A™ — X genau zwei An-
hebungen &; und 52~hat und wir Fo-Koeffizienten benutzen, wird der Kern der
Abbildung p: C58(X | Fy) — C5"8(X,Fy) erzeugt von den Summen &, + 7o der
Anhebungen von Simplizes 0. Wir definieren

71 CSME(X o) — C38(X,Fy): 0 51 + 0
und erhalten damit die behauptete kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. [

mehr zu Transfer-Homomorphismen?
Eine Abbildung f: S™ — S™ heifit ungerade, wenn f(—z) = —f(z) gilt.

PROPOSITION 4.6.2 (Satz von Borsuk-Ulam). Fine ungerade Abbildung f: S™ —
S™ hat ungeraden Abbildungsgrad.

BEWEIS. Wir benutzen die Transfer-Sequenz aus Proposition fiir die Uber-
lagerung p: S™ — RP". Da die Homologie von S™ nur in zwei Graden nichttrivial
ist, zerlegt sich die Transfer-Sequenz in viele kurze exakte Sequenzen:

Fiir 1 < i < n haben wir

0 = HS'™8(S™, Fy) — HI8(RP", Fy) — H"8(RP™, Fy) — HE8(S™, Fy) = 0

(2

Fiir i = n haben wir

0 — HSg(RP", Fy) = HE8(S™, Fy) 222 HE8(RP™, Fy) — H3ME (RP™, Fy) — 0

n
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Hierbei ist 7. ein Isomorphismus, da sowohl H5"8(RP", Fy) als auch H"&(S™ Fy)
beide Fa-Dimension 1 haben (s. Berechnungen in Ubungsaufgabe [3.1.12| und Bei-
spiel [3.4.11]) und 7, injektiv ist. Analog folgt, dass die Randabbildung

9: H3"8(RP", F,) —» HS"8 (RP", F,)
ein Isomorphismus ist.
Ebenfalls analog erhalten wir fiir ¢ = 1
0 — HS8(RP", Fy) S HIP8(RP?, Fy) =22 HEPE(S™, Fy) = HI"8(RP™, Fy) — 0
Eine ungerade Abbildung f: S™ — S" induziert eine Quotientenabbildung

f: RP" — RP". Die Abbildungen f und f induzieren ein kommutatives Diagramm
von kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen

0 —> CSE(RP™ | Fy) — > C58(S", Fy) — 2> CS8(RP™, Fy) —> 0

7| 7| s
0 —— CSM8(RP™, Fy) —— C5"8(S™, Fy) — 2> CS"8(RP", Fy) — 0
Das rechte Quadrat kommutiert wegen Funktorialitidt der singuldren Kettenkomple-
xe. Da f Antipodenpunkte auf Antipodenpunkte abbildet, sind die Lifts von f(o)
die Bilder unter f der Lifts fiir o, also kommutiert auch das linke Quadrat. Aus dem
kommutativen Diagramm von Kettenkomplexen erhalten wir eine kommutative Lei-
ter von langen exakten Transfer-Sequenzen. Mit dieser Leiter und einer Induktion
iiber i sehen wir, dass alle Abbildungen f,: HX"8(S" Fy) — H™&(S",Fy) und
F.: HY™(RP",Fy) — H"8(RP",F,) Isomorphismen sind. Insbesondere ist die
Abbildung f,: Hm8(S", Fy) — H:m8(S", Fy) ein Isomorphismus. Aus der Theorie
vom Abbildungsgrad folgt, dass der Abbildungsgrad von f ungerade ist. O

UBUNGSAI{FGABE 4.6.3. Berechnen Sie H,(RP™,Z/2Z) mit der Transferse-
quenz fiir die Uberlagerung S — RIP°.

KOROLLAR 4.6.4. Fiir jede Abbildung g: S™ — R™ gibt es einen Punkt x € S™
mit g(x) = g(—a).

BEWEIS. Die Abbildung f(z) := g(z) — g(—=) ist nach Definition ungerade,

und wir wollen zeigen, dass ein € S™ mit f(x) = 0 existiert. Falls keine Nullstelle
existiert, konnen wir die Funktion

h:S™ = S" 1 x s h(x) = /()

(@)
betrachten. Diese Funktion (und ihre Einschrinkung auf den Aquator S™~!) ist
ungerade, hat also nach einen ungeraden Abbildungsgrad. Da h aber auf ganz S™,
insbesondere auf eine ganzen Hemisphére definiert ist, muss A nullhomotop sein,
ein Widerspruch. Die urspriingliche Funktion f muss also eine Nullstelle haben. [

PROPOSITION 4.6.5 (Stone-Tukey, Banach—Steinhaus, ham sandwich theorem).
Seien Aq,..., A, CR™ messbare beschrinkte Teilmengen. Dann existiert eine Hy-
perebene in R™, die alle A; gleichzeitig halbiert (d.h. so dass je die Hilfte des Vo-
lumens auf jeder Seite der Hypercbene liegt).

BEWEIS. Wir betrachten die Einheitssphire S”~! C R™. Fiir jeden Punkt p €
S"~! haben wir die affinen Hyperebenen, die senkrecht auf dem Ortsvektor von
p stehen. Diese Hyperebenen haben eine Orientierung, indem wir festlegen, dass
der Ortsvektor zur +-Seite zeigt. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es fiir jeden
solchen Ortsvektor eine dazu senkrechte Hyperebene, die A, halbiert. Wenn es
mehrere solche Hyperebenen gibt, die A,, halbieren, bilden die Schnittpunkte mit
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der Nullpunktsgeraden zum Ortsvektor p aus Monotoniegriinden ein Intervall, und
wir wihlen als Schnittebene diejenige, die zum Mittelpunkt des Intervalls gehort.
Auf diese Art erhalten wir fiir jeden Punkt p € S"~! genau eine Hyperebene E(p),
die senkrecht auf p steht und A,, halbiert.

Wir definieren nun f: S"~! — R"~! indem die i-te Komponente von f(p)
genau durch das Volumen von A; auf der +-Seite von E(p) gegeben ist. Diese Ab-
bildung ist stetig (im Wesentlichen liegt das daran, dass der Schnitt einer messbaren
Menge mit der Hyperebene Volumen 0 hat).

Nach dem Satz von Borsuk-Ulam bzw. Korollar gibt es einen Punkt p
mit f(p) = f(—p). Die Hyperebenen zu p und —p sind gleich, sie unterscheiden sich
nur in der Orientierung. Die Aussage f(p) = f(—p) bedeutet dann, dass fiir jede
der Teilmengen A; das Volumen auf beiden Seiten der relevanten Hyperebene zu p
gleich ist, wir haben also eine geeignete Schnitthyperebene gefunden. O

Radon, Lusternik—Schnirelmann als Korollare bzw. Fairteilung






ANHANG A

Grundlagen: Kategorientheorie und homologische
Algebra

A.1. Kategorien und Funktoren

DEFINITION A.1.1. Eine Kategorie C = (Obj(C), Homg, o) ist ein Tupel, wo-
bei

e Obj(C) eine Ansammlung von Objekten ist,

e (A, B) € Obj(C) — Homc(A4, B) je zwei Objekten die Morphismen von
A nach B zuordnet, und

e o: Homc(A, B) x Home (B, C) — Homc(A,C): (f,g9) — go f eine Kom-
positionsvorschrift ist, die einem Paar von Morphismen ihre Zusammen-
setzung zuordnet,

so dass gilt:

(1) FEs gibt einen Identititsmorphismus ida € Homg (A, A) fiir jedes Objekt
A € C, so dass fiir alle f € Homc (A, B) und alle g € Home (B, A) gilt

foida=f,  idaog=y.
(2) Die Komposition o ist assoziativ.

BEMERKUNG A.1.2. Die Objekte Obj(C) bilden nicht notwendigerweise eine
Menge. Man kann also auch von der Kategorie der Mengen sprechen.

In der Notation wird oft Obj(C) mit C verwechselt. Fir Homc(A, B) kann
auch C(A, B) geschrieben werden.

BEISPIEL A.1.3. e Set, die Kategorie der Mengen mit Mengenabbildun-
gen
o Grp, die Kategorie der Gruppen mit Gruppenhomomorphismen
e Vecty, die Kategorie der K-Vektorrdume mit K -linearen Abbildungen
e Top, die Kategorie der topologischen Rdume mit stetigen Abbildungen.
Modifikationen:
— Top,, die Kategorie der punktierten topologischen Rdume mit punk-
tierten Abbildungen
— Top?, die Kategorie der Raumpaare (X, A) mit A C X.
e Man, die Kategorie der Mannigfaltigkeiten mit glatten Abbildungen.
o Fiir eine Kategorie C haben wir die Kategorie C°P, bei der einfach die
Richtungen der Pfeile vertauscht werden: C°P(A, B) = C(B, A).
o A, die simpliziale Kategorie (endliche Ordinalzahlen mit monotonen Ab-
bildungen)
e Ch(Mod—R), die Kategorie der Kettenkompleze von Rechts-R-Moduln.
O

DEFINITION A.1.4. Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus f: X — Y heifit

e Monomorphismus, wenn fir je zwei Morphismen g1,g92: Z — X aus f o
g1 = fog2 schon g1 = g2 folgt,
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e Epimorphismus, wenn fiir je zwei Morphismen ¢g1,92: Y — Z aus g1of =
go o f schon g1 = g2 folgt,

e Isomorphismus, wenn es eine Abbildung g: Y — X g¢ibt, so dass fog = idy
und go f =idx gilt.

DEFINITION A.1.5. Ein Funktor F': C — D besteht aus einer Zuordnung
F: Obj(C) — Obj(D)
und Abbildungen
F: Homc(A, B) — Homp(F(A), F(B))
fiir alle A, B € Obj(C), so dass gilt

(1) F(ida) = idp(a) fiir alle A € Obj(C), und
(2) F(go f) = F(g) o F(f) fiir alle f € Homc(A, B) und g € Home(B,C).

BEMERKUNG A.1.6. Solche Funktoren heifien kovariant. Funktoren F': C°P —
D heiflen kontravariante Funktoren (da die Richtungen der Pfeile umgedreht wer-
den).

BEISPIEL A.1.7. o fiir Vektorrdume: Dualraum, symmetrische Potenz,
dufSere Potenz von Vektorrdumen sind Endofunktoren von Vecty. Ten-
sorprodukt ist ein Funktor Vectg X Vectx — Vecty.

e Derivationen Derg(—,R) von R-Algebren sind ein kontravarianter Funk-
tor Algp — Vecty.

e fiir Mannigfaltigkeiten: Tangentialraum an einem gewdhlten Punkt ist ein
Funktor Man, — Vectg von der Kategorie der punktierten Mannigfaltig-
keiten in die Kategorie der Vektorrdume. Tangentialbiindel ist ein Endo-
funktor der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten. glatte Abbildungen
kontravarianter Funktor von Mannigfaltigkeiten in R-Algebren:

Man® — Algg: M — C°(M).

e FBine simpliziale Menge ist ein Funktor A°P — Set. Allgemeiner kann
man simpliziale Objekte in anderen Kategorien betrachten.
e Homologie ist ein Funktor Top — AbZ won topologischen Rdumen in
Z-graduierte abelsche Gruppen.
O

DEFINITION A.1.8 (natiirliche Transformationen). Seien C und D zwei Ka-
tegorien. Fine natiirliche Transformation a: F = G zwischen zwei Funktoren
F,G: C — D ordnet jedem Objekt X € C einen Morphismus ax: F(X) — G(X)
in D zu, so dass fiir alle Morphismen f: X — Y in C das folgende Diagramm

kommutativ ist:
F(f)
M

F(X) F(Y)
(X) 5 GOY).

BEMERKUNG A.1.9. Fir zwei Kategorien C und D haben wir eine Funktor-
kategorie Fun(C, D), deren Objekte Funktoren und deren Morphismen natirliche
Transformationen sind. Ein natiirlicher Isomorphismus zwischen Funktoren ist ein
Isomorphismus in der Funktorkategorie.

BEIspIEL A.1.10. e Die Identifikation von T) M und Derg(Cp°(M),R)
ist ein Beispiel fiir eine natirliche Transformation zwischen zwei Funkto-
ren Man, — Vectg.
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O

adjungierte Funktoren und universelle Eigenschaften: Beispiele Produkte, Quo-
tienten, Kern

DEFINITION A.1.11. Sei C eine Kategorie. Wir betrachten das folgende Dia-
gramm:
vyixsz
Ein Kolimit fir dieses Diagramm (auch Pushout genannt) ist ein Objekt P mit
zwei Morphismen i1: Y — P und is: Z — P, so dass fiir jedes andere Objekt Q
und Morphismen j1:Y — Q und jo: Z — Q mit j1 o f = jo o g ein eindeutiger
Morphismus P — Q existiert, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

x—t.ovy

BEISPIEL A.1.12. e Die einfachsten Beispiele von Pushouts topologi-
scher Riume sind die disjunkte Vereinigung (X = () und die Wedge-
Summe (X = pt). Allgemein ist der Pushout von topologischen Rdumen
in der obigen Situation durch

YU2)/{f(x) ~g(z)|ze X}

gegeben. Das Ankleben einer n-Zelle an X ist ein Pushout fiir ein Dia-
gramm der Form

D" > 9D" = 5" & X.
e In der Kategorie der Gruppen heiffen Pushouts Amalgame/amalgamierte
Summen.

o Tensorprodukte sind die Pushouts in der Kategorie der kommutativen Rin-

ge.
O

A.2. Exakte Sequenzen

Im folgenden diskutieren wir grundlegende Eigenschaften exakter Sequenzen.
Alle Aussagen gelten fiir (Links- oder Rechts-)Moduln iiber einem Ring R mit 1.
Fiir die Vorlesung brauchen wir aber eigentlich nur die Fille, in denen R ein Korper
oder (ein Quotient von) Z ist.

DEFINITION A.2.1 (exakte Sequenz). (1) Eine Sequenz A LB %

heift exakt an der Stelle B, wenn ker(g) = Im(f).
(2) Pine kurze exakte Sequenz ist eine Sequenz
0-AaLBS oo,

die an allen Stellen exakt ist. Dies bedeutet insbesondere, dass f injektiv
und g surjektiv ist.
UBUNGSAUFGABE A.2.2. Welche abelschen Gruppen A passen in eine kurze
exakte Sequenz der folgenden Form?

0—Z/10Z - A—Z/10Z — 0
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LEMMA A.2.3 (spaltende exakte Sequenzen). Fiir eine kurze exakte Sequenz

0sALBEBCS0

von R-Moduln sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es existiert ein R-Modulhomomorphismus r: C — B mit por =idc.
(2) Es existiert ein R-Modulhomomorphismus s: B — A mit soi =id4.

Bewers. Fiir die Implikation (2) = (1) sei s: B — A ein R-Modulhomo-
morphismus mit s o = id 4. Wir definieren

7: B— B:b—b—ios(b).

Dann gilt kerp C ker: Fiir ein b € kerp existiert a € A mit i(a) = b, also
7(b) = i(a) — i(s(i(a))) = i(a) — i(a) = 0. Nach dem Homomorphiesatz induziert 7
einen Homomorphismus r: C' = B/kerp — B, der nach Konstruktion p o r = id¢
erfiillt.

Die andere Implikation folgt analog. (|

BEMERKUNG A.2.4. In diesem Fall sind A® C — B: (a,c) — i(a) + r(c) und
B— A®C: b (s(b),p(c)) Isomorphismen, und die Sequenz heifit spaltend.

UBUNGSAUFGABE A.2.5. Jede kurze exakte Sequenz von endlich-dimensionalen
Vektorrdaumen tiber einem Korper spaltet.

LEMMA A.2.6 (5-Lemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen:

b d

A—2->B C—2sD E
fAi fBl fcl fD\L fDl’
Y Ay o Ty, Ry

(1) Wenn fp und fp injektiv sind und fa surjektiv, dann ist fo injektiv.
(2) Wenn fp und fp surjektiv sind und fg injektiv, dann ist fo surjektiv.

BeEWwEIs. (2) Diagrammjagd: Wir wollen zeigen, dass fo surjektiv ist. Sei x €
C’'. Da fp surjektiv ist, existiert y € D mit fp(y) = ¢/(z). Wegen der Kommu-
tativitit des letzten Quadrats ist fg(d(y)) = d'(¢/(z)). Wegen der Exaktheit der
unteren Zeile ist d’(¢/(x)) = 0. Wegen Injektivitiit von fg ist d(y) = 0. Es existiert
also ein z € C' mit ¢(z) = y. Wegen der Kommutativitét des dritten Quadrats ist
d(fe(2)) = fple(z)) = fp(y) = ¢ (z). Insbesondere ist © — fo(2) € kerc, und es
reicht zu zeigen, dass z — fc(z) im Bild von feo liegt.

Da x — fo(z) € ker ¢ ist, existiert ein u € B’ mit b’ (u) =  — fo(z). Wegen Sur-
jektivitdt von fp existiert v € B mit fp(v) = u. Dann gilt fo(b(v)) =V (fe(v)) =
b (u) =z — fo(z), und das gewiinschte Urbild von = — fo(z) ist b(v). O

UBUNGSAUFGABE A.2.7 (Schlangenlemma). Wir betrachten ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

A B Yo 0
fl gl lh
0 A B C

i
Dann existiert eine exakte Sequenz

ker(f) — ker(g) — ker(h) 9, coker(f) — coker(g) — coker(h),
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wobei O(x) € kerh das eindeutige Urbild von g(y) fir ein gewdhltes y € B’ mit
p(y) = x ist. Wenn A" — B’ injektiv ist, dann auch ker(f) — ker(g). Wenn
B — C surjektiv ist, dann auch coker(g) — coker(h).

UBUNGSAUFGABE A.2.8 (algebraische Mayer—Vietoris-Sequenz). Wir betrach-
ten ein kommutatives Diagramm von langen exakten Sequenzen

Clk41 a b Ck ap—1
' Ay By Cr Ag1
fA,ki fB,kl ifc,k lfA,kl
/ / i /
/ Ak , Bk b Ck / Ak—l ,
Cr41 Ay k Cl Ap—1

Sei for: Cr — C), ein Isomorphismus. Wir definieren Ay: B), — Agp_1 als Ay =
C © fc_*}q o b,. Dann ist die folgende Sequenz exakt:

; Ag

A ,—
Ak A, (fak,—ak) BL A% A

ap+fB.kK
—TDE,

% ® Bg
A.3. Homologische Algebra

DEFINITION A.3.1. Sei R ein Ring. Fin algebraischer Kettenkomplex

dn dn
i Cpg1 50, S Cy =

von R-Moduln besteht aus einer Sequenz Cy,, n € Z, von R-Moduln und R-Modul-
homomorphismen d,,: C, — C,_1, den Randabbildungen, so dass d,, o d,+1 = 0
fir alle n € Z gilt.

Ein Homomorphismus fe: (Ce,d) — (CL,d") von Kettenkomplexen von R-
Moduln besteht aus einer Sequenz fn: Cp, — C! wvon R-Modulhomomorphismen,
so dass fiir alle n das entsprechende Diagramm kommutiert:

c, I~

Ch e Cha

n

Fiir einen Ring R bilden die Kettenkomplexe von R-Moduln mit Homomorphismen
von Komplezen eine Kategorie, die mit Ch(R—mod) bezeichnet wird.

DEFINITION A.3.2. Fiir einen Kettenkomplex (Ce,d) definieren wir die Homo-
logie
H,(C,,d) :=kerd,/Imd, ;.
Fiir einen Homomorphismus fe: (Ce,d) — (Cl,d’) von Kettenkomplexen erhalten
wir induzierte Abbildungen

f«: Ho(Co,d) — H,(C,,d).
UBUNGSAUFGABE A.3.3. Zeigen Sie, dass Deﬁnitz’on einen Funktor H,,: Ch(R—mod) —
R—mod definiert.

BEMERKUNG A.3.4. homologische vs. kohomologische Graduierung

DEFINITION A.3.5. Sei0 — (As,da) — (Be,dp) — (Co,dc) — 0 eine Sequenz
von Homomorphismen von Kettenkomplezen von R-Moduln. Die Sequenz heifit ex-
akt, wenn fiir jedes n die entsprechende Sequenz 0 — A, — B, — C,, — 0 eine
exakte Sequenz von R-Moduln ist.

UBUNGSAUFGABE A.3.6. Kern und Bild fiir Kettenkompleze und iibliche For-
meln
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PROPOSITION A.3.7. Sei 0 — (Aa,da) 5 (Ba,dp) % (Cu,dc) — 0 eine kurze
exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Dann gibt es eine lange exakte Homologie-
Sequenz

oo 1 (Co,de) 2255 Hy (A da) 25 Ho (B dp) 25 Ho(Code) 25 -
Die Randabbildung ist natirlich fiir Morphismen von kurzen exakten Sequenzen von
Kettenkomplexen.

BEWEISs. Die Abbildungen f, und g, sind die von f bzw. g induzierten Abbil-
dungen auf der Homologie.

Fiir die Beschreibung der Randabbildung 0,41: Hyt1(Ce,dc) — Hp(Ae,da)
betrachten wir die Abbildung 0: kerdc — cokerd, aus Lemma fiir das
Diagramm

0 A, B, Cn 0
d/,i dBi idc
0 Anfl anl Cnfl —0.

Fiir ¢ € kerde,y, ist Oc € kerda n—1, da die Abbildung fn,—2: Ap—2 — B2 in-

jektiv ist und die Komposition B, d—B> B,_1 d—B> B,,_o die Nullabbildung ist. Fiir
¢ € Imdc 41 konnen wir ein Urbild b € B,,1; wihlen, dann ist dg(b) ein Lift fiir
¢ € Cy. Dann ist d%(b) = 0, also d(c) = 0. Insbesondere induziert die Randabbil-
dung 9: kerdc — cokerdy eine wohldefinierte Abbildung 0,,41: Hpt1(Ce,dc) —
H, (As,dy).

Wir beweisen die Exaktheit an der Stelle H,,(As,d4). Zuerst sehen wir, dass
Im 41 C ker fi: um fi o 9(c) zu berechnen, wihlen wir b € B, 1 mit g(b) = c.
Dann ist f.00(c) = dp(b), dies liegt im Bild von d g, hat also triviale Homologieklas-
se. Fiir die umgekehrte Inklusion ker f, C Im(9,,41) betrachten wir a € kerds C A,
mit f(a) = dp(b) fiir ein b € By41. Dann ist de(g(b)) = g(dp(b)) = g(f(a)) = 0,
und nach Definition der Randabbildung ist d,,+1(g()) = a.

Wir beweisen die Exaktheit an der Stelle H,,(B,,dp). Wir sehen direkt, dass
g« o fo = 0, da wir eine exakte Sequenz von Komplexen haben. Fiir die andere
Richtung sei b € B, ein Repréisentant einer Homologieklasse in ker g,., d.h.; es
existiert ein ¢ € Cp4q1 mit do(c) = g(b). Da gnt1: Bpy1 — Cpy1 surjektiv ist,

existiert ein Lift b € B,y1 von ¢. Es gilt g,(b — dp(b)) = gn(b) — gn(dp(b)) =

gn(b) — dc(gn (D)) = gn(b) — do(c) = 0. Damit ist b — dp(b) = f(a) fiir ein a € A,,.
Es gilt f(da(a)) = dp(f(a)) = dg(b— dp(b)) = dp(b) = 0, also ist d(a) = 0. Die
Homologieklasse von a ist das gesuchte Urbild der Homologieklasse von b.

Wir beweisen die Exaktheit an der Stelle H,,(C,,dc). Wir sehen zuerst, dass
Img,. C kerd,: fiir b € kerdp ist 9,(g(b)) = 0 nach Definition. Um die Inklusion
ker0, C Img, zu zeigen, sei ¢ € C, eine Repréasentant einer Homologieklasse
in kerd,, d.h. 9(c) = da(a) fir ein a € A,. Fiir einen Lift b € B, von c ist
dg(b — f(a)) = dp(b) — dp(f(a)) = dp(b) — f(da(a)) = 0 (der letzte Schritt
nach Definition der Abbildung aus Lemma [A.2.7). Ausserdem ist g(b — f(a)) =
g(b) — g(f(a)) = g(b) = ¢, damit ist die Homologieklasse von b — f(a) das gesuchte
Urbild der Homologieklasse von c. O

DEFINITION A.3.8. Seien f,g: (Co,d) — (CL,d") zwei Homomorphismen von
Kettenkomplexen. Fine Kettenhomotopie zwischen f und g st eine Sequenz von
Abbildungen hy,: C,, — C) 1 so dass fiir alle n gilt

fn_gn:hnflodn"‘d/ ohy
n+1
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Die Abbildungen f und g heiffen homotop, wenn es eine Kettenhomotopie zwischen
f und g gibt. Abbildungen, die homotop zur Nullabbildung sind, heiflen nullhomo-
top.

Eine Abbildung f: Ce — C. von Kettenkomplezen heifst Kettenhomotopiesiquivalenz,
wenn es eine Abbildung g: C, — C, gibt, so dass die Kompositionen fog und go f
kettenhomotop zur jeweiligen Identitdtsabbildung sind.

UBUNGSAUFGABE A.3.9. Zeigen Sie, dass Kettenhomotopie eine A quivalenzrelation
zwischen Homomorphismen von Kettenkomplexen induziert.

PROPOSITION A.3.10. Seien f,g: (Co,d) — (CL,d") zwei homotope Homomor-
phismen von Kettenkomplexen. Dann sind die induzierten Abbildungen gleich:

fe=gu: Hn(COvd) — Hn(Civd/)

BEWEIS. Sei he: Co — C., 11 eine Kettenhomotopie, und sei z € C), ein Re-
priasentant von Z € H, (C,,d). Mit d,(z) = 0 haben wir

f(2) = 9(2) = hn-1(dn(2)) + dpp i1 (hn(2)) = d 41 (B (2))
Die rechte Seite ist aber nach Definition 0 in H,,(C,, d’'), also folgt f.(2) = g.(z). O

UBUNGSAUFGABE A.3.11. Sei G eine Gruppe. Wir betrachten den Kettenkom-
plex (Be,0), wobei

e B, ist fir n > 0 die freie abelsche Gruppe auf der Menge G*("+V) | die
Erzeuger sind also geordnete n + 1-Tupel von Elementen aus G.

e Die Randabbildung 0: B,, — B,_1 ist gegeben durch & = > .(—1)'d; mit
di(goy---59n) = (9o, -+, Gir---,9n); dabei bezeichnet g;, dass das i-te Ele-
ment g; weggelassen wird.

o Zusdtzlich haben wir noch eine Kopie von Z im Grad —1, und die Aug-
mentierungsabbildung dy: Z|G) = Z: g — 1.

Zeigen Sie, dass der obige augmentierte Kettenkomplezx fiir G azyklisch ist, d.h.
Hy(B,,0) = 0, indem Sie eine Kettenhomotopie zwischen der Identitit und der
Nullabbildung konstruieren.

Abbildungskegel und Zylinder
(ein bisschen was zu Auflésungen, so viel, dass wir Tor und Ext fiir abelsche
Gruppen haben)
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