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Aufgabe 1

Es seien K ein Korper, und £ und 9t zwei K-Lie-Algebren. Sei p: £ — Derg (9)
ein Lie-Algebren-Homomorphismus. Man betrachte den K-Vektorraum K := £ x I,
zusammen mit der Multiplikation

[(A,v), (B,w)] := ([4, B], [v,w] + p(A)w — p(B)v) fiir alle v,w € M und A, B € L.

Man zeige: R ist eine K-Lie-Algebra, die 9t = (0,90) als Ideal und £ = (£,0) als Lie-
Unteralgebra besitzt. Die Lie-Algebra £ wird als das semidirekte Produkt von £ und
I bezeichnet; wir schreiben & = £ x 9.

Aufgabe 2

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass im Satz von Lie auf die Voraussetzung an
die Charakteristik des zugrundeliegenden Korpers nicht verzichtet werden kann. Dazu
seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char(K) =p > 0, und A, B € KP*P
gegeben als

[0 0 0 0 1] [0 0 0 ]
1 0 0 010
01 0 --- 00 00 2

A=, ) ) ) und B :=
00 1 00 p—2 0
o 0 --- 0 1 0] i 0 p—1]

Man zeige: £ := (A,B)x C gl,(K) ist eine Lie-Unteralgebra. Man bestimme die
abgeleitete Reihe und die absteigende Zentralreihe von £, und zeige, dass £ auflosbar
ist, aber keinen gemeinsamen Eigenvektor besitzt. Ist £ nilpotent? Ist [£, £] nilpotent?
Besteht [£, £] aus nilpotenten Endomorphismen?

Aufgabe 3

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass auch fiir die Folgerungen des Satzes von Lie auf
die Voraussetzung an die Charakteristik des zugrundeliegenden Korpers nicht verzichtet
werden kann. Dazu seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char(K) = p > 0,
und KP*! werde als kommutative K-Lie-Algebra betrachtet. Fiir £ C gl,(K) wie in

Aufgabe 3 sei € := & x KP*! das semidirekte Produkt wie in Aufgabe 1.

Man bestimme die abgeleitete Reihe und die absteigende Zentralreihe von E, und zeige,
dass £ auflésbar, aber [£, £] nicht nilpotent ist.

Aufgabe 4

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum, und ¢,v¢ € Endg (V) zwei vertauschbare K-Endomorphismen. Fiir die
Jordan-Chevalley-Zerlegung zeige man: Es gilt (¢ + ¥)s = ps + ¢¥s € Endg (V) und
(e+¥)n = pn+1, € Endg (V). Kann man auf die Voraussetzung der Vertauschbarkeit
verzichten?



