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Aufgabe 1

Sei (G, ·) eine Gruppe und H ⊂ G. Betrachte 〈H〉, definiert durch

〈H〉 = {h1 · . . . · hn | hi ∈ H oder h−1
i ∈ H, n ≥ 0}.

a) Zeige, dass (〈H〉, ·) die kleinste Untergruppe von (G, ·) ist, die H enthält (also
insbesondere, dass (〈H〉, ·) eine Untergruppe ist).

b) Sei X eine Menge und S(X) = {f : X → X | f bijektiv }. Zeige, dass (S(X), ◦)
eine Gruppe ist. Wieso ist (M(X), ◦) im Allgemeinen keine Gruppe, wobei M(X)
die Menge aller Abbildungen von X nach X bezeichnet?

Aufgabe 2

Für n ≥ 3 sei d ∈ S(R2) die Drehung um den Winkel 2π/n und s ∈ S(R2) die Spiegelung
an der x-Achse. Die Diedergruppe Dn ist definiert durch Dn := 〈{d, s}〉, also das
Erzeugnis dieser Drehung und Spiegelung.

a) Wie viele Elemente hat Dn?

b) Geben Sie eine Gruppentafel für D4 an.

c) Zeige, dass jede Drehung das Produkt zweier Spiegelungen ist. Das heißt, dass für
jede Drehung d gilt, dass d = s0s1 für zwei Spiegelungen s0, s1.

Aufgabe 3

Sei (G, ·) eine Gruppe. Zeige, dass für eine nichtleere Teilmenge H folgende Aussagen
äquivalent sind:

(i) Für alle h1, h2 ∈ H gilt, dass h−1
1 ∈ H und h1 · h2 ∈ H.

(ii) Für alle h1, h2 ∈ H gilt, dass h1 · h−1
2 ∈ H.

(iii) Für alle h1, h2 ∈ H gilt, dass h1 · h2 ∈ H und dass (H, ·) eine Gruppe ist.

Aufgabe 4

Sei X eine Menge, ∼ eine Äquivalenzrelation auf X und π : X → X/ ∼ die kanonische
Abbildung. Zeige, dass eine Abbildung f : X → Y genau dann durch π faktorisiert
(das heißt, dass es eine Abbildung f̄ : X/ ∼→ Y mit f = f̄ ◦ π = f gibt), wenn jede
Äquivalenzklasse bzgl. ∼ in einer Faser bzgl. f enthalten ist.


