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Aufgabe 1

Welche der folgenden Paare (G, *) sind eine Gruppe, wobei G eine Menge und * : GXG —
G eine Verkniipfung ist? Beweisen Sie Thre Aussage.

a) (R\{0}, ), wobei % : R x R — R definiert ist durch z % y := ot
b) (Sn,*), wobei * : S;, X S, — S, definiert ist durch o % 7 := 7 0 0}

c) (G(N),x), wobei G(N) := {f : N — N | f bijektiv } und * : G(N) x G(N) — G(N)
definiert ist durch o x 7 := 71 oo™ L

d) (Z\{£m},+) fiir ein festes m € Z.
Antworten.

a) (R\{0}, ) ist keine Gruppe, da die Verkniipfung nicht assoziativ ist. Zum Beispiel
gilt
1
(1*1)*2257&2:1*(1*2).

b) Wir zeigen, dass (Sy, *) eine Gruppe ist. Zunéchst ist die Verkniipfung assoziativ,
weil fiir o, 01,090 € S, gilt, dass

(cxo01)*%09g =090 (0100) = (02001)00 =0 % (01 %02),

wobei wir die Assoziazivitidt von (S, o) ausnutzen.

Man zeigt wie im Fall von (S, 0), dass id,, das neutrale Element ist und dass die
Umkehrabbildung o~! das Inverse von o ist.

c) (G(N),x) ist keine Gruppe, da die Verkniipfung nicht assoziativ ist. Sei zum Bei-
spiel p € G(N) mit p # p~! und ¢ = 7 = id,,. Dann gilt

(cx7)xp=pto(id,*id,) " =pto (id;l o id;l)_l =ptoid, =p !,

aber
ox(Txp)= (p_l ) idil)_1 o id;1 = (P_l)_l oidp = p.

Beachte, dass idg1 = id, und (p~1)~! = p.

d) (Z\{xm},+) fiir ein festes m € Z ist keine Gruppe, weil Z\{£m} nicht abge-
schlossen gegeniiber der Addition ist. Zum Beispiel gilt

(m—1)+1=m¢ Z\{xm}.

Aufgabe 2
Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Sei m > 1. Dann ist mZ = {mn | n € Z} eine Untergruppe von (Z, +).



b) Sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element 1 und definiere fiir n € Z:

rx...xx, fallsn > 1
—

n-mal
2" =<1, fallsm=0
1

el xx! fallsn < —1
—
(—n)-mal
Dann ist (z) := {z" | n € Z} eine Untergruppe von G.

Beweise.

a) Zunichst ist mZ # 0, da 0 € mZ. Seien my, my € mZ. Dann gibt es ny,ny € mZ,
so dass m1 = mni und me = mng. Dann gilt

my + mg = mny + mng = m(ny + ng) € mZ.

AuBerdem gilt fiir mn € mZ, dass m(—n) = —mn € Z. Damit ist mZ eine Unter-
gruppe.

b) Zunichst gilt 2° = 1 € (z). Seien 2™, 2™ € (). Dann gilt

-~

n-mal m-mal (n+m)-mal

Auerdem gilt fiir 2" € (x), dass 7" = (z")~! € (x). Damit ist (x) eine Unter-
gruppe.

Aufgabe 3
Seien (K, +,-) ein Kérper und u,v,z,y,z € K, wobei u,v # 0. Zeigen Sie:

a) x(y —z) = xy — xz;

o
—~

)
) (—z)y = z(-y) = —(zy);
) (=2)(—y) = zy;

d) z(y —2) = zy — az;
)
)

—X
C —T

—

Y
Dyo™) = (zy)(w) ™

e) (zu~

) (zu™) + (yo= 1) = (2v + yu)(uv) L.
Beweise.

a) Es gilt

r(y —z) =2(y + (=2)) = vy + v(—2) = 2y + (= (22)) = 2y — 22,

wobei wir in der zweiten Gleichung die Distributivitit und in der dritten Gleichung
b) ausnutzen.

b) Wegen Oy = 0 und der Distributivitét folgt
zy + (—2)y = (z + (=2))y = Oy = 0.

Damit folgt wegen der Eindeutigkeit des Inversen, dass (—z)y = —(xy). Analog
zeigt man z(—y) = —(zy).



¢) Mit b) und mit —(—zy) = xy fir x,y € K aus Bemerkung 9.7 folgt
(—2)(—y) = —(z(—y)) = —(—(zy)) = zy.

d) d) folgt aus a)...

e) Es wurde auf Blatt 9 gezeigt, dass u=tv ™! = (vu)~! = (uv)~!. Die Kommutativitit
bzw. Assoziativitét liefert dann

(zu™ (o) = (zy)(u™ o) = (zy)(uv) .

f) Mit u=lv=! = (vu)~! = (uv)~! und der Distributivitit folgt

-1 1 1, -1

(zv4yu)(uww) ™t = zo(uw)  Hyu(uw) ™ = zou o M yuu o = (2uT )+ (yo ).



