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Motivation

» Ziel: Approximation von komplizierten Funktionen durch
einfachere mittels linearer Operatoren

» WeierstraB'scher Approximationssatz: Zu jedem € > 0 und
jeder stetigen Funktion f existiert ein algebraisches Polynom
p,sodass [|f —pll <€

» Moglicher Ansatz: Interpolation

» Satz von Faber: Fiir jede Folge (:1;,(;”)) existiert eine Funktion
f € Cla,b], so dass die zugehorige Folge (L, f) von
Interpolationspolynomen auf [a, b] nicht gleichmiBig gegen f
konvergiert.



» Beweis des Satzes von Weierstrall mit Hilfe der
Bernstein-Polynome:

(Bof)0) i = pus)f (). 201
k=0

it pa(e) i= () (1 —
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» Beweis des Satzes von Weierstral3 mit Hilfe der
Bernstein-Polynome:

Baf)w) =S puato)s (£). weo
k=0

mit p, (x) := (Z) xk(l _ x)n—k;

» Die Bernstein-Polynome liefern ein positives lineares
Approximationsverfahren fiir f € C[0, 1] beziiglich der
oo-Norm, d.h.

1 [|Bof ~ flleo =0

/33



Definition Bernstein-Durrmeyer-Operatorn

» Erweiterung der Bernstein-Operatoren auf
Lebesgue-intergrierbare Funktion indem man die
Punktauswertung durch Integrale der gewichteten Funktion
ersetzt.
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Definition Bernstein-Durrmeyer-Operatorn

» Erweiterung der Bernstein-Operatoren auf
Lebesgue-intergrierbare Funktion indem man die
Punktauswertung durch Integrale der gewichteten Funktion
ersetzt.

» Sei f € LP[0,1], 1 <p < o0.

Dann ist der Bernstein-Durrmeyer Operator vom Grade n
definiert durch

1
(M, f) (o ank o0+ 1) [ bl (0 @ € 0.1,

mit o (z) i (Z)xm ek
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Eigenschaften (1)

» Approximationsverfahren: li_>m | My f— fllp, =0 fiir
feLP0,1] 1 <p<oobzw. f e C[0,1] fir p= o0
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Eigenschaften (1)

» Approximationsverfahren: lim ||M, f — fl||, = 0 fiir
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Eigenschaften (1)

» Approximationsverfahren: nll_)llolo | My f— fllp =0 fiir
feLP0,1] 1 <p<oobzw. f e C[0,1] fir p=o0
Positivitat: M, f > 0 fiir jedes f > 0

Erhaltung von Konstanten: M,ep = ey mit eg = 20 =1
Kontraktionseigenschaft: || M, f||, < || fllp, 1 <p < o0

Symmetrie:

Jo (M f)(@)g(@)de = [} f(z)(Mug)(x)dz Yf,g € L0,1]
und speziell

v

v

v

v
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Eigenschaften (1)

» Approximationsverfahren: lim ||M, f — fl||, = 0 fiir
ferr01]1<p<oo b;vzoj"EC'[O,l] fiir p = oo

> Positivitat: M, f > 0 fiir jedes f > 0

» Erhaltung von Konstanten: M,eq = ey mit eg = 20 =1

» Kontraktionseigenschaft: || M, f|[, < [|f][p, 1 <p < oo

» Symmetrie:
Jo Maf)(@)g(@)da = [y f(2)(Mug)(@)dz Vf,g € L'[0,1]
und speziell

» Selbstadjungiert in L?[0, 1]:
(Myf,g) = (f,Mng) Vf,g€ L?0,1]
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Eigenschaften (2)

» Eigenwerte und Eigenfunktionen: M,p,, = Ay ;mPm.
wobei py, 1= ¥ QHH;HDm(xm(l — x)™) die Legendre-Polynome
sind und

(n—m)! (n+m+1)!

nl___(ntD! flirn>m
0 firn <m
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Eigenschaften (2)

» Eigenwerte und Eigenfunktionen: M,p,, = Ay mPm.,

wobei py, := ¥ 2;”L!+1Dm(xm(1 — x)™) die Legendre-Polynome
sind und

(n—m)! (n+m+1)!

A = .
m 0 firn <m

{ nl (D >m

» Kommutativitat: M, (M;f) = M;(M,f) ¥i,neN
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Voronovskaja-Typ Resultat

» Firn e Ny, f € C[0,1] und f an einer festen Stelle x 2-mal
stetig differenzierbar gilt

i n(f(e) — (04,0)@) = - {1 - 2) 5l

= D*f(x)

mit D2f(x) := Do(x)2D und ¢(z) = \/z(1 — z)
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Voronovskaja-Typ Resultat

» Firn e Ny, f € C[0,1] und f an einer festen Stelle x 2-mal
stetig differenzierbar gilt
fo-odn
fla

mit D2f(z) := Do(z)?D und ¢(z) = /z(1 — )
» = globale Konvergenzordnung kann auch fiir sehr glatte
Funktionen nicht besser als O (%) sein.

lim n(f(x) — (M, f)(z

n—o0

bz &.|&‘



Linearkombinationen (1)

» Fiir r,n € N sei

M f = Zal n) My, f,

wobein =ng<n <..<n,_1<A-n und

nl+r
TL[—I—l

aj(n) =

wIZI
|
S

Zusatzlich fordert man noch

ZIO@* )| < B

mit von n unabhadngigen Konstanten A und B.
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Linearkombinationen (2)

*
> Esgilt M e, =ex, k=0,...,mr—1
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Linearkombinationen (2)

*
» Esgilt M) e, =ep, E=0,...,7—1
» Dadurch erhilt man eine héhere Konvergenzordnung, da die
filhrenden Fehlerterme in der Taylorentwicklung verschwinden

11/33



Linearkombinationen (2)

*
» Esgilt M) e, =ep, E=0,...,7—1
» Dadurch erhilt man eine héhere Konvergenzordnung, da die
filhrenden Fehlerterme in der Taylorentwicklung verschwinden
» M. Heilmann: Approximation auf [0, 00) durch das Verfahren
der Operatoren vom Baskakov-Durrmeyer Typ,
Dissertation, Universitdt Dortmund, 1987

11/33



Linearkombinationen (2)

*
» Esgilt M) e, =ep, E=0,...,7—1
» Dadurch erhilt man eine héhere Konvergenzordnung, da die
filhrenden Fehlerterme in der Taylorentwicklung verschwinden

» M. Heilmann: Approximation auf [0, c0) durch das Verfahren
der Operatoren vom Baskakov-Durrmeyer Typ,
Dissertation, Universitat Dortmund, 1987

» M. Heilmann: Erhohung der Konvergenzgeschwindigkeit bei
der Approximation von Funktionen mit Hilfe von
Linearkombinationen spezieller positiver linearer Operatoren,
Habilitation, Universitdt Dortmund, 1992
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Die Quasi-Interpolanten
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Der Differenzialoperator D?"

» D =D’ ((z)* D") mit p(z) == /a(l — )
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Der Differenzialoperator D?"

» D := D" (¢(z)* D7) mit o(z) := /z(1 — z)

> E2Tan = Yr,mPm
wobei py, := ?r%HDm(a:m(l — x)™) die Legendre-Polynome
sind und

- (—1)’"% firr<m
Jrm 0 firr >m
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Der Differenzialoperator D?"

» D := D" (¢(z)* D7) mit o(z) := /z(1 — z)

> D2Tpm = Yr,mPm,
wobei py, := —%Dm(xm(l — x)™) die Legendre-Polynome
sind und

=y firr <m
7m0 fiir r >m

» Fiir f € C?7[0,1] kommutiert der Differentialoperator D" mit
den Bernstein-Durrmeyer Operatoren:

er ]\/[nf - ]\/[TLDQT f
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Konstruktion der Quasi-Interpolanten

» Darstellung der Inversen von M, f, eingeschrénkt auf P mit
Hilfe der Differenzialoperatoren D% 1=0,..r.
Die Bernstein-Durrmeyer Quasi-Interpolanten der Ordnung
(r,n), 0 <r <nsind fiir f € L0, 1] wie folgt definiert

r

MO =3 D g, ).

nll!
=0
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Konstruktion der Quasi-Interpolanten

» Darstellung der Inversen von M, f, eingeschrinkt auf P. mit
Hilfe der Differenzialoperatoren D% 1=0,..r.
Die Bernstein-Durrmeyer Quasi-Interpolanten der Ordnung
(r,n), 0 <r <nsind fiir f € L0, 1] wie folgt definiert

T

MO =3 D g, ).

nll!
=0

> ]\/Ir(tr>p771, =Pm, m=0,...,7
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Darstellung als Linearkombination

> Mr(f) _ 120(_1)[(;) (n-l-l;l—r—l)Mn_l
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Darstellung als Linearkombination

. M™ = ZZ: (-1)! @ (n+1:rr—l)Mn_l
r+41
> My —]\*471 » bzw. Mr M,(L+, ) firng =n + 1.
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Darstellung als Linearkombination

T
> My) _ lz (-1)! (1;) (n+1:rr—l) M,
EIG I AA gD
n Mnrbsz M, firmg =n+ 1.
» E. Berdysheva, K. Jetter, J. Stockler: New polynomial
preserving operators on the simplex: direct results,

Journal of Approximation Theory, 131 (2004), 59-73
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Darstellung als Linearkombination

T
Mér) — ZZO(_l)l (1;) (n—i—l:—r—l) M,_,
e e D
n —Mnrbsz M, firmg =n+ 1.
E. Berdysheva, K. Jetter, J. Stockler: New polynomial
preserving operators on the simplex: direct results,

Journal of Approximation Theory, 131 (2004), 59-73

E. Berdysheva, K. Jetter, J. Stockler: Durrmeyer-Operators
and their natural quasi-interpolants,

Topics in multivariate Approximation and Interpolation
(K.Jetter et. al. Eds.) 2006

v

v

v

v
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Ungleichungen vom Bernstein-Typ und gleichmaBige
Beschrinktheit von M.\

» Ungleichungen vom Bernstein-Typ:

||l)27(jwnf)||10<27 ||f||1’

T
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Ungleichungen vom Bernstein-Typ und gleichmaBige
Beschrinktheit von M.\

» Ungleichungen vom Bernstein-Typ:

. 1!
1D (M f)|], < 2?%%\13

» GleichmaBige Beschranktheit von MT(LT):

1M fllp < 27 = DII£ 1],
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Direkte Satze



Approximationsordnung (1)

> lim I1f = M f]], = 0 fiir £ € LP[0,1] 1 < p < 00 bzw.
f e Clo,1] firp= oo
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Approximationsordnung (1)

> lim If = M f]], = 0 fiir £ € LP[0,1] 1 < p < 00 bzw.
n—oo
feClo,1] firp= oo

» Jackson-Favard-Typ Fehlerabschatzung:
Fiir f € C20rt1][0, 1] gilt

e DT E (L=r=D! —ouin)
f Mn f_ (7"—1—1)' l:zn;l(r_‘_l) (l—|—1)' D - (le)v

wobei die Reihe absolut und gleichmé&Big in [0,1] konvergiert.
Zudem ergibt sich fiir 1 < p < co:

r n—r)! ~ oy
17 = Ml < o g 15201y
S S

()
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Approximationsordnung (2)

» Firr € Ngund f € CQ(TH)[Q 1] gilt

(1= 17) @) = EL 52 0), w e o,1)

lim (n+1)!
(r+1)!

n—oo (n —r)!

und die Konvergenz ist gleichmaBig beziiglich x.
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Approximationsordnung (2)

» Firr € Ngund f € C2(r+1)[0’ 1] gilt

(=1 2+

lim (n+1)!
(r+1)!

n—oo (n —r)!

(f=MDf)@) = f(@), 2 € [0,1],

und die Konvergenz ist gleichmaBig beziiglich x.
> K(f,t) = Ku(f,t) = inf {IIf —gll, +#1D%gll,} 1>0
gGCZZ
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Approximationsordnung (2)

» Firr € Ngund f € C2(r+1)[0’ 1] gilt

|
lim (n+1)!
n—oo (n —r)!

_1\yr+1 _
(£ = 2407 )@) = S 520400, s € 0.1

und die Konvergenz ist gleichmaBig beziiglich x.
> K(f,t) = Ku(f,0p = inf {IIf = glly +1D¥gll,} 1>0
g€C2l

» Sei f € LP[0,1], 1 <p < oo, bzw. f € C[0, 1] fiir p = o0,
dann gilt

_ ) r+l 1)
I =M1 <2 e (G )
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Umkehrresultate
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Umkehrresultate fiir die Quasi-Interpolanten

» Sei f € LP[0,1], 1 <p < oo bzw. f € C[0,1] fiir p = oo,
dann gilt

(n—r)!
Koo (F o i 170,

(n =)\ (k +1) : 0
< Oy~ Ml 107 =M 11}
(

fiir alle k > (n+2)(27 " — )(r+1)< n12> _9,

mit einer von n unabhidngigen Konstanten C.

21/33



Beweisidee Umkehrresultat(1)

» Konstruiere eine Funktion g € C2"+1D[0,1], so dass

a) |If —gllp < ClIMD S~ £l
(n—r)! M2(r
) (m+D)!(r+ 1)!HD2( h
(n—r)(k+1)!
(k—=r)l(n+1)!

)ng

=e {117 =221 + 11 = 211,

fiir ein k hinreichend groB.
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Beweisidee Umkehrresultat(1)

» Konstruiere eine Funktion g € C2"+1D[0,1], so dass

a) |1f = gllp < CUMT | = £l
(’I’l—?”)! N2(r

) (n+1D)(r+1)! 1%+

(n—r)l(k+1)!

(k—=r)l(n+1)!

)ng

<C {117 = 221 + 11 = 2501, |

fiir ein k hinreichend groB.
> Wihle g = (M\")2f
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Beweisidee Umkehrresultat(2)

Hilfsmittel:
» Jackson-Favard- Typ Aussage
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Beweisidee Umkehrresultat(2)

Hilfsmittel:
» Jackson-Favard- Typ Aussage
» Variante Voronovskaja-Typ Resultat
» Ungleichung vom Bernstein-Typ
» GleichmaBige Beschranktheit von ]%(f)
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Beispiele
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Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M, f)(x).
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Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M, f)(x).
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Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M, f)(x).

1

0.9

0.8

0.7

0.6

—w
M |
L MHM
L MM

33



Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M, f)(x).

09

0.8

— f(X‘)

Mg ||

M

M H

(MggH)
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Plots2

Vergleich von f(x) := m mit (My(f)f)(af)-

0.8

0.7
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Plots2

> mit (MT(LT)f)(a:)‘

Vergleich von f(x) := m

1

—f(x
ol _ (Mlgf)(x) i
&9

0.8

0.7

26 /33



Plots2

Vergleich von f(x) := m mit (M,,(f)f)(az).
0ol T o]

M)
S

0.8

0.7
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Plots2

Vergleich von f(x) := m mit (M,,(f)f)(az).

_ E‘Glgm i
B (V1)
MO |[]
MO ||
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Plots3

Vergleich von f(z) := m mit (M, f)(z) und (Mér)f)(ﬂf)-

1 1
— — 10,
0o Vghe 0o M)
Mg MENe)
" /
08 (Mag) 08 MENe)
(Msuﬁ(x) )
07 07 (MoNe)
06 06 /
=05 - =05
—
04 04
03 03
02 02
01 01 7
o 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05
X X
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Erweiterungen



Jacobi-Gewichte, Mehrdimensional

> Integrale mit Jacobi-Gewichten:

n

(Mo f)(a) 1= 3 Lnkl i / F (P (£ ()t

k=0 fo Wy, ()P e (E
mit wy,(t) = " (1 — )"0, pu; > -1, i=0,1
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Jacobi-Gewichte, Mehrdimensional

> Integrale mit Jacobi-Gewichten:

n

(Mo f)(a) o= 3 g PeklE " / F (O (£, (1)t

k=0 fo Wy (8)pn 1 (t
mit wy,(t) = " (1 —t)H°, pu; > -1, i=0,1

> D = wy(2) " D" (wy(w)a (1 — 2)" D)
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Jacobi-Gewichte, Mehrdimensional

> Integrale mit Jacobi-Gewichten:

n

(Mo f)(a) o= 3 g PeklE " / F (O (£, (1)t

k=0 fo Wy (8)pn 1 (t
mit wy,(t) = " (1 —t)H°, pu; > -1, i=0,1

> D= wy (@)D" (wu(a)a” (1 - 2)"D")
> (MYLF) = 1_o(~1) T;ﬂzll)le(]u”/Lf)
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Jacobi-Gewichte, Mehrdimensional

v

Integrale mit Jacobi-Gewichten:

n

(Mo f)(a) o= 3 g PeklE " / F (O (£, (1)t

k=0 fo Wy (8)pn 1 (t
mit wy,(t) = " (1 —t)H°, pu; > -1, i=0,1

> D¥ = wy(2) ' D" (wy(2)a" (1 — 2)" D7)
(ML) = S o (~ )M DA (A, L f ).

Mehrdimensional auf dem Standard-Simplex

v

v
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Baskakov-Durrmeyer Quasi-Interpolanten

>

(Buf)(@) = 3520 buw(z)(n — 1) [57 ba () f ()dE, mit
by k() := (nH,z_l)a:k(l +x)" 7k,
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Baskakov-Durrmeyer Quasi-Interpolanten

> (Bnf) (@) = 300 bu(@)(n — 1) [5 bk (8) £ (t)dt, mit
by k() = ("H,j_l)xk(l 4 )k,

» D? := D"(p(z)¥ D7), mit p(z) := /(1 + z).
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Baskakov-Durrmeyer Quasi-Interpolanten

> (Bnf)(x) == Zzozo bn,k;( z)(n—1) fO bn k (t)f(t)dt, mit
bo(@) = ("R 1+ 2) R,

» D? := D"(p(z)¥ D7), mit p(z) := /(1 + z).

> BT = Sio gy i D% (Buf).
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Quasi-Interpolanten zu Szasz-Mirakjan-Durrmeyer
Operatoren mit Laguerre-Gewichten

> (S pf)(@) = 35 f—ku

1Snk a,B

mit (f,9)as = [° f(t)g(t) te "t dt und

Spk(x) = e
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Quasi-Interpolanten zu Szasz-Mirakjan-Durrmeyer
Operatoren mit Laguerre-Gewichten

> (Snasf)(@) = zk % {i:: 25, (7)

mit (f,9)as =[5~ f(t)g(t) t>e B gt und
=:w(t)
Sn,k( ): (n:') e~ N

> Dilﬁ — eB.L (lDl (e—BzL‘xa—‘,-lDl)
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Quasi-Interpolanten zu Szasz-Mirakjan-Durrmeyer
Operatoren mit Laguerre-Gewichten

> (Snasf)(@) = zk 2 {i:: 25, (7)

mit (f,9)as =[5~ f(t)g(t) t>e B gt und
=:w(t)
Sn,k( ): (n:') e~ N

> DQZ,B .— BT p—apl ( — Bz a+lDl)
> (S0 5 F)(@) = Yo S D2 5(Shaf) ()
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Eigenschaften und offene Fragen

> S('")

8 erhdlt Polynome vom Grad r
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Eigenschaften und offene Fragen

> S(”)

n7a’6
> keine Darstellung als Linearkombination von S, ., 3 bekannt

erhilt Polynome vom Grad r
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Eigenschaften und offene Fragen

(r)

> Sn':aﬁ erhilt Polynome vom Grad r
> keine Darstellung als Linearkombination von S, ., 3 bekannt
» Beweis einer Ungleichung vom Bernstein-Typ?

Vermutung: HD?JB(Snagf)(T)‘ ‘p < 2lpl ngl (a+j)
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Eigenschaften und offene Fragen

S(T)

n,a,8
> keine Darstellung als Linearkombination von S, ., 3 bekannt

v

erhilt Polynome vom Grad r

» Beweis einer Ungleichung vom Bernstein-Typ?
Vermutung: HDil’ﬁ(Sn,a75f)(a;)‘ ‘p < 2lp! Hé,:l(a +7)

Geeignte Fehlerdarstellung mittels des Differentialoperators
D7

v
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Vielen Dank fiir ihre Aufmerksamkeit!
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