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Motivation

» Ziel: Approximation von komplizierten Funktionen durch
einfachere, mittels linearer Operatoren

» WeierstraB’scher Approximationssatz: Zu jedem £ > 0 und
jeder stetigen Funktion f existiert ein algebraisches Polynom
p, sodass ||f — pllec <€

» Moglicher Ansatz: Interpolation

» Betrachte die Funktion f(z) := HZ# auf dem Intervall
[—1,1] (Runge-Funktion) und das zugehorige
Interpolationspolynom an dquidistanten Stiitzpunkten.
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Voraussetzung fiir Konvergenz 2

» Genauer: f muss auf dem Gebiet analytisch sein, welches
durch die Hohenlinie

(;S(z)::—l—l-;Re( S G >

log(z+1) log(z —1)

begrenzt ist
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Voraussetzung fiir Konvergenz 2

» Genauer: f muss auf dem Gebiet analytisch sein, welches
durch die Hohenlinie

(;S(z)::—l—l-;Re( G G >

log(z+1) log(z—1)
begrenzt ist

» Die Runge-Funktion f(z) = ﬁ besitzt aber Polstellen bei
T = j:%



Interpolation an den Tschebyscheff-Knoten

» Bessere Ergebnisse erhalt man, wenn man die Runge-Funktion
an den Tschebyscheff-Knoten z; = cos (%) (Extrema der

Tschebyscheff-Polynome) interpoliert
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Konvergenz der Tschebyscheff-Interpolanten

» Ist f Lipschitz-stetig auf [a, b], so konvergiert die Folge der
Interpolationspolynome an den Tschbeyscheff-Knoten
gleichmaBig gegen die Funktion f
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Konvergenz der Tschebyscheff-Interpolanten

» Ist f Lipschitz-stetig auf [a, b], so konvergiert die Folge der
Interpolationspolynome an den Tschbeyscheff-Knoten
gleichmiBig gegen die Funktion f

» Satz von Faber: Fiir jede Folge (x,(cn)) existiert eine Funktion

f € Cla,b], so dass die zugehorige Folge (L, f) von
Interpolationspolynomen auf [a, b] nicht gleichmaBig gegen f
konvergiert

» Wie erhdlt man ein lineares Approximationsverfahren fiir alle
Funktionen f € LP[a,b]?



Bernstein-Operatoren

» Beweis des Satzes von WeierstraB mit Hilfe der
Bernstein-Polynome:

(Baf)(@): = pos(@)f (:) Cwep]
k=0

it poa(o) = ()41 = )
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Bernstein-Operatoren

» Beweis des Satzes von WeierstraBB mit Hilfe der
Bernstein-Polynome:

Baf)(a): =Y posto)f (%) wclon
k=0

mit p, () := (Z) xk(l _ x)n—k

» Die Bernstein-Polynome liefern ein positives, lineares
Approximationsverfahren fiir f € C[0, 1] beziiglich der
oo-Norm, d.h.

lim ||Bnf — flleo =0
n—oo



Bernstein-Durrmeyer Operatoren

» Erweiterung der Bernstein-Operatoren auf
Lebesgue-intergrierbare Funktion indem man die
Punktauswertung durch Integrale der gewichteten Funktion
ersetzt
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Bernstein-Durrmeyer Operatoren

» Erweiterung der Bernstein-Operatoren auf
Lebesgue-intergrierbare Funktion indem man die
Punktauswertung durch Integrale der gewichteten Funktion
ersetzt

» Sei f € LP0,1], 1 <p < oo.

Dann ist der Bernstein-Durrmeyer Operator vom Grade n
definiert durch

1
A[nf ank: n + 1 /0 pnk(t)f(t)dta T € [0, 1]7

mit pop(z) = (Z) N



Eigenschaften der BD-Opertaoren

» Die BD-Operatoren liefern ein positives, lineares
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lim [|M,,f = f[l, =0,
n—00

1 <p<oobzw. f e C[0,1] fir p= oo
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Eigenschaften der BD-Opertaoren

» Die BD-Operatoren liefern ein positives, lineares
Approximationsverfahren fiir f € LP[0, 1]:

lim [|M,,f = f[l, =0,
n—00

1 <p<oobzw. f e C[0,1] fir p= oo
» Erhaltung von Konstanten: M,eg =eg miteg =2 =1
» Kontraktionseigenschaft: || M, f||, < ||fllp, 1 <p < oo

» Eigenwerte und Eigenfunktionen: M, p,, = Ay mPm,
wobei p,, := Y22EL pm(gm(1 — 2)™) die Legendre-Polynome

m!

sind und

(n—m)! (n+m+1)!

nl___(nt! firn>m
)\n m = o .
0 firn<m
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Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M f)(z).
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Plotsl
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Plotsl

Vergleich von f(z) :=

TrasEe? Mit (Mo f)(2).
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Plotsl

Vergleich von f(x) := m mit (M f)(z).
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Voronovskaja-Typ Resultat

» Firn € Ny, f € C[0,1] und f an einer festen Stelle z 2-mal
stetig differenzierbar gilt

iy n(f(e) — (04,0)@) = 1 {1 - 2) 5 )

n— 00 dx
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Voronovskaja-Typ Resultat

» Firn € Ny, f € C[0,1] und f an einer festen Stelle z 2-mal
stetig differenzierbar gilt

iy n(f(e) — (04,0)@) = 1 {1 - 2) 5 )

n— o0 dz

» = globale Konvergenzordnung kann auch fiir sehr glatte

Funktionen nicht besser als O (%) sein.
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Approximationsordnung bei der Tschebyscheffinterpolation

> Sei f € C"[-1,1] und (") stiickweise stetig differenzierbar in
[—1,1], dann gilt fiir n > r

Hf _anoo < Cn_(r—H)?

wobei p,, das Interpolationspolynom vom Grade n an den
Tschebyscheff-Knoten bezeichnet.
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Approximationsordnung bei der Tschebyscheffinterpolation

> Sei f € C"[—1,1] und () stiickweise stetig differenzierbar in
[—1,1], dann gilt fiir n > r

Hf _anoo < Cn_(T—H),

wobei p,, das Interpolationspolynom vom Grade n an den
Tschebyscheff-Knoten bezeichnet.

» Ist f reell analytisch auf [—1, 1], so ist

Hf *anoc <Cc™"
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Beispiel

Betrachte f(x) :=|sin(5z)® € C?[—1,1], f” ist stiickweise stetig
differenzierbar.
= |f = pallo < On77

14 /20



Beispiel

Betrachte f(x) :=|sin(5z)® € C?[—1,1], f” ist stiickweise stetig
differenzierbar.
= Hf _pn”oo < Cn~3
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Die Quasi-Interpolanten



Der Differenzialoperator DY

» D2 .— xl(l—x)ld—l

dl
dal dz!
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Der Differenzialoperator D%

> D% = dgl(1 - a)l L,

> D?poy = YimPm,
wobei py, := 7v2:n”frle(a:m(1 —x)™) die Legendre-Polynome
sind und

B (—1)%% fiir | < m
= firl>m
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Der Differenzialoperator DY

1
D2l dlx(l_x)lddxl

> D?poy = YimPm,
wobei py, := —%Dm(xm(l —x)™) die Legendre-Polynome
sind und

i firi<m
= fiirl>m

» Fiir f € C2[0, 1] kommutiert der Differentialoperator D2 mit
den Bernstein-Durrmeyer Operatoren:

EQZMrLf - ]\/[nﬁmf
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Konstruktion der Quasi-Interpolanten und Eigenschaften

» Die Bernstein-Durrmeyer Quasi-Interpolanten der Ordnung
(r,n), 0 <r < nsind fiir f € L1[0,1] wie folgt definiert

r

MT(LT)f - Z(_l)l (nn_ l)!ﬁﬂ (M, f).

=0
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Konstruktion der Quasi-Interpolanten und Eigenschaften

» Die Bernstein-Durrmeyer Quasi-Interpolanten der Ordnung
(r,n), 0 <r <nsind fiir f € LY0,1] wie folgt definiert

(n—=1D!

n!l! D (M f).

M= 31y

=0

> ]\/[,(,,r)pm =pm, m=0,...,7
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Konstruktion der Quasi-Interpolanten und Eigenschaften

» Die Bernstein-Durrmeyer Quasi-Interpolanten der Ordnung
(r,n), 0 <r <nsind fiir f € LY0,1] wie folgt definiert

(n—=1D!

nll! D (Mnf)

M= 31y

=0

> ngr)pm =Pm, m=0,...,r
» GleichmaBige Beschranktheit von ]\/LY):

1M fllp < 27+ = DI £]],
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Voronovskaja-Typ Resultat 2

Fiir r € Ng und f € C2(+D[0, 1] gilt

1!
lim (n+1)

n—oo (n —1)!

—1)r+1 _
(£ = 241) @) = US540 (0), 2 € 0.1

und die Konvergenz ist gleichmaBig beziiglich x.
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Plots2

Vergleich von f(z) :=
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Plots2

Vergleich von f(x) := m mit (Mg)f)(ﬁ)-
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Plots2

Vergleich von f(x) := m mit (Mg)f)(i)-
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Plots2

Vergleich von f(z) :=

sz mit (M f)(x).
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Plots3

> mit (M, f)(z) und (M f)().

Vergleich von f(.fU) = m
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