TENSORPRODUKTE VON (F')- UND
(DF)-RAUMEN UND EIN FORTSETZUNGSSATZ

D. VOGT

Sei 0 F—'>G—~H 0 eine exakte Sequenz nuklearer (F')-
Réume, F ein vollstédndiger lokalkonvexer Raum mit einem abzéhlbaren Fun-
damentalsystem beschrénkter Mengen (z.B. ein vollstandiger (DF')-Raum).
Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchung ist es, unter gewissen, hinrei-
chend allgemein und anwendbaren Bedingungen die Exaktheit der tensorier-
ten Sequenz
0—= F&,B-2% 6o, B %S Hé E——0

Zu zeigen.

Diese ist im allgemeinen nicht exakt, wie das Beispiel einer nicht zerfallenden
Sequenz und E = H' lehrt. In diesem Fall ist némlich das id entsprechende
Element von H®,FE = E'®.F = L(E, E) nicht im Bild von ¢ ® id. An-
dererseits ist die tensorierte Sequenz an allen Stellen mit Ausnahme mogli-
cherweise der letzten stets exakt, d.h. nur die Surjektivitéit von ¢ ® id ist zu
untersuchen.
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Wir wollen in diesem Abschnitt einleitend zeigen, dafl unser Ausgangspro-
blem der Erhaltung der Exaktheit der tensorierten Sequenz (bzw. der Erhalt-
ung der Surjektivitét von ¢®id) dquivalent ist zu einem Fortsetzungsproblem
fiir stetige lineare Abbildungen zwischen (DF')-Réumen. Seine Losung im-
pliziert einen Liftingsatz fiir Abbildungen zwischen (F')-Réumen.

Sei also wieder 0 F—t-qg—1-H 0 eine exakte Sequenz nu-
klearer (F')-Réume, E ein vollstdndiger lokalkonvexer Raum mit einem ab-
zéhlbaren Fundamentalsystem beschrinkter Mengen.

Den Dualraum X’ eines lokalkonvexen Raumes X denken wir uns, falls nichts
anderes vermerkt, immer mit der starken Topologie versehen. Ansonsten



bedeutet b die starke, 7 die Mackeysche und s die schwache Topologie auf
X bzw. X'. L(X,Y) bedeutet der Raum der stetigen linearen Abbildungen
von X nach Y, ist A € L(X,Y) so ist AT € L(X',Y’) die transponierte
Abbildung.

Lemma 1.1 Unter den angegebenen Voraussetzungen sind dquivalent

. i . id
(a) 0—>F®WE&M>G®WE&>H®WE—>O 1st exakt.

(b) zu jedem ¢ € L(H', E) existiert ein ¢ € L(G', E) mit o =1 oq".
Beweis: In kanonischer Weise ist
GO E = L(G/57ES) = L(G;ET) = L( gsz)v

letzteres, da G, = G}. Analoges gilt fiir H®,E. Dabei ergibt sich das fol-
gende kommutative Diagramm

Gé.E " me E

<] +]

L(G',E) —= L(H',E)

Ar——Aoq

Ist speziell E Dualraum eines (F')-Raumes, so konnen wir in 1.1 eine weite-
re Aquivalenz hinzufiigen, die es uns erlaubt, Liftingsétze fiir Abbildungen
zwischen (F')-Rdumen abzuleiten.

Lemma 1.2 Sind die Voraussetzungen von 1.1 erfillt und ist E = E', E
(F)-Raum, so sind dquivalent (a), (b) aus 1.1 sowie

(¢) zu jedem ¢ € L(E,H) existiert ein ¢ € L(E,G) mit ¢ = qo .

Beweis: Da G} = G bornologisch ist und die beschréinkten Mengen in
E = E} mit denen in E’ {ibereinstimmen, erhalten wir

L( ?wE) = L(G;,El) = L(EvG)’



wobei letztere Isomorphie durch die Transposition geliefert wird. Analoges
gilt fiir H. Wir kénnen das Diagramm im Beweis von 1.1 also folgendermaflen
erganzen:

Ar———Aoq”

L(G',E) ——> L(H',E)

Br———¢qoB

Bemerkung 1.3 Es wurde die Aquivalenz von (b) und (c) gezeigt. Dazu
brauchten wir nur, dafi G reflexiv und damit G bornologisch ist (s. [1] S.

403).

Da die Abbildung ¢” den Raum H’ in G’ einbettet, beschreibt also 1.1 das
Problem der Fortsetzung von Abbildungen q" H' — E auf G'.
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Wir werden also zunéchst Fortsetzungssétze fiir stetige lineare Abbildungen
zwischen (DF')-Raumen behandeln und in diesem Abschnitt in allgemeiner
Form die Grundlagen schaffen. Fiir die Betrachtungen iiber Tensorprodukte
sind dabei neben den Definitionen 2.1, 2.2, vorwiegend 2.3 und 2.5 mafige-
bend.

In diesem Abschnitt soll X = lim ind,enX,, ein bornologischer (DF')-Raum
sein, induktiver Limes der Banachunterrdume X,,, ¥ C X ein abgeschlos-
sener Unterraum von X, versehen mit einer feineren Topologie als die von
X induzierte. Mit ¥, = X N X, ist Y = UneN, die Y,, sind Banachrdume
mit der von X,, induzierten Norm. Setzen wir @ = X/Y mit der Quoti-
ententopologie, so ist @) wieder ein bornologischer (DF')-Raum, induktiver
Limes der Banachraume @Q,, := X,,/Y,,. Die Normen in X,,, Y,,, @, bezeichen
wir einheitlich mit || ||,, E soll jeweils ein quasivollstéindiger lokalkonvexer
Raum sein. Ist B eine absolutkonvexe, abgeschlossene, beschrinkte Menge
in E, so soll Ep der zugehotrige Banachraum sein. Seine Norm bezeichnen
wir mit || || 5.



Definition 2.1 (Q, E) heifit zuldssig, falls folgendes gilt: Es existiert ei-
ne absolutkonveze, abgeschlossene, beschrinkte Menge B in E, eine Fol-
ge n(k) < k, imn(k) = +oo sowie ein ko, so daff es zu jedem k > ko,
e >0 und p € L(Qk, E) ein ¢ € L(Q, E) gibt mit: (¢ — ¥)Qnx) C Eb,
sup{( = ¥)alls | € Quys [ellagy < 1} < <.

Der in 2.1 definierte Begriff beinhaltet, dal L(Q, E) fiir jedes k in einer
prézisierten Weise dicht liegt in L(Qy, F). @ kann dabei einen beliebigen
bornologischen (DF)-Raum bedeuten. Die Definition héngt dann nur von
der Topologie (genauer der Bornologie, d.h. der Klasse der beschrinkten
Mengen) ab.

Definition 2.2 U € L(Y, E) heifit stufenweise fortsetzbar, falls zu jedem n
ein Vy, € L(X,,, E) existiert, so daff Vy,|y, = Uly,.

Der folgende Satz zeigt mit Hilfe eines Beweisschemas vom Mittag-Leffler-
Typ, daB die Zuléssigkeit von (Q, E) es erlaubt, die Frage der Fortsetzbarkeit
einer Abbildung auf die Frage der stufenweisen Fortsetzbarkeit zu reduzie-
ren. Diese ist in den in §1 angesprochenen Féllen immer gegeben (s. 2.5).

Satz 2.3 Ist (Q, E) zulissig, u € L(Y, E) stufenweise fortsetzbar, dann ist
u fortsetzbar, d.h. es existiert ein U € L(X, E) mit Uly = u.

Beweis: Fiir jedes k setzen wir u fort zu einer Abbildung Vi, € L(Yy, E).
Dann ist
Vitlx, — Vi € L(Xy, E)

null auf Yy, d.h. induziert ein Wy € L(Qx, F).

Wir wihlen nun induktiv eine Folge Ay von Abbildungen aus L(Q, F). Sei
dazu A1 = 0. Ist Ay gewihlt, dann wenden wir die Definitionseigenschaft der
Zulassigkeit auf Wy + Ag|g, € L(Qk, E) an und erhalten Axy; € L(Q, E),
so daf

(Wi + Ak — Ap1)lQ, € L(Quay. EB)
mit
Wi + A = Aetl oy, s < 275,

WO || [|n(x),p die Norm in L(Q,), Ep) bedeutet.
Wir setzen nun fiir x € X,

(1)) Ur(z) = Vi(z) — Ax(qz).



Hierbei soll ¢ die Quotientenabbildung bedeuten. Es ist Uy € L(Xy, E). Sei
x € Xy, n(k) > n. Dann ist k£ > n und wir erhalten

(Ukp1=Up)r = (Viy1—Vi)z—Ag1(qr)+Ar(qx) = (Wi+Ap—Ag11)qr € Ep,
und weiter
((2)) |Ukr12 — Urllz < 27 %12y < 27512 |-

Die Folge Uy, k geniigend grof3, konvergiert also fiir jedes z € X . Wir setzen
Ux = limyg_~ 4o Urz und erhalten eine lineare Abbildung U von X nach F.
Wir haben ihre Stetigkeit zu zeigen.
Sei also x € X,,, n(k) > n, dann konvergiert wegen (2) die Folge Uypx—Upx
fiir p = 400 in Ep und wir erhalten

Uz — Uyz|lp < |[]]n:

Also ist U — Uk|x,, € L(Xy,Eg) C L(Xy,, E) und damit Ulx, € L(X,,E)
fiir alle n, d.h. U € L(X, E).
Fir z € Y, ist wegen (1) Uz = limy>,, Ug(x) = limy>,, Vi(z) = ux. a

Bemerkung 2.4 Wir haben von der Zuldissigkeit (Def. 2.1) nur bendtigt,
daf$ zu ¢ € L(Qg, F) eint € L(Qry1, E) mit der erwihnten Eigenschaft exi-
stiert. Fine Definition der Zuldissigkeit in dieser Weise wiirde uns zundchst
in Abhdngigkeit vom speziellen Stufensystem bringen. Sie wiren auflerdem
nur scheinbar allgemeiner, wie in 3.3 gezeigt wird.

Wir zeigen zunéchst, dafl im Falle des aus §1 resultierenden Fortsetzungspro-
blems die Voraussetzung der stufenweisen Fortsetzbarkeit immer erfiillt ist.
Ein lokalkonvexer Raum H heifit dualnuklear, wenn zu jeder absolutkonve-
xen, abgeschlossenen, beschrinkten Menge B; eine absolute Menge B eine
ebensolche Menge By, B1 C B existiert, so da3 die Inklusionsabbildung
Ep, — Ep, nuklear ist. H ist dualnuklear genau dann, wenn H; nuklear ist
und im Falle metrischer oder dualmetrischer (bzw. (DF')-) Rédume, wenn H
nuklear ist (siehe [3]).

Lemma 2.5 Ist E oder Y dualnuklear, so ist jede Abbildung u € L(Y, E)
stufenweise fortsetzbar.

Beweis: In beiden Fiéllen ist Uly, eine nukleare Abbildung von Y;, nach E
und kann daher zu einer (nuklearen) Abbildung V,, € L(X,, E) fortgesetzt
werden. O
Die Voraussetzung der stufenweisen Fortsetzbarkeit ist auch in weiteren
Fillen automatisch erfiillt. Hierzu dient der folgende Begriff.



Definition 2.6 Y heifit stufenweise projiziert in X, wenn die identische
Abbildung idx stufenweise fortsetzbar ist (d.h. zu jedem n eine Abbildung
mn € L(X,,,Y) existiert mit my,|y, = id).

Bemerkung 2.7 Dies ist sicher immer der Fall, wenn Y, stetig projiziert
ist in X, fir alle n.

Das folgende Lemma ist auf Grund der Definition unmittelbar klar.

Lemma 2.8 Ist Y stufenweise projiziert in X, so ist jedes u € L(Y, E)
stufenweise fortsetzbar.

Ferner folgt der folgende Satz aus 2.3 und Definition 2.6.

Satz 2.9 Ist (Q,Y) zulissig und Y stufenweise projiziert, so ist Y stetig
projiziert in X.

Beweis: Die nach 2.3 existierende Fortsetzbarkeit von idy zu einer Abbil-
dung aus L(X,Y) liefert die Projektion. O

Proposition 2.10 In jedem der folgenden Fille ist Y stufenweise projiziert
mn X:

(1) Y dualnuklear

(2) X, Hilbertraum fiir alle n
(3) Y, £°°-Raum fiir alle n
(4) Qn £*-Raum fiir alle n.

Beweis: (1) folgt aus 2.5 mit F =Y oder aus (2), bei (2), (3), (4) liegt Y,
projiziert in X,. O
Die in (3) und (4) genannten Voraussetzungen spielen in dieser Form fiir
Ko6thesche Folgenrdume eine Rolle. Es lassen sich aber sehr viel allgemeine-
re Situationen analog behandeln. Anstelle von (3) geniigt etwa die folgende
Bedingung: Zu jedem n existiert ein p, so dafl die Einbettung Y;, — Y.,
iiber einen Raum faktorisiert, der die Ausdehnungseigenschaft hat, z.B. L>°
oder allgemeiner C(K), K total unzusammenhéngend. Oder auch: Zu je-
dem n existiert p, so da} die Einbettung Y,, — Y,4, kompakt ist und
iiber eine Raum faktorisiert, der die Ausdehnungseigenschaften fiir kompak-
te Abbildungen hat, z.B. C(K), K kompakt. In analoger Weise 148t sich (4)
verallgemeinern.



Weiter lassen sich Bedingungen an E angeben, die die stufenweise Fortsetz-
barkeit aller u € L(Y, E) sichern, z.B. daf§ E sich aus />°-Réumen (oder all-
gemeiner C'(K)-Rdumen, K total unzusammenhéngend, z.B. L>°) aufbaut,
oder auch gemischte Bedingungen, z.B. kompakte Einbettungen zwischen
den Y,,, und E baut sich aus C(K)-Réumen, K kompakt, auf.

Die fiir alle diese Fille relevanten allgemeinen Ausdehnungs- und Liftingsétze
fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen sind in der Literatur zu finden.
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Es sollen nun hinreichende Bedingungen fiir die Zuléssigkeit von (Q, F) an-
gegeben werden. () soll dabei stets ein quasivollstéindiger, bornologischer
(DF')-Raum sein, induktiver Limes der Banachrédume @, E ein quasivollstédndi-
ger lokalkonvexer Raum mit einem abzéhlbaren Fundamentalsystem B C
By C ... absolutkonvexer, beschrankter Mengen.

Lemma 3.1 st (Q,E) zuldssig und @ C Q ein stufenweise projizierter
Unterraum, so ist auch (Q, E) zuldissig.

Beweis: Zujedem v € Nseim, € L(Q, Q), sodaB 7, |g, = idg, . Es existiert
dann zu jedem v ein m(v) > v, so daB 7, € L(Q,, Qm(v))- Da (Q, E) zuliissig
ist, existiert eine beschrinkte Menge B in F, vy € N, sowie zu jedem v > 1
ein On(v) < v, a(v) / +00, so daB zu jedem @ € L(Qsv), E) ein 1 mit den
in Definition 2.1 geforderten Eigenschaften existiert. Wir setzen ko = m(vp)
und fiir & > ko: v(k) = max{v | m(v) < k}, n(k) = n(v(k)). Sei k > ko,
¢ € L(Qy, E), e > 0, dann ist ¢ o Tyk) € L(@V(k),E). Es existiert also ein
Y € L(Q, E), so daB (wom, ) —1)Qny C Ep und sup{||(pom, ) —v¥)z|[5 |
x € Qn(k), @[y < 1} < e Mit ¢ = 1;|Q erhalten wir ¢ € L(Q, E),
(¢ = ¥)Qnw) C Ep und sup{[|(¢ — V)|, * € Queys ||llnry <1} <e. O

Bemerkung 3.2 Es sei daran erinnert, daf§ die stufenweise Projiziertheit
von Q in vielen Fillen (s. 2.10) ohne weiteres erfiillt ist.

Lemma 3.3 FEuxistiert eine absolutkonveze, abgeschlossene, beschrinkte Men-
ge B in E, so daff zu jedemn >2,¢ >0, p € L(Qn, F) eint € L(Qp+1, F)
ezistiert mit (0 —1)Qn—1 C EB, |[¢—v||ln-1,B < €, dann ist (Q, E) zuldssig.
Hierbei ist || ||n,B die Norm in L(Q,, B).

Beweis: Sei ¢ € L(Qy, E). Wir wihlen induktiv eine Folge ¥, € L(Qn+v, F).
Dann setzen wir g = p € L(Qn, F). Ist 1, gewihlt, so existiert nach Vor-



aussetzung ein ¢, 11 € L(Qntvy1, E), so daB (¢, — 9y11)Quv—1 C Ep und
1Yy — Yotillntv—1,8 < g2 vt

Wie im Beweis von 2.3 folgt nun, daf fiir jedes z € ) der Grenzwert ¢x =
lim, < 4 o Y@ existiert und eine Abbildung ¢ € L(Q, E) definiert. Fiir = €
Qn-1 gilt Yo — prEp und

o0
e — gzl <Y [z — dllp < el|z]ln-1.
v=0
O
Mit Hilfe von 3.3 werden wir jetzt zunéichst den Fall behandeln, daff Q ein
Stufenraum ist. Auf allgemeinere Fille kénnen wir dann mit Hilfe von 3.1
schlieflen.
Sei a = (aj)jken eine unendliche Matrix, 0 < a1 < @41, Supg ajr > 0
fir alle j und k. Mit a;, bezeichnen wir die Folge (a;,ask,...). Mit Qi :=
Mag) ={€ = (&, &, ) | [I€llk = Zp I€la; 4 < +00} (wobei die Summen
iber die j mit a;j > 0 erstreckt werden, und fiir die anderen j &; = 0 sein
soll) setzen wir Q(a) = U, Qx = Uy ¢*(a; '), versehen mit der induktiven
Limestopologie.
Zu der folgenden Definition s. [4]. Die Klasse (A) ergab sich dort als Losung
eines Problems aus der vektorwertigen Distributionstheorie, bzw. als Klasse
derjenigen (DF)-Riume F, so daf fiir die E-wertigen holomorphen Funktion-
en auf C der Satz von Mittag-Leffler gilt.

Definition 3.4 E hat die Eigenschaft (A), falls folgendes gilt:
Es existiert eine absolutkonveze, abgeschlossene, beschrdankte Menge B in F,
so daf$ es zu jedem k € N ein p € N und C > 0 gibt mit

C
Bk C T’B + ?Bk+p
fiir alle r > 0.

Das folgende Ergebnis liefert uns zusammen mit 3.1 die wichtigsten Fille
zulédssiger Paare.

Proposition 3.5 Hat E die Figenschaft (A) und geniigen die a; i, der Beding-
ung (*) aik > G k—10jk+1 fir alle j und alle k > 2, dann ist (Q(a), E)
zuldssig.



Wir werden dieses Resultat sofort in einer allgemeinen Version beweisen. 3.5
ist dann der Spezialfall f(r) = r der folgenden Proposition 3.7.

Sei im folgenden f: |0, +oo| — |0, +00| eine monoton wachsende Funktion,
f(+00) = +oo. Wir machen die iibliche Konvention fiir das Rechnen mit
400, d.h. fiir a > 0 ist § = +00, a - (+00) = 400, 0 - (+00) = 0 usw.

Definition 3.6 E hat die Eigenschaft (Ay), falls folgendes gilt:
Es existiert eine absolutkonveze, abgeschlossene, beschrdnkte Menge B in F,
so dafl es zu jedem k € N, e >0 einp € N, C > 0 gibt mit

C
B, C Ef(T)B + ?Bker

fiir alle r > 0.
Die verallgemeinerte Version von 3.5 lautet dann:

Proposition 3.7 Hat E die Eigenschaft (Ay), und geniigen die aj;j, der
Bedingung

a; a;
() Cy, LIS f( j’kH) fiir alle j und k > 2 mit geeignetem CY,

dann ist (Q(a), E) zuldssig.

Beweis: Sei ¢ € L(Qg, E), € > 0, dann existiert ein ¥ und C’, so da§ mit
Dy =1{r € Qy | lfollr < 1} gilt

¢(Dy) C C'By.

Zu k' existiert ein K und C” > 0, so daf3

"

€ C
By C —— B+ —B
K C ol B+ Bk
fir alle » > 0 oder auch
c C//
(1) #(Dk) C (B + B
e T

fir alle » > 0.
Ist ej = (0;)v=1,2,.. der j-te Einheitsvektor in @, so ist e; € Qj fiir alle
jeJy={Jj | ajr #0}. Fiir j € Jj setzen wir x; = pe; und erhalten

ajrry € p(Dy),  @(€) = D &y

JE€Jk



fiir alle j € Jg, bzaw. £ € Q.

Fiir j € Ji, wenden wir (1) auf ajz; an mit r = “25 und erhalten ein
Y € C” BK
CL] k+1
mit s
&g k+1 k+1
;KT —Y; € = B.
Wir setzen fiir £ € Q41
|£g
=D,
JeJk; .77

Wegen
Zlf]"y]HBKSC//Z ‘5]’ <C”H€H k1

jer, JeTn g k+j

ist lp € L(Qk—l—hEBK) - L(Qk—l—hE)‘
Fiir £ € Qy—1 ergibt sich:

ot = vells < Tjes ) ipllajunes — yilln

aj k
< Cik ZjeJk,l aj,kf( ij :1)

< e, ity = elléll-r-

O
Um nun den Satz 2.3 in geeigneter Weise anwenden zu kénnen und so den
Fortsetzungssatz fiir (DF')-Réume von Typ (A) (bzw. (Ay)) zu formulieren,
benétigen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 3.8 Ist 0 X y 2 Q 0 wie in §2 gegeben und QQ
stufenweise projiziert in einem Raum Q(a), so ist X stufenweise projiziert
mnY.

Beweis: Zu gegebenem n existiert m und M, so daB Q,, C '(a;,)) N Q C
Q@ mit stetigen Einbettungen. Sei 7, € L(ﬁl( al),Q) die auf Grund der
stufenweisen Projiziertheit von @ existierende Abbildung. Durch Definition
auf den Einheitsvektoren von 81( a;!) zeigt man, daB eine Abbildung R,, €
L(¢"(a,;1),Y) existiert mit go R, = 7. Wir setzen R,, = Ry|q, € L(Qn,Y)
und P,y =y — Ru(qy).
Wegen qpny = qy — mqy = 0 fiir y € Y, ist P, € L(Y,,, X) esist P,y =y
fir y € X,,. O

10



Wir kénnen nun mit Hilfe der Ergebnisse von§2 und §3 den folgenden Satz
formulieren, den konkreten Fortsetzungssatz fir Réume der Klasse (A) (bzw.

(Af)).

Satz 3.9 Ist 0 X Y Q 0 eine exakte Sequenz wvoll-
stindiger, bornologischer (DF)-Rdume, ist Q stufenweise projizierter Un-
terraum eines Raumes Q(a), wo a = (aj)jkren die Bedingung (x) (bzw.
(x5)) erfiillt, ist weiter E ein quasivollstindiger (DF)-Raum der Klasse (A)
(bzw. (Ay)), dann ist jede lineare Abbildung ¢ € L(X,E) fortsetzbar zu
einem ¢ € L(Y, E).

Beweis: X ist nach 3.8 stufenweise projiziert in Y, also ist ¢ nach 2.8
stufenweise fortsetzbar. Da wegen 3.1 und 3.5 (bzw. 3.7) das Paar (Q, E)
zuléissig ist, ist nach 2.3 ¢ zu ¢ € L(Y, E) fortsetzbar. O

4

Wir kehren zuriick zu dem Problem der Exaktheit tensorierter Sequenzen.
Sei a = (ajk)jken wieder eine unendliche Matrix mit 0 < ajr < ajp41,
supy a; > 0 fiir alle j, k.

Wir setzen

Aa) = {(&1,&2,...) | Z Kj\am < +oo fiir alle k}

J
pla) = {(€1, &2, -) | lim [¢lay = 0 fiir alle &}

Mit den Halbnormen (][5 = _; [§j|ajk bzw. [[{][x = sup; [jla;, versehen
sind A(a) bzw. pu(a) (F')-Réume. Sie fallen zusammen genau dann, wenn einer
von beiden (und damit beide) nuklear ist. Dies ist dquivalent zu dem folgen-
den Kriterium (Grothendieck-Pietsch- Kriterium): Zu jedem k existiert ein

p, so dafy
a;p
Z —L= < too.

Lemma 4.1 Durch < n,§ >= ). n;&; firn € Q(a), € p(a) ist p(a), =
Q(a).

Beweis: Daf} auf die genannte Weise ein algebraischer Isomorphismus her-
gestellt wird ist leicht zu sehen. Beide Topologien erzeugen dann dieselben
beschrénkten Mengen und sind bornologisch. Q(a) nach Definition, p(a);
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nach [1, S. 401 und S. 403]. Hierbei wird benutzt, daf8 ;(a); separabel ist.
Dies folgt daraus, daf ersichtlich @(a) separabel ist und die Topologie von
Q(a) feiner ist als die von p(a);. O
Der folgende Satz enthélt nun unser Hauptresultat iiber die Exaktheit der
tensorierten Sequenz.

q

Satz 4.2 Ist 0 F—*t>@d H 0 eine exakte Sequenz nuk-
learer (F)-Rdume, F Quotient eines Raumes u(a), wo a der Bedingung
(x) bzw. (xy), gendigt, ist weiter E ein vollstindiger lokalkonvexer Raum
mit einem abzdhlbaren Fundamentalsystem beschrinkter Mengen, das der
Bedingung (A) (bzw. (Ay)) gendigt, dann ist auch die Sequenz

N i ~ id N
0——>Fé&,.E2Y 0o, B2 Hé, E——0

exakt.

Beweis: Nach Voraussetzung und 4.1 ist F’ isomorph einem nuklearen Un-
terraum von )(a), der nach 2.10 (1) stufenweise projiziert ist. Die Sequenz

T -

0 H Loq Yo 0

erfiillt also die Voraussetzung von 3.9. Aus 3.9 und 1.1 erhalten wir die
Behauptung. a
Die Réume vom Typ (A) lassen sich dariiber hinaus durch die Aussage
von 4.2 charakterisieren, d.h. sie sind exakt diejenigen vollstdndigen (DF')-
Réume (bzw. allgemeiner: vollstindige lokalkonvexe Rdume mit einem ab-
zéhlbaren Fundamentalsystem beschrinkter Mengen), die die in 4.2 beschrie-
benen Sequenzen bei Tensorierung exakt lassen. Dies folgt unter andererm
aus [4, Satz 3.5]. Dort wird gezeigt, dafi (A) fiir einen vollstédndigen (DF')-
Raum FE dquivalent ist zu der Losbarkeit von % f =gin C®(R? E) fiir jede
rechte Seite. Mit anderen Worten: (A) ist dquivalent dazu, dafi die Sequenz

@_
0 —— #(C) — C®(R?) —Z> C®(R?) ——0

bei Tensorierung mit F exakt bleibt.

Auf der Grundlage einer dhnlichen Beweisidee wie in [4, Satz 3.5], zeigen wir,
dafl eine ganze Klasse surjektiver Abbildungen ¢ die Eigenschaft hat, dafl aus
der Surjektivitit von ¢ ®idg die Eigenschaft (A) fiir E folgt. Wir verwenden
dabei das folgende Lemma, das im wesentlichen in [4, (3.1 mit 3.1")] bewiesen
ist, wobei eine leichte Abschwichung der Voraussetzung (existiert ... B in
E und € > 0) mit Hilfe des Schlusses (3) = (4) im Beweis von [4, 3.1]
erhalten wird.
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Lemma 4.3 E hat die Figenschaft (A) genau dann, wenn eine absolutkon-
vexe, beschrinkte Menge B in E und € > 0 existiert, so dafl es zu jedem
xe X einkeN und C >0 gibt mit

rerB+ gBk
T'E
fiir alle r > 0.

Ist a = (@) ;jren unendliche Matrix wie oben, so setzen wir

Ma, B) = {(x1,22,...) € BN | Yk 3w(k) Y |lzjllumasne < +00}.
J

Die || ||, sind hier wieder die Normen zu B, C E, wo die B, ein Fundamental-
system beschrinkter Mengen in £ bilden.
Wir bezeichnen a als Typ (A)-Matrix, falls ein kg € N existiert, so daf§ es
zu jedem k > kg ein p € N, e > 0, C > 0 gibt mit

a; 1" < Ca5 4 a5k4p
a ist eine Typ (A)-Matrix genau dann, wenn A(A) die Eigenschaft (DN) (s.
[6], [8]) hat. Kénnen die ¢ = 1 gew#hlt werden, so hat \(a) die Eigenschaft
(DN) und X (a) die Eigenschaft (A) (s. [4], [5]).

Lemma 4.4 FExistiert eine Typ (A)-Matriz (a) sowie Koeffizienten \;,, j, k =
1,2,..., so daf$ zu jedem n ein p(n) und C > 0 existiert mit |A\j x| < Caj k)

fiir alle j und so daf§ die durch (z1,x2,...) — (Z] NjkZj)j=1,2,. definierte

Abbildung von M a, E) nach EN surjektiv ist, dann hat E die Eigenschaft

(A).

Beweis: Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf3
(in den vorangegangenen Bezeichnungen) ko = 1 und a;y, = 1 fiir alle 5. In
diesem Falle existiert ein k1, so daB sup; a;, = +00, denn andernfalls wére
A(a) = ¢*. aus der Voraussetzung folgt jedoch, dafl die Ajk eine stetige sur-
jektive, lineare Abbildung A(a) — w (w = K, K = R, C der Skalarkérper)
definieren. w wire Quotient des Banachraums ¢'. Dies ist ein Widerspruch.
Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ ky = 2
ist.

Zu jedem n wihlen wir p(n) und C1p, so daBl [Aj | < C1pa; ) fiir alle j,

so dann zu p(n) ein p(n), e(n), Ca p, so daB a;;:;(;;) < C2.05 1y(n)4p(n)-

13



Angenommen, E wire nicht vom Typ (A). Dann konnte keines der B, (mit
keinem ¢ > 0) die fiir B in 4.3 geforderten Eigenschaften haben. Zu jedem
n gébe es also ein y, € E, so daB fir alle k € N, C' > 0 gilt:

v & (0B + <)

&(n)
>0 "

Nach Voraussetzung existiert zur Folge (y1, %2, ...) € EY eine Folge (z1,z3,...) €
Aa, E), so dal
Yn = Y Ajn
J

tiir alle n.

Wir wéhlen nun ein festes n, so dafl Zj; l|lz;]|n =: M1 < 400 und setzen
p=p(n), Ci = Ciyn, p=p(n), e =c(n), Cy = Ca,. Weiter finden wir k, so
dafs Z(j}; |2l [kajprp = Ma < +oc.

Wir setzen fiir r > 0: J. ={j | aj,. <7}, J) ={j | aj, > r} und erhalten

1o =" Ayl < 3 sl

jET! jedy

Ci
<O Y g < Y el
J

e

C1Cy
< e ZijHkajauan
J

< C’ngMg7

7,8
1D Xinilln < 3 lljllal Al

JeJ;] JeJdy
<O Y lmglinazu < rCLY el
JeEJ. J
< rClMl.

Es ist also

UYn € T(01M1>Bn + By,

C1Co My
7«-8
fiir alle » > 0 oder auch, da ¢ = £(n) war,

C
yn € [ \(rBn+ — = By)

&(n)
r>0 r
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mit C' = C}T*Cy M{ My, Das steht im Widerspruch zur Wahl von y,,. O

Eine wichtige Klasse von Typ (A)-Matrizen bilden die zu Potenzreihenrdum-
en gehorigen, d.h. die Matrizen der Form a1 = «; pi, wo p € R{J{+o0}
0<pr<p2.. Mpa=(ag,az,...)0mt0 <a; <ag <... " 4o00.
Der zugehorige Raum A(a) heifit Potenzreihenraum (von endlichem Typ fiir
p < +00, von unendlichem Typ fiir p = 4+-00) und wird mit A, () bezeichnet.
In dem folgenden Satz konnte statt A,(a) auch ein beliebiger nuklearer
Raum A(a) mit Typ (A)-Matrix stehen, wir formulieren jedoch den wichtig-
sten Spezialfall.

Proposition 4.5 Ezistiert ein nuklearer Potenzreihenraum A,(o) und ei-
ne stetige, surjektive, lineare Abbildung u: A,(a) — w, so daf$ auch u ®
idp: Ay(@)@,E — w@-E surjektiv ist, so hat E die Eigenschaft (A).

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus 4.4, wenn man beachtet,
dafl u in der in 4.4 beschriebenen Weise durch eine Matrix \;, gegeben wird,
daf unter der Nuklearitétsvoraussetzung an A(a) = A,(a) gilt AM(a)@E =
Aa, E) und immer w®FE = EN und daf bei diesem Isomorphismus v ® idg
der durch die Matrix \;,, gegebenen Abbildung entspricht. O

Die folgende Definition fafit die in 4.2 genannten Voraussetzungen an die
Sequenz in einem Begriff zusammen. Zu einer Diskussion dieses Begriffs
siehe §5.

Definition 4.6 FEine (x)-Sequenz ist eine exakte Sequenz
0 F G H 0 nuklearer (F')-Riume, so daf§ F Quotient
eines Raumes p(a) ist, wo a = (ajy) der Bedingung

(%) a5 g > a5 k-10; k41

fir alle j € N, k € N, k > 2 geniigt.

Wir erhalten dann

Satz 4.7 FEin vollstindiger lokalkonverer Raum mit abzdhlbarem Funda-

mentalsystem beschrinkter Mengen hat genau dann die Eigenschaft (A),
wenn fiir jede (x)-Sequenz 0 F G H 0 die tensorier-

te Sequenz 0 —= FQ F —— G, FE ——> H®E ——>0 exakt ist.

Beweis: Die eine Richtung ist 4.2, die andere folgt aus 4.5 unter Beachtung
der Tatsache, daB eine (x)-Sequenz

0 S S w 0

existiert (s. [5]). Hierbei ist s = Ao () mit a; = log j. O
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5

Die Praktikabilitit und Anwendbarkeit des Tensorierungssatzes 4.2 bzw.
4.7 beruht im wesentlichen darauf, dafl viele in der Analysis auftretenden
Abbildungen zwischen nuklearen (F')-Réumen zu (x)-Sequenzen fithren. Dies
motiviert die (in 4.7 geloste) Problemstellung, die Klasse derjenigen (DF')-
Réume zu bestimmen, welche (x)-Sequenzen bei Tensorierung exakt lassen.
Dafi viele in der Analysis auftretenden exakte Sequenzen (x)-Sequenzen sind,
hiangt wiederum damit zusammen, dafl sehr viele bekannte nukleare (F')-
RAume Quotienten von s, des Raumes der schnell fallenden Folgen sind. Es
bestand daher eine Zeitlang die Vermutung (Martineausche Vermutung, s.
[2]), daB alle nuklearen (F')-Réume Quotienten von s seien. Diese Vermutung
wurde inzwischen negativ entschieden (s. [7]), die Quotienten von s (in [7])
durch interne Bedingungen charakterisiert. Aus diesen folgt unter anderem,
daB jeder nukleare (F')-Raum, der Quotient eines \(a), a erfiillt (x), ist, auch
Quotient von s ist.

Nicht alle exakten Sequenzen nuklearer (F')-Réume sind also (x)-Sequenzen.
Es bleibt zu kliren, welche (DF)-Raume alle exakten Sequenzen nuklearer
(F)-Raume bei Tensorierung exakt lassen. Das folgende Verfahren ist analog
zu [7, §3].

Sei dazu wieder f: |0,4+00| — |0,4+00| eine monoton wachsende Funk-
tion mir f(r) > 0 fiir » > 0 und lim, 4o f(r) = +o00. Eine Matrix
a = (ajr)jken, 0 < ajr < @jpy1, SUpga;r > 0 nennen wir Typ (Ay)-
Matrix, falls ein ko existiert, so da3 a;x, > 0 fiir alle j und so daf es zu
jedem k > kg ein p und C > 0 gibt mit

f( ajak ) < Caj,k’-‘rp
jky” Uk

Wir modifizieren Definition 3.6: Der vollsténdige bornologische (D F')-Raum
E hat die Eigenschaft (as), wenn eine absolutkonvexe, beschrinkte Menge
B in FE existiert, so dafl es zu jedem k ein p und C' > 0 gibt mit

B, C C(TB + f(lr)Bk+p)

fiir alle » > 0.

(Ay) implizert (ay) und fiir f(z) = = stimmen die Bedingungen iiberein.
Wir bendtigen das folgende Analogon zu 4.3, das auch genauso bewiesen
wird.
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Lemma 5.1 E hat die Eigenschaft (af), genau dann, wenn eine absolut-
konvexe, beschrinkte Menge B in E existiert, so dafS es zu jedem x € E ein
keN, C >0 gibt mit
1
reC(rB+ — By
AN R

fir alle r > 0.
Wir erhalten dann analog zu 4.4:

Lemma 5.2 FExistiert eine Typ (Af)-Matriz a, sowie Koeffizienten \;p,
J.k=1,2,..., so daff zu jedem n ein p(n) und C > 0 existiert mit |\; | <

Caj y(ny fiir alle j und so dafy die durch (z1,%2,...) — (Z] \jk%j)ken defi-

nierte Abbildung \(a, E) — EN surjektiv ist, dann hat E die Eigenschaft
(ay)-

Beweis: Man verfihrt wie in 4.4 mit folgenden Modifikationen:

Aj,u(n)+p(n)
< Com @5, 1(n)

L. Zu p(n) wird p(n), Ca, so gewihlt, dal f(a; u(n))

2. Fiir alle k € N, C > 0 gilt:

1
Yn & CTQ)(TB + mBk)

3. Man beachte, da8 fiir j € J) : a;, < f(lr) ajpuf(aju) < f%;) Qj jitp-

O
Die fiir das folgende benotigten Testsequenzen bzw. Testrdume liefert uns
das folgende Lemma.

Lemma 5.3 Zu jedem f existiert eine Typ (Ay)-Matriz a, so daf = ankL
VEL
+o0 fir alle k.

Beweis: Wir setzen a;; = 1 fiir alle j. Ist a1, ..., a; gewéhlt, a;, = (a;)jen,
so bestimmen wir die a; ;41 dergestalt, dafl

(1) ajpflajr) < ajp fir alle j
ajk
(2) Z] ﬁ < +00.
O
Wir formulieren die Eigenschaft (ay) in elementarer Weise um (vgl. [4, 3.17]).
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Bemerkung 5.4 E hat die Eigenschaft (ay) genau dann, wenn ein n € N
existiert, so dafl es zu jedem k € N ein p € N gibt mit

sup(f(r) sup inf ||z — y||p4p) < +00
>0 yEBy; z€rBn,

Wir erhalten also:

Lemma 5.5 Ist E ein vollstindiger lokalkonvezer Raum mit einem abzdhl-
baren Fundamentalsystem beschrdinkter Mengen By C Ba C ..., so daf$ kein
ko existiert derart, daf es zu jedem k ein Cy > 0 gibt mit B, C CyBy,, dann
gibt es ein f, so daff E die Eigenschaft (ay) nicht hat.

Beweis: Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraussetzen,
daB B, nicht B,41 absorbiert fiir alle n. Fiir n,p € N, r > 0 setzen wir

Grp(r)= sup inf ||z —y||lntp
YEBn41 xErBn
Die Gy, sind strikt positive, monoton fallende Funktionen auf (0, +-00). Wir
wéhlen eine monoton wachsende Funktion f: [0, +oc] — [0, +0o0], so daBl
fir alle n, p sup,~q f(r)Gn,p(r) = +00. Nach obiger Bemerkung hat E nicht
die Eigenschaft (ay). O

Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kénnen wir das zu Anfang dieses Abschnitts
gestellte Problem l6sen.

Satz 5.6 Ist E ein vollstindiger lokalkonvezer Raum mit einem abzihlbaren
Fundamentalsystem beschrdinkter Mengen. Dann sind dquivalent

(1) Fiir jede exakte Sequenz 0 F G H 0 nuklearer
(F)-Rdume ist auch die tensorierte Sequenz

0—— F@,F —> G, F ——> HR,F ——=0 ezakt.

(2) E besitzt eine absolutkonvezxe beschrinkte Menge die alle beschrinkten
Mengen absorbiert (d.h. ein Fundamentalsystem aus einer beschrdank-
ten Menge).

Beweis: (1) = (2): Wir nehmen an (2) wére nicht erfiillt und wéhlen ein
f gemaB 5.5, d.h. E hat die Eigenschaft (as) nicht. Zu f finden wir eine Typ
(Af)-Matrix a, so dal A(a) nuklear ist (s. 5.3), und eine surjektive Abbildung
A(a) — w. Nach Voraussetzung ist A(A)®@,F — w ®, E surjektiv. Wir
schlieflen dann wie im Beweis von 4.5 unter Verwendung von 5.2, daf3 E die
Eigenschaft (ay) hat. Dies widerspricht der Wahl von f.
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(2) = (1): Ist B diese beschrinkte Menge, B abgeschlossen, dann ist als
linearer Raum E = Ep. Ep ist Banachraum. Fiir den nuklearen (F')-Raum
H gilt L(H',E) = L(H',Ep), denn H' ist bornologisch. Die Behauptung
folgt dann aus 1.1 und der Exaktheit der mit Ep tensorierten Sequenz. O

Die in (2) genannte Bedingung bedeutet keineswegs, dafl E ein Banachraum
ist, wie das Beispiel H*°(D) mit der strikten Topologie zeigt. Ist allerdings
FE zusitzlich etwa quasitonneliert, so ist £ Banachraum.
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