Ubung (1)

Bitte, beachten Sie, dass noch etwas auf der zweiten Seite steht.
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(a) Bestimmen Sie moglichst einfach dim (Bild(A)) .
(b) Was folgt fiir dim(Kern (A))? (Ziehen Sie ausdriicklich einen aus der Vorlesung bekannten Satz heran.)

(c) Geben Sie Kern (A) an, in Mengenschreibweise und in der Form Ra’;(+...) (Warum ist hier mehr gefragt
als in b? Bestétigt sich das Resultat von b unabhéngig erneut?) Hinweis: Eliminieren Sie fiir die Berechnung
ein wenig geschickt.

2. Bssei X = (1,2,3)" . Was ist X° fiir die Basis e = ((1,O,O)T ,(0,1,00", (0,0, 1)T)? Berechnen Sie nun fiir die

Basis a = ((1,0, 0", (1,1,007, (1,1, 1)T) die Koordinatendarstellung X (also von X beziiglich der Basis a).
Schreiben Sie dazu ein passendes lineares Gleichungssystem auf, und losen Sie es. Anschlielend rechnen Sie eine
niitzliche inverse Matrix aus (in diesem Falle sehr einfach!) und bestétigen Thr Resultat damit.

3. Es sei die gebrduchlichste (’kanonische’) Basis e = << (1) >,< ? )> = (?1,?2) des R? gegeben. Weiter
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(a) Sei die neue Basis a = (( 7411 ) , ( 71 )) = (@1, @2) des R? gegeben. (Warum ist das eine Basis?)
Berechnen Sie <? (?Q)a und <? (?2)>a , und bestimmen Sie damit die Matrix M¢ (?) .
(b) Berechnen Sie M@ (?) erneut unter Verwendung von 7 und T¢ (die Sie natiirlich angeben sollten).

Schreiben Sie dazu eine Gleichung auf, welche erlaubt, M <?> aus M*° (?) als Produkt von Matrizen
auszurechnen, und rechnen Sie dies Matrizenprodukt auch aus.
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4. Von einer Matrix A € R3*3 sei bekannt: [ —1 | € Kern(A),A| 1 | = 2 |,A|l 0 | = 0
1 1 2 2 -4

(a) Welchen Rang hat A? Geben Sie eine Basis fiir Kern (A) und eine Basis fir Bild (A).
(b) Warum ist A mit den Angaben oben bereits eindeutig bestimmt?

(c) Sei I (?) = AX. Geben Sie eine Basis a an, so dass Sie M*® (?) sofort ablesen konnen.

(d) Schreiben Sie nunmehr A(= M¢ <?> (1) als Matrizenprodukt, ohne dies auszurechnen. (Schoén wére es,

wenn Sie mittels eines Computerprogramms A ausrechnen konnten.)
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5. Sei die C Matrix gegeben: B ( 2445 —T+115 )°

(a) Welchen Rang (iiber C, nicht iiber R (!)) hat B?

(b) Geben Sie eine Basis fiir Kern (B) an. Hinweis: Dazu miissen Sie nur eine (!) Gleichung hinschreiben, eine
der Unbestimmten setzen Sie dann mit Wert 1 an, Sie kénnen diese Unbestimmte auch noch geschickt
auswiéihlen.



6. Betrachten Sie die Matrizen: A = ! . 1= , B = 7 77 ). Berechnen Sie (sehen Sie dabei,
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was man sofort sehen kann, und rechnen Sie so wenig wie moglich) folgende Matrizen: A*, B*, BA, A*B*, B,
(B*)~'. Beachten Sie: Unsere Definitionen von C und C* sind die allgemein iiblichen, also wird C aus
C gebildet, indem man jeden Eintrag konjugiert, und C* = (E)T ([z (F)] . Bitte achten Sie auf Endform,

also sollte j nirgends in einem Nenner stehen.

. Zeigen Sie mittels Indexkalkiils, dass A B = AB. Zeigen Sie auch im abstrakteren Matrizenkalkiil (der nur mit
Buchstaben fiir ganze Matrizen arbeitet), dass (AB)* = B* A*, unter Benutzung von (AB)” = BT AT,

. Koordinatendarstellungen benutzt man nicht nur fiir Vektoren des R™ bzw C™ sondern ebenso in allgemeineren
Vektorrdumen iiber R bzw. C. Betrachten Sie den Raum B der Funktionen, die iiber C linear erzeugt werden
von fO (t) = 17 fl (t) = ejta f2 (t) = €2jt7 te [0727T)

(a) Beschreiben Sie B als Menge.

(b) Zeigen Sie, dass die drei genannten Funktionen eine Basis fiir B bilden. (Hinweis: Zeigen Sie, dass diese
Funktionen paarweise orthogonal sind beziiglich des Skalarproduktes (f, g) := 027T £ (t)g (t) dt. Beachten Sie
auch, dass fiir reelle Funktionen ¢t — z (¢), t — y (¢) gilt: f(f (x(t) +jy (t)dt) = f;x (t)dt+j f;y (t)dt.).
Wie ergibt sich aus den genannten Orthogonalititseigenschaften die Basiseigenschaft von (fo, f1, f2)?

(c) Geben Sie die Matrix der Ableitung im Raum B beziiglich der Basis (fo, f1, f2) . (Welche Eigenschaft der

Ableitung sichert die Existenz dieser Matrix? - Ubrigens sind die Ableitungsregeln im Komplexen dieselben
wie im Reellen.)



