Losungen zu Ubung (2)

1. Wir berechnen

1 2 -1 1 1
-2 1 2 3 -2
-3 -2 2 1 | =det| -3

4 =3 3 2 4

I II III 1V

0

0 0 1 0 0 0
D 0 > -2 5 0 0
4 -1 4 | =det =45
-3 4 -1 0
—11 7 —2 4 —-11 7 9
IT—2-1 IIT+1 IV -1

2. Wir vereinfachen bzw. driicken wie verlangt aus:

(a) Man hat (spaziere durch die Spalten-Summanden ohne Wiederholung, ziehe Faktoren heraus und ordne um

mittels der alternierenden Eigenschaft)

det (?1 + ?2, 2?1 + 3?3, 4?2 — 5?3)

det (3}1, 3?3, 432) + det (?2, 231, 75?3)

—12det (3)1, 32, 33

) + 10 det (3)1, 32,33)

(Hier kénnte man noch die Zusatzfrage anbringen, welche Matrix man ablesen kann, deren Determinante

den Vorfaktor zu det (?1, as, E)g)ergibt.) Dazu: det

tionssatz.
ap by ¢
Es sei B = as by co
a3 by c3

Spaltenvektoren von B:

det (A)

det (AT) = det (B} -2¢,2¢C —

10 det (K,E’,

= —2det (E}l, 32, ?3
1 2 0
1 0 4
0 3 -5

37,58 + 23’)

—

, b) —* 92 det (E’,K,

= —2, und man hat den Multiplika-

und det (B) = d. Dann hat man mit den Bezeichnungen E’,B),  fiir die

*) Man beachte jeweils das positive Vorzeichen der Permutationen zur Reihenfolge <? b ?) .

Man hat

det (

sin (t)

Das wird nirgends Null, ist undefiniert fiir die Nullstellen von cos, also die Stellen x (k)

1+ tan? (£) —sin (t) cos () + tan (¢) (1 + tan? (t))

—cos (t)

) =

(1+ tan? (t)) det <

(14 tan® (1)) (cos (t) +

1 + tan? () 1

sin (t) —cos (t)
1+ tan? (t) tan(t) (1+ tan? (¢))
sin (t) —cos (¢) )
1 tan (t)

sin? (t) >

))

cos (t)

(= )

cos? (t)

cos (t)
=5 +km kel

Bemerkung: Hier werden oft nicht alle Stellen genannt. Auflerdem sollte man nicht unsicher
sein bei der Unterscheidung *Wert ist Null - Wert ist nicht definiert’.



(b) Ebenso mit der Bilinearitét von dety in den Spalten:

sin (t) +cos(t) —2cos(t)
det ( cos (t) + 2sin (t) —4sin (t) )

[ det( sin(t) —2cos(t) )eret( cos(t) —2cos(t) )]

cos(t) —4sin(t) 2sin (t) —4sin(t)

(t
o sin (t) —2cos(t)
= —det ( cos(t) —4sin(t)

= —4sin® (t) + 2cos? (t) = 6cos® (t) — 4

) (am besten im Kopf von der ersten Zeile hierher)

Fiir welche Werte von ¢ erhilt diese Determinante den Wert Null? Fiir diese Frage kénnen wir mit beiden
letzten Ausdriicken arbeiten, also (mit dem letzten):

2
cos? (t) = 3 hat die Losungen

1
z1,2 (k) + arccos (g\/@) +km, keZ,
dazu mache man sich kurz die Gestalt des Graphen von f (¢) = cos? (£) — % und die Periodenlénge klar, mit
dem vorletzten Ausdruck erhélt man nach Division durch cos? (¢) (die Nullstellen von cos kommen nicht in
Frage)

tan? (t) = mit den Losungen (mit dem noch einfacheren Graphen)

1
27
y12(k) = *

arctan (%\/ﬁ) + krn, k € Z.

Tatsachlich ist sogar y1 2 = 1,2, das ist also nicht einmal eine Umparametrisierung derselben Losungsmenge.

2 00
-1 2 0
4 1 2

hat den direkt abzulesenden algebraisch dreifachen Eigenwert 2. (Wir wiederholen och einmal: Determinante
von Dreiecksmatrizen, B—\E ist auch eine solche, also ist das charakteristische Polynom pp (\) = (2 — A)®.)
Aber die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts ist nur 1, weil

B =

0 0 O
Rang(B—2E) = Rang| -1 0 0 | =2, also
4 1 0

geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 2 = dimé&; (B) = dim (Kern (B —2FE)) = 1.

(Man hétte auch so sehen kénnen: Wire die geometrische Vielfachheit gleich 3, so miisste jeder Vektor # 0
Eigenvektor sein, was offensichtlich nicht so ist.) Also ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 2
kleiner als die algebraische, die Matrix daher nicht diagonalisierbar (Nach bekanntem Satz!).

Fiir

-2 0 3
U= 0 -2 2
0 0 2

sieht man wie soeben die Eigenwerte 2 (algebraisch einfach) und —2 (algebraisch doppelt). Daher kann die
Diagonalisierbarkeit von U nur noch daran scheitern, das —2 geometrische Vielfachheit < 2 (also nur 1)
hétte, wir priifen:

0 0 3

rang(U—(=2)E)=Rang| 0 0 2 | =1,

0 0 4
also ist 2 die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes —2 (warum?), daher ist U diagonalisierbar. Man
hiitte bei Hinsehen auch bemerkt, dass €1, €2 € £_5 (U), damit wiire man schneller bei demselben Resultat.



b) i

ii.

Wir betrachten
b 1
Ab<_1 2),b€R,

pa, N =0b=N)2-N+1=X-2+b)A+2b+1

und finden iiber

die Eigenwerte

2
Ma(b) = Q;bi\/@Zb) -1
24+b
_ I+ 1
L 2 bt B2,

Nun treten folgende Félle auf:
1.Fall : b?2—4b>0, dh.b<0oderb>4:

Dann sind A1 2 (b) verschiedene reelle Eigenwerte,

also ist dann A, iiber R diagonalisierbar (zug. Satz?)

2.Fall : b=0oder b=4, dann ist A (b) =

Ag—A(0)E = ( :1 i ) hat Rang 1,
1 1
Ay — A4 E = ( 1 1 ) hat auch Rang 1,
also ist Ay fiir b = 0 oder b = 4 nicht diagonalisierbar.
3.Fall : 0<b< 4 dann hat A die komplexen (nicht reellen)
2
Eigenwerte )\172 (b) = + b \/ 4b — b2 mit )\1 7é )\2 ( )

ist also uber C diagonalisierbar, nicht iiber R.

Im Fall 1 (b <0 oder b > 4) haben wir:

( 20 4 1/ 4b + b2 0 )
0 )

Dy =
20 1 /IR

nun schreiben wir allein die Gleichung (!)
b-=Nz4+y=0

und erhalten die folgenden Eigenvektoren, indem wir x = 1 setzen:
( A (bl) b > - ( L1 —4b e ) ist Eigenvektor zu A1 (b),
3

1 1 . .
( Do (b) — b > = ( R W) oy ) ist Eigenvektor zu Az (b) .
7 T2
Also

1 1
To= ( 220 I+ 07 L/ —4b+ 2 )

Damit gilt Dy, = (Tb)f1 AT, was wir allenfalls mit Computerhilfe priifen wiirden.

Im Fall 3 (0 < b < 4) hat man vollig analog (dafiir braucht man nicht mehr dasselbe wie zum Fall 1

zu tun (!), sondern nur noch die beteiligten komplexen Zahlen angemessen zu schreiben:

D — 24 4 23\/41) b2 0
b 2 15/4p -2

B = (%%j\/w %%jﬂ)'

einziger Eigenwert,



(¢c) Wir diagonalisieren
_(1t5 g
A= ( -2 147 > '
Dazu berechnen wir zundchst die Eigenwerte {iber das charakteristische Polynom
paN) =1+ —=N>+27 =22 —2(147) A +4j.

Bemerkung: Grundséitzlich sollte man in deratigen Fillen nicht ausmultiplizieren, die vorletzte
Form ist ja schon ’in quadratischer Erginzung’, arbeiten wir also zuerst mit

(1+j—N>+2 = 0, also

M2 = 14+7+/-2j
= 14+j+(1-3), also
A= 02, A=2

fiir /=27 mache man sich geometrisch klar, dass
—j =eI™/2 also ist e /4
eine Quadratwurzel davon, und man hat
V2e7Im/* = /2 (cos (—m/4) + jsin (-7 /4)) =1 — j.

Mit pg— Formel bekommt man aus
N —2(1+j)A+4j=0

schnell dasselbe, aber man hat zwei iiberfliissige Schritte gemacht.
Mit unseren zwei verschiedenen Eigenwerten wissen wir bereits, dass die Matrix diagonalisierbar ist, und
wie zuvor berechnen wir iiber

I+7j—=Nz+jy=0

mit z = j die Eigenvektoren
( 119. ) zum Eigenwert \; = 2,

( ] ) zum Eigenwert Ay = 27,

1+
2 0
0 2 )
_ J J
T = <1—j —1+j)

5. Man hat: Wenn mit einer Diagonalmatrix D und einer Transformationsmatrix 7" fiir die Matrix A € R"*"™ gilt:

haben damit insgesamt

S
\

D =T71AT,
so erhélt man, indem man auf beiden Seiten die Transponierte bildet:
D" = (T7'AT)",

nun ist klar D = D und - T 1
(071 AT)T = (AT (1)) 7747 (17



dabei benutzen wir (B_l)T = (BT)_1 fiir alle invertierbaren Matrizen B. Insgesamt also
D=T"AT (T7)7".

Da die Eintrige auf der Hauptdiagonalen von D die Eigenwerte sowohl von A als auch von AT sind, haben die
Matrizen A und AT also dieselben Eigenwerte. (Ubrigens kann man auch unabhiingig einsehen, dass A und AT
dasselbe charakteristische Polynom haben.)

Wir kommen zur Zusatzfrage: Mit A € C™*™ und A* klappt (fast) alles analog, wir wenden nur * an anstelle
der Transposition und bekommen:

D=D"=(T'AT) =T*A* (T7Y) = T*A* (") ",

lediglich sind die Eigenwerte dabei konjugiert worden, die Diagonalisierbarkeit bleibt erhalten wie im Reellen.
Noch ein paar Bemerkungen: Die Argumentation fiir * schlieit die erste fiir die Transposition ein, es wire
nur die letzte Zeile nétig gewesen. Denn fiir den Spezialfall A € R"*" hat man A* = A” und die Eigenwerte
kommen dann in konjugierten Paaren, so dass in diesem Spezialfall D und D dieselben Eigenwerte haben, nur
anders angeordnet, wenn es Eigenwerte aus C \ R gibt. Wenn man noch einmal so etwas wie (AT)f1 = (A*I)T
oder das Analogon fiir * sehen méchte: Z.B.

(A" AT = (aa ) =ET=E

)

also ist (A’l)T die Inverse von AT, somit (AT)f1 = (A*I)T . Vollig analog funktioniert dies fiir *.Bald werden

wir noch eine tiefere Einsicht in den Sachverhalt bekommen, dass die Stern-Operation im Komplexen das Analoge
zur Transposition im Reellen darstellt.



