Losungen zu Ubung (1)

Vorbemerkung: Erschrecken Sie nicht angesichts der Linge, ich habe noch viele Hinweise auf
Varianten, geschickteres Rechnen und wesentliche vorgekommene Fehler untergebracht.

. 2 1 3
1.Esse1A—<3 9 2).

(a) dim (Bild(A)) = 2. (Die ersten beiden Spalten sind offenbar linear unabhéngig., und der Bildraum kann
hochstens Dimension 2 haben, als Unterraum von R2.

(b) Also mit dem ’Dimensionssatz’ (dim (Kern(A)) + dim (Bild (A)) = Spaltenzahl von A (=Dimension des
Urbildraums von A): dim (Kern (A))=3-2=1

(¢c) Wollen wir den Kern von A bestimmen, so geniigt es nicht, die Dimension 1 zu wissen, allerdings brauchen
wir mit b nur einen Basisvektor dafiir auszurechnen, wir schreiben wir das LGS

20 +y + 3z
3x+2y+2z = 0

1. Zeile minus 2*zweite Zeile ergibt
r+4z =0,

wir wihlen den freien Parameter z (lieber als z, wieso?) und bekommen:
T =—4z,

Einsetzen in die erste Zeile oben:
—8z+y+32=0,

also
y = bz.
Daher
—4 —4
Kern(A) = z 5 ||zeR;=R 51,
1 1
man schreibt auch gern parametrisierte Form :
—4
X (z) = =z 5 |, zeR
1
Hinweis: Wir kénnen auch vorziehen, z = 1 zu setzen, um ein einziges Element aus dem Kern von A zu
—4
bestimmen, das nicht 0 ist. Dann findet man mit dem Vektor 5 | eine Basis fiir Kern (A), und das
1

geniigt.

2. Essei X = (1,2,3)" . Was ist X fiir die Basis e = <(1,O,O)T ,(0,1,0)", (0,0, 1)T>? Wir suchen fiir die Basis

a= ((1, 0,007, (1,1,00", (1,1, 1)T> die Koordinatendarstellung X (also von X beziiglich der Basis a). Zunchst
hat man
1
X=1| 2 | (=%X),
3



(Hinweis: Hier wurde recht oft der Fehler gemacht,

1 1 1
1-1 0 | +2-1 1 |+3-(1 zu bilden, das ist aber
0 0 1
1
nicht etwa X%, sondern der Vektor y mit y¢ = 2 1)
3
Vielmehr haben wir folgende Gleichung zu l6sen:
1 1 1 1
al O | +81 1 |+ 1 )= 2
0 0 1 3

Man sollte das moglichst nicht aufschreiben miissen, sondern sofort schreiben:

at+pf+y =
Bty =
")/ =
und erhélt schnell v =3,8 = —1,a = —1. Damit

1 -1
2 = -1
3 3
Anderseits hat man L
1 1 1
TC=TH " =0 11
0 0 1

Das rechnet man leicht so aus (von erster Zeile die zweite abziehen, von zweiter Zeile die dritte):

1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 -1 0
01 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 1
Damit .
1 1 1 1 -1 0
0 1 1 =10 1 -1 1,
0 0 1 0 0 1
also erneut
1 -1 0 1 -1
Xe=Tx°=[0 1 -1 2 | = -1
0 0 1 3 3

Man beachte, dass man nun jegliche Koordinatenumrechnung (von e— Koordinaten in a— Koordinaten) sofort
iiber Anwenden der inversen Matrix bekéme, also keine weiteren LGS mehr zu 16sen hétte.)

0 1

-2 —4 - -2 —4
( 1 3),alsof(§)):< 1 3)?.

3. Es sei die gebriduchlichste Basis e = (( 1 ),( 0 )> = (?1,?2) des R? gegeben. Weiter M® (?) =



(a) a = << _411 ) , < _i )> = (?1, 3)2) ist eine Basis des R?, weil offensichtlich der erste Vektor # 0 st

und der zweite kein Vielfaches des ersten. (Aber Vorsicht, im R? geniigt es nicht, wenn von drei Vektoren
paarweise jeder kein Vielfaches eines anderen ist.

(b) Man hat
(Fa) = (7 5)(0)=(4)=-=

(?1)) = < _01 > , direkt abzulesen, man muss hier

kein Gleichungssystem losen wie bei Aufg. 2,

() ()= =

(H’Q)u = < g >, wieder direkt abzulesen.
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nun nach dem 1. Rezept’:

(¢) Man hat

also nach dem ’2. Rezept’:

— —
M“(f) - T;Me<f>Tg
R A T T WA -1
o 3\ -1 —4 1 1)
1 2 -2
4. Von einer Matrix A € R3*3 sei bekannt: -1 | e Kern(A 2 1, = 0
1 2 —4
2
(a) Das Bild von A ist mindestens zweidimensional, weil die Vektoren | 2 O linear unabhéngig sind,
2
und weil der Kern mindestens eindimensional ist, hat man Rang (4) = 2, also dim (Kern (4)) = 1, und

mit den Angaben hat man:

1
—1 | ist eine Basis fiir Kern (A)
1
1 1
11,10 ist eine Basis fiir Bild (A) (klar?)
1 2

(b) A ist mit den Angaben eindeutig bestimmt, weil

1 1 -2
a= -1 1,1 1], 0
1 1 —4

eine Basis fiir R? bildet und die Bildverktoren dieser Basisvektoren gegeben sind. (Hinweis: Ein lineares
n X n— Gleichungssystem mit n Unbestimmten und n Gleichungen kann durchaus keine Losung oder
unendlich viele Losungen haben, das sagt also noch gar nichts.)



(c) Sei T (?) = AX. Dann hat man mit der Basis a aus Aufgabenteil b sofort

00 0
-
M“(f)z 02 0
00 -2

Man sich daran gewtchnen, M“ (?) nach den Angaben oben direkt zu sehen. Trotzdem hier noch ein-

mal der ganze Vorgang ausfiihrlich: In M¢ f') stehen der Reihe nach die Koordinatendarstellungen der

Basisvektoren von a beziiglich der Basis a, und wir haben

a

. 1 _ 0
fl -1 = 0={( 0 [,
1 0
1 1 1 1 1
N
f 11 = 21 |=0f -1 |+2( 1 |J+0( 0],
1 1 1 1 2
~(1\\" 0
also [ £ 1 = 2 (Koeffizienten in der LK ablesen!), analog
1 0
1\\"“ 1\\" 0
-
f10 = |-210 = 0
2 2 -2

-1

- - 111 00 O 1 11
Al = Me(f)zTgMa(f)T;: 110 02 0 110
1 1 2 0 0 -2 1 1 2
4 1 -3
= 2 1 -1 (Letzteres wollten wir nicht von Hand ausrechnen.)
6 1 =5

. | 14 41
2X2_ . =
5. Sei die C Matrix gegeben: B ( 2445 —T+115 )°

(a) Der Rang (iiber C, nicht iiber R (1)) von B ist nur 1, weil
4-1 3 5. —T+1lj

115 27277 2445
natiirlich kann man auch ausrechnen, dass die Determinante Null ist (was fiir diesen Teil praktischer wire,
weil man nur zwei Multiplikationen benétigt), aber die Version oben ist praktischer im Blick auf b.
(b) Fiir den Kern schreiben wir nur (die zweite Zeile ist linear abhéingig von der ersten, sagt also nichts mehr
dazu)
(1+j)z+ 4 -1y =0,
wir setzen zweckmiflig y = 1 (besser als = 1 - klar?) und bekommen
=45+ 1 3 5.

Ty T2t

also ist

fﬁféj
( 2 1 2 > eine Basis fiir Kern (B).

Fin Hinweis: Spéterhin wird es vielfach niitzlich sein, Briiche zu vermeiden, in diesem Sinne wiirde man

lieber stattdessen ( 39

9 ) als Basis angeben.



6. Mit den Matrizen: A = ( 1 1—=J > , B= ( J —J > hat man

147 1 157 12
A = A
B = (j 1+]>’
1 1
BA = <3+j 3—])’
R )
. o\ -1 .
P (2 ) et (4 1)
1+j 11— JA=4)+iA+5)\ ~1=7 J
i i 1/ _1—4
(Vorfaktor mit j erweitert!) = 77( _11 —]j §)§< _14_; i)
_ v L1445 —-1-—3
s\—1 1 _ = J J
et = =5 (),

7. Wir haben (die Gleichungen benutzen offenbar die Vertriglichkeit der Konjugation mit Produkt und Summe
bzw. die Vertauschbarkeit der Kérperoperationen in C mit der Konjugation)

Z FZ (Zaml_)kj) = (Zaikbkj> = (Zaikbkj> :E,
k k ik k ik

(AB) =4B' = (A B)' =* (B)' (A)" =B*A".

*) Das durfte benutzt werden. Natiirlich kann man das Ganze mit Indexkalkiil machen.

ik

daher weiter

8. Es sei B der Raum der Funktionen, die iiber C linear erzeugt werden von fo (t) = 1, f1 (t) = e7t, fo (t) = ¥t
t € 10,2m).

(a)

)

B={afo+Bfi +vf|a,B,v€C}

b) Wir haben (1 =1, eit = e=7t usw.):
(b) 7

(sofort graphisch klar!),

2 2m 2 2
/ 1-etdt = / (cos (t) + jsin(t)) dt = / cos (t) dt +j/ sin(t)dt =0
0 0 0 0
2m )
/ 1-e¥'dt = 0 (analog - nur cos (2t),sin (2t))

0

2

2m
/ e te?itdt = / ¢/'dt = 0 (oben schon gemacht),
0 0

Man sieht dann auch schon, dass man auch weiter gehen kann, mit hoheren Potenzen. (Das tut man auch.)

Weiter: Ein Orthogonalsystem von Vektoren a1, ..., @, die alle # 0 sind, ist stets linear unabhéngig, weil
jeder davon erzeugte Vektor sich eindeutig als Linearkombination von a1, ..., a schreiben lisst, mit

X =) pa; = 8= |j|2 A(X,a;) fir1 <i<k
i=1 a;

(multipliziere a’; jeweils skalar an in der Gleichung). Man beachte, dass bereits nach Definition (fo, f1, f2)
ein Erzeugendensystem fiir B bildet, also mit der linearen Unabhéngigkeit eine Basis fiir B.



(c) Die Matrix der Ableitung beziiglich der angegebenen Basis von B bekommt man so:
fo=0, fi=ififs=2if

(Beachte: Dies sind korrekt geschriebene Gleichungen fiir Elemente von B, die eben Funktionen sind -
korrekt wire auch etwa fi (t) = je/t zu schreiben, aber dann sollte man zur Gleichung zwischen Funk-
tionen fortschreiten.) Nun verwenden wir das Rezept, dass die Matrix der Ableitung beziiglich der Basis
a = (fo, f1, f2) entsteht, indem man die Koordinatendarstellungen der Bildvektoren (hier Bildfunktionen)
beziiglich a als Spalten schreibt, also mit

1= 0 eR3,
0
ORI A B
0
0
' = ()= 0
2j

Dabher ist die gesuchte Matrix, wenn wir mit D die Abbildung: ’Ableitung auf B’ bezeichnen:

00
M*(D)=1{ 0 j
00

[\
<



