1 Elementare Logik

1. Aussagenlogik

Unter einer Aussage verstehen wir einen grammatikalisch korrekten Satz, dem ein Wahrheits-
wert zugewiesen werden kann. Als Wahrheitswerte sind dabei ausschlielich ,,wahr“ und ,falsch*
zugelassen.

Als typische Bezeichnungen fiir Aussagen verwenden wir Buchstaben A, B, C, ..., fiir die Wahr-
heitswerte die Buchstaben

w fiir ,wahr® und f fiir ,falsch”.

Beispiel. Die folgenden Sitze sind korrekt gebildet:

A: 9 ist eine Primzahl

B: 1729 ist die Summe zweier Kubikzahlen

C: 1234567891 ist eine Primzahl

D: Jede gerade Zahl, die grofler als Zwei ist, ist die Summe zweier Primzahlen

Aber sind sie auch Aussagen? Offenbar ist A falsch. B lisst sich leicht iiberpriifen: es ist 1729 =
13 +123 = 934103, Es ist klar, dass man auch C mit etwas mehr Miihe ebenfalls nachpriifen kann
(tatséchlich ist C' wahr), aber was ist mit D? Die Antwort kennt kein Mensch, aber dennoch ist
die Aussage entweder wahr oder falsch. Ein Satz kann durchaus einen Wahrheitswert haben, auch
wenn wir ihn vielleicht nicht kennen!

Andererseits sind zum Beispiel Frageséitze keine Aussagen. Schwieriger wird es mit Sétzen der Art
»,Dieser Satz ist falsch*, denn welchen Wahrheitswert wir ihm auch zuweisen wollen, widersprechen
wir uns selbst. Ein solches Paradoxon ist also nach unserer Auffassung keine Aussage und wir gar
nicht erst zum Aussagenkalkiil zugelassen. Wir werden uns auch im wesentlichen auf mathemati-
sche Aussagen beschrinken, um Schwierigkeiten mit mehrfachen Bedeutungen von Wortern aus
dem Weg zu gehen.

Aus gegebenen Aussagen kann man durch geeignete logische Operationen neue Aussagen bilden.
Dabei gibt man mit Hilfe einer Wahrheitstafel an, welchen Wahrheitswert die neue Aussage
haben soll.

Die Negation einer Aussage A ist die Aussage ,nicht A“, bezeichnet durch die symbolische
Schreibweise ,,—A“, mit der Wahrheitstafel

Al -A
w| f
f| w

Hier stehen in der ersten Spalte die moglichen Wahrheitswerte fiir A und in der zweiten die
dazugehorigen Werte der Aussage —A.
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Die Disjunktion der Aussagen A, B ist die Aussage ,,A oder B“, symbolisch abgekiirzt durch
»AV B“. Sie wird beschrieben durch die Wahrheitstafel

| AV B B

A B Vv

AN|w I
W w w
w f w oder auch ww W
f w W flw f
f f f

(In der zweiten Tafel steht in der Position (a,b) des quadratischen Felds der Wahrheitswert der
Aussage AV B, wenn A den Wahrheitswert a und B den Wert b hat).

Die Aussage A V B ist also genau dann wahr, wenn wenigstens eine der beiden Aussagen A, B
wahr ist. Dies ist das ,,mathematische oder* und nicht das ausschlieende ,,entweder — oder* der
Umgangsssprache. Dieses hiitte eine andere Wahrheitstafel, namlich

‘ entweder A oder B B

A B

ANjw f
w W f
w f w bzw. w|f w
f w w flw f
f f f

Die Konjunktion zweier Aussagen A, B ist die Aussage ,A und B, abgekiirzt geschrieben als
»A N BY; sie ist gegeben durch die Wahrheitstafel

| AAB B

A B|ANA

aANjw f
w OwW| W
w f f bzw. wiw f
f w f f|f f
f f f

Besonders wichtig ist die Implikation, also die Aussage ,aus A folgt B“oder ,,A impliziert B“
oder ,wenn A dann B“, in Kurzschreibweise A = B, mit zugehoriger Wahrheitstafel

A B|A=B B
ANJw f

W W W

w f f bzw. w|w f

f w w flw w

f f w

Man nennt dann die Aussage A die Voraussetzung oder Prdmisse und B die Behauptung oder
Conclusio. Die Aussage ,A = B“ist also genau dann falsch, wenn A falsch und B wahr ist.
Inbesondere kann man aus einer falschen Voraussetzung alles schlieflen!

Die Aquivalenz zweier Aussagen, geschrieben , A < B* und gesprochen ,genau dann A, wenn
B¢, ist erkléart durch

(A= B) A (B=4),
hat also die Wahrheitstafel

| A

A B|As

ANJw f
W W w
w f f bzw W w
f w f flf w
f f w
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Disjunkion, Konjunktion, Implikation und Aquivalenz verkniipfen Aussagen, daher nennt man sie
auch Junktoren.

Verwendet man mehrere Operationen hintereinander, so muss man Klammern setzen: AV (BAC)
ist nicht das gleiche wie (AVB)AC. Dabei gilt allerdings die Konvention, dass das Negationssymbol
am stérksten bindet, so dass etwa =A V B zu lesen ist als (—A) V B.

Satz 1.1. Sei A eine Aussage. Dann gelten die folgenden Regeln:
1. =(=A) & A (Regel von der doppelten Verneinung)
2. Av-A (Regel vom ausgeschlossenen Dritten; tertium non datur)
3. 71(AAN—-A)  (Regel vom ausgeschlossenen Widerspruch,)

Beweis. 1. Wie betrachten die Wahrheitstafeln dieser Aussage fiir die beiden moglichen Werte
von A. Da die Spalten A und —(—A) gleich sind, sind auch die Aussagen A und —(—A) dquivalent:

A ‘ —-A ‘ —(—A)
w| f w
f| w f

Fiir 2. und 3. stellt man fest, dass unabhingig vom Wahrheitswert von A die im Satz behauptete
Aussage stets den Wert w hat:

A‘ﬁA‘A\/—'A A‘ﬁA‘A/\—'A‘—'(A/\—'A)
w| f w w| f f w
f| w w f| w f w 0

Aber was ist iiberhaupt ein Beweis? Wenn Sie Mathematiker fragen, werden die meisten wohl
zunichst so etwas murmeln wie ,,Ein Beweis ist die Herleitung von Aussagen aus als wahr ange-
nommenen Aussagen mittels der Regeln der Aussagenlogik“. Ein Beweis ist somit eine mechani-
schen Anwendung von logischen Operationen aus unserem Baukasten. Die Praxis sieht anders aus:
wollte man jeden Beweis auf diese Weise aufschreiben, wiirden Beweise nicht nur sehr lang, son-
dern auch so komplex, dass sie kaum noch nachzuvollziehen sind. Daher werden viele Abkiirzungen
akzeptiert, wie etwa das Auslassen von Argumenten, die man schon etliche Male ausgefiihrt hat.
Damit gelangt man zu der weitverbreiteten Auffassung, ein Beweis sei, was die Mehrheit aller
Mathematiker als Beweis akzeptiert (was schon ein wenig selbstreferentiell erscheint ... ). Dahin-
ter liegt jedoch wieder die erste Antwort verborgen: als Beweis wird nur akzeptiert, wovon man
sicher ist, dass es prinzipiell auf eine Kette mechanischer logischer Operationen zuriickgefiithrt wer-
den kann. Instruktiv ist dabei die Geschichte des Kepler-Problems und des daraus entstandenden
QED-Projekts.

Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht und fiir alle moglichen
Wahrheitswerte der verkniipften Aussagen wahr ist, nennt man eine Tautologie. Die erste Aussage
des obigen Satzes ist eine solche Tautologie; weitere Beispiele sind:

Satz 1.2. Seien A, B,C Aussagen. Dann gilt:

(a) ﬁXg : gXﬁ (Kommutativgesetz)
(b) (AVB)VC & Av(BVCO)
(ANBYANC & AAN(BACQC)
(©) AV (BAC) & (AVB)A(AV(O)
Y AN(BVC) & (AAB)V(AAC)
(d) :Eﬁxg; Z :ﬁc:g (Regeln von de Morgan)
() (A= B) & ~AVB
(f) (A= B) & AAN-B

(Assoziativgesetz)

(Distributivgesetz)
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(g) (A= B) & —B = —A (Kontrapositionsgesetz)

Beweis. Alle Behauptungen sind leicht durch Wahrheitstafeln zu zeigen; wir fithren das hier fiir
(c) und (e) vor, der Rest bleibt als Ubung. Aus der Gleichheit der letzten beiden Spalten der Tafel

A|B|C||AVvB|AVC | BAC| AAN(BVC)|(AVB)A(AVCO)
wlw|w w w w w w
wl|wl|f w w f w w
wi|f|w w w f w w
wi| f|f A w f w w
flw|lw w w w w W
flw]|f W f f w w
flf|w f W f w w
f|f|f f f f f f

folgt das erste Distributivgesetz, das zweite sieht man analog. Die Tafel
A‘B‘ﬁAHA:B‘ﬁA\/B

W

f w

L
£ 2 =~ =

- =

f f
w w
w w

zeigt (e). O
Aus Teil (g) des Satzes folgt, dass man die Behauptung ,,aus A folgt B“ beweisen kan, indem man
die dquivalente Behauptung . ist B falsch, so auch A“ beweist.

Mit der Regel vom ausgeschlossenen Dritten ergibt sich auch die Zuldssigkeit der Methode des
indirekten Beweises, die man auch wie folgt formulieren kann:

(A= B) & ((AAN-B)=-4)

d.h. wenn wir die Aussage B aus der Aussage A folgern wollen, kénnen wir dies tun, indem wir
die Annahme ,es gilt A, aber nicht B“ zum Widerspruch fiihren.

2. Pradikatenlogik

Oft will man Aussagen formulieren, in denen eine oder mehrere Variable vorkommen; einen solchen
Satz nennt man eine Aussageform. Dabei vesteht man unter einer Variablen eine Leerstelle in
einem logischen Ausdruck, in die ein konkretes Objekt eingesetzt werden kann. Es diirfen aber
nur solche Objekte eingesetzt werden, die die Aussageform zu einer sinnvollen Aussage machen;
man sagt, die Objekte stammen aus einem zuléssigen Objektbereich oder auch Grundbereich (dies
werden wir mit Mengenlehre etwas priizisieren).
Zum Beispiel ist

A(z): x ist eine Primzahl
eine Aussageform; A(3) ist wahr und A(4) ist falsch, hingegen ist A(1,5) keine sinnvolle Aussage:
der Grundbereich dieser Aussageform sind die natiirlichen Zahlen.

Eine Aussageform A(x) mit nur einer Variablen beschreibt eine Eigenschaft, die das einzusetzende
Objekt x haben soll. Dadurch bekommt x ein sogenantes Préadikat, weshalb man die Lehre von
den Aussageformen auch Priadikatenlogik nennt.

Zu einer gegebenen Aussageform A(x) kann man Aussagen bilden wie

Hfiir alle z gilt A(z)“, geschrieben  Vz A(x) oder V,A(z) oder /\A(a:)
T

»es gibt ein z, so dass A(x) gilt“, geschrieben Jz A(z) oder 3,A(x) oder \/A(m)
T

Da diese Zusétze “es existiert,, und ,fiir alle* die Aussageform quantifizieren, nennt man V den
Allquantor und 3 den Existenzquantor. Die Notation ist in der Literatur nicht einheitlich; hiufiger
findet man V (ein auf den Kopf gestelltes ,A“) und 3 (ein gespiegeltes ,E*); die Symbole A und
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\/ scheinen jedoch, in Anlehnung an A und V, passender. Wir werden der Mehrheit folgen und
¥V und 3 verwenden. Oft sieht man auch das Symbol A (den durchgestrichenen Existenzquantor)
mit der Bedeutung ,.es existiert kein“.

Satz 2.1. Sei A(z) eine Aussageform. Dann gilt
(Vo A(z)) & Jz -A(w)
-3z A(z)) & Vo -A(w)
(Also konnte man auf einen der beiden Quantoren verzichten . ..)

Oft gebrauchte Schreibweisen sind
Va,y A(x,y) statt Vo Vy A(z,y)
(Vz mit B(z)) A(z) statt Va (B(z)= A(z))
(3z mit B(z)) A(z) statt 3z (A(z) A B(z))
Ein typisches Beispiel fiir diese abkiirzende Schreibweise ist
Ve>030>0 (lz—yl<d = |f(z)— fly)| <e)

Auch bei quantifizierten Aussagen muss man eventuell Klammern setzen. Dabei folgt man der
Konvention, dass Quantoren Vorrang vor Junktoren haben. Eine Variable, die unmittelbar nach
einem Quantor auftaucht, ist durch diesen gebunden, andere Variablen sind frei. Die Bindung
der Variablen endet nach der ersten Aussageform, es sei denn, man hat Klammern gesetzt. Zum
Beispiel endet die Wirkung des Existenzquantors in

Jrx <0 AJyVerazy=20

mit der ersten Formel (,z < 0%), in der zweiten Formel ist « wieder frei (fiir den zuldssigen
Objektbereich ,,Zahlen* bedeutet der obige Ausdruck in Worten: ,es gibt eine negative Zahl, und
zu jeder Zahl gibt es eine weitere, so dass das Produkt der beiden Zahlen Null ist“). Nur Variablen,
die frei sind, sind iiberall in der Formel als Namen fiir die jeweils gleichen Objekte zu verstehen.

Beispiel. Die Aussagen (i) Vo A(z) = B und (ii) Vo (A(z) = B) sind verschieden: die erste
bedeutet ,,gilt fiir jedes « die Aussage A(x), so gilt auch die Aussage B“, hingegen (ii) ,fiir jedes
x gilt: A(x) impliziert B¥.

Zur Ubung iiberlege man sich:

ﬂ(‘v’x (B(x):>A(m))) & 3z (B(z) A -A))
und

—|(E|x (B(x)/\A(x))) & Va (Blz) = -A())

Zum Schluss dieses Abschnitts noch einige Bemerkungen zum Beweisen. An Beweismethoden (von
denen schon ein paar erwihnt wurden) stehen zur Verfiigung:

1. Der direkte Beweis: Ist A eine Aussage, deren Wahrheit feststeht, und ist die Aussage
»A = B* ebenfalls wahr, so ist auch B wahr. (Diese Methode ist auch unter dem Namen
modus ponens bekannt.)

2. Sind die Implikationen A = B und B = C wahr, so ist auch die Implikation A = C wahr.

3. Das Kontrapositionsgesetz:

(A=B) < (=B=-4)

4. Der indirekte Beweis: Um die Implikation A = B zu zeigen, geniigt es, die Implikation
(AA-B) = C fiir eine falsche Aussage C zu zeigen.
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5. Der Existenzbeweis: Um eine Aussage der Form ,3x A(z)“ zu beweisen, reicht es, ein
einziges x anzugeben, so dass die Aussage A(z) wahr ist. Das ist aber oft anspruchsvoller als
es aussieht, denn man muss ein solches x erst einmal finden. Manchmal ist es viel einfacher,
solche Existenzaussagen indirekt zu beweisen!

Beispiele. 1. ,Es gibt eine rationale Zahl, die die Gleichung x? + 52 — 14 = 0 erfiillt“: Das ist
offenbar eine wahre Aussage, und der Beweis besteht schlicht im Nachrechnen, dass zum Beispiel
x = 2 eine solche Losung ist: 22 4+5-2 — 14 = 44 10 — 14 = 0. Wie man diese Losung gefunden
hat, spielt keine Rolle!

2. Anders sieht es bei der Aussage ,jede Losung der Gleichung 22 + 5z — 14 = 0 ist eine rationale
Zahl“: Hier muss man alle Losungen finden (es sind = 2 und = —7, und beide sind rationale
Zahlen).

3.,Ar€Q 2% =2“ Wie soll man zeigen, dass es etwas nicht gibt? Mit einem Widerspruchsbe-
weis, also indem man die Annahme, es géibe ein solches x, ad absurdum fiihrt! Man nehme also
an, es gibe eine rationale Zahl z = 2, deren Quadrat 2 ist. Dabei kann man davon ausgehen, dass

p und g keinen gemeinsamen Teiler haben, denn ansonsten kénnen wir den Bruch solange kiirzen,
bis dies der Fall ist. Es folgt

2 2

2= (2) :p—Q, also  p? = 2¢°.
q q

Folglich ist p? gerade, und dann muss auch p gerade sein, etwa p = 2r. Aber dann ist 2¢> = (2r)% =

472, also ist ¢? = 2r? gerade und damit auch ¢ gerade. Also haben p und ¢ beide den Teiler 2, was

ausgeschlossen war, und man hat den gewiinschten Widerspruch.

Es gibt einige typische Fehler, die beim Argumentieren immer wieder gemacht werden. Einer da-
von ist besonders schwer auszurotten, da er in den Schule geradezu vorexerziert wird, niamlich die
,»Umkehrung der Beweislast“: oft wird, um eine behauptete Gleichung (vermeintlich) zu beweisen,
mit eben dieser Gleichung gestartet, um diese dann so lange umzuformen, bis man zu einer of-
fensichtlich richtigen Gleichung wie etwa ,,0 = 0 gelangt. Umgekehrt muss man es machen! (Wie
man einen Beweis aufschreibt hat nur marginal etwas damit zu tun, wie man darauf gekommen
ist.)

Beispiel. Behauptung: fiir alle reellen Zahlen x und a gilt die Gleichung

22 —2ax+a?+a=x.

,Beweis“: Ziehe auf beiden Seiten der Gleichung a ab:

Vaiz—2ar+a2=x—a

2 —2ax + a® = (v — a)?
Die rechte Seite ist nach der zweiten binomischen Formel gleich der rechten, also stimmt die
Behauptung. Aber was ist fiir = —a? Da steht links Va2 —2a-a + a?2 4+ a = VO + a = a, aber
rechts steht —a. Ist also stets a = —a? Das ist offensichtlich Unsinn; in dem ,,Beweis“ist also etwas
faul: Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung, d.h. aus p?> = ¢ folgt nicht p = ¢. Daher ist
die Ausgangsgleichung nicht dquivalent zur offenbar fiir alle z und a wahren letzten Gleichung,
sondern impliziert sie nur.

und quadriere beide Seiten:

Ebenso gravierend ist der leider ebenso héiufige ,Beweis durch Beispiel“. Etwas subtiler, aber
genauso falsch ist der ,Beweis durch fehlendes Gegenbeispiel“, der immerhin so notorisch ist, dass
er es in jede géngige Liste von Fehlschliissen geschafft hat, unter dem schonen Namen argumentum
ad ignorantiam. Auch nicht zu empfehlen ist die petitio principi, die Vorwegnahme des Grundes,
d.h. die Inanspruchnahme eines Arguments, das selber des Beweises bedarf (mit dem Zirkelschluss
als besonders haufiger Variante), oder die ignoratio elenchi, die irrelevante Schlussfolgerung.



2 Elementare Mengenlehre

1. Mengen

Cantor® versuchte 1895, den Mengenbegriff so zu fassen:

Definition 1.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Diese Mengendefinition soll hier zugrunde gelgegt werden, obwohl sie nicht ohne Probleme ist,
denn sie ldasst Widerspriiche zu, wie die Russelsche Antinomie: Ein Barbier ist jemand, der alle
rasiert, die sich nicht selbst rasieren. (Aber wer rasiert den Barbier?) Aus diesem Grund wurde die
axiomatische Mengenlehre entwickelt, d.h. man postuliert die Exsistenz gewisser Objekte, die man
Mengen nennt, und stellt dann Regeln auf, mittels derer man Mengen aus Mengen konstruieren
kann.

Die Objekte, die zu einer Menge M zusammengefafit werden, nennt man die Elemente von M.
Wir schreiben

x €M fir ,xistein Element von M*,
xg M fir —(zre M), dh. ,zist kein Element von M*

Beispiel. Die folgenden Zahlenmengen werden sehr oft gebraucht und haben daher Standardbe-
zeichnungen:

N ist die Menge der natiirlichen Zahlen (einschliefilich der Null),

Z ist die Menge der ganzen Zahlen,

Q ist die Menge der rationalen Zahlen,

R ist die Menge der reellen Zahlen,

(Auf die Zahlenmengen soll spéter noch einmal eingegangen werden, aber im Augenblick setzten
wir eine gewisse Kenntnis von ihnen voraus.)

Manche Mengen kann man durch Auflistung ihrer Elemente beschreiben:
A={a,b,c}, B=1{1,17,33,987}, C = {rot, blau, griin, gelb, schwarz},

jedenfalls wenn sie nur endlich viele Elemente hat, oder auch mittels der berithmt-beriichtigten
,, Piinktchen“-Notation, wie etwa

M={1,2,3,...,99}y N={..,-3-11,35,..}, P={235711,13,..}.

Dabei geht man davon aus, dass die Leser aus den (endlich vielen) angegebenen Elementen schon
sehen konnen, welche weitere Elemente noch dazugehoren. Im Fall der Mengen M und N ist eine
Fehlinterpretation eher unwahrscheinlich, aber dass es sich bei der Menge P um die Menge aller
Primzahlen handeln soll, ist weniger klar. Diese Unsicherheit kann man meist umgehen, wenn man
die in Frage stehende Menge durch eine Eigenschaft, die ihre Elemente erfiillen sollen, beschreibt,
also in der Form

D={zeG|A)}

LGeorg Cantor, deutscher Mathematiker, 1845-1918. Gemeinhin als de Begriinder der Mengenlehre angesehen.

7
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fiir eine Aussageform A(z) und eine Grundmenge G. So ist in den obigen Beispielen
M={neN|0<n<100}
N={neZ|3ImeZ 2m—1=n}
P={peN|VmneN (mn=p) =(n=1vm=1))}

Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente enthélt, die leere Menge @ (oder auch { }).

Definition 1.2. FEine Menge N heifit eine Teilmenge der Menge M, wenn jedes Element von N
auch Element von M ist. Man schreibt dann N C M oder M D N.
Zwei Mengen M, N sind gleich, geschrieben M = N, wenn sie die gleichen Elemente haben, also
M=N < (MCN ANCN)
& (zeM=zeN) A (xeN=>zecM).
(Dies ist der sogenannte extensionalistische Standpunkt der Mengenlehre.)

Aus gegebenen Mengen kann man durch bestimmte Operationen neue Mengen bilden:
1. durch Aussonderung, das heifit durch Angabe einer Bedingung: ist M eine Menge und A(x)
eine Aussageform, so ist
{zeM|A)}
wieder eine Menge (sieche oben).
2. Die Vereinigung zweier Mengen A, B ist die Menge

AUB={x| x € Aoder x € B}.

3. Der Durchschnitt oder Schnitt zweier Mengen A, B ist die Menge
ANB={z|xz € Aund z € B}.

4. Die Differenz zweier Mengen A, B ist die Menge
A-—B={xecA|x¢B},

manchmal auch geschrieben als A\ B. Ist B eine Teilmenge von A, so nennt man A — B
auch das Komplement von B in A.
5. Die symmetrische Differenz zweier Mengen A, B ist die Menge

AAB = (AUB) - (ANB).

6. Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M:

PM)={T|Tc M},

7. Das kartesische Produkt der Mengen A, B ist die Menge
AxB={(z,y) |z € Aund y € B}

sie ist die Menge aller geordneten Paare von Elementen von A bzw. B. Ein geordnetes Paar
1a83t sich auch schreiben als (x,y) = {{z}, {z,y}}.

Mengen konnen also wieder Mengen als Elemente haben, wie zum Beispiel die Potenzmenge einer
Menge, oder sind M und N Mengen, so ist {M, N} wieder eine Menge (diesen Prozess nennt man
Paarbildung). Zu beachten ist dabei: M # {M} (!).

Lemma 1.3 (Rechenregeln fiir Mengen). Seien A, B und C' Mengen. Dann gilt

AUB = BUA

(@) 4AB — Bna (Kommulativgesetz)
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(AUBJUC = AU(BUC) (Assoziativgesetz)

®) unBinc = anEno)
AUBNC) = (AUB)N(AUC) . . .
(c) AN(BUC) = (ANB)U(ANOC) (Distributivgesetz)

(De Morgan)

o A-(BUC) = (A-B)n(4-0)
A 4 (Bre) = (A-B)UA-C)

Beweis. Alle diese Behauptungen folgen aus den entsprechenden Regeln der Aussagenlogik. (a)
und (b) sind klar. Zu (c): Es gilt

zreAU(BNQO) r€AV (xeB AN zel)
(reAVaxzeB)AN(z€eAV zel)
x€(AUB) N z e (AUC)

x€(AUB)N(AUC)

to e

Damit ist gezeigt, die beiden Mengen AU(BNC) und (AUB)N(AUC) dieselben Elemente haben,
also gleich sind. Die zweite Aussage verifiziert man durch analoge Argumentation. Die erste der
beiden De Morganschen Regeln sieht man wie folgt:

r€A—-(BUC) & z€A AN z¢g(BUQ)

re€A AN =(ze(BUC))

xr€A N =(zeB VvV zel)

ze€A N (n(xeB) A ~(ze))

(zeA AN ~(xeB)) A (zeA A ~(ze())
(xreANzgB) AN (zeA N axgl)
(reA—B) A (xe A-C)
r€(A-—B)N(A-C)

S R

3

Die zweite Identitdt sieht man wieder analog. O

2. Abbildungen

Definition 2.1. Fine Abbildung oder Funktion f zwischen zwei Mengen M und N ist eine Vor-
schrift, die jedem Element x € M ein eindeutig bestimmtes Element f(x) € N zuordnet.

Man schreibt dann f: M — N fiir diese Abbildung und nennt M den Definitionsbereich sowie N
den Wertebereich von f. Hiufig benutzt man auch die Notation xz — f(z), um die Zuordnung
auf dem Niveau der Elemente zu beschreiben. Zur Angabe einer Abbildung gehort aufler der
Zuordnungsvorschrift auch die Angabe des Definitionsbereichs M und des Wertebereichs N.

Oft lassen sich Funktionen in geschlossener Form angeben, etwa durch eine Rechenvorschrift, aber
beileibe nicht immer.

Beispiele. 1. Durch die Zuordnungsvorschrift  — x2 sind Abbildungen
fZ}R—>R7 gZR—>R20, hZR20—>RZO

definiert; diese Abbildungen sind verschieden.

2. Eine besonders einfache, aber wichtige Abbildung ist die identische Abbildung

dy: M — M mit z+— x.

3. Sei L(t) der Lirmpegel einer Baustelle zum Zeitpunkt ¢. Die Zuordnung ¢ — L(t) ist eine
Funktion, die sicherlich nicht ohne weiteres durch eine Formel beschrieben werden kann.
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4. Seien M und N Mengen. Die Abbildungen
pri: M xN— M mit (z,y)—z
pro: M x N — N mit (z,y)—y

heiflen die kanonischen Projektionen.

Sei nun f: M — N eine Funktion. Fiir eine Teilmenge A C M nennt man die Menge
Bild(A) :={f(z) e N |z € A}

das Bild von A. Statt Bild(M) schreibt man auch Bild(f) und nennt diese Menge das Bild von f.
Das Urbild einer Teilmenge B C N ist die Menge

f7UB) = {z € M| f(z) € B};
diese Menge kann auch leer sein. Schliellich nennt man
I'y:={(z,f(z)) |lzre M} C M x N

den Graphen der Funktion f.
Man priift leicht nach:

Lemma 2.2. Sei f: M — N eine Abbildung. Seien A,B C M und C,D C N Teilmengen. Dann

gilt:
(a) f(AUB) = f(A)U[(B)
(b) F(ANB) C f(A)N f(B)
() f7HCUD)=f"HC)uU (D)
(d) f~HCnD)=f"HC)n YD)
(e) f(f71(C) cC
(f) Ac f~1(f(4)

Ubungsaufgabe. Man iiberlege sich durch Beispiele, dass in (b), (e) und (f) Gleichheit im all-
gemeinen nicht gelten kann.

Definition 2.3. Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen, so ist ihre Komposition (oder
Verkettung) die Abbildung

gof: A—C mit (gof)(x)=g(f(z)).
Fiir eine Abbildung f: M — N gilt offenbar
idyof = f = foida .
Weiterhin ist die Komposition von Abbildungen assoziativ, d.h. sind f: A — B, g: B — C und
h: C — D Abbildungen, so dass die Kompositionen g o f und h o g erkldrt sind, so gilt
ho(gof)=(hog)ef.

Hingegen ist die umgekehrte Komposition fog im allgemeinen nicht definiert (es sei denn, A = C).

Definition 2.4. Fine Abbildung f: M — N heifit

(a) injektiv (oder eineindeutig), wenn aus f(x) = f(y) schon x =y folgt,
(b) surjektiv, wenn es zu jedem y € N ein x € M gibt mit f(x) =y,
(c) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Eine bijektive Abbildung nennt man auch eine Bijektion, usw.

Eine Abbildung f: M — N ist also genau dann injektiv, wenn die Urbildmenge f~!(y) jedes
Elements y € N hochstens ein Element hat, und surjektiv genau dann, wenn f(M) = N ist.
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Beispiele. 1. Die Abbildung f: R — R mit f(z) = 22 ist weder injektiv noch surjektiv, denn
es gilt f(—1) = f(1), und —1 € R hat kein Urbild. Hingegen ist die Abbildung g: R — R>¢ mit
g(z) = 22 surjektiv (denn jede nichtnegative Zahl hat eine Quadratwurzel), aber nach wie vor
nicht injektiv. Die Abbildung h: R>¢ — R>q mit h(z) = 22 schliefilich ist bijektiv. Es kommt also
nicht nur auf die Abbildungsvorschrift an!

2. Die Abbildung f: R — R gegeben durch

0 fallsxz =0,
f(l‘) =931
: fallsz#0

ist bijektiv.
Eine andere Charakterisierung injektiver und surjektiver Abbildungen ist:

Lemma 2.5. Sei f: M — N eine Abbildung.

(a) f ist genau dann injektiv, wenn es eine zu f linksinverse Abbildung gibt, d.h. eine Abbil-
dung g: N — M gibt mit go f =idy,.

(b) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine zu f rechtsinverse Abbildung gibt, d.h. eine
Abbildung g: N — M mit fog=1idy.

(c) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine zu [ inverse Abbildung gibt, d.h. eine Abbildung
g: N — M mit go f =idp; und fog=idy. Die inverse Abbildung ist eindeutig bestimmdt.

Man schreibt dann oft f=1': f(M) — M fiir die auch Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion
genannte inverse Abbildung, aber man darf die Umkehrabbildung nicht mit der Urbildmenge
verwechseln, obwohl dasselbe Symbol f~! verwendet wird!

Beweis. (a) Sei f injektiv; zu konstruieren ist eine Linksinverse g. Sei ein Element z¢ € M fest
gewihlt und sei y € N. Wenn es ein « € M gibt mit f(z) = y, so ist dieses = eindeutig bestimmt,
da f injektiv ist. Setze also

zo falls y ¢ Bild(f).

Dann gilt offenbar g(f(x)) = « fiir jedes € M. Umgekehrt: Gibt es eine rechtsinverse Abbildung
g und sind z,2’ € M mit f(x) = f(a'), so folgt = = g(f(z)) = g(f(z')) = 2'.

(b) Sei f surjektiv; zu konstruieren ist eine Rechtsinverse g. Nach Vorausseetzung gibt es zu jedem
y € N ein Urbild z,; setze g(y) = z,. Dann gilt f(g(y)) = f(zy) = y. Gibt es andererseits eine
Linksinverse g, so ist g(y) ein Urbild von y unter f.

o) = {x falls f(z) =y,

(c) Ist f bijektiv, so hat f nach (a) ein Linksinverses g und nach (b) ein Rechtsinverses g,. Folglich
gilt
grof=idyo(grof)=(geof)olgrof)=geo((fogr)of)=gio(idnof)=geof=idn,
d.h. g, ist auch linksinvers zu f und damit invers zu f. Die andere Richtung folgt aus (a) und (b).
Die Eindeutigkeit der Inversen schliellich sieht man so: Angenommen g und h seien beide invers
zu f. Dann gilt
h=hoidy =ho(fog)=(hof)og=idyog=yg. 0

Mittels Abbildungen lassen sich Mengen vergleichen; insbesondere kann man einen Begriff von
ihrer Grofle entwickeln:

Definition 2.6. Seien M und N zwei Mengen. Wir nennen M und N gleichmdchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung p: M — N gibt. Fine Menge M heifst endlich, wenn es ein n € N gibt
und eine Bijektion f:{1,...,n} — M, ansonsten heifit M unendlich.

Ist M eine endliche Menge und ¢: {1,...,n} — M eine Bijektion, so nennen wir n die Méchtigkeit
von M und schreiben n = #M. Die leere Menge @ hat keine Elemente, daher setzt man #2 = 0.
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Satz 2.7. Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt #(AU B) = #A+ #B — #(AN B).
Beweis. Die Aussage ist klar, falls eine der beiden Mengen leer ist Sei also A = {ay,...,a,} und

B={b,...,bn}.
1. Sei AN B = @. Dann definiert

e:{l,....m+n} — AUB, ¢(3)

a; fir 1 <i<n,
bi_, firn+1<i<n+m

eine bijektive Abbildung.

2.S5i C =B—-(ANB). Dann gilt CN(ANB) = @ und B = C U (AN B), also nach 1.
#B = #C + #(AN B). Weiterhin ist CN A =@ und AUB = AU C und wiederum nach 1. gilt
#(AUB) = #A + #C. Insgesamt folgt

#(AUB) = #A+ #C = #A+#B — #(ANB). 0

Satz 2.8. Seien X und Y endliche Mengen mit #X = #Y =n und f: X — Y eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv,

(ii) f ist surjektiv,

(iil) f st bijektiv.
Beweis. Es reicht, die Aquivalenz von (i) und (ii) nachzuweisen, der Rest ist Definition. Sei X =
{l‘l, ey J}n}
(i) = (ii): Da f injektiv ist, muf} das Bild von f genau n Elemente haben, also schon ganz Y
sein.

(ii) = (i): Da f surjektiv ist, gilt Y = {f(x1),..., f(2,)} und wegen #Y = n folgt, daff die
Elemente f(xz;) paarweise verschieden sein miissen. Aber dann ist f injektiv. O

Die Aussage des Satzes wird falsch, wenn wir die Endlichkeitsvoraussetzung fallen lassen. So sind
zum Beispiel N und Z gleichméchtig, denn die Zuordnung

1—n

{72’ falls n gerade ist,
2

falls n ungerade ist

definiert eine Bijektion N — Z. Andererseits ist die Inklusion N C Z eine injektive aber nicht
surjektive Abbildung.

Ein weiteres schones Resultat besagt, dass eine Menge nicht zu ihrer Potenzmenge gleichméchtig

sein kann:

Satz 2.9 (Schroder-Bernstein). Ist M eine Menge, so kann keine surjektive Abbildung
fiM—2(M)
geben.

Beweis. Angenommen, es gibe doch eine solche Abbildung f: M — H(M). Sei dann
T:={zeM|x&f(x)}.

Dies ist eine sinnvolle Definition. Da nun f surjektiv sein soll, muss es ein m € M geben mit
f(im) = T. Aber das geht nicht: wire m € T, so miisste m ¢ f(m) = T sein, was unsinnig ist.
Falls aber m ¢ T gilt, so ist m ¢ f(m), also ist m nach Definition von T doch ein Element von T,
was wieder Unsinn ist. Es ist also weder m € T noch m ¢ T moglich. Dieser Widerspruch zeigt,
dass die Menge T kein Urbild unter f haben kann. O

Das hier verwendete Beweisprinzip nennt man das Cantorsche Diagonalverfahren.
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Es ist oft niitzlich, Elemente einer Menge durch Indizes zu kennzeichnen. Dabei gehoren die Indizes
wiederum einer Menge an, der sogennanten Indexmenge. Formal geschieht dabei folgendes: Sei
f: I — M eine Abbildung. Dann sagt man, die Menge Bild(f) wird durch die Menge indiziert;
anstelle von f(7) schreibt man hiufig f; und spricht auch von der Familie (f;)ier oder {f;}ier.
Das Element f; heifit dann die i-te Komponente der Familie. Solche Familien heiflen auch I-Tupel
(von Elementen von M). Ist I = {1,2,...,n}, spricht man gemeinhin von n-Tupeln. 2-Tupel sind
dann geordnete Paare (m1, msg), 3-Tupel sind Tripel (mq, ma, ms), usw.

Die Mengen-Operationen Vereinigung, Schnitt und Produkt lassen sich auch auf Familien ausdeh-
nen: sei I eine nichtleere Indexmenge und (A;);cs eine Familie von Mengen. Dann ist

U A; = {z | x € A, fiir wenigstens ein i}
icl
die Vereinigung und
ﬂAi:{x\xeAi fiir alle ¢ € I}
il
der Durchschnitt der Mengen A;, i € I. Fiir die endliche Indexmenge I = {1,2,...,n} schreibt
man auch

AU UA = A baw. AinnA, =) A
i=1 i=1
flir Vereinigung bzw. Schnitt.
Die Menge der I-Tupel (a;);c; von Elementen aus A :=
Produkt der Mengen A;, bezeichnet mit
114

i€l

ser A mit a; € A; ist das kartesische

Fir I ={1,...,n} ist auch
A xox Ay =[] A
i=1
gebrduchlich. Fiir ein j € I heifit die Abbildung
pr;: HAi — A, (ai)ier — aj
iel
die j-te Projektion.

3. Relationen

Definition 3.1. Eine Relation zwischen den Mengen A und B ist eine Teilmenge R C A X B.
Bei A = B spricht man auch von einer Relation auf der Menge A.

Ist R eine Relation zwischen A und B und ist (a,b) € R, so schreibt man auch aRb.

Beispiele. 1. Sei A eine Menge. Gleichheit ist eine Relation, die durch die Diagonale
Ay :={(a,a)|]ac A} CAx A
gegeben ist.

2. Fiir eine Funktion f: A — B definiert ihr Graph I'y C A x B eine Relation; diese hat die
Eigenschaft, dass es zu x € A genau ein y € B gibt mit xRy (ndmlich y = f(z)).

Definition 3.2. Sei A eine Menge. Fine Relation R auf A heifit Ordnungsrelation, wenn gilt:
(i) Fir alle a € A gilt aRa (Reflexivitit)
(ii) Fir alle a,b € A gilt: aRb N\ bRa = a =b (Antisymmetrie)
(iii) Fir alle a,b,c € A gilt: aRb N bRc = aRc (Transitivitit)
Gilt zusdtzlich noch
(iv) Fiir alle a,b € A gilt aRb oder bRa,
so heifit R eine Totalordnung auf A.
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Ordnungsrelationen werden meist mit dem Symbol < bedacht. Man schreibt dann statt ,a < b
und a # b“ kiirzer a < b sowie a > b anstelle von b < a. Eine geordnete Menge ist ein Paar
(A, <) bestehend aus einer Menge A und einer Ordnungsrelation < auf A; die Menge heifit total
geordnet, wenn < eine Totalordnung ist. Man nennt zwei Elemente a, b einer geordneten Menge A
vergleichbar, wenn a < b oder b < a gilt. (Aber nicht alle Elemente miissen vergleichbar sein.)

Beispiele. 1. Die natiirliche Ordnung < ist eine Totalordnung auf R und damit auch auf jeder
Teilmenge von R.

2. Sei M eine Menge. Dann definiert die Inklusion eine Ordnung auf der Potenzmenge (M), die
keine Totalordnung ist.

3. Sei (A;, <)ier eine Familie geordneter Mengen. Dann definiert die Vorschrift
(a;) < (bi) & a; < b; fiir alle i

eine Ordnung auf dem Produkt [], A;, die sogenannte Produktordnung. Selbst wenn jede der
Mengen A; total geordnet ist, ist die Produktordnung im allgemeinen keine Totalordnung.

4. Seien Ay, ..., A, total geordnete Mengen. Definiere

(a17...7an) = (bh...,bn)
(a1, an) <iex (b1,...,bn) < oder
a; < b;fiir das kleinste ¢ mit a; # b;.

Diese Ordnung ist eine Totalordnung und heifit (aus ziemlich offensichtlichen Griinden) die lexi-
kographische Ordnung.

Ein Element a* einer geordneten Menge (A, <) heiit mazimal, wenn a < a* fiir jedes mit a*
vergleichbare Element a gilt, und ein grifstes Element, wenn a < a* fiir alle a € A; entsprechend
sind minimale und kleinste Elemente definiert. Schliellich nennt man eine Totalordnung auf einer
Menge A eine Wohlordnung, wenn jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Eine zweite, wichtige Klasse von Relationen erlaubt das Identifizieren von an sich verschiedenen
Objekten, die man als dquivalent ansehen mochte:

Definition 3.3. Sei A eine Menge. Eine Relation R auf A heifit A quivalenzrelation, wenn gilt:
(i) Fiir alle a € A gilt aRa (Reflexivitit)
(ii) Fir alle a,b € A gilt: aRb = bRa (Symmetrie)
(iii) Fir alle a,b,c € A gilt: aRb N bRc = aRc (Transitivitdt)

Fiir Aquivalenrelationen benutzt man meist das Symbol ~. Zwei Elemente a, b heilen dquivalent,
wenn a ~ b (und damit auch b ~ a) gilt. Die Menge der zu einem a € A dquivalenten Elemente
nennt man die Aquivalenzklasse von a, oft bezeichnet mit [a], gelegentlich auch mit a. Es ist
also

[a] ={x € Alx~a}.

Da Aquivalenzrelationen symmetrisch ist, sind Aquivalenklassen nicht leer, denn es ist a € [a].

Satz 3.4. Sei~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge A und seien a,b € A. Dann sind dquivalent:

(i) [a] N [b] # &
(ii) a ~ b
(iif) [a] = [0]

Beweis. (1) = (ii): Sei ¢ € [a] N [b]. Dann gilt @ ~ ¢ und ¢ ~ b, wegen Transitivitdt also auch
a ~b. (ii) = (iii): Sei = € [a]. Dann gilt  ~ a und a ~ b, also z ~ b und damit x € [b]. Dies zeigt
[a] C [b]; die andere Inklusion folgt auch, da das Argument symmetrisch ist. (iii) = (i) ist klar.
Damit ist der Ringschluss komplett. O

Es folgt, dass eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A diese Menge in paarweise disjunkte
Teilmengen zerlegt.
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Anhang: Axiome der Mengenlehre

Das nachfolgende Axiomensystem wird mit ZFC bezeichnet; ohne das 10. Axiom (,,Choice®) nur
mit ZF, nach Zermelo und Fraenkel.

1.

10.

Existenz der leeren Menge:
Es gibt eine Menge @, so dass fiir jede Menge z gilt: z ¢ @.

. Extensionalitét:

Zwei Mengen z,y sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, d.h.
wenn gilt: a €z S a € y.

. Paarbildung;:

Seien x,y Mengen, so existiert eine Menge M, die genau z und y als Elemente hat. Man
schreibt dann M = {z,y}.

. Vereinigungsmenge:

Sei X eine Menge, dann ist auch (J X = [J,x = eine Menge.

. Potenzmenge:

Sei z eine Menge, dann ist auch Z(z) = {y C z} eine Menge.

Unendlichkeitsaxiom:
Es gibt eine Menge, die @ enthilt und mit jedem Element = auch z U {z}.

Fundierungsaxiom:
Jede nichtleere Menge x enthiilt ein Element y mit x Ny = .

Aussonderung:
Sei X eine Menge und P ein einstelliges Prédikat (eine Eigenschaft). Dann ist {z € X |
P(y)} eine Menge.

Ansammlung:
Sei X eine Menge und P ein zweistelliges Pradikat. Wenn es zu jedem z € X ein y gibt ,
so dass P(z,y), so existiert eine Menge Y, aus der passende y gewihlt werden konnen.

Auswahlaxiom:
Sei X eine Menge, so dass jedes Element nichtleer ist. Dann existiert eine Funktion f, die
jedem z € X ein Element aus x zuordnet, d.h. Ve € X f(z) € «.

Niitzlich ist noch der Begriff einer Klasse als einer Gesamtheit, die von einer Eigenschaft aus dem
Mengenuniversum ausgesondert werden. (Klassen lassen also de Russelsche Antinomie zu!)
Mit dem Klassenbegriff kann man anstelle der Ansammlung auch folgendes Axiom verwenden:

9.

Ersetzung:
Ist F' eine Funktion von einer Klasse D in die Klasse Rp, so ist das Bild jeder Menge X
unter F' wieder eine Menge.

Das Unendlichkeitsaxion garantiert die Existenz einer Menge N mit den Elementen

0=o,
1={o},

2={o,{g}} ={0,1}
3={o.{2},{2,{9}} ={0,1,2}
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Aquivalent ist zum Fundierungsaxiom folgende Formulierung. Betrachte den Baum der Menge M:
die Wurzel ist M, dariiber liegen alle Elemente von M, usw.. Dann hat jeder Zweig endliche Lénge.
(Das letzte Element nennt man dann ein Blatt des Baumes.)

Beispiel: M = {1,{1,2}} (wobei 0 =@, 1 = {@}, 2 ={@,{2}}, usw.).

0

|
‘ 0\2/1
/

Denn: Angenommen es existiert ein unendlich langer Zweig. Dann gibt es eine Folge mg = M, m; €
mo,...,My € Mp_1,.... Aber dann ist X = {mg, m1, mo, ...} eine nichtleere Menge, so dass jedes
Element nichtleeren Schnitt mit X hat.

Bemerkungen. 1) Das Fundierungsaxiom macht die Russelsche Antinomie unmoglich: keine Menge
ist Element ihrer selbst!

Beweis. Sei A eine Menge mit A € A. Definiere B = {A} (Paarbildungsaxiom). Aus dem Fun-
dierungsaxiom folgt, dass A, das einzige Element von B, leeren Schnitt mit B haben muss, d.h.
ANB=. Aber A € Aund A € B impliziert A € AN B, ein Widerspruch. O

2) Sei f eine Funktion auf N mit f(n + 1) € f(n) fir alle n. Definiere S = {f(n) : n € N}; dies
ist eine Menge. Dann impliziert das Fundierungsaxiom (F): es existiert ein f(k) mit f(k)NS = @.
Aber per Definition von f und S ist f(k+1) € f(k)N.S, ein Widerspruch. Also folgt aus (F), dass
es eine solche Funktion f nicht geben kann.

3) Bezeichne nun (F’) das folgende (schwichere) Axiom:

(F) Es gibt keine unendlich absteigende Folge von Mengen.

Dann gilt: (F') + (Auswahlaxiom) = (F).

Beweis. Sei S eine Menge, so dass fiir jedes s € S gilt: sN S # &. Sei g eine Auswahlfunktion fiir
S, d.h. g(s) € s. Definiere eine Funktion f uaf N wie folgt:

f(0) = g(S)
fin+1) =g(f(n)NS)
Dann gilt f(n) € S fiir jedes n und f(n+1) € f(n). O

4) Das Fundierungsaxiom erlaubt die Definition des geordneten Paares (a,b) als {a, {a,b}} (statt
{{a},{a,0}}).

5) Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Wohlordnungssatz: Jede Menge kann wohlgeordnet
werden.

Godel?hat gezeigt: Es ist nicht moglich, die Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems ZFC
zu beweisen!

2Kurt Godel, 1906-1978, einer der bedeutendsten Logiker des 20. Jahrhunderts. Seine berithmten ,,Unvoll-
standigkeitssédtze“ zeigten, dass Hilberts Programm, die Widerspruchsfreigeit der Mathematik zu nachzuweisen,
zum Scheitern verurteilt war. Ein vollstdndiger Beweis des ersten Unvollstdndigkeitssatzes findet man auch in
D. Hofstadters Buch ,,Godel, Escher, Bach“.



