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Aufgabe 1: Seien ε : P∗ → M und η : Q∗ → N projektive Auflösungen des Rechts-R-
Moduls M bzw. des Links-R-Moduls N . Zeigen Sie: id⊗η : P∗⊗R Q∗ → P∗⊗R N induziert
einen Isomorphismus in Homologie

Hn(P∗ ⊗R Q∗) ∼= Hn(P∗ ⊗R N)

und folglich einen Isomorphismus

Hn(P∗ ⊗R Q∗) ∼= TorR
n (M,N) .

[Hinweis: Definieren Sie F k ⊂ P∗⊗R Q∗ als den von allen Pi⊗R Qj , i ≤ k, erzeugten Unterkomplex,
sowie Gk ⊂ P∗ ⊗R N als

⊕
j≤k Pj ⊗R N . Dann hat man Ketten von Inklusionen

0 = F−1 ⊂ F 0 ⊂ F 1 ⊂ · · · ⊂ P∗ ⊗R Q∗ ,

0 = G−1 ⊂ G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ P∗ ⊗R N ,

und id⊗η bildet F k in Gk ab.
Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

Hn+1(F k/F k−1) −−−−→ Hn(F k−1) −−−−→ Hn(F k) −−−−→ Hn(F k/F k−1) −−−−→ Hn−1(F k−1)

∼=
y y y ∼=

y y
Hn+1(Gk/Gk−1) −−−−→ Hn(Gk−1) −−−−→ Hn(Gk) −−−−→ Hn(Gk/Gk−1) −−−−→ Hn−1(Gk−1)

Schließen Sie nun per Induktion über k.]

Aufgabe 2: Sei R ein Hauptidealring und K ein Kettenkomplex über R. Zeigen Sie:
Es gibt einen Kettenkomplex K ′ freier R-Moduln und eine surjektive Kettenabbildung
f : K ′ → K, die einen Isomorphismus in Homologie induziert.
[Hinweis: Schreiben Sie Zn als Quotienten eines freien Moduls Fn. Sei Rn+1 das Urbild
von Bn in Fn; dann kann man K ′

∗ mit K ′
n = Fn ⊕ Rn zu einem Kettenkomplex machen

und eine Kettenabbildung definieren, die das verlangte leistet.]

Aufgabe 3: Folgern Sie aus Aufgabe 2: Sei R ein Hauptidealring und seien K∗, L∗ tor-
sionsfreie Kettenkomplexe über R. Dann ist die Künneth-Sequenz spaltend exakt.


