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Auf diesem Blatt bezeichne H,, singuldre Homologie mit Koeffizienten im kommutativen
Ring R.

Aufgabe 1: Fiir zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y sei
Zpg =Y UX xI/((2,0) ~ f(z), (x,1) ~g(2))

der doppelte Abbildungszylinder von f und g. Sei weiterhin i: Y — Z die offensichtliche
Inklusion.

(a) Zeigen Sie: es gibt eine lange exakte Sequenz

fe—gx
= 7

s Ho(X) L H,(Y) B H(Zy) — Hyr (X) Hy (YY) — -

(b) Benutzen Sie diese exakte Sequenz, um die Homologie der Kleinschen Flasche zu
berechnen.

Aufgabe 2: Seien (X, xzp) und (Y, yo) punktierte Rdume, so daf§ xg ein Deformationsre-
trakt einer Umgebung U von zg ist, analog fiir Y. Sei ferner Z = X VY die Einpunktver-
einigung von X und Y.

(a) Zeigen Sie: Die Inklusionen i1: X < Z und i2: Y — Z induzieren Isomorphismen
H,(X)® H,(Y) — Hy(Z), n e N.

(b) Sei F': SX — SX VvV SX gegeben durch

Pt a]) = i1 ([2t, ) L0<t
T g2t —1,2]) L 1/2<t< 1.

Zeigen Sie: Fiir u € H,(SX) gilt Fy(u) = (u,u) (mit dem Isomorphismus aus (a) ).

(c¢) Seien f: X — W und g: Y — W zwei Abbildungen sowie h = fVg: Z — W. Zeigen
Sie: hy(u,v) = fi(u) + g« (v).

(d) Sei r: S — S™ die Spiegelung am Aquator. Zeigen Sie: r.: H,(S™) — H,(S") ist
die Multiplikation mit —1.

(e) Konstruieren Sie eine Abbildung f: S™ — S™ so da f.: H,(S™) — H,(S™) die
Nullabbildung ist.

Aufgabe 3: Sei X = S!' xSt und Y = S'v StV 52 die Einpunktvereinigung von S? und
zwei Kopien von S*.

(a) Zeigen Sie: Hp(X) = Hy(Y) fir alle k.
(b) Sei X die universelle Uberlagerung von X. Zeigen Sie: Hy,(X) = 0 fiir k > 0.
(¢) Sei Y die universelle Uberlagerung von Y. Zeigen Sie: Ho(Y) # 0.



