Bergische Universitat Wuppertal PD Dr. Schuster
Fachbereich C

Weitere Aufgaben zu Mathematik C

A. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

1. Das Vektorfeld F: R? — R3 sei gegeben durch
F(z,y,2) =22(x +y)e; +2z(x +y)es + (z + y)* e3.

a) Parametrisieren Sie die Strecke C, die die Punkte (0,0,0) und (1,1, 2) verbindet und

berechnen Sie das Kurvenintegral [F - dr.
C

b) Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld auf R? ist. Bestimmen Sie eine Stammfunktion
¢ und verifizieren Sie das Resultat aus a) mittels dieser Stammfunktion..

Ftwas schwierigere Variante: Sei C' die Strecke von (1,0, 1) nach (2,2,0).

2. Das Vektorfeld F: R? — R3 sei gegeben durch

cos(z +y) + cos(z)
F(z,y,2) = cos(x +y)+ 2
y — xsin(z)

a) Parametrisieren Sie die Strecke C, die die Punkte (—m,7,0) und (0,0, 7) verbindet

und berechnen Sie das Kurvenintegral [ F - dr.
C

b) Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld auf R? ist. Bestimmen Sie eine Stammfunktion
¢ und verifizieren Sie das Resultat aus a) mittels dieser Stammfunktion.

3. Das Vektorfeld F: R3 — R? sei gegeben durch

2zy + €7
F(z,y,2) = | 2 +y2*
Yz

a) Parametrisieren Sie den Streckenzug C, der von (0,0,0) iiber (0,1,0) nach (1,1,1)

verlduft und berechnen Sie das Kurvenintegral [ F - dr.
C

b) Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld auf R? ist. Bestimmen Sie eine Stammfunktion
¢ und verifizieren Sie das Resultat aus a) mittels dieser Stammfunktion..



4. Das Vektorfeld F: R? — R? sei in Abhingigkeit vom Parameter A € R gegeben durch

eY*
F(x,y,2) = | z(A + ze¥?)
y(1 + we¥?)

a) Sei C die Strecke von (1,0,0) nach (0, 1, 0) gefolgt vom Viertelkreisbogen von (0, 1, 0)
nach (0,0,1) in der Ebene 2 = 0. Berechnen Sie das Kurvenintegral [ F - dr.
C

b) Gibt es einen Wert fiir A, so dass F ein Gradientenfeld auf R? ist? Wenn ja, bestim-
men Sie in diesem Fall eine Stammfunktion ¢ und verifizieren Sie das Resultat aus
a) mittels dieser Stammfunktion.

5. Gegeben sei das folgende Vektorfeld F: R — R3:

3xy/22 + 12
F(z,y,2) = | 3y\/a2 + 42
0

a) Parametrisieren Sie die Strecke C' von (0,0,0) nach (3,4,2) und berechnen Sie das
Kurvenintegral [ F - dr.
C

b) Weisen Sie nach, dass F ein Gradientenfeld ist und finden Sie eine Stammfunktion.
c¢) Schreiben Sie die Stammfunktion in Zylinderkoordinaten.

d) Benutzen Sie schliefllich die Stammfunktion, um das Ergebnis aus a) zu bestétigen.

6. Das Vektorfeld F: R3 — R? sei gegeben durch
F(z,y,2) = (2" + 2y® + 22)e1 + (¢°y + 2)ea + (22 + y)es.

a) Parametrisieren Sie die Strecke C, die die Punkte (0,0,0) und (2, 1, 3) verbindet und

berechnen Sie das Kurvenintegral [F - dr.
C

b) Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld auf R? ist. Bestimmen Sie eine Stammfunktion
¢ und verifizieren Sie das Resultat aus a) mittels dieser Stammfunktion..



B. Flachenintegrale und die klassischen Integralsatze

1. Die Fliche S sei der durch 22 +y? = a?, 0 < z < h definierte Zylindermantel (a, h > 0).
Sei F: R? — R3 das Vektorfeld

F(z,y,2) = zze1 + yzes + z%e3 .

a) Berechnen Sie das Flussintegral [ F -ndS.
S

b) Erginzen Sie die Fliche zu einer geschlossenen Fliche S’, indem Sie den Boden
{(z,5,0) | 0 < 22 +9? < @?} und den Deckel {(z,y,h) | 0 < 2% +3y? < a?}
hinzufiigen. Bestimmen Sie [ F -ndS.

S/
2. Sei S die Oberfliche der Korpers
K={(z,y,2) eR¥ |2 + > <4, 0< 2 <4— 22 —¢*}.
Sei F: R? — R? das Vektorfeld definiert durch
F(z,y,2) = (z+ty)let+ (y+2)es+ (z+2)es

und n die duflere Flichennormale. Berechnen Sie f F-ndS
S

a) direkt, d.h. als Flidchenintegral,

b) mit Hilfe des Satzes von Gau$.

3. Sei C die Randkurve der Fléche
S={(z,y,2) eR3 |2 4+9?—22=0, 0< 2 <2}
und F: R® — R3 das Vektorfeld definiert durch
F(z,y,2) = 3ye; —zzes +yz2es.

Sei n die nach oben zeigende Flichennormale und C beziiglich n positiv orientiert (Rechte-
Hand-Regel). Bestimmen Sie [ F - dr
C

a) direkt, d.h. als Wegintegral,

b) mit Hilfe des Satzes von Stokes.



4. Sei S die Randfliche des Wiirfels
W={(z,y,2) eR}|0<2<1,0<y<1,0<2<1}
und F: R? — R? das Vektorfeld F(z,y,2) = 4xze; — y® es + yzes.
a) Berechnen Sie [F -ndS.
S

b) Sei B = {(x,y,2) € S| 2 = 0} der Boden des Wiirfels und S’ = S\ B die Fliche,
die aus S durch Entfernen des Bodens B entsteht. Berechnen Sie f F-ndS.
Sl

5. Sei S die Oberfliche der Kugel
K ={(z,y,2) € R’ | 2® +¢* +2° < R}
und F: R3 — R? das Vektorfeld F(z,y, z) = 22 e; + 1% ex + 23 e3.

a) Berechnen Sie [F -ndS.
S

b) Sei 8" = {(x,y,2) € S| z > 0} die obere Hemisphére. Berechnen Sie [ F -ndS.
S/

6. Bestimmen Sie [rotF -ndS in den folgenden Féllen:
S
a) F(z,y,2) =2ye; +3zey — 22 es,

S:{(CU,%Z)GR?’!$2+y2+22:9, ZZO}

(obere Hemisphére vom Radius 3 um den Nullpunkt), n die nach oben zeigende
Normale.

b) F(.’L’,y, Z) = (:U - Z) e + (xS + yZ) €3 — 3931/2 €3,

S={(,y,2) R’ | z=2 -z +y?, 2> 0}

(Mantel des Kegels um die z-Achse mit Offnungswinkel 90°), n die nach oben zei-
gende Normale.

C. Vektorfelder in Zylinder- und Kugelkoordinaten

1. Das Vektorfeld F: B = R3\ {zy-Ebene} — R3 sei gegeben durch

2 2

a) Transformieren Sie das Feld in Zylinderkoordinaten.
b) Berechnen Sie Divergenz und Rotation (ebenfalls in Zylinderkoordinaten).

c) Ist F wirbelfrei? Wenn ja, geben Sie ein Potential auf B an.



2. Das Vektorfeld F: B = R?\ {{z-Achse} U {zy-Ebene}} — R sei gegeben durch

1 T % 4+ 2
F(.’E,y,Z) = <el +y92 - 7( Z2y )83> .

/12 + y2 z z
a) Transformieren Sie das Feld in Zylinderkoordinaten.
b) Berechnen Sie Divergenz und Rotation (ebenfalls in Zylinderkoordinaten).

c) Ist F wirbelfrei? Wenn ja, geben Sie ein Potential auf B an.

3. Sei S = {(z,y,2) € R? | z = /22 +y2 -2, 2z < 0} der Kegelmantel mit Spitze in
(0,0, —2) und Hohe 2 und n seine nach auflen (also nach unten) zeigende Fldchennormale.
Das Vektorfeld F: R? — R3 sei gegeben durch

2x
F(z,y,2) =Va2+y2 | 2y
-3z

a) Stellen Sie F in Zylinderkoordinaten dar.
b) Berechnen Sie Divergenz und Rotation von F in Zylinderkoordinaten.

c¢) Berechnen Sie [F-ndS.
S

d) Berechnen Sie [rotF -ndS.
S

4. Das Vektorfeld F: B = R3\ {0} — R3 sei gegeben durch

1

F(I‘,y, Z) = (.’I}2+y2+22)2

(re1 + yes + ze3) .

a) Transformieren Sie das Feld in Kugelkoordinaten.
b) Berechnen Sie Divergenz und Rotation (ebenfalls in Kugelkoordinaten).

c¢) Ist F wirbelfrei? Wenn ja, geben Sie ein Potential auf B an.

D. Funktionentheorie

1. Geben Sie die Singularitédten der folgenden komplexen Funktionen an und bestimmen
Sie ihren Typ.

o . 1
FTomE _SRE c) h(z)=— (schwerer)




2. Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in allen ihren isolierten Singu-
laritéten.

1 b _ 22 -2 1 1
G-D112 ) 96 = oy O Me =

a) f(z) =

3. Die komplexe Funktion f sei gegeben durch

ef—1
&)= e

a) Geben Sie die isolierten Singularitdten von f an und bestimmen Sie ihren Typ.
b) Berechnen Sie die Residuen in den Singularitéten.

c) Sei C eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve, die keine Singularitit von
[ enthilt. Welche Werte kann, in Abhéngigkeit von der Kurve, ¢ f(z) dz annehmen?
C

4. a) Geben Sie die isolierten Singularitéiten der Funktion

f(z) =

(z—1)(z + 1)3

an und bestimmen Sie ihren Typ.

b) Berechnen Sie das Integral f f(z)dz.

|z41|=1

5. Die komplexe Funktion f sei gegeben durch

1

6= ey

a) Geben Sie die Singularitidten von f an und bestimmen Sie ihren Typ.
b) Bestimmen Sie die Residuen in den Singularitéten.

c¢) Berechnen Sie das reelle Integral

o0

dx
/ (x2+1)2(z2 +4)°

—00

6. Berechnen Sie

dz .

0/ (22 4+ 4)2(22 +9)



E. Fourierreihen

1. Sei f die periodische Fortsetzung der Funktion g(t) = t3, —1 < t < 1. Bestimmen Sie
die Fourierreihe von f in komplexer Form sowie als Sinus/Kosinusreihe.

2. Sei f: R — R die 2-periodische Fortsetzung der Funktion g: (—1,1] — R definiert
durch
t+1 fir-1<t<0,

1 fir 0<t<1.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form sowie als Sinus/Kosinusreihe.

3. Sei f die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion g: (—m, 7] — R definiert durch

0 fir —m <t <0,
g(t) =
sint fir O0<t<m.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form sowie als Sinus/Kosinusreihe.

4. Sei f die 2-periodische Fortsetzung der Funktion g: (—1,1] — R definiert durch

(t+1)2 fiir -1 <t <0,

g(t) =
(t—1)2 fir 0<t<1.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form sowie als Sinus/Kosinusreihe.

5. Sei f die T-periodische Fortsetzung der Funktion g: (0,7] — R definiert durch

—1 fir 0<t<T/2,
ﬂﬂZ{ /

2 fir T/2<t<T.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.

b) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f in komplexer Form sowie als Sinus/Kosinusreihe.



F. Fouriertransformation

1. Die Funktion f: R — R sei definiert durch f(t) = cos(t)e"l.
a) Skizzieren Sie den Graphen von f. Ist f gerade, ungerade oder keines von beidem?

b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f.

2. Fiir a € R sei die Funktion f,: R — R definiert durch

fir -2 <t < -1,
fir -1 <t<1,
fir 1<t<2,

fa(t) =

O = Q =

sonst.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f,.
b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte F,, von f,.

c) Benutzen Sie b), um die Fouriertransformierte der Funktion g: R — R mit

.
t+2 fir-2<t< -1,
—t  fir -1 <t<1,

t—2 fir 1<t<2,

0 sonst

sowie der Funktion h(t) = tg(t) zu bestimmen.

3. Sei fr:R—R ben durch f(t) L =1,
. Sei f: R — R gegeben durc =
88 0, |t >1.
a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f.
b) Bestimmen Sie g(t) = (f * f)(¢).
c¢) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von g.
d) Benutzen Sie b), c¢) und die Umkehrformel, um
T sinz 2
[(5) e
x

— 00

zu bestimmen.



4. Sei a eine positive reelle Zahl. Bestimmen Sie die Fouriertransformierte der Funktion

fiR—R, f(t)=[tle M.

5. Die Funktion f: R — R sei definiert durch

—1 fir —2<t< -1,
fty=9 3 fir 1<t<2,
0  sonst.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f. Ist f gerade, ungerade oder keines von beidem?
b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f.

c) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte von ¢f(t).

G. Laplace-Transformation und Differentialgleichungen

1. Losen Sie das Anfangswertproblem
G- )6+ () (o)-0)
/ - 9 - .
Yo 1L =1) \y2 0 y2(0) 0

2. Losen Sie das Anfangswertproblem

Yoty 2y =t+2 y1(0) =0
Yy + 21 — 2yp = 2t 42 y2(0) =2
3. Losen Sie das Anfangswertproblem
Y1 — Y1ty =t y1(0) =0
Yh+2y1 — 2yo = 2t + 2 y2(0) = 2

4. Losen Sie das Anfangswertproblem

Y1 +2y2 = 3t y1(0) =3
Yo — 21 =4 y2(0) =1
5. Losen Sie das Anfangswertproblem
yi+y1—y2=0 y1(0) =0
Yo +y2 —4y3 =0 y2(0) =1
ys —y1 +4yz =0 y3(0) = —1



H. Z-Transformation und Differenzengleichungen

1. Losen Sie die Differenzengleichung
Tnt3 — 3Tpt2 + 3Tyl — Tn =N

zu den Anfangsbedingungen zg = 0, 1 = x5 = 1 mittels Z-Transformation. Uberpriifen Sie
Thr Ergebnis, indem Sie die Folgeglieder 3, x4 direkt aus der Rekursionsformel berechnen.

2. Losen Sie die Differenzengleichung
8Tpy2 —6xp41 + 2, =0

zu den Anfangsbedingungen zg = x1 = 1 mittels Z-Transformation. Uberpriifen Sie Thr
Ergebnis, indem Sie die Folgeglieder x5, x3 direkt aus der Rekursionsformel berechnen.

3. Losen Sie die Differenzengleichung

-1 fiir n =0,
2Tnio + 3Tpi1 — 22 = fr, mit  f, = 0 firn=1,

3n—5 firn>1

zu den Anfangsbedingungen zo = 0 und z; = 1. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie
die Folgeglieder xo, x3 direkt aus der Rekursionsformel berechnen.

4. Losen Sie die Differenzengleichung
Tpto — Tpy1 — 62, =30 — 1

zu den Anfangsbedingungen zo = 1 und z; = 3. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie
die Folgeglieder s, x3 direkt aus der Rekursionsformel berechnen.

5. Losen Sie die Differenzengleichung
Tnto — 4Tp i1 + 32, = 272

zu den Anfangsbedingungen zo = 1, 21 = 3 mittels Z-Transformation. Uberpriifen Sie Thr
Ergebnis, indem Sie die Folgeglieder zs, x3 direkt aus der Rekursionsformel berechnen.
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