Mathematik III fiir Ingenieure

im Bachelor-Studiengang Maschinenbau

Vorlesung Wintersemester 2010/2011

B. Schuster

aktualisert am 27. Januar 2011






INHALT

I. Eigenwerte und Eigenvektoren

1.
2.
3.
4.

II.

S G W=

III.

© XN Ot W

Komplexe Matrizen

Determinanten

Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit
Hermitesche und unitidre Matrizen

Kurven

Kurven im Raum
Bogenldnge
Kriimmung

Evolute und Evolvente
Vektorfelder
Kurvenintegrale

Grundlagen der Statistik
Zufallsexperimente
Wahrscheinlichkeitsmafie
Ein wenig Kombinatorik
Bedingte Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariable und Verteilungsfunktion
Diskrete Zufallsvariablen
Erwartungswerte und Varianz diskreter Zufallsvariablen
Stetige Zufallsvariablen
Zusammengesetze Zufallsvariablen

SN Sy

24
27
31
35
37
39

45
46
48
49
54
59
60
67
72
80



I Eigenwerte und FEigenvektoren

Die Wiederholung des Kapitels zur Linearen Algebra des ersten Semesters wird dringend empfoh-
len.

1. Komplexe Matrizen

Auch wenn bisher nur Matrizen mit reellen Eintrigen betrachtet wurden, bleiben die Konzepte
der Linearen Algebra sinnvoll, wenn man komplexe Zahlen zuldsst. Solche Matrizen treten in
ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen héufig auf (etwa bei Schaltkreisen). Wir betrachten in
der Folge also Matrizen

aixr a2 ... Qin
az1 a2 ... A2p . ) )
A:(aij)lgigm: . . mita;; €C,i=1,...,m,j=1,...,n.
1<j<n : :
am1 Am?2 .. Amn

Mit komplexen Matrizen rechnet man so wie mit reellen: Addition, Subtraktion, skalare Mul-
tiplikation und Multiplikation sind genauso erklart. Die Menge der komplexen m x n-Matrizen
bezeichnen wir mit Mat(m x n,C) (oder auch C™*™).

Definition 1.1. Sei A eine (komplexe) m X n-Matriz.
(a) A= (a;;) heifit die zu A konjugierte Matriz.
(b) A* = (A)T = aj; heifit die zu A kongugiert transponierte Matriz.

In der konjugierten Matrix wird also jeder Eintrag durch sein komplex Konjugiertes ersetzt. Bei der
konjugiert Transponierten wird die Matrix zusétzlich noch ,,gestiirzt“, d.h. an der Hauptdiagonalen
gespiegelt (so dass die i-te Zeile zur i-ten Spalte wird und umgekehrt).

Achtung: In der Literatur wird gelegentlich eine andere Bezeichnung gebraucht: der Stern fiir
die komplex Konjugierte und der Querstrich fiir die komplex Transponierte, gerade umgekehrt,
wie es hier eingefiihrt wurde!
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Beispiel 1.2.

1+j 3—3j
A=13-2j 12
45 143
1—j5 3+
A=13+2j 12
—4j 11—

Es gelten die Rechengesetze

A=A
A+B=A+DB
A-B=A-B
A= AT

2. Determinanten

Determinanten von 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen sollten aus Mathematik 1 und 2 bekannt sein; hier
geht es darum, sie auch fiir hohere Dimensionen zu erkléren.

2.1. Determinanten fiir beliebige Dimensionen. Zunéchst sei an 2x2- und 3x3-Determinan-
ten erinnert.
Im Fall n = 2 nimmt die Differenz der Produkte der Diagonaleintrige:

ail a2
a21 Aa22

' = (11022 — A21012
Fiir n = 3 hat man die ,,Regel von Sarrus“,

a11 a2 @13
Q21 Q22 (23 | = (11022033 + Q12023031 * 413021032 — A11G23G32 — 12021033 — G13022031
azi1 asz ass

Diese Rechenvorschrift merkt man sich am leichtesten durch das wohlbekannte graphische Schema:

Hierbei werden die Produkte der Elemente auf den durchgezogenen Diagonalen mit positiven, die
auf den durchbrochenen Diagonalen mit negativen Vorzeichen versehen und dann addiert. Man
kann diesen Ausdruck aber auch noch anders schreiben, ndmlich als eine Linearkombination von
Unterdeterminanten:
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a11 aiz2 @13
21 Q22 G23 | = 411
azi1 asz ass

a21 a22
as;  as2

a1 a23
a3y ass

a22 A23
asz2 ass

‘+a13

Das Rezept lautet dabei: man versehe die Elemente der ersten Zeile mit wechselnden Vorzeichen
und multipliziere den j-ten Eintrag mit der Determinante der Matrix, die aus der urspriinglichen
Matrix durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht. Mit dieser Regel kann
man Determinanten auf quadratische Matrizen beliebiger Zeilenzahl verallgemeinern.

Wir illustrieren dies erst noch einmal am Beispiel n = 4, bevor wir die allgemeine Definition

angeben.

ail; a2 aiz aiq

a22 A23 A24 az1 Aa23 Aa24
a21 a2 G23 (24 _
= ai1| @32 a33 0a34 | —G12| A31 G33 G34
dsi ds2 dss dad Qg2 Q13 G Qg Q13 Ga
(g1 Q42 Q43 (44
az; Aa22 Aa24 a21 Q22 a23
+ai3| as1 az2 aszq | —a14| @31 A32  A32
ag1 Q42 Q44 G41 Q42 443

Bezeichnet man mit A;; die Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten
Spalte hervorgeht, so schreibt sich die obige Gleichung fiir eine 4 x 4-Matrix A kiirzer als
4
det(A) = a1 det(Au) — a2 det(Alg) + a3 det(A13) — aiq det(A14) = Z(—l)j+1 det(Alj)
j=1
(Den scheinbar iiberfliissigen ersten unteren Index 1 werden wir bald rechtfertigen.) Damit sind
4 x 4-Determinanten definiert, und wir konnen das Rezept induktiv fortschreiben: Sei

a1l ai2 a1n
az1r c.ee.... a2n
A = (aij)1<i<n = )
1<j<n
apl Ap2 ... Qpp
eine n X n-Matrix. Dann ist
n
det(A) =Y (=1)*" - ay; - det(Ay;) (2.2)

j=1
wobei wieder die Matrix A;; aus A durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.

1 2 4 -1
s . 2 30 1
Beispiel 2.1. Sei A = 10 2 .
5 1 1 2

3.0 1 2 0 1 2 3 1 9 3 0

det(A)=1-{0 2 1|-2-| -1 2 1 |+4-| -1 0 1 _(_1) 10 2

11 2 5 1 2 5 1 2 5 1 1

~————
=7 =5 =18 =29

=7+104+72429 =118

Warnung: Es gibt keine ,,Regel von Sarrus“fiir hohere Dimensionen!
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2.2. Eigenschaften der Determinante. Sei im Folgenden A eine n x n-Matrix.

2.2.1. Die Finheitsmatrixz E,, hat die Determinante 1.

10 ....... 0
01 0 0
det | =1
0 ...... 1 0
0 ...... 0 1

2.2.2. Ist AT die Transponierte von A, so gilt
det(AT) = det(A).

Fiir 3 x3-Matrizen ist dies rechnerisch leicht nachzuvollziehen, denn es treten die gleichen Produkte
mit den gleichen Vorzeichen auf.

2.2.3. Entsteht B aus A durch Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten, so gilt
det(B) = —det(A).

So ist etwa
a b c d e f
det|{d e f]l=—det|la b c
g h i g h

wie man schnell nachrechnet.

2.2.4. Hat A eine Zeile oder eine Spalte, die nur aus Nullen besteht, so ist det(A) = 0.

Ist die erste Zeile eine Nullzeile, folgt dies direkt aus der definierenden Formel (2.2):

n

Zn:(—w‘“ cay; - det(Ayy) =) (=1)7T-0-det(Ay;) =0

Jj=1 Jj=1

Ansonsten tausche man die Nullzeile nach oben und benutze 2.2.3; fiir Spalten folgt die Aussage
dann aus 2.2.2.

2.2.5. Sei A # 0 eine Konstante. Entsteht die Matriz B aus A durch Multiplikation einer Zeile
(oder einer Spalte) mit A, so ist det(B) = det(A).

Multipliziert man etwa die erste Zeile mit A # 0, so wird jeder Summand in Formel (2.2) mit dem
Faktor A multipliziert. Fiir die anderen Zeilen sieht man dies wieder durch Vertauschen und 2.2.3.
Die entsprechende Aussage fiir Spalten folgt aus 2.2.2

2.2.6. Sind zwei Spalten oder zwei Zeilen von A gleich, so ist det(A) = 0.

Fiir 3 x 3-Matrizen ist das wieder leicht nachzurechnen
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2.2.7. Sei B eine Matriz, die aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile hervorgeht. Dann ist det(B) = det(A). Das gleiche gilt fir Addition von Spalten.

Beispiel. Wir iiberlegen uns, dass sich die Determinante nicht verdndert, wenn man die zweite
Zeile zur ersten addiert. Sei also B die Matrix, die aus A durch Ersetzen der ersten Zeile durch die
Summe der ersten beiden Zeilen entsteht. Dadurch verdndern sich die Streichmatrizen A;; nicht,
d.h. es gilt By; = Ay, (fiir j = 1,...,n), und laut unserer Formel (2.2) ist dann

(=17 (a1 + az) - det(Ayy)

NIE

det(B) =

<.
Il
-

(71)j+1 . alj . det(Alj) + Z(*l)J+1 . agj . det(Alj) = det(A) + det(A') s

j=1

I
NIE

<.
I
—

wobei die erste und die zweite Zeile der Matrix A’ gleich sind (denn beide sind gleich der zweiten
Zeile von Al). Mit 2.2.6 folgt det(A’) = 0 und daher det(B) = det(A).

Den allgemeinen Fall fithrt man mit Vertauschungen und Multiplikation einzelner Zeilen mit einer
Konstanten auf dieses Beispiel zuriick.

2.2.8. Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatriz, so ist det(A) das Produkt der Diagonalele-
mente.

Diese letzten beiden Eigenschaften erleichtern die Berechnung von Determinanten ganz erheblich,
denn man kann zunichst die Matrix auf Dreiecksform bringen und dann das Produkt der Dia-
gonalelemente nehmen. Der Rechenaufwand fiir dieses Verfahren liegt in der Gréflenordnung von
n® Multiplikationen, wenn n die Zeilenzahl ist. Benutzte man statt dessen Formel (2.2), wire der
Aufwand n!.

Beispiel. Wir illustrieren das Verfahren anhand der Matrix

1 2 -1 3 3
10 -1 1 2
A=12 4 2 4 3
1 0 1 1 1
2 2 =2 5 6

In einem ersten Schritt ziehen wir die erste Zeile von der zweiten und dritten Zeile und jeweils
zweimal von der dritten und fiinften Zeile ab mit dem Resultat

1 2 -1 3 3
0 -2 0 -2 -1
0 0 4 -2 -3
0 -2 2 -2 =2
0 -2 0 -1 0

Dann ziehen wir die zweite Zeile von der vierten und fiinften ab und erhalten

3 3
-2 -1
-2 -3

0 -1

1 1

OO O O
OO O NN
ON O
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Nun ziehen wir %mal die dritte Zeile von der vierten ab und anschlieflend die vierte von der fiinften:

1 2 -1 3 3 1 2 -1 3 3
0 -2 0 -2 -1 0 -2 0 -2 -1
0o 0 4 -2 -3 — |0 0 4 -2 -3
o o o 1 1 o 0 0 1 %
o 0 0 1 1 0o 0 0 0 3

Das Produkt der Diagonalelemente dieser letzen Matrix ist —4, also gilt det(A4) = —4.

In diesem Beispiel kamen wir beim Gaussverfahren ohne Zeilenvertauschungen aus, aber das muss
nicht immer so sein. In solchen Féllen muss man sich fiir jede Vertauschung zweier Zeilen ein
Vorzeichen merken, weshalb man die Tauscherei am besten bis zum Schluss aufschiebt.

Beispiel. In der folgenden Rechnung soll Z3 — 2 - Z1 bedeuten, dass die dritte Zeile ersetzt wird
durch ,,Zeile 3 minus 2mal Zeile 1.

1 3 2 -3 8\ L., [l 32 -3 8
-1 -3 1 5 15| ... |0 03 2 -7

B = 2 4 5 6 nf—a>>j]o0 -2 1 12 -5 —

6 12 12 17 41 Z4+6-Z1 0 -6 0 35 -7 Z4-3.73

-1 -1 4 -1 2 25421 0 2 5 —4 10 Z5+23
1 3 2 -3 8 1 3 2 =3 8
0 0 3 2 =7 0 0 3 2 =7
0 -2 1 12 5 —1]10 -2 1 12 5| ——
0 0 -3 -1 8| 2z4+22 o o0 o0 1 1] 4
0 0 6 8 5 Z5-2:22 0 0 0 4 19
1 3 2 -3 8 1 3 2 =3 8
0 0 3 2 -7 0 -2 1 12 -5
0 -2 1 12 -5 vertausche 0 0 3 9 7| = B
0 0 0 1 1 Z2 mit Z3 0 00 1 1
0 0 0 0 15 0 0 0 0 15

Wegen der einen Vertauschung haben wir also

det(B) = —det(B') = —1-(=2)-3-1-15=90.

Als Folgerung aus all diesen Eigenschaften kann man eine neue Formel zur Determinantenberech-
nung angeben, die die Sonderrolle der ersten Zeile in Formel (2.2) iiberfliissig macht.

2.2.9 (Entwicklungssatz). Fir eine n x n-Matriz A und ein Paar (i,j) von Indizes mit 1 <
i,7 < n bezeichne A;; die Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
hervorgeht. Dann gilt fir jedes © zwischen 1 und n

det(A) = zn:(—l)i+j * Qg -det(Aij) (23)

und fir jedes j zwischen 1 und n

det(A) = i(—l)“ﬁ Qg -det(Aij) (24)

=1
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Die Formel (2.3) nennt man Entwicklung nach der i-ten Zeile und (2.4) Entwicklung nach der
j-ten Spalte. Die Vorzeichen kann man sich nach einem einfachen Schachbrettmuster merken:

e I S e
o e A e s
=+ =+ -]+
— |+ =+ |-+ |+
=+ |-+ -]+
— |+ =+ |-+ |+
e e e e e
|+ = +|-]+|- |+

Eine sehr wichtige Regel ist der Multiplikationssatz:

Satz 2.2. Seien A und B quadratische n-reihige Matrizen. Dann gilt
det(A - B) = det(A) - det(B).

Genauso wie frither gilt:

Satz 2.3. Eine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist.

(Denn ist A invertierbar mit Inverser A~! so ist
1 =det(E,) =det(A- A1) = det(A) - det(A™ ",

weshalb det(A) nicht Null sein kann. Ist umgekehrt det(A) # 0, so hat die Zeilenstufenform von
A lauter von Null verschiedene Eintrédge auf der Diagonalen, also sind die Spalten von A linear
unabhiingig.)

3. Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

3.1. Einfiihrung. Eigenwerte und Eigenvektoren sind ein ausgesprochen wichtiges Instrument
zur Untersuchung und Beschreibung vieler aus Natur und Technik stammender Probleme. Einige
davon sind:

e In jedem Korper lisst sich ein System von drei Achsen finden (senkrecht aufeinander ste-
hende noch dazu), um die der Korper ohne zu taumeln rotieren kann, also ohne Unwucht.
Das Auffinden dieser Achsen ist ein Eigenwertproblem.

e Analog hat ein Korper, an dem &duflere Krifte zerren, drei Hauptspannungsrichtungen.

e In der Akustik sind Obertone (oder auch Eigenschwingungen) Eigen, werte“ (richtiger: Ei-
genfunktionen) einer schwingenden Saite.

e Die Hauptkomponentenanalyse der Statistik ist ebenfalls ein Eigenwertproblem.

e Gekoppelte lineare Differentialgleichungen lassen sich mit Eigenwerttheorie 16sen.

Ganz allgemein gilt, dass sich mittels Eigenwerttheorie lineare Phdnomene vereinfacht darstellen
und bearbeiten lassen.
Wir beginnen mit einem Beispiel zu Differentialgleichungen:
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Beispiel 3.1. Gegeben sei folgendes System gekoppelter Differentialgleichungen:

’[1,1 = U  + 2U2 baw 1_1:7 1 2 i
Uy = 3ur + 2us ’ T \3 2
———
A

Die Idee zur Losung dieses Systems besteht darin, einen Vektor Z # 0 mit AZ = AZ zu suchen,
denn dann gilt fiir @(t) := M

i(t) = \eMT = AeNT = Ail(t)

das heifit @(t) ist eine Losung der Differentialgleichung. Wir miissen also eine Loésung & # 0 des

Gleichungssystems
1 2 T1\ _ )\301
3 2 xTo o )\.%2

mit einem noch unbestimmten Parameter A finden. Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu

(3" 2) () ()

und dieses hat genau dann eine vom Nullvektor verschiedene Losung, wenn die Matrix

1-A 2
an- (10,2

nicht invertierbar ist, also wenn gilt:
1-A 2 2
0 = det 3 9_ )\ =1-XMN2=-N)-6=X=-3A—-4=A+1)(A—4)

Die beiden Losungen A; = —1 und Ay = 4 dieser Gleichung nennt man die Eigenwerte von A. Zu
diesen Eigenwerten suchen wir nun Vektoren # mit AZ = A%, die man dann Eigenvektoren (zum
Eigenwert \) nennt.

e )\ = —1: Zu l6sen ist AT = —F, also

N 0 B e

Alle Losungen dieses Gleichungssystems sind demnach Vielfache des Vektors v; = (_1>.

e )y = 4: Hier miissen wir AZ = 4% 16sen, das heif3t

(3 2)()-() & -0

Somit ist vy = (2> ein Eigenvektor zu Ao = 4, und alle weiteren sind Vielfache von wvs.

3

Nun zuriick zur Differentialgleichung: Wir haben nunmehr gesehen, dass sowohl e~ (_;) als auch

et 3 das System 16sen. Aber dann gilt das auch fiir jede Linearkombination, und die allgemeine
Losung des Differentialgleichungssystems ist

i(t) = aret (_D + age® (;)

mit Koeffizienten aq, s (die man bestimmt, sobald Anfangsbedingungen #(0) festgelegt sind).
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3.2. Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume. Im einleitenden Beispiel hatten wir schon
von den Eigenwerten einer Matrix gesprochen; es folgt die allgemeine Definition.

Definition 3.2. Sei A eine n x n-Matriz. Eine Zahl A € C heif$t Eigenwert von A, falls es einen
Vektor @ # 0 gibt, so dass

AZ = \¥
gilt. Jeder solche Vektor T heifit dann ein Figenvektor zum FEigenwert X.

Sind v, W beides Eigenvektoren zum Eigenwert A, so gilt
AU+ W) = AT+ AW = AN+ \dd = A0+ @
sowie fiir einen Skalar 0 # o € C
A(a?) = a AT = ad¥ = A(a?),

folglich sind ¥ + @ und av wieder Eigenvektoren zum Eigenwert .

Definition 3.3. Die Menge E(A;\) aller Figenvektoren zum Eigenwert X zusammen mit dem
Nullvektor nennt man den Eigenraum zum FEigenwert X.

Die der Definition voranstehende Uberlegung bedeutet gerade, dass £ (A;\) ein Unterraum von
C™ ist.

In den néchsten Unterabschnitten wenden wir uns der Frage zu, wie man Eigenwerte, Eigenvek-
toren und Eigenrdume bestimmt.

3.3. Bestimmung der Eigenwerte. Damit A\ ein Eigenwert der Matrix A ist, muss es einen
Vektor & # 0 geben mit

Diese Gleichung ist aber dquivalent zu
(A - )‘En)f = 67

die genau dann eine Losung ¥ # 0 hat, wenn A — AE,, nicht invertierbar ist, also Determinante
Null hat.

Definition 3.4. Sei A eine n X n-Matriz. Dann heifst
xa(t) :=det(A—tE,)

das charakteristische Polynom von A.

Ausfiihrlicher geschrieben:

ail — t a2 Q13 e A1n
a1 a2 — t A23 e a2n
aszq as2 aszs — t A34 v a3zn
xa(t) = det
Up—1,1 An—1,2  cveveveeennnn Up—1n—-1 — t Gn—1,n
an1 P2 e Qnp,n—1 App — T

Die Eigenschaften der Determinante implizieren insbesondere, dass x 4(¢) ein Polynom vom Grad
n ist (in der Variablen t), denn einer der Summanden bei der Berechnung der Determinante ist
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das Produkt
(a11 —t)(az2 —t) -+ (anpn — ) = (=1)"t" +--- .

Satz 3.5. Sei A eine n X n-Matrix.

(a) A € C ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn \ eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms x a(t) ist.

(b) Ein Vektor T #+ 0 ist genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \, wenn & eine
Losung des linearen Gleichungssystems

(A—A\E,)Z=0

ist. Der Losungsraum dieses Gleichungssystems ist der Eigenraum E(A; \) von .

Aus diesem Satz ergibt sich folgendes Rezept:

1. Berechne das charakteristische Polynom x4 (¢) der Matrix.

2. Bestimme die Nullstellen A1,..., A, von xa(¢): ein Polynom n-ten Grades hat stets n
komplexe Nullstellen, wobei auch mehrfache Nullstellen auftreten kénnen.

3. Lose die linearen Gleichungssysteme

(a—NEp)Z=0

firi=1,...,n, also
ayl — )‘i a2 [0 . TN A1n T 0
a1 ag9 — /\z A23 e e agn X9 0
asi asg ass — )\i A34 oo a3zn I3 0
An—1,1 Ap—1,2  ceeeiiaan Gn—-1,n—1 — /\i An—1,n Tp—1 0
an1 L Apop—1 Ann — N Ty 0

Dieses Verfahren illustrieren wir anhand einiger Beispiele.

Beispiele 3.6. (a) Sei A = G _;L)
1. Schritt:

1-1¢ 4
xa(t) = det(A —tEy) = det ( 19— t>
=(1-t)2—t)—4=t"+t—6=(t—2)(t+3)
2. Schritt: Die Nullstellen von x4 (t) = (¢t — 2)(t + 3) sind A\ =2 und Xy = —3.

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren. Wir beginnen mit A\; = 2:

aensazie (T ) (3)-0)- (0 D)~

S = 4zo

Ene Losung ist etwa 07 = <4) Nun zu Ay = —3:

L)) -0)= 600 6)-6)
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_D Wir machen noch die Probe:

-t ()~ () -
ool HD-(Prm

Eine Losung hier ist zum Beispiel v, = (

(\

3 0 0
(b)SeiB=|1 2 -1

2 -2 1
1. Schritt:

3—t 0 0
xp(t)=det [ 1 2—t -1 |=03B-t)[2-t)1-t) —2]
2 -2 1-t

= (B3 —-t)(t* - 3t) = —t(t — 3)*

2. Schritt: Die Nullstellen sind Ay = 0 und Ay = 3 (doppelt).

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren/Eigenriume. Wir beginnen mit der einfachen Nullstelle
A =0.
3 0 O 1 0 1 0 O x1 0
(B — A1E3)f =0« |1 2 -1 | =(0]< |0 2 -1 zo | =10
2 =2 1 T3 0 00 O T3 0
< 1 =0 und 225 = 3.
0
Eine Losung ist ¥ = [ 1], und der Eigenraum von A; = 0 ist £(B;0) = Spann{?;}, das
2
heifit der Unterraum aller Vielfachen von #; (manche Quellen verwenden auch Lin statt Spann).

Nun zu Ay = 3:

0 0 0 T
(B — /\QEg).f =0 (1 -1 -1 x
2 -2 =2 T

ST =22+ 23

N =
I
o oo
=
=
o
8
[
I
oo o

w

1 1
Hier gibt es zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, etwa v = | 1 | und ¥3 = | 0 |. Der Eigen-
0 1

raum ist die Menge aller Linearkombinationen von @ und ¥s, also £(B;3) = Spann{¥s, ¥i3} und
hat die Dimension 2.

1 1 0
(c) Sei C' = 1 0 -1
-1 2 2
1. Schritt:
1—-t 1 0
xe®)=det| 1 —t -1 |=—t1-8)2-t)+1+2(1—1t)—(2—1)

-1 2 2-t
=343t -3t +1=(1-1)>

2. Schritt: Es gibt nur eine Nullstelle, ndmlich die dreifache Nullstelle A = 1.
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3. Schritt: Bestimmung des Eigenraumes zu A = 1:

0 1 0\ [z 0 1 0 -1 1 0
(A=XE3)Z=0s| 1 -1 —1]|a]=0]e |0 1 0] |z]|=|0
-1 2 1 x3 0 00 O x3 0
& xo =0 und 1 = x3.
1
Jeder Eigenvektor ist ein Vielfaches von ¢ = | 0 | . Insbesondere hat £(C; 1) die Dimension 1.
1

In Beispiel 3.6(b) hatten wir einen doppelten Eigenwert mit zwei linear unabhiingigen Eigenvek-
toren, aber in Teil (¢) war der Eigenwert A = 1 dreifach, die Dimension des Eigenraums jedoch
nur 1.

Sei nun A eine n x n-Matrix. Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert \ ist stets kleiner oder
gleich der Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Da die Anzahl der
linear unabhingigen Losungen des Gleichungssystems (A — AE,, ) = 0 gerade n — Rang(A — AE,,)
ist, gilt

dim E(A;\) = n — Rang(A — AE,,).

Ein Polynom vom Grad n hat bekanntlich héchstens n paarweise verschiedene Nullstellen; folglich
kann eine n x n-Matrix auch nur n verschiedene Eigenwerte haben.

Seien nun A, 4 zwei verschiedene Eigenwerte von A und ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A sowie
W ein Eigenvektor zum Eigenwert p. Dann sind ¢/, w linear unabhéngig, denn gibe es ein a mit
W = av, so wire notwendigerweise « # 0, und es gélte

0 = AW — pi = Aadl — ptd = o\ — pat = a(\ — p)T

was wegen A # g und ¥ # 0 nicht sein kann. Allgemeiner gilt:

Satz 3.7. Seien v,...,U, FEigenvektoren zu den paarweise wverschiedenen FEigenwerten
Aoy Am von A. Dann sind die Vektoren vy, ..., Uy, linear unabhdngig.

Schliellich noch einige Rechenhinweise.
3.8. Sei A = (a;) eine 2 x 2 Matrix. Dann hat das charakteristische Polynom die Gestalt

xa(t) =12 — (a11 + ag2)t + (a11a29 — a12a21) .

Den konstanten Koeffizienten erkennen wir als die Determinante von A. Der Koeffizient von ¢ ist
die Summe der Diagonalelemente der Matrix; diese nennt man die Spur von A. Es gilt also

xa(t) =t* — Spur(A)t + det(A).
Fiir eine n x n-Matrix A = (a;) mit n > 2 gilt immer noch
xa(t) = (=1)"t" + (=1)" " Spur(A) + ¢, _ot" 2 4+ - + 1t + det(A),

wobei Spur(A4) = a11 + aga + - - - + apn, die Summe der Diagonaleintriige ist. (Die anderen Koeffi-
zienten ¢; kann man durch geeignete Unterdeterminanten, sogenannte Minoren, ausdriicken.)

3.9. Sei A = (a;;) eine reelle Matrix, das heifft mit Eintrdgen a;, € R. Dann ist x4(t) ein

reelles Polynom n-ten Grades. Ist nun A eine komplexe Nullstelle von x(t), so ist auch A eine
Nullstelle, denn wegen der reellen Koeffizienten gilt x a(A) = x4(\) = 0. Ist nun Z ein Eigenvektor
zum komplexen Eigenwert A, so ist der zu & komplex konjugierte Vektor Z ein Eigenvektor zum

Eigenwert A, denn wegen der reellen Koeffizienten von A gilt

AT =A

=AF=\i=\

81y
K1y
81y
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3.4. Diagonalisierung. Zu Beginn hatten wir schon darauf hingewiesen, dass es niitzlich sein
kann, lineare Abbildungen in moglichst einfacher Form darzustellen. Will man zum Beispiel einen
starren Korper studieren, lohnt sich unter Umstédnden die Wahl eines Koordinatensystem, des-
sen Achsen die Haupttriagheitsachsen sind. Eine andere Anwendung besteht in der vereinfachten
Berechnung von Potenzen von Matrizen.

Definition 3.10. Zwei n x n-Matrizen A und B heiffen dhnlich, wenn es eine invertierbare
n X n-Matriz T gibt, so dass

B=T1'AT
gilt. Die Matriz T nennt man Transformationsmatriz, die Transformation A — T—'AT nennt
man ein Ahnlichkeitstransformation.

Eigenwerte dndern sich nicht unter Ahnlichkeitstransformationen: Sei A eine n x n-Matrix, T eine
invertierbare n x n-Matrix und B = T~1AT. Sei weiterhin ) ein Eigenwert von A mit zugehérigem
Eigenvektor ¢. Dann gilt

B(T7'0) =T 'AT(T7'%) = T'ATT V)0 =T A7 = T7'\d = \(T~1%)

Mit anderen Worten, 1 := T~ '7 ist ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Damit ist gezeigt:

Satz 3.11. Seien A und B zwei dhnliche n X n-Matrizen mit Transformationsmatriz T. Sei
ferner \ ein Eigenwert von A und v ein FEigenvektor zum Figenwert X. Dann ist X\ auch ein
FEigenwert von B und @ := T~ ¥ ein Eigenwvektor von B zu ).

Das Ziel ist es, eine Transformation auf eine moglichst einfache Matrix zu finden. Die einfachsten
Matrizen sind sogennante Diagonalmatrizen:

Definition 3.12. Eine n X n-Matriz D = (d;) heiffit Diagonalmatriz, wenn alle Eintrige au-
Berhalb der Diagonalen Null sind, das heifit d;;, = 0 fir i # k.

Eine solche Diagonalmatrix schreibt man dann gelegentlich auch in der Form

D = diag(dll, d22, ey dnn) .

Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix D = diag(\1,. .., \,,) sind gerade die Diagonaleintrige, denn
es gilt offenbar
A1 0 0
0 : ;
ng = >\k 11 = )\k = Akgk .
0 :
An 0 0

Definition 3.13. Eine n x n-Matriz A heifit diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix
D = diag(\1, ..., \n) und eine invertierbare Matriz T' gibt, so dass

T AT =D.

Da &hnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte haben, stehen auf der Diagonalen von D = T~ AT
gerade die Eigenwerte von A.

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Matrizen diagonalisierbar sind. Sicherlich nicht alle:
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1 1
0 1
diag(A1, A2), so miissten A1, Ay die Eigenwerte von A sein. Wegen

Beispiel. Sei A = ( . Angenommen es gibe eine invertierbare Matrix T mit T 'AT =

1—1t 1
det(A — tEy) = det ( 0 1 t) =(1-1)?
besitzt A nur den einen Eigenwert 1, also hitten wir D = E,. Aber aus T~ 'AT = E, folgt durch
Linksmultiplikation mit T’ zuerst AT = T und dann durch Rechtsmultiplikation mit 7! schlielich
A = FE5. Aber A # Es. Folglich muss die Annahme, A sei diagonalisierbar, falsch gewesen sein.

Was ist in diesem Beispiel passiert? Wir haben fiir die Matrix A den doppelten Eigenwert A = 1,
aber der Eigenraum £(A;1) = {aé) | @ € C} hat nur die Dimension 1. Das kann fiir diago-
nalisierbare Matrizen aper nicht sein: Nehmen wir an, die n x n-Matrix sei diagonalisierbar mit
Transformationsmatrix 7',
T'AT = D = diag(\y, ..., \n).
Durch Linksmultiplikation mit 7" erhalten wir aus dieser Gleichung
AT =TD.

Seien nun ¥i,...,7, die Spalten von T, also T = (¥i,...,¥,). Multiplikation von rechts mit
einer Diagonalmatrix D hat den Effekt, dass die Spalten von Tmit den Diagonaleintrigen von D
multipliziert werden, also ist
TD = (M1, AaTa, -« oy ApUn) -
Andererseits ist, wieder nach den Regeln der Matrixmultiplikation,
AT = A(th, Vs, ..., Up) = (AT, A, ..., ATy,) .

Folglich muss
Aty =M1, oo, AUy = MUk, o.o, AUp = AUy

gelten, das heifit, die k-te Spalte v} von T ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ag. Ins-
besondere hat A also n linear unabhingige Eigenvektoren, denn die Spalten einer invertierbaren
Matrix sind linear unabhéngig. In unserem obigen Beispiel war das nicht der Fall, also konnte die
Beispielmatrix auch nicht diagonalisierbar sein. Damit haben wir eine notwendige Bedingung fiir
Diagonalisierbarkeit gefunden: A muss n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzen.

Aber ist diese auch ausreichend?

Nehmen wir also umgekehrt an, zu A gebe es n linear unabhéingige Eigenvektoren ', ..., 7, zu
den n Eigenwerten Ai,...,\,; diese miissen nicht alle verschieden sein. Schreiben wir diese als
Spalten in eine Matrix 7', so ist T = (¥4, . .., ¥,) invertierbar, und es gilt

AT = A(#1, s, ..., Tn) = (ATy, AT, . .., ATy) . = (\T1, Mo, « . ., AnT) -

Aber
A1
(AT ey M) = (T, ..., ) - 0 01,
AT T An
N——

D
das heiit T AT = D = diag(\1, ..., \,). Die Bedingung ist also auch hinreichend.

Zusammengefasst:

Satz 3.14. Eine n x n-Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n linear unabhingige
Eigenvektoren besitzt. Sind vy, ...,0, linear unabhingige Eigenvektoren, so transformiert die
Matriz T = (U4, ...,Up), die die Uy als Spalten hat, A auf Diagonalgestalt.
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Der Satz liefert nicht nur ein Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit, sondern auch ein konkretes Ver-
fahren zur Diagonalisierung einer n X n-Matrix A, wenn dies moglich ist.

3.15. Diagonalisierungsverfahren

1. Man berechne die Eigenwerte von A

2. Zu jedem der verschiedenen Eigenwerte bestimme man den Eigenraum. Stimmen fiir
jeden Eigenwert A dessen Vielfachheit als Nullstelle und die Dimension des Eigenraums
iiberein, erhélt man insgesamt n linear unabhéngige Eigenvektoren ¥y, ...,v, und A ist
diagonalisierbar, ansonsten nicht.

3. Man schreibe die Eigenvektoren als Spalten in eine Matrix T'; das Produkt T 1AT ist
dann eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als Diagonalelementen.

Beispiel 3.16. Wir bestimmen eine Matrix T', die

30 0
B=|1 2 -1],
2 —2 1

die Matrix aus Beispiel 3.6, diagonalisiert. Das chrakteristische Polynom ist xz(t) = —t(t — 3)?
mit einer einfachen Nullstelle A\; = 0 und einer doppelten Nullstelle Ay = 3. Als Eigenraumbasen
haben wir

0
)\1201 ’171— 1
2
1 1
)\2232 172— 1 y 173: 0
0 1

berechnet. Da wir drei linear unabhéngige Eigenvektoren gefunden haben, ist B diagonaliserbar
mit

0 1 1
T=11 1 0
2 01
Man sollte zur Probe nachrechnen, dass
-1 1 1 3 0 0 0 1 1 0 0 O
T 'BT = 1 2 -1 1 2 -1 1 1 0)J=(0 3 0
2 =2 1 2 =2 2 0 1 0 0 3

gilt.
Hingegen ist die Matrix C' aus Beispiel 3.6 nicht diagonalisierbar, denn der Eigenraum des einzigen
Eigenwerts ist nur eindimensional.

Wenn die Eigenwerte der Matrix paarweise verschieden sind, gibt es laut Satz 3.7 n linear un-
abhingige Eigenvektoren. Also gilt:

Satz 3.17. Besitzt eine n X n-Matrix n paarweise verschiedene Figenwerte, so ist sie diagona-
lisierbar.

Warnung: Dieser Satz liefert eine hinreichende Bedingung, keine notwendige. Selbst wenn die
Matrix mehrfache Eigenwerte hat, kann sie diagonaliserbar sein.
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Beispiel 3.18. Wir untersuchen die Matrix
0 0 -2
A=11 2 1
1 0 3
auf Diagonaliserbarkeit. Das charakteristische Polynom ist
—t 0 -2
xalt)y=det | 12—t 1 | =—t2-t)B-t)=2—-t)(t*-3t+2)=(2—-1)*(1 —1)
1 0 3—t

mit einer einfachen Nullstelle A\; = 1 und einer doppelten Nullstelle Ay = 2. Wir miissen die
Eigenrdume bestimmen:

Lo =2 10 2 -2
A—NE3 = 11 1] — ( 1 _1> filhrt zu ¥ = 1],
1 0 1 1
und
-2 0 -2 10 1 -1 0
A—XoEs = 10 1| — (O 0 0) liefert ¥y = 0 ,v3=11],
1 0 1 1 0

die linear unabghéngig sind. Wir haben also drei linear unabhéngige Eigenvektoren und die Matrix
A ist diagonalisierbar. Die Matrix

-2 1 0 -1 0 -1
T = (0, 0a) = 1 01 mit Inverser 1 0 2
1 10 11 1
transformiert A auf Diagonalgestalt:
-1 0 -1 0 0 -2 -2 1 0 1
TAT=( 1 0 2|1 2 1 1 0 1] = 2
11 1 1 0 3 110 2

4. Hermitesche und unitire Matrizen

Wir erinnern zuniichst an ds komplexe Standard-Skalarprodukt: fiir zwei Vektoren &,y € C™ ist
dies definiert durch

(@,

&
Il
8y

*
<y
Il
§\

<

sind die Vektoren reell, ist dies gerade das Standard-Skalarprodukt des R™. Das komplexe Skalar-
produkt definiert die komplexe Norm

n 1/2
17 = {7 = (Z x) |
=1

die reelle Werte annimmt. Man nennt zwei Vektoren v, W orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt Null
ist, also wenn (U, @) = 0 gilt. (In manchen Quellen wird dafiir im Fall komplexer Vektoren auch
der Begriff unitir verwendet.)
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Definition 4.1. Eine komplexe Matriz A = (a;x) heifft hermitesch, wenn gilt:
A=A",

also a;, = ag; fir alle © und k.

Insbesondere sind die Diagonaleintrige einer hermiteschen Matrix reell, denn fiir sie gilt a;; = a;;.

Beispiele 4.2. Die Matrix
4 25
=25 7

145 247
25 2

jedoch nicht (der erste Diagonaleintrag ist nicht reell).

ist hermitesch, die Matrix

Zerlegt man eine hermitesche Matrix A in Real- und Imaginérteil, also
A =B+ jC mit reellen Matrizen B und C,
so folgt
B+jC=A=A*=B" —jC".
Folglich gilt
(i) B = BT, das heiit B ist symmetrisch,
(ii) C = —CT, das heiit C ist antsymmetrisch.

Insbesondere ist eine reelle hermitesche Matrix symmetrisch.

Bemerkung. Fiir eine hermitesche Matrix A und komplexe Vektoren Z, 3y gilt offenbar

(AT, ) = (AD)"§ = T* A*j = T Ajf = (T, Ap) . (4.1)

Definition 4.3. Fine Matriz A heif$t unitir, wenn gilt:
A*A=F
Ist A reell, so bedeutet dies AT A = E, und man nennt A orthogonal.

Insbesondere ist also A invertierbar mit Inverser A~! = A*.

1 3 45
e
Dann gilt

1/ 3 -4 1 [/ 9416 12§ — 125
AY = = . . d A"A=— . . ) ) =F,.
5 (—4] - ]> un 25 (—12] +125 —(45)% — (35)2 2

Beispiel 4.4. Sei

Fiir eine unitire Matrix A ist auch ihre komplex Transponierte unitir, denn es gilt A**A* =

AA* = AAT1 =F
Aus dem Multiplikationssatz 2.2 und det(A) = det(AT") folgt fiir eine unitire Matrix A
|det(A)|? = det(A) - det(A) = det(A) - det(A)
= det(A*) - det(A) = det(A*A) = det(F) =1,

also
|det(A)] =1.
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Weiterhin gilt fiir beliebige Vektoren &, i/
(AT, Af) = (AT)" (A7) = 7" A" AJ = 7§ = (7, 7)
beziehungsweise
|AZ||> = (AZ)*(AZ) = F*A* AT = 7% = || 7.
Fiir orthogonale (also reell unitire) Matrizen heifit dies gerade, dass A eine lingen- und winkeltreue

Abbildung von R™ nach R™ definiert.

Bemerkung. Die Gleichung A*A = FE bedeutet Folgendes: Seien ¥y, ...,7, die Spalten von A,

dann gilt

Lo 1 firi=k,

<Ui7vk> = .
0 fiiri# k.
Mit anderen Worten, die Spalten von A bilden eine Basis von C", die aus paarweise orthogonalen
normierten Vektoren besteht; dies nennt man eine Orthonormalbasis von C™.
Sei nun A eine hermitesche Matrix und A ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor ¥. Dann gilt
MU, ) = (T, \0) = (v, AV) = (Av, V) = X\ (T, ),
also A = A und damit A € R. Sei ferner p # X ein weiterer Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor
W, so gilt wegen A € R und (4.1)
(A — ) (@, @) = (NG, ) — (7, pat)) = (AT, @) — (5, A)
und es folgt (¥, ) = 0. Andererseits gilt fiir jeden Vektor # mit (7,Z) =0
(U, AZ) = (AV, Z) = (M, &) = A(¥,Z) =0,

das heiffit A bildet jeden zu ¥ orthogonalen Vektor wieder auf einen solchen ab. Dies kann man
benutzen, um induktiv eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A zu konstruieren.

Zusammengefasst:

Satz 4.5. Sei A eine hermitesche Matrix.
(a) Die Eigenwerte von A sind reell.
(b) Eigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten sind orthogonal.
(c) A ist diagonalisierbar.

Genauer gesagt gilt sogar folgendes: es gibt eine unitéire Transformationsmatrix 7', die A diago-
nalisiert.

Beispiel 4.6. Gegeben sei ein Wegdiagramm mit drei Knoten
p1,P2,p3 und zwei Wegen, die p; mit ps, und je einem Weg, p3
der p; mit p3 beziechungsweise po mit p3 verbindet, sowie einem
Rundweg von ps nach ps3, der keinen weiteren Knoten enthélt, so
wie in der nebenstehenden Skizze. Dieses Diagramm kann man
in einer quadratischen Matrix kodieren, die ebensoviel Zeilen
wie das Diagramm Knoten hat: an die Position (7, k) der Matrix D2
schreibt man die Anzahl der Kanten, die den Knoten p; mit dem 41
Knoten p; verbinden; fiir unser Diagramm also
0 2 1

A=1(2 0 1
1 1 1
Eine solche Matrix nennt man die Inzidenzmatriz des Diagramms; wenn es (wie hier) keine Ein-
bahnstraflenregelung gibt, ist sie symmetrisch und damit diagonalisierbar. Wenn man nun die
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Anzahl der Wege der Linge 2 von p; nach py sucht, so wird diese vom Eintrag an der Matrix A2
an der Stelle (1,2) (oder der Stelle (2, 1)) angegeben, und allgemeiner liefern die Eintrége der k-ten
Potenz die Anzahl der Wege der Lange k. Um Potenzen einfacher zu berechnen, diagonalisieren
wir die Matrix. Es ist

xa(t) = —t3 + 1% — 6t = —t(t + 2)(t — 3)

mit Eigenwerten A\; = 0, A2 = —2 und A3 = 3. Als normierte Eigenvektoren erhalten wir
1 -1 1
1 1 1
U = — 1], to=— 11, o3=—111],

V6 \ o V2 | V3 1\
als orthogonale Transformationsmatrix also

1 1 -3 V2
T=—| 1 V3 V2
V6 ) 0 V2

Es ist dann TTAT = D := diag(0, —2,3), also A = TDTT, und damit

1 -3 V2\ /0

1 V3 V2 (=2)" -
)] 0 V2 3"
2.3" 4+3.(=2)" 2.3"—3.(-2)" 2.3"
— |23 —3. (-2 2.3"13.(—2» 2.3"

6 9. 3n 9. 3n 9.3n

1 -2
V3 0
V2 V2

A" =TD"TT =

w

[P

Damit erhalten wir geschlossene Formeln fiir die Zahl der Wege. Es ist zum Beispiel

20195 19171 19683
A0 = [ 19171 20195 19683 | ,
19683 19683 19683

und es gibt 19171 Wege von p; nach ps der Lange 10.

Definition 4.7. Fine hermitesche Matriz A heifit positiv (semi)definit, falls fiir alle Vektoren
Z#0 gilt:

TAZ >0 (Z*AZ >0)
A heif$ negativ (semi)definit, wenn — A positiv (semi)definit ist.

Hermitesche Matrizen, die weder positiv noch negativ (semi)definit sind (und davon gibt es viele!),
nennt man auch indefinit. Die Bedeutung der positiven Definitheit einer Matrix liegt darin, dass
man +/(Z, AZ) wieder als ,,Linge*“ betrachten kann. Die Tatsache, dass man hermitesche Matrizen
orthogonal diagonalisieren kann bedeutet wiederum, dass man diesen Lingenbegriff in den eukli-
dischen Standardabstand transformieren kann, jedenfalls bis auf Streckungen der Form a} = \;z;.
Diesen Vorgang nennt man dann Hauptachsentransformation.

a

Beispiel 4.8. Wir betrachten die Matrix A = <b

lc)) mit a,b,c € R, a # 0. Diese Matrix ist

reell symmetrisch, also hermitesch. Es gilt

TT AT = (21, 12) (Z b> (331) = ax] + 2bry7y + ).

& i)

Da a # 0 ist, wird daraus durch quadratische Ergénzung

[N

x5 = ayi +

b2 b? b)2 ac — b?
+
a

2b det(A
a(m% + —x122 + —ﬂ?%) + cx% — —x% = a(wl + - 2 (4)
a a a a a
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wenn wir y; = x1 + g und yo = a9 setzen. Die Matrix A ist also genau dann positiv definit, wenn
a > 0 und det(A) > 0 ist.

Anwendung (Hesse-Matrix). Eine Funktion f: R™ — R, die geniigend oft differenzierbar ist, hat
im Punkt p’ € R™ ein lokales Minimum, wenn gilt:

e alle partiellen Ableitungen %(m im Punkt p'sind Null, also grad f(p) = 0, und

o die sogenannte Hesse-Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

2 2 2
@ L . gL
2 2 2
v Ly e .. 2l
Hesse(1)7) = (o)) = | :
i ik : . :
8?2 52
o) L (p)

ist positiv definit.

Sei nun A eine hermitesche Matrix. Da hermitesche Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind,
gibt es eine Matrix T' mit

T*AT = diag(\1,...,\p) =D, X\ €R.
Ist A zusétzlich noch positiv definit, so miissen alle \; positiv sein, denn wire etwa A\ < 0, so
gélte fiir & := T™€}:
AL = (Téy) A(Tey) = eyT " ATéy, = é;Dé, = A\, < 0.
Sind umgekehrt alle A; > 0, so ist A auch positiv definit: jeder Vektor Z ist eine Linearkombination
T=oqU; + agly + -+ + a0y,
der Spalten von T, da diese eine Orthonormalbasis bilden, und wegen Av; = \;v; gilt
AT = ozf/\l + ag)\g 4+t ai)\n >0.

(Genauso argumentiert man fiir positiv semidefinit.)

Daraus kann man ein weiteres Kriterium fiir positive Definitheit reeller, symmetrischer Matrizen
ableiten. Sei dazu A eine reelle, symmetrische, positiv definite n x n-Matrix. Dann ist A diagona-
lisierbar, und da alle Eigenwerte \; > 0 sind, ist auch det(A) = A1 - Ao+ ...+ A, > 0. Fiir ein k mit
1 <k < nsei Ay die Untermatrix, die aus A durch Streichen der letzten n — k Zeilen und Spalten
entsteht:

Ist A positiv definit, so sicherlich auch jede der Matrizen Ay (man betrachte Vektoren, bei denen
nur die ersten k Eintriige # 0 sind). Folglich miissen nach dem gleichen Argument wie eben auch
alle Abschnittsdeterminanten

A = det(Ak)

positiv sein. Die Umkehrung gilt ebenfalls: sind alle Ay > 0, so ist A positiv definit.
Zusammengefasst:

Satz 4.9. (a) Sei A eine hermitesche Matriz. A ist genau dann positiv (semi)definit, wenn
alle Figenwerte positiv (nicht negativ) sind.
(b) Sei A eine reelle symmetrische Matriz. A ist genau dann positiv definit, wenn alle Ab-
schnittsdeterminanten Ay = det(Ay) positiv sind.
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Vorsicht: Will man mit dem Kriterium in (b) feststellen, ob eine reelle, symmetrische Matrix
negativ definit ist, muss man es auf —A anwenden! Das bedeutet dann eben nicht, dass alle
Abschnittsdeterminanten negativ sind, sondern dass sie abwechselnd negativ und positiv sind:

(71)kAk > 0.

Die Lage der Eigenwerte einer komplexen n xn-Matrix kann man in etwa abschétzen: Angenommen
@ ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A. Fiir die i-te Koordinate x; heifit das ), ajrxr = Az;.
Sei nun z; die Koordinate, fiir die |z;| maximal unter allen Koordinaten von # ist. Dann gilt |z;| > 0
und

n
(A —ai)zi =Y ainzy,
k=1
ki
also wenn man Betridge nimmt

n n

ATk
A —ai;| = E < E @ik -
T
k=1 k=1
[ [

Mit anderen Worten: zu jedem Eigenwert A\ gibt es ein Diagonalelement a;; der Matrix, so dass
A in der Kreisscheibe um a;; mit Radius -, 4i |aix| liegt. Aus dieser Eigenschaft folgt nun das
sogenannte Zeilensummenkriterium:

Satz 4.10 (Zeilensummenkriterium). Sei A eine hermitesche n x n-Matriz. Gilt fiir jedes 1,
1<i<n,

n n
i > Z laik|  (bzw. a;; > Z laik|)
k=1 k=1
ki ki
so ist A positiv definit (positiv semidefinit). Im ersten Fall spricht man auch vom starken, im
zweiten vom schwachen Zeilensummenkriterium.

Beispiele 4.11. (a) Die reelle und symmetrische (also hermitesche) Matrix

3 1 -1
A= 1 2 0
-1 0 2

erfiillt das starke Zeilensummenkriterium und ist dahe positiv definit. Zur (eigentlich iiberfliissigen)
Kontrolle berechnen wir die Eigenwerte von A:

3—t 1 -1
xA(t) = det 12—t 0 ]=B-t)2-t)2-22-t)=2-t)t—-1)(t—4)
-1 0 2-t

mit Nullstellen 1,2,4, die alle positiv sind.

(b) Die ebenfalls reelle und symmetrische Matrix

1 3 -1
B = 3 2 0
-1 0 2

erfiillt weder das starke noch das schwache Zeilensummenkriterium, denn der Diagonaleintrag 2
der zweiten Zeile ist kleiner als die Summe der Nichtdiagonaleintrige 3 = 3 4+ 0. Daraus kénnen
wir gar nichts schlieSen; der Satz sagt schlicht nichts iiber die Matrix B aus. Daher miissen wir
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entweder die Eigenwerte oder die Abschnittsdeterminanten berechnen; wir tun beides.

11 3 -1
xpt)=det [ 3 2 0 | =11—-8)(2—1t)2—10(2—1t) = (2—t)(t —1)(t —12)
-1.0 2

hat die Nullstellen 1,2, 12. Da diese positiv sind, ist die Matrix positiv definit. Das gleiche Ergebnis
liefern die Abschnittsdeterminanten: es gilt

11 3
3 2

(c) Wir berechnen die lokalen Extrema der Funktion f: R? — R gegeben durch
fly) =zy(l—z—y).

Notwendige Bedingung ist das Veschwinden der partiellen Ableitungen:
of

A =11>0, AQ:det< ):13>0, Ay =det(B)=24>0.

O—%—y(l—Qa:—y), (4.2)
O:g—]yc:x(l—x—Qy). (4.3)

Damit % = 0 ist, muss also y = 0 oder 2z + y = 1 gelten. Fiir y = 0 folgt aber aus der zweiten
Bedingung (4.3) (1 —z) = 0, also 2 = 0 oder 2 = 1. Wir erhalten die beiden Punkte p; = (0, 0)
und p> = (1,0). Ist nun y # 0, so muss gelten:

2e+y=1 und z(1 —z—2y)=0.
Hier gibt es wieder zwei Moglichkeiten: = 0 und 2z + y = 1, was zum Punkt p5 = (0, 1) fiihrt,
oder  + 2y = 1 und 2z 4+ y = 1. Dieses lineare Gleichungssystem reduzieren wir in (erweiterter)

Matrixnotation per Gaufiverfahren
2 1|1 1 2 1 . . 1/3
(1 9 1) — <0 _3 _1) mit der Losung (1/3) .
Als Kandidaten fiir Extrema haben wir also die vier Punkte
ﬁli(0,0), ﬁli(l,O), ﬁ2:(0a1)5 ﬁ4:(1/371/3)a

an diesen Stellen miissen wir die Hesse-Matrix bestimmen. Es gilt

0% f O f o0 f
bl A =1-22-2, =L =-2
Ox2 Y Oxdy v Oy? v
0 1\ ... . R .
Hesse(f)(p1) = 10 ist indefinit, denn die Eigenwerte sind 1 und —1,
Hesse(f)(p2) = (_(1) :;) hat Eigenwerte —1 + v/2 und ist daher ebenfalls indefinit,
Hesse(f)(p3) = <:? _(1)) hat die gleichen Eigenwerte wie fiir po, ist also auch indefinit,

Hesse(f)(ps) = (_i;g _ég) ist negativ definit, denn die Eigenwerte —1, —1/3 sind negativ.

Folglich hat die Funktion f in py = (1/3,1/3) ein lokales Maximum.

Nicht nur hermitesche, sondern auch unitdre Matrizen lassen sich orthogonal diagonalisieren:

Satz 4.12. Sei A eine unitire n X n-Matriz. Dann gilt:

(a) Jeder Eigenwert A von A hat Betrag |A| = 1.
(b) Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
(c) FEs gibt eine unitire Matriz T, so dass T* AT Diagonalgestalt hat.
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Eigenschaft (a) ist einfach nachzurechnen: da unitire Matrizen das Skalarprodukt erhalten, gilt
fiir einen Eigenvektor v zum Eigenwert A

(5, 5) = (AT, AT) = (A, AB) = (AD)* (AF) = AT = AT, ),
also |A|2 = A\ = 1 und damit [\| = 1.

(b) bedeutet: Ist ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert A und @ ein Eigenvektor zum Eigenwert p # A,
so gilt (0, W) = 0. Wére namlich (¥, @) # 0, so folgte aus

(5, @) = (AT, AD) = (AT, ud) = Au{F, )
zundichst A = 1, durch Multiplikation mit A also Ay = A und mit (a) schlieBlich x4 = A\, was
ausgeschlossen war.

Teil (c) des Satzes besagt, dass es eine Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren gibt; diese
bilden die Spalten der Transformationsmatrix 7.

V3 1) . o
1 V3 ist orthogonal (also unitér):

G R AP, B B

Wir berechnen erst die Eigenwerte: es ist

V3 21 2 i 1 ] L ]
xa(t) = T—t —l—Z:t —\/gt—&—lmltNullstellen)\l:5(\/3—1—]),)\2:5(\/3—]).

Zu den Eigenvektoren:

1 /-5 — 1 /4
A—\Ey= 3 ( { _;) liefert den normierten Eigenvektor v = — <]>,

1/ — 1
A— X\ Ey = 3 (‘i ;) liefert den normierten Eigenvektor vp = — <1>
Aus den Eigenvektoren bilden wir die Transformationsmatrix 7', indem wir sia als Spalten schrei-

ben: )
j 1
T=— .
ﬂ(l J)

1
Beispiel 4.13. Die Matrix A = 3 (

Dann ist 7" unitar und es gilt

0  V3-j

wie verlangt. (Die gegebene Matrix A beschreibt eine Drehung im R? um den Winkel 30°. Man
beachte, dass die Eigenwerte der reellen Matrix A komplex sind, ebenso wie die Transformations-
matrix im Allgemeinen komplex sein wird.)

Bemerkung. Hermitesche und unitéare Matrizen sind Spezialfille sogennanter ,,normaler” Matrizen:
eine Matrix A heifit normal, wenn sie mit ihrer konjugiert Transponierten vertauscht, also wenn
AA* = A* A gilt. Zu solchen Matrizen gibt es stets eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren
besteht, das heifit A ist orthogonal diagonalisierbar, und umgekehrt ist jede komplexe, orthogonal
diagonalisierbare Matrix normal.



II Kurven

1. Kurven im Raum

Anschaulich stellen wir und Kurven im Raum als Bahnen von Massepunkten vor, die sich durch
den Raum bewegen, Beschreiben lassen sich solche Bahnen als die Ortsvektoren des Massepunktes
zum Zeitpunkt ¢.

Definition 1.1. Es sei 7: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Funktion, also

z1(t)

20 e,

2
I

T (t)
wobei die Koordinatenfunktionen x;(t) stetig differenzierbare Funktionen seien. Die Menge der
Bildpunkte
C = 7([a,b]) = {(xl(t), e 7acn(t))| t € [a,b]}
nennt man eine Kurve mit Anfangspunkt 7(a) und Endpunkt 7(b). Die Funktion ¥ nennt man
eine Parametrisierung der Kurve C.

Im Fall von n = 2 und n = 3 benutzen wir auch die iiblichen Koordinaten (z,y) beziechungsweise
(z,y, 2).
Beispiele 1.2. (a) Die Abbildung

t

Fty=[(1+¢t], o<t<2, (1.1)
1—t

parametrisiert die Strecke von (0, 1,1) nach (1,3, —1).

(b) Die Parametrisierung

_ . [Rcos(t)

7(t) = <Rsin(t)> , 0<t<m, (1.2)
beschreibt den Halbkreis in der oberen Halbebene um (0,0) vom Radius R (ohne den Endpunkt
(_R7 0))

(c) Die durch
R cos(wt)
7(t) = | Rsin(wt) | , 0<¢, (1.3)
ct
paramterisierte Kurve ist eine Schraubenlinie, wobei die Konstanten R, w und ¢ bestimmte Eigen-
schaften der Kurve festlegen: R ist der Radius des Kreises, der durch Projektion auf die zy-Ebene
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entsteht, w regelt die Geschwindigkeit, mit der die Kurve durchlaufen wird, und ¢ wie schnell die
,,Hohe* zunimmt.

Eine Kurve C besitzt im allgemeinen viele verschiedene Parametrisierungen. So wird etwa die
Kurve aus Beispiel (a) ebenso durch

2
1+2t|, 0<t<1, (1.1)
1—¢2

beschrieben, die Kurve aus (b) auch durch

(ﬁ) 1<t<l, (1.2))

und die Schraubenlinie durch

Rsin(24) |, 0<t. (1.3)

In der Interpretation von Kurven als Bahnen von Massenpunkten entsprechen verschiedene Para-
metrisierungen verschiedene Geschwindigkeiten, mit denen die Kurve durchlaufen wird. Die Ge-
schwindigkeit ist wie {iblich die Zeitableitung des Ortes, also die Ableitung nach dem Parameter,
nur sind dies hier Vektoren. Dabei sind Grenzwerte und Ableitungen vektorwertiger Funktionen
komponentenweise erklért: Sei

l‘l(t
ZL’Q(

~
o

die Parameterdarstellung einer Kurve in R™, so ist

lim 1 (¢)

t—to

lim .132(1‘5)
lim 7(¢) = [ 77
t—to

tlg?o Za(?)

und

n(t)
diesen Vektor 7(t) interpretieren wir als Geschwindigkeitsvektor und genauso 7(t) als Beschleuni-
gungsvektor.

Beispiel 1.3. In den obigen Beispielen 1.2 sind die Geschwindigkeitsvektoren gegeben durch

1 . — Rw sin(wt)
Lo - [ —Rsin(t) S .
W f={ 1. o 0= (o)) @ = R o
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In den Parametrisierungen (1.1°)-(1.3’) hingegen sind hat man

2 -1 7&Sin ﬂt)
@ f={ 2. wmiw-()  © - Lo
-2 o2

In (a) wird bei der zweiten Parametrisierung die Kurve doppelt so schnell durchlaufen wie in der
ersten und bei (¢) geht es um den Faktor 1/c¢ schneller. (In (b) existiert die Ableitung der zweiten
Parametrisierung nur fiir —1 < ¢ < 1.)

Besonders geeignet sind Parametrisierungen, bei denen man weder stehenbleibt noch umkehrt:

Definition 1.4. Eine Parametrisierung 7(t), a < t < b, heifit requlir, wenn fir alle t € [a,b]
gilt: )
F(t) #£0.

Die Parametrisierungen in den obigen Beispielen sind alle regulér.

=

Satz 1.5. Sei 7(t), a <t < b, eine regulire Parametrisierung. Dann ist der Vektor 7(t) parallel
zur Kurventangente im Punkt 7(t).

Das liegt daran, wie man die Ableitung bildet, ndmlich durch Grenzwertbildung;:

A "
lim x [F(t + h) — 7(t)]

h—0

Hierbei ist #(t + h) — 7(t) die Sekante zwischen den Punkten #(¢ + h) und 7(¢); im Grenziibergang
wird daraus eine Tangente.

ABBILDUNG 1. Sekante und Tangente

Darauf basierend definiert man:
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Definition 1.6. Sei 7(t), a <t < b, eine requlire Parametrdarstellung einer Kurve C.
(a) Dann heifst

der Tangenteneinheitsvektor im Punkt 7(t).
(b) Ist zusitzlich T (t) # 0, so heift

Nt) == ——
1T

der Hauptnormaleneinheitsvektor im Punkt 7(t).

T'(t)

Der Name ,,Hauptnormaleneinheitsvektor® griindet sich darauf, dass ﬁ(t) senkrecht auf 7'(t) steht:
Da T'(t) die Linge 1 hat, erhiilt man durch Differenzieren

0= S(0) = LW, T0) = @0, T0) + T, T0) =20, 70)  (4)

Der Vektor ]V(t) zeigt in die (Haupt)kriimmungsrichtung der Kurve (s.u.).

Beispiel 1.7. Wir betrachten die Schraubenlinie

t
7(t) = | 2cos(t) | , 0<¢t.
2sin(t)
Dann ist
. 1 .
Ft) = | —2sin(t) |, [7(0)] = /1 +4sin’(t) + 4cos2(t) = VIT 4 = V5,
2 cos(t)

2. Bogenlinge

Sei C eine Kurve in der Ebene mit regulirer Parametrisierung 7: [a,b] — R2. Um die Linge der
Kurve zu berechnen, approximieren wir sie durch Sekanten. Dazu teilen wir das Intervall in n

—a =: At:

gleichlange Teilintervalle [¢t;—1,%;], 1 <4 <n, mit tg = a, t, =bund t; —t,_1 =

a=1ty t1 {2 th_1 t, = b

Die Strecken zwischen den Punkten 7(¢;—1) und 7(¢;), so wie in der Skizze, approximieren die
Kurve, und zwar um so besser, je mehr Unterteilungspunkte man nimmt, also je grofler n ist.
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ABBILDUNG 2. Approximation einer Kurve durch Geradenstiicke

Dann betriigt die Linge der Strecke von #(¢;_1) nach 7(¢;) gerade

A.’Ili = .’L'(tl) — {E(tifl) 5

Ay; = y(t:) —y(ti-1) -

Nun lassen sich Sekanten zwischen zwei Punkten auch als Tangenten an einer Zwischenstelle
beschreiben (Mittelwertsatz), das heifit es gibt Parameterwerte &;,7; € [t;—1,t;] mit

Az = @(§)At, Ay = g(n;) At

Ary = &(&)* + y(m)? At

Summiert man alle diese Langen auf, erhdlt man als Approximation an die Liange der Kurve
n
L i)? +9(m)? At
i=1

Lésst man nun n wachsen, also At schrumpfen, so wird daraus im Grenziibergang At — 0 ein
Integral:

Ar; =/ (Az;)? + (Ay;)?, wobei {

und daher ist

b
L= [ VaEr it .

Wir fassen diese Uberlegungen in einem Satz zusammen:

Satz 2.1. Sei 7: [a,b] — R?, #(t) = ZEg), eine requlire Parameterdarstellung der ebenen

Kurve C. Die Linge von C' betrdgt

b b
L(C):/ \/:'v(t)2+y(t)2dt:/ 17| dt .

Spezialfall 2.2. Sei f: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Der Graph I'y von f ist
eine ebene Kurve mit Parameterdarstellung

t

F’(t):<f(t)), a<t<b.

SN 1 N Ry
70 = () - a0 17O = VIT 770

und die Lénge des Graphen ist

Es folgt

L= /b\/1+f’(t)2dt.
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t — sin(t)
1 — cos(t)
(Diese Kurve lost das sogenannt Brachistochronenproblem, also die Frage, wie die Bahn aussieht,
auf der eine Kugel am schnellsten zu Tale rollt.) Es ist

7(t) = (1 — cos(t),sin(t))

Beispiele 2.3. (a) Die durch 7(t) = ( ) parametrisierte Kurve nennt man eine Zykloide.

[7(£)]|? = 1 — 2cos(t) + cos?(t) + sin®(t) = 2 — 2 cos(t) = 4sin?(t/2),
wobei wir sin?(t) 4 cos?(t) = 1 sowie die aus den Additionstheoremen abgeleitete Formel
2sin?(z) = 1 — cos(2x)
benutzt haben, also

[7(t)]| = |2sin(t/2)]
und daher

2m 2m
L= 2/ Isin(t/2)| dt = 2/ sin(t/2) dt = 4 cos(t/2)]2" = 8.
0 0
(b) Sei a eine natiirliche Zahl > 2 und C die durch

. asin(t) — sin(at)
— <t <

(t) (a cos(t) — cos(at) ) ’ O<t<?2m,
parametrisierte Kurve. Dann gilt

#t) = ( acos(t) — acos(at) )

—asin(t) + a cos(at)

und
[7(£)]|? = a?(cos®(t) — 2 cos(t) cos(at) + cos?(at) + sin?(t) — 2sin(t) sin(at) 4 sin?(at)
= 24° {1 — cos(t )(cos((a — 1)t) cos(t) — sin((a — 1)t) sin(t))
+ sin(t ( in((a — 1)t) cos(t) + cos((a — 1)t) sin(t))}

= 24° {1 — cos®(t) cos((a — 1)t) — sin®*(¢) cos((a — 1)t)}
= 2a? {1 - cos( 2 1t)]
= 4a® sin? (%t)

Es folgt

L= /027r [7(t)] dt = 2a /027r sin(a; lt) ’ dt = a4j1 /0(a|_sli)r71r(u)| du = 4a /O7r sin(u) du = 8a .

(¢) Sei C der Graph der Funktion y = V23 = 2%/2, 0 < 2 < 1. GemiB der Formel fiir Funktions-

graphen gilt
1 1 9 1
:/ \/1+(y’)2dx:/ \ll—l—ixdx:i/ V4 + 9z dx;
0 0 0

mit der Substitution v = 4 + 9z, also du = 9dz, wird daraus

i a2 _ L _

18 fdu- {Su L —27(13\/ﬁ 8).
tsin(t)
tcos(t)

#t) = (sin(t) + tcos(t)>

cos(t) — tsin(t)

(d) Wir betrachten die Spirale 7(¢t) = ( ), 0 <t < 2km, also k volle Umdrehungen. Es ist
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und
[7(£)]|? = sin?(t) + 2t sin(t) cos(t) + 2 cos?(t) — 2t sin(t) cos(t) + ¢ sin®(t) = 1 + 2
2km
zu berechnen ist also das Integral / V' 1+ t2dt. Eine Stammfunktion von v/1 4+ ¢2 (die man
0

mit Hilfe der Substitution ¢ = sinh(u) findet) ist

1 1
5t 1+t2+§1n(t+\/1+t2),

so dass man fiir die Lénge

1
L= 5{\/1 42+ In(t + \/1+t2]
0
1
=knv' 1+ 4k2m2 + 3 In(2km + /1 4 4k?72)

2km

erhalt.

Man kann die Bogenléinge auch als Parameter benutzen: Ist ndmlich 7: [a,b] — R? eine regulire
Parameterdarstellung, so definiert

L(t) = / 7)) du

eine monoton wachsende Funktion mit L(a) = 0, die das Intervall [a,b] umkehrbar eindeutig
auf das Intervall [0, L(b)] abbildet und daher eine Umkehrfunktion L=': [0, L(b)] — [a, b] besitzt.

Definiere nun

cs)=7(L7'(s)), 0<s<L(b).
Diese Parameterdarstellung hat dann die Eigenschaft, dass die Kurve zum Zeitpunkt s einen Weg
der Lange s zuriickgelegt hat. Mit der Kettenregel rechnet man aus

ds) = %5(5) - %f(rl(s)) : (%L*l(s)) = A1) - (%L(t))_l =

mit s = L(t). Folglich gilt ||&(s)|| = 1 und daher T'(s) = &(s).

Beispiel 2.4. Eine Parametrisierung des Kreises um Null mit Radius R nach der Bogenléinge ist
gegeben durch

as)=R (Zig?g) ,0<s<2rR.

Die gleichen Uberlegungen zur Bogenlinge kann man auch fiir Raumkurven anstellen:

Satz 2.5. Sei 7: [a,b] — R3, 7(t) = | y(t) |, eine regulire Parameterdarstellung der Kurve C.

Die Linge von C' betrdgt

b . b .
L(C)=/ \/if(t)2+y(t)2+(Z)(t)2dt=/ 7)1 dt -

cos(t)
Beispiel 2.6. Sei 7(t) = | sin(¢) |, 0 < ¢ < 2kmn, eine Schraubenlinie mit 2k Umlidufen. Es ist
t

17(t)])> = (= sin(t))” + cos>(t) + 1 = s,
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also
2k

L= V2dt = 2knv2.

0

Auch Raumkurven kann man natiirlich nach der Bogenléinge parametrisieren:

3t
Beispiel 2.7. Sei 7#(t) = [ 4cos(t) |, 0 < ¢, eine Schraubenlinie mit Anfangspunkt (0, 0,0). Dann
4 sin(t)
gilt
1712 = 3% + (—4 Sin(t))2 + (4COS(t>)2 =9+ 16(sin®(t) + cos®(t)) = 25,
also

s=s(t) = /Ot |7(w)]| du = /OtSdu: 5t

und damit ¢ = #(s) = £. Es folgt

3s/5

c(s) =7(t(s)) = | 4cos(s/5)
4sin(s/5)

3. Kriimmung

Wie stark eine Kurve gekriimmt ist, driickt sich dadurch aus, wie schnell sich ihre Richtung
Yer'a'undert, wenn man die Kurve durchlauft. Bei ebenen Kurven kann man dies durch die relative
Anderung des Neigungswinkels der Tangente beziiglich der Bogenlédnge messen:

Definition 3.1. Sei C eine ebene, requlire Kurve, ¢ der Neigungswinkel der Tangente und s
die Bogenlinge. Dann nennt mann
de Ap
= —= 1' —_—
"= 0s T asso As
die Kriimmung der Kurve (sofern der Grenzwert existiert).

> T

ABBILDUNG 3. Definition der Kriimmung fiir ebene Kurven

Die Kriimmung einer ebenen Kurve ist also eine reelle Zahl; ihr Vorzeichen driickt dabei aus, in
welche Richtung sich die Kurve kriimmt: ist £ < 0, so nimmt der Neigungswinkel ab, und man
spricht von Rechtskriimmung (denn die Kurve , biegt rechts ab“), genauso nennt man die Kurve
linksgekriimmt in einem Punkt, wenn dort x > 0 ist.
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| @ | @
Rechtskriimmung Linkskriimmung

ABBILDUNG 4. Rechts- und Linkskriimmung ebener Kurven

Fiir Raumkurven ist die Unterscheidung nach Rechts- un Linkskriimmung nicht mehr méglich,
genausowenig kann man von einem Neigungswinkel der Tangente sprechen, da es keine ausge-
zeichnete Referenzgerade gibt. Als Maf fiir die Kriimmung benutzt man statt dessen die relative
Anderung des Tangenteneinheitsvektors T beziiglich der Bogenlénge s: In einer engen Kurve ist
die Richtungsénderung pro zuriickgelegte Wegstrecke grof}, ist die Kurve jedoch beinahe gerade,
so dndert sich die Richtung kaum. Diese geometrische Vorstellung fithrt zu folgender Definition:

Definition 3.2. Sein > 2 und C C R" eine requlire Kurve, T ihr Tangenteneinheitsvektor und
s die Bogenlinge. Dann heifst
_||4T
" H ds

die Krimmung der Kurve.

Hier ist x also stets eine nichtnegative reelle Zahl.

Bemerkung. (a) Im Fall einer ebenen Kurve entspricht, bis auf ein Vorzeichen, die Anderung des

Neigungswinkels ¢ der Tangente der Richtungsédnderung des Tangenteneinheitsvektors: fiir kleine
Wegstrecken As gilt

« fiir Linkskri

Ag ~ £||AT|| mit Vorzeichen {”+ R ——

,— " fiir Rechtskriitmmung.

Daher gilt fiir eine ebene Kurve C

H dT k, falls C im Punkt (z,y) linksgekriimmt ist,
ds

—k, falls C'im Punkt (z,y) rechtsgekriimmt ist,

und Definition 3.2 ist die richtige Verallgemeinerung von Definition 3.1 auf héhere Dimensionen.

(b) Ist ¢ [a,b] — R™ eine Parametrisierung nach der Bogenlénge, so erhilt man  auch als zweite
Ableitung:

aT .
%] = .

Diese Definitionen sind zwar geometrisch anschaulich, aber rechnerisch unangenehm, weil die Kur-
ve meist nicht nach der Bogenléinge parametrisiert ist. Aber die Kettenregel verschafft Abhilfe: Sei
7(t), a <t < b, eine (beliebige) Parameterdarstellung der Kurve C. Es ist

df _dTds  ~dT _din T _ T

= T g also —— = = oo = .
dt ds dt ds ds % 17l

Folglich gilt:

3.3

17l
Il

a7
ds
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Damit kann man schon ein wenig besser rechnen.

R cos(t)

Beispiel 3.4. Sei 7(t) = (Rsin(t)

Radius R. Dann gilt
= () won=n, T - (). 7o (250).

>, 0 <t < 27, die Parameterdarstellung eines Kreises vom

also )
@) _ 1
nl = In(o)] = Lo =
7@l
Benutzen wir die Parametrisierung nach der Bogenldnge ¢(s) = R (Zi:éj?g;), 0 < s < 27R,
. 1 /—si
(siehe Beispiel 2.4), so erhalten wir &(s) = = (_ S;I;EZ};D und damit ebenfalls kK = 1/R. (Da

der Kreis linksgekriimmt ist, gilt k = ||.)

Beispiel 3.5. Die Parabel y = 22 kann man durch 7(t) = <tt2> parametrisieren. Es gilt

710 = (5,) mit 170 = VIF I, abso Tt = ——— )

V1 4+ 482
und
?(t) _ —4t <1> N 1 (0) _ 2 (—27&)
(144¢2)3/2 \2t) /T + 42 \2 (144t2)3/2 \ 1
und damit

Pl _ 2 e S
MO e~ Graepe Ve VT T e

Diese Rechnung erscheint unnétig umsténdlich, in ihr steckt immer noch noch viel Redundanz.
Fiir ebene Kurven und Raumkurven gibt es auch einfachere Berechnungsformeln:

Satz 3.6. Sei7: [a,b] — R™ eine regulire Parameterdarstellung.

(a) Sein =2 und 7(t) = (;Eg) Dann gilt

In der Tat gilt wegen i"(t) = ||7(¢)|| T (¢)
#t) = (SR T + T,

710 x (0 = FOITO < ((FIF01) T0 + 1701 T0) .
Nun ist 7' (£) x T(t) = 0, und weil T( t) auf T (t) senkrecht steht (siche(1.4)), gilt
IT(t) < T(t)]| = ||T(t)|| 170l =T @)

also

S:\&
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Es folgt
17t x 7| = [FO1 [1T'() x T@) = 171 1T @),
also
II?( O 7)< F(@)|

K= OO

und die Aussage (b). Teil (a) des Satzes folgt aus Teil (

t cos(t)
tsin(¢)

wenn man die ebene Kurve mittels

als Raumkurve auffasst (dann ist ndmlich 7 T
beriicksichtigt.

t)y(t)) &) und das Vorzeichen

Beispiele 3.7. (a) Sei C' die durch 7(t) = <
(siehe Beispiel 2.3 (d)) und
oy ome N\ cos(t) — tsin(t) —2sin(t) — tcos(t)
det (r(t), T(t)) = det (Sin(t) +tcos(t) 2cos(t) — tsin(t)
= 2cos?(t) — 3tsin(t) cos(t) + t* sin?(t) + 2sin?(¢) + 3t sin(t) cos(t) + t* cos?(t)
=t>+2,

) gegebene Spirale. Dann ist, ||7(t)|| = V1 + £2

also
t2 42
r(t) = (1t 232

(b) Wir betrachten die Zykloide

oy [ t—sin(t) i z(t) =1—cos(t), &(t)=sin(t),
m(t) = (1 - cos(t)) bg(t) = sin(t), (1) = cos(t).
Es folgt
(t) = (1 — cos(t)) cos(t) — sin(t) sin(t) _ cos(t) — cos?(t) — sin?(t)
(1 —2cos(t) + cos?(t) + sin2(t))3/2 (2-2 cos(t))g/2
cos(t) — 1 o —2sin®(¢/2)  —2sin®(t/2) 1

T —cos(0)?  (asi?(t/2)”? @sin(t/2)))?  Asin(t/2)]

4 cos(t)
7(t) = (4sin(t)> , 0<t,
3t

—4sin(t) —4 cos(t) 12sin(t) 12sin(t)
F(t) x 7(t) = (4cos(t)) X (—4sin(t)) = ( —12cos(t) ) = (—12cos(t))
3 0 16 sin”(t) 4 16 cos?(t) 16

und daher

(c) Fiir die Schraubenlinie

gilt

\/144 sin?(t) + 144 cos2(t) + 256 V400 4
~ (16sin*(t )—|— 16cos2(t) +9)3/2 125 25
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Spezialfall 3.8 (Graph einer Funktion). Sei C' C R? der Graph einer (zweimal stetig differenzier-
baren) Funktion f: [a,b] — R. Dann ist (f(i:))’ a < x < b, eine Parametrisierung von C', und

man erhéilt

o 1f//(x)70f/(x) f//(x) ,y//

A+ FEP? 04 PR Ay
Insbesondere gilt

k(x) >0 < f’(z) >0 (Linkskriimmung)

k() <0 < f’(x) <0 (Rechtskriimmung)
2z
(L +422)32
—cos(x)

(1+ 81112(33))3/2 .

Beispiele 3.9. (a) Sei y = 2%. Mit der Formel aus 3.8 erhiilt man sofort x =

(b) Sei y = cos(z). Dann ist y' = —sin(z) und y” = — cos(x), also k =

Spezialfall 3.10. (Polarkoordinaten) Die Kurve C sei in Polarkoordinaten gegeben, also

- R(yp) COS(<P))

() = . .

@)= (Ripy i
Dann erhélt man mit der Formel aus dem Satz
o) = R(p)* + 2R/ () — R(¢)R"(¢)
3/2 :

(R(¢)* + R(¢)*)”

Beispiel 3.11. Wir wiederholen das Beispiel 3.7 (a). In Polarkoordinaten hat die Spirale die
2
o+ 2

Darstellung R(¢) = ¢; es folgt k(p) = U+ 2P
©

4. Evolute und Evolvente

Definition 4.1. Sei C' eine hinreichend glatte ebene Kurve. Der Kreis, der die Kurve im Punkt
P beriihrt und dort dieselbe Tangente und Krimmung aufweist, heifst Krimmungs- oder Schmie-
gekreis im Punkt P.

ABBILDUNG 5. Kriimmungskreis

1
Der Radius des Kriimmungskreises ist ﬁ, da die Kriimmungen iibereinstimmen sollen. Um den
K

Mittelpunkt (zas, yar) des Kriitmmungskreises zum Punkt P(z,y) zu bestimmen, geht man von P
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um 1/k in Normalenrichtung, also

1 n
()-)e
Ym Y k|17l
mit . ae e .
Ty — Y - -y . : -
@i T <x> sl = Vit + g2
1 2 2
Dann gilt — = :v s y -, also
gl g — iy
2 2 2 2
e+ . e+ .
o=z — oy, yv =y + . (4.1)
Ty — Y Ty — Y
Im Spezialfall eines Graphen einer Funktion y = f(z) erhélt man
1 +y/2 1 +y/2
T =T — o v, ym =y + " (4.2)

Beispiele 4.2. (a) Sei C' der Graph der Funktion y = f(z) = 2. Im Scheitelpunkt (0,0) der
Parabel gilt x =y = ¢y = 0 und 3" = 2, also
1
vy =0, ym= 5
wie erwartet.

(b) Wir betrachten die Zykloide
LN t — sin(t)
() =R <1 - cos(t)> ’

Dann gilt
%+ g2 R2 (1 — cos(t))” + R%sin?(t)
Bj— iy R (1 — cos(t)) cos(t) — R2sin?(t)
_ 1—2cos(t) +cos?(t) +sin®(t)  2—2cos(t) 9
cos(t) — cos2(t) — sin?(t) cos(t) — 1
und

xp = R(t —sin(t)) — (=2) - Rsin(t) = R (t + sin(t))
ym = R(1 —cos(t)) + (—2) - R(1 —cos(t)) = —R (1 — cos(t))

sind die Koordinaten des Kriimmungskreismittelpunkts zum Punkt (z,y).

Definition 4.3. Die von den Krimmungskreismittelpunkten einer Kurve C gebildete Kurve
heifit die Evolute von C; die Kurve C' selbst heifit dann die Evolvente (oder auch Involute) der
betreffenden Fvolute.

Beispiel 4.4. Wie oben ausgerechnet ist die durch
t + sin(t)
R (—1 - cos(t)>
parametrisierte Kurve die Evolute der Zykloide
t — sin(t)
R <1 - cos(t)> ‘
Verschiebt man die Evolute nun um 7R nach links und um 2R nach oben, ersetzt also  durch

T=x+7R=R(+nm—sin(t))
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und y durch
y=y+2R=R(1+cos(t))
und benutzt den neuen Parameter t = t + 7, so erhiilt man wegen sin(t + 7) = —sin(¢) und
cos(t + ) = — cos(t)
T=R(t—sin{t), 7=R(1-cos(t)) .

Mit anderen Worten, die Evolute einer Zykloide ist eine (verschobene) Zykloide, und die Evolvente
einer Zykloide ist ebenfalls eine (verschobene) Zykloide.

Evolventen bezeichnet man auch als Abwickelkurven oder Fadenkurven, denn sie entstehen aus
ihrer Ausgangskurve durch Abwickeln eines Fadens: Schlingt man um die Ausgangskurve einen
(straff gespannten) Faden, so beschreibt das Fadenende beim Abwickeln, wobei der Faden stets
straff gehalten werden muss, die Evolvente.

Beispiel 4.5. Wir behaupten, dass die Kurve C' mit Parameterdarstellung
R (COS(@) + wsin(¢)>
sin(p) — ¢ cos(p)

die Evolvente eines Kreises um den Nullpunkt mit Radius R ist. Dazu miissen wir nachrechnen,
dass die Evolute dieser Kurve der Kreis mit Radius R ist. Es gilt

& = R(—sin(p) +sin(p) + ¢ cos(p)) = Rocos(p), &= R(cos(p) — ¢sin(p)),

§ = R(cos(p) — cos(p) + ¢sin(p)) = Resin(p),  § = R(sin(p) + ¢ cos(p))
also

P2 R20? (cos®(p) + sin’ ()

B~ i) Rpcos(y) (sin(p) + peos(y) — Fpsin(e) (cosle) — poin())

Es folgt
xp = R(cos(p) + ¢sin(p)) — 1 - Rpsin(y) = Rcos(p),
yu = R(sin(p) — pcos(p)) +1- Ry cos(p) = Rsin(yp) ,

und dies ist die Parametrisierung eines Kreises mit Radius R um den Ursprung.

Weitere Eigenschaften von Evolventen und Evoluten sind:
e Die Tangente in einem Punkt der Evolute ist die Normale im entsprechenden Punkt der
Evolvente.
e Die Bogenlinge zwischen zwei Punkten der Evolute ist die Differenz der Kriimmungsradien
der entsprechenden Punkte der Evolvente.

Evolventen spielen im Maschinenbau eine Rolle bei der Konstruktion von Getrieben: Bei der
Evolventenverzahnung von Zahnradern werden die Flanken der Zahne von Evolventen eines Kreises
gebildet; dies erlaubt eine gleichmiBige Ubertragung von Drehmomenten durch eine konstante
Ubersetzung.

5. Vektorfelder

Unter einem Vektorfeld auf einem Gebiet B C R™ versteht man eine vektorwertige Funktion
Fi(p)
F: B> R", ﬁr—>ﬁ(ﬁ): : ,
Fa(p)

das heiBt, jedem Punkt 7 wird ein Vektor F (p) mit Komponenten F;(p) zugeordnet. Es geniigt
hier, die Félle n = 2 oder n = 3 zu betrachten; wir benutzen dann auch wieder die Koordinaten
x,y beziehungsweise x,y, z.
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Jede der Komponenten F; ist ihrerseits eine Funktion F;: B — R. Solche Funktionen, die einem
Punkt des Raumes einen Skalar zuordnen, nennt man auch Skalarfelder.

Als motivierende Beispiele fiir Vektorfelder konnen Kraftfelder, elektrische Felder, magnetische
Felder oder Stromungsfelder dienen. Ein zweidimensionales Stomungsfeld liefert etwa ein flieBendes
Gewiisser. Typische Beispiele fiir Skalarfelder sind Dichtefunktionen oder Temperaturverteilungen.
Ist ¢: R3 — R ein (partiell) differenzierbares Skalarfeld, so ist sein Gradient

(00 99 99\
grad ¢ = (&C’@g/’@Z)

ein Vektorfeld; statt grad ¢ schreibt man auch ?(ﬁ Ein Vektorfeld dieser Form, also ein Vektorfeld
F , zu dem es ein Skalarfeld ¢ gibt mit grad ¢ = F , nennt man ein Gradientenfeld und ¢ eine
Stammfunktion von F.

Definition 5.1. Sei F: R3 — R? ein Vektorfeld.
(a) Die Divergenz des Vektorfeldes ist das Skalarfeld
. OF, 0F, OF;
divF =2+ 2422,
v ox + oy i 0z
(b) Die Rotation von F ist das Vektorfeld

OF3 _ OF>
oy 0z
rot F= | 2B _ 9Fs
0z ox
OF,  OF;
ox oy

Erlduterungen: (a) Die Divergenz misst, ob aus einem Volumenelement etwas heraus- oder etwas
in es hineinflieBt. Ist in einem Bereich div F' > 0, so hat das Feld dort Quellen, ist divF < 0, so
hat es Senken. Im Fall div ' = 0 nennt man das Feld quellen- und senkenfrei.

(b) Die Rotation des Feldes ist ein Ma$ fiir seine Verwirbelung, denn sie beschreibt die Verdnderung
des Feldes quer zur Stromungsrichtung. Eine suggestive Schreibweise fiir die Rotation ist

o)
T3 £
_ o
VxF= 2 x| R,
o
7z Fy

wobei man den ersten Vektor als ,,Differentialoperator“auffasst, der auf den zweiten wirkt.

Rechenregeln 5.2. Seien F ) G Vektorfelder, ¢ ein Skalarfeld, ¢’ ein konstanter Vektor und ¢
eine Konstante.

divi =0

div(¢F) = (grad ¢, F) + ¢ div F'
div(cF) = cdiv F

div(F+ G) =divF + divG

rot 7 = 0

rot(gbﬁ) = grad ¢ X F+ ¢rot F
rot(cF) = crot F

rot(F + @) = rot F + rot G

rot grad ¢ = 0

divrot F =0

S ® 0@ 9=

—
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Mit Hilfe der Rotation kann man ein Kriterium formulieren, wann ein Vektorfeld eine Stammfunk-
tion hat:

Satz 5.3. Sei F': R3 — R3 ein wirbelfreies Feld. Dann gibt es ein Skalarfeld ¢ mit grad ¢ = F.

Der Satz sagt nur, dass es ein wirbelfreies Feld auf R? eine Stammfunktion hat, aber wie findet
man sie? Natiirlich durch Integration. ..

Beispiel 5.4. Sei F: R3 — R? gegeben durch

2zyz + 4y
ﬁ(az,%z): 22 + 4z — 23
2y — 3yz?
Dann gilt
8F3 2 8F2
=2 — 322 = ==
dy * : 0z
6F1 aFS A
=L = 2 = = tF=0.
9% Ty g = r0o 0
8F2 8F1
72 9 4 = 1
oz Tz + oy
Gesucht ist eine Funktion ¢(z,y, z) mit grad ¢ = ﬁ, also
00 _, 4 =22 4
ap = 2ryrtdy =  ¢=a"yz+dxy +i(y,2)
0
a—¢:x2z+4x—z3 = ¢=x2yz+4xy—yz3+w2(x,z)
Y
99 5 2 2. .3
5, — YTy = d=atyz -y s(ay)

Durch Vergleich dieser drei Kandidaten findet man die Stammfunktion
o(z,y, 2) = 22yz + day — y2>.

Es gibt im Ubrigen viele Stammfunktionen, denn addiert man zu ¢ eine Konstante, so @ndert das
nicht am Gradienten.

Warnung: Ist F nur auf einem Teilbereich B C R3 definiert, ist der Satz nicht ohne weiteres
anwendbar!

6. Kurvenintegrale

Als motivierendes Beispiel dient die Arbeit, die man verrichten muss, um ein Teilchen in einem
Kraftfeld zu bewegen: Wirkt die Kraft genau entgegen der Bewegungsrichtung, so gilt bekanntlich
Arbeit=Kraft-Weg; haben der Kraftvektor und die Bewegunsgrichtung einen Winkel, so nimmt
man die Projektion der Kraft auf diese Richtung, also das Skalarprodukt mit dem Einheitsvektor
in Bewegungsrichtung. Bewegt man nun das Teilchen entlang einer Kurve C, so muss man die
Komponente von des Feldes in Richtung der Kurventangente beriicksichtigen: Sei dazu F ein
Kraftfeld und 7: [a,b] — R™ eine Parametrisierung von C. Wie friiher zerlegen wir das Intervall
in gleichlange Teilintervalle [t;_1,t;] mit a = to <t; < -+- <t, =bund t; —t;—1 = b;—“ =: At.
Liegen 7(t;—1) und 7(¢;) nahe genug beieinander, so ist die Arbeit bei der Bewegung von 7(¢;_1)
nach 7(t;) ndherungsweise

(F(7(t;)), A%)  wobei AR = il(t;) — 7t 1)
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Beim Grenziibergang At — 0 entsteht daraus in mittlerweile bekannter Weise ein Integral, das
sogenannte Wegintegral.

Definition 6.1. Sei F(x,y,z) ein Vektorfeld in R® und C eine durch 7: [a,b] — R3 regulir
parametrisierte Kurve. Dann heif§it

/C (F,dr) = /a b<F*(f(t)),;v(t)> dt

das Weg- oder Kurvenintegral des Vektorfeldes F entlang C.

Bevor wir die Definition anhand von Beispielen verdeutlichen, ist noch einiges anzumerken:
1. Man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der gewéhlten Parametrisierung abhéngt (dies
folgt aus der Transformationsformel).

2. Jedoch hiangt im Allgemeinen der Wert des Kurvenintegrals nicht nur von Anfangs- und End-
punkt, sondern auch vom Verlauf der Kurve ab!

3. Stimmen Anfangs- und Endpunkt der Kurve C' iiberein, nennt man C' eine geschlossene Kurve
und schreibt auch
f (F,d7)
c
fiir das Kurvenintegral.
4. Die Definition iibertragt sich wortlich auf ebene Felder F:R? - R2.

5. Sei C eine Kurve, die aus zwei Stiicken zusammengesetzt ist, also C = C7 U Cs. so dass der
Endpunkt von C; der Anfangspunkt von C5 ist. Dann gilt

/C<ﬁ,df>:/01 <ﬁ,dF>+/02 (F.dF) .

6. Sei C* die Kurve, die aus C' durch Umkehr der Durchlaufrichtung entsteht. Dann gilt

/ (F,dr) = /(ﬁd?}

Um ein Kurvenintegral [, C(ﬁ ,dr) zu berechnen, muss man also mehrere Schritte ausfiithren:
e Man finde eine Parametrisierung #(t), a <t < b, der Kurve C.
e Man berechne die Vektoren F' (7(t)) und 7(t); dies sind beides Vektoren in einer einzigen
Variablen t, dem Kurvenparameter.
e Man bilde das Skalarprodukt (F(7(t)),#(t)). Dies ist eine Funktion [a,b] — R in der
Variablen ¢.
e SchlieBlich integriere man diese Funktion von a nach b.

Beispiel 6.2. Sei F: R3 - R® das Vektorfeld definiert durch
T+ y?
Fla,y.2)= | ayz
y—2z
Wir berechnen nun das Wegintegral iiber drei verschiedene Wege, die alle vom Punkt (0,0, 0) zum
Punkt (1,1,1) fiihren:
(a) Sei C die Strecke von (0,0,0) nach (1,1,1). Eine Parametrisierung von C' ist gegeben durch
t
t)y=[t],0<t<1. Esgil
t

t 412 t+t? . 1 .
Frany=|( ¢ = # |, 7o=1], also (F((F1),7t)) =t+ +1
t—1t 0 1
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und damit
1
1 1 1 13
F*d*:/t Rart)dt =4+ -+ - =
/C<,r> A =g a =5

(b) Sei C die Zusammensetzung aus drei Teilstrecken:

(i) der Strecke C; von (0,0,0) nach (1,0, 0),
(ii) der Strecke Co von (1,0,0) nach (1,1,0),
(iii) der Strecke Cs von (1,1,0) nach (1,1,1).

Parametrisierungen fiir diese Kurven sind

t 1
ﬂl (t) =10 fiir 01, ’Fg(t) = t fiir 02, 7?3(1') = 1 fiir C3,
0 0 t

jeweils mit 0 < ¢ < 1. Dann gilt 7, (t) = &1, 72(t) = 2, 73(t) = 3, sowie

also
/ (F,dfy = [ (F,d7) +/ (F,dr) +/ (F,dr)
c Cl CQ CS
1 1 1 1 1
=/ tdt+/ 0dt+/ (1—t)dt=-+0+1—==1.

0 0 0 2 2

(c) Sei schlieBlich C' der durch 7(¢t) = | ¢t |, 0 < ¢ < 1, parametrisierte parabolische Weg (er
2

verliuft auf dem Schnitt des Paraboloids z = 22 + 32 mit der Ebene x = y). Hier gilt nun

t+t? _ 1
Fre) =1 ¢ |, fom=1{1],
t—t2 2t
also
. t+t? 1
<ﬁ(7?(t)),7(t)>—< o], >—t42t3+3t2+t
t—t? 2t
und damit
1
1 1 1 6
ﬁd*:/ 283 432 +t)dt = - — -+ 1+ - =—.
/C<,7"> O( +3t2 + 1) s tltg =

Diese Beispiel illustriert den Punkt 2. der Anmerkungen im Anschluss an die Definition, dass es
durchaus auf den Verlauf des Weges ankommt, welchen Wert das Integral annimmt. Wann kommt

es aber nicht darauf an?
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Definition 6.3. Fin Vektorfeld F: B> R3 heifst konservativ, wenn fir je zwei Kurven Cq,Cy
i B, die beide den gleichen Anfangspunkt und den gleichen Endpunkt haben, gilt:

/Cl (F, df) :/02 (F, dF)

Man spricht dann davon, dass das Kurvenintegral wegunabhéngig sei, da sein Wert nur von
Anfangs- und Enpunkt abhéngt.

Die oben gestellte Frage lautet also: welche Felder sind konservativ? Ist zum Beispiel F= grad ¢
ein Gradientenfeld und 7(t), a < ¢t < b, die Parameterdarstellung einer Kurve, so gilt nach der
Kettenregel

b b
IR ORI (jth(F(t))) at = 6(7()) - o(7(a)

und das Wegintegral héngt nur vom Anfangspunkt 7(a) und vom Endpunkt 7(b) ab. Weil man
umgekehrt, dass ein Feld F konservativ ist, so kann man eine Stammfunktion durch Integration
erhalten: man wihlt einen festen Punkt py = (20, yo, 20) in B sowie zu jedem Punkt p'= (z,v, 2)
einen Weg Cy von py nach p'in B (wir setzen stillschweigend voraus, dass das in B geht) und
definiert ¢(z,y, z) :== |, s <ﬁ , dF>; die Wegunabhéngigkeit besagt gerade, dass es auf den Verlauf
des Weges nicht ankommt.

Wir fassen zusammen:

Satz 6.4. Fir ein Vektorfeld F: B — R" sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) F st ein Gradientenfeld.
(ii) F ist konservativ.

Beide Aussagen sind wiederum #quivalent zu
(iii) Fiir jede geschlossene Kurve C in B ist fo <ﬁ , dF> =0.

Beispiel 6.5. Sei F': R3\ {z-Achse} das Vektorfeld
1 -y
x2 492

dieses Feld ist auf der z-Achse nicht definiert, denn dort ist 22 +y? = 0. Sei ferner C die Kreislinie in

cos(t)
der zy-Ebene vom Radius 1 umd den Nullpunkt, parametrisiert durch 7t = | sin(¢) |, 0 <t < 27.
0
Dann gilt
o — sin(t) — sin(t) o
j{ <ﬁ, dr) = / cos(t) |, cos(t) dt = / (sin®(t) + cos?(t)) dt = 2.
c 0 0 0 0

Das Feld ist also nicht konservativ und daher kein Gradientenfeld, obwohl es wirbelfrei ist; die
Warnung war also berechtigt!

Das Kriterium des Satzes funktioniert zwar ganz gut um zu zeigen, dass ein Feld nicht konser-
vativ ist, aber fiir die umgekehrte Richtung ist es nicht praktikabel (wie soll man jemals alle
Wegintegrale testen?) Um zu einem anwendbaren Kriterium zu gelangen, muss man etwas mehr
iiber die Geometrie des Definitionsbereichs des Feldes wissen: Man nennt ein Gebiet B einfach
zusammenhdngend, wenn sich jeder geschlossene Weg in B zu einem Punkt zusammenziehen l4sst.
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Beispiele. (a) R? und R? sind einfach zusammenhingend.

(b) B =R?\ {(0,0)} ist nicht einfach zusammenhéngend, denn eine Kreislinie, die den Nullpunkt
umlduft, kann man nicht in B zusammenziehen. Allgemeiner ist ein Teilgebiet B der Ebene, das
Locher hat, nicht einfach zusammenhéngend.

(c) Genausowenig ist R3 \ {z-Achse} einfach zusammenhingend.

Satz 6.6. Fin Linienintegral fc <ﬁ, df"> ist genau dann wegunabhdngig, wenn in einem einfach
zusammenhdngenden Gebiet B, das die Kurve C' enthilt,

rot F =0
gilt.

Insbesondere hat ein wirbelfreies Feld auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet eine Stamm-
funktion, und durch ein Wegintegral kénnen wir eine bestimmen.

Beispiel 6.7. Sei F: R3 — R? das durch

322y
3+ 22
2yz

definierte Feld. Da R3 einfach zusammenhéingend ist, reicht es nachzupriifen, ob F wirbelfrei ist:
wegen

%:222%7 %:0:%, %:3x207

Jy 0z 0z ox ox y
ist das der Fall. Wir iiberpriifen aber trotzdem noch Bedingung (iii) von oben fiir den geschlossenen
Weg

0F,

t(t? —1)
Ft)y=|—-tt-1)], 0<t<1.
tt—1)2
Es ist
=32t —1)2-t(t - 1) . 3t2 -1
F(Ft) = B¢ -12+2¢-D* ], 7)) = —2t+1
—2t2(t —1)3 32 —4t+1
und damit
Loy /=32t —1)2-t(t - 1) 3t2—1
f<ﬁ,df>:/< B-12+e2t -0, —2t+1 >dt
¢ 0 —2t2(t —1)3 2 —4t+1

1
= / (=110 + 1067 + 27¢% — 32¢7 + 1415 — 4245 + 55¢* — 2413 + 3t%) dt = 0.
0

Eine Stammfunktion finden wir, indem wir entlang der Strecke C' von (0,0, 0) nach (x,y, z) inte-
grieren: dieser Weg wird durch

paremetrisiert mit

T
<ﬁ(77(t))77?(t)> = < B33 +1222 ) |y > = 4t323y + 3t2y2?
z



und wir setzen

P(x,y,2)

6. KURVENINTEGRALE

1
/ <ﬁ, dry = / (4t3z3y + 3t%yz?) dt = 23y + y2*.
c 0
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IIT Grundlagen der Statistik

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik sind mathematische Fachrichtungen, die sich mit dem
Zufall und seinen Auswirkungen befassen.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie sucht nach Gesetzen, denen Ereignisse unterliegen, die nicht durch
Naturgesetze bestimmt sind, deren Ausgang also dem Zufall unterliegt. Mit Methoden der Statistik
versucht man, den in der wirklichen Welt vorkommenden Ereignissen ihre Zufilligkeit anzusehen
und zu beschreiben.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie hat eine lange Geschichte. Bei den Griechen mit ihrer Betonung
axiomatischer Mathematik und exakter Beweise war sie weniger beliebt: Platon hielt Argumente,
die sich der Wahrscheinlichkeit bedienen, fiir Hochstapelei. Die Romer, eher praktisch veranlagt,
sahen durchaus den Nutzen (,, Wahrscheinlichkeit ist das Handbuch des Lebens®, Cicero zugeschrie-
ben), haben aber, vielleicht auch wegen ihres fiir Rechenoperationen ungeeigneten Zahlsystems,
nie eine solche Theorie entwickelt. Den eigentlichen Beginn der Wahrscheinlichkeitstheorie mar-
kiert das ,Buch der Gliicksspiele“ (Liber de Ludo Aleae) von Gerolamo Cardano aus dem Jahr
1524, wie iiberhaupt das Interesse am Gliicksspiel eine wesentliche Motivation fiir die Befassung
mit dem Zufall war (und ist).

Zur Illustration beginnen wir mit einigen Beispielen.

Beispiel. Zur Kontrolle, ob Sportler ein verbotenes. leistungsférderendes Mittel anwenden, gibt
es veschiedene Tests. Nehmen wir an, ein bestimmter Test kann in der Hélfte der Félle, in denen
das Mittel benutzt wurde, seine Anwendung nachweisen. Wie fiir jeden Test soll es aber auch hier
vorkommen, dass der Test positiv ist, obwohl das Mittel nicht angewandt wurde (“falsch positiv*);
dies sei in 1% aller Anwendungen des Tests der Fall. Heift das nun, dass ein positiv getesteter
Sportler zu 99% schuldig ist?

Die Antwort lautet: so leicht kann man es sich nicht machen. Angenommen man wiisste (aus
Erfahrung, aus anderen Quellen, usw.), dass 10 % aller Sportler dieses Mittel benutzen. Werden
nun 1000 Sportler getestet, so wiren 100 schuldig, und der Test hiitte 50 dieser Betriiger entlarvt.
Aber von den 900 Unschuldigen hétte der Test auch 9 fiir schuldig erklirt (1%). Die positive Probe
sagt also nur, dass ein positiv Getesteter mit Wahrscheinlichkeit 50/59 = 84,7% tatséchlich gedopt
hat.

Beispiel. In einer Urne befinden sich 3000 weifle und 2000 schhwarze Kugeln. Wir ziehen 100
mal eine Kugel (mit Zuriicklegen). Welches Ergebnis ist zu erwarten? Und welches, wenn wir 1000
oder eine Million mal ziehen?

Jakob Bernoulli fand heraus, dass es stets moglich ist, geniigend viele Kugeln zu ziehen, um
,beinahe sicher“zu sein, ein Ergebnis ,beliebig nah“ an 60% zu erzielen. Zu kliren ist dabei
natiirlich, was ,,beinahe sicher“ und ,,beliebig nah“ bedeuten soll. Will man zum Beispiel, dass die
Wahrscheinlichkeit, mit dem Experiment zwischen 58 und 62 Prozent zu landen, bei 99,9% liegt,
muss man 25550 mal ziehen. Dies ist offenbar ein {ibertriebener Standard. Reicht einem jedoch
95%-ige Gewissheit, ein Ergebnis zwischen 55 und 65 Prozent zu erzielen, kommt man mit 370
Ziehungen aus. (Praktische Bedeutung haben solche Fragen in der Wahlforschung.)
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In den beiden bisherigen Beispielen war die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des interessanten
Falles bekannt. Aber wenn das nicht der Fall ist? Dann will man sie dennoch ermitteln, und
versucht das gemeinhin durch Stichproben oder Testreihen. Aber was sagen diese wirklich aus?

Beispiel. In einem Werk werden Rohren produziert. Der Kunde verlangt Rohren mit einem
Durchmesser von 300mm, mit einer Toleranz von £1mm. Man entnimmt der laufenden Produk-
tion 6 Rohren und misst nach, mit folgendem Ergebnis: 299,1 — 300,4 — 298,0 — 301,5 — 297,5 —
300,5 mit dem Durchschnittswert 299,5. Kann man mit ausreichender Sicherheit sagen, dass die
Vorgabe eingehalten wird, oder wird man einen unzufriedenen Kunden bekommen?

Das Vorgehen in diesen Fillen ist wie geschildert: man stellt eine Hypothese auf (etwa ,die Pro-
duktion ist in Ordnung®) und versucht mittels einer Stichprobe herauszufinden, ob die Hypothese
verniinftig ist, das heifft, dass man sie mit nur geringer Wahrscheinlichkeit (typisch wire < 5%)
irrtiimlich aufrechterhélt.

Weitere typische Probleme, die mit Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik behan-
delt werden konnen, sind:

e Wie lange hélt ein Bauteil durch, bevor es versagt?

e Wie wirksam ist ein Medikament?

e Wie hoch sind die Kosten einer Mobilitéitsgarantie bei Neuwagen? Wie berechnet man
Versicherungspramien?

e Wie bewertet man Gesundheitsrisiken? (Aktuelles Beispiel: wie aussagekriiftig sind erhohte
Fallzahlen von Krebserkrankungen in der Ndhe von Nuklearanlagen?)

e Wie entscheidet man, ob das Ergebnis eines Handelns Produkt des Zufalls oder Ausdruck
von Konnen ist? (Erfolg einer Anlagestrategie, Torquote eines Fufiballers)

Bevor wir uns solchen Fragen zuwenden konnen, miissen allerdings erst einmal einige Grundlagen
geklart werden.

1. Zufallsexperimente

Unter einem Zufallsexperiment versteht man ein Experiment, dessen Ausgang nicht durch Natur-
gesetze vorherbestimmt ist, sondern vom Zufall anhéngt.

Um zu beschreiben, welche moglichen Ausgénge ein solches Experiment haben kann, bedient man
sich der Sprache der Mengen:

Definition 1.1. Die Ergebnismenge (auch: der Ergebnisraum) eines Zufallsexperiments ist die
Menge Q) aller mdglichen Ergebnisse, die das Ezxperiment haben kann.

Beispiel 1.2. (a) Beim Wurf eines Standardwiirfels ist die Ergebnismenge 2 = {1,2,3,4,5,6}.
(b) Beim gleichzeitgen Wurf zweier Wiirfel ist 2 = {(a,b) | a,b € {1,2,3,4,5,6} }.

(c) Die Lebensdauer eines Akkus kann man ebenfalls als Zufallsexperiment betrachten; hier ist die
Ergebnismenge die Menge R, der positiven reellen Zahlen.

Oft interessiert man sich nicht nur fiir die einzelnen Ergebnisse, sondern fiir Zusammenfassungen
von solchen, also fiir Teilmengen von €:

Definition 1.3. Sei Q die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Ein Ereignis ist eine Teil-
menge A von Q. Die einelementigen Teilmengen nennt man Elementarereignisse, die Menge aller
Ereignisse den Ereignisraum.
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Beispiel 1.4. Beim franzosischen Roulette gibt es die Zahlenfelder 1 bis 36 sowie die 0, die eine
gewisse Sonderrolle spielt, mit

e Ergebnismenge: Q = {0,1,2,...,35,36},
e Elementarereignisse: {0}, {1}, ..., {36}.
e FEreignisse: zum Beispiel
G =1{2,4,6,8,...,34,36} (,gerade“)
R={1,3,5,7,9,12,14,16, 18,19, 21, 23, 25,27, 30, 32, 34, 36} (,,rot*)

M=1{1,2,...,17,18} (,manque“)
Beispiel 1.5. Bei der Lebensdauer eines Akkus sind

L] Q = R+,
e Elementareregnisse: positive reelle Zahlen,
e tpische Ereignisse zum Beispiel Intervalle wie [2,10].

Die Kombinationen verschiedener Ereignisse werden durch Operationen auf Teilmengen beschrie-
ben: Ist Q die Ergebnismenge eines Zufallexperiments und sind A, B Ereignisse, so bedeuten

AU B: A oder B tritt ein (nicht ausschliefendes oder),

AN B: A und B treten beide gleichzeitig ein. Ist AN B = &, so nennt man A und B
unvereinbar. Der Grund dafiir liegt in:

@ ist das unmogliche Ereignis,

Q das sichere Eregnis,

A =Q\ A das Komplementirereignis, also A ist nicht eingetreten,

A\ B = AN B: A tritt ein, B aber nicht,

Beispiele 1.6. Wir setzen das Roulette-Beispiel 1.4 fort: Sei U = {1, 3,5, ..., 33,35} das Eregnis
yungerade“, dann gilt

G=Uu{0}
U=GuU{0}
GNU =92

GNMNR=1{12,14,16,18}
Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln ist
A= {(a,) | a,b > 4)

das Eregnis, dass die Summe der gewiirfelten Augen mindestens 8 betréigt.

Fiir das Rechnen mit Mengen, also mit Ereignissen, gelten bestimmte Regeln:

1.7 (Rechenregeln fiir Mengen). Seien A, B und C Mengen. Dann gilt

AU(BNC) = (AUB)N(AUC) e

(a) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)
A\(BUC) = (A\B)N(A\C)

®) av(Bnc) = (a\Bju(ayc) (PeMeorsan)

Diese Regeln sind wahrscheinlich wohlbekannt, ansonsten bleibt ihr Nachweis dem Leser zur Ubung

iuberlassen.
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2. Wahrscheinlichkeitsmafle

In diesen Abschnitt erkldren wir endlich, was wir unter Wahrscheinlichkeit verstehen wollen. Erst-
mals widerpsruchsfrei wurde dies in den 30er Jahren von Kolmogorov gekléirt, der Wahrscheinlich-
keit axiomatisch beschrieb, ndmlich als eine Funktion auf dem Ereignisraum, die gewisse Eigen-
schaften erfiillt.

Definition 2.1. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ (oder kurz eine Wahrscheinlichkeit) auf einer Er-
gebnismenge Q ist eine Funktion P, die jedem FEreignis A eine reelle Zahl P(A) zuordnet, so
dass gilt:

1. Flir jedes Ereignis A ist 0 < P(A) < 1.

2. P(Q) =1 und P(@) =0.

3. Sind Ay, As, As, ... paarweise unvereinbare Ereignisse (also A; NA; = @ fir i # j), so

gilt
P (U Ai> = ZP(Ai) .

Aus diesen Axiomen lassen sich einige niitzliche Eigenschaften leicht ableiten. Angenommen wir
haben zwei Ereignisse A, B. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass A oder B eintritt? Dies kann
man mittels des Mengenkalkiils ermitteln: Sei
C=(AUuB)\(ANnB)=(A\(ANB))U(B\ (ANDB),
=:C4 =:C>
dann ist AUB = CU (AN B), wobei C und AN B unvereinbar sind. Ferner gilt A = C; U(AN B)
und B = Cy U (AN B), wobei AN B, C; und Cs paarweise unvereinbar sind. Aus dem dritten
Axiom folgt daher
P(AUB)=P(C)+ P(ANB)
(C1) + P(C3)+ P(ANB)
(
(

A) — P(ANB) + P(B) — P(ANB) + P(AN B)

P
P
P(A)+ P(B)—-P(ANDB).

Insbesondere folgt daraus wegen Q = AU A und dem zweiten Axiom

1= P(Q) = P(A) + P(4),

also

P(A) =1 - P(A).

Diese auch intuitiv plausiblen Ergebnisse fassen wir in einem Satz zusammen:

Satz 2.2 (Additionssatz). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einer Ergebnismenge 2 und
seien A, B C Q) Ereignisse. Dann gilt

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Insbesondere gilt

P(A)=1-P(A).

Mit anderen Worten: die Wahrscheinlichkeit, dass A oder B eintritt, ist die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten von A und B, abziiglich der Wahrscheinlichkeit, dass beide gleichzeitig auftreten.
Genauso plausibel ist die nichste Folgerung
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2.3. Fiir A C B gilt P(A) < P(B).

Denn wegen A C Bist B=AU(B\ A) mit AN (B\ A) =@, also
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).
Beispiel 2.4. Sei ) eine endliche Menge, etwa 2 = {w1,...,wy}. Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P

auf Q besteht dann aus n reellen Zahlen p; = P(w;) > 0 mit p; + --- + p, = 1. Fiir ein Ereignis
A C Q gilt dann

P(A) = Zpi~

w; €A

Definition 2.5. Fin Zufallsexperiment heifst Laplace-Experiment, wenn gilt:

(i) Die Ergebnismenge 2 ist endlich.
(ii) Alle Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich.

Ist also Q = {w1,...,wy}, so gilt fir jedes w;

P(w;) =

11

#O  n
und fiir jedes Ereignis A C Q

1 #A

PA) =) —=12

) n #

Beispiele 2.6. (a) Fiir den Wiirfel ist Q = {1, 2, 3,4, 5,6} und daher die Wahrscheinlichkeit jedes
Elementareregnisses 1/6; beim Roulette gilt Q = {0,1,...,36} mit #Q = 37, also p; = 1/37 fiir
jedes i.

(b) Beim gleichzeitigen Wurf zweier Wiirfel ist Q = {(a,b) | a,b € {1,2,3,4,5,6} } mit 36 Elemen-
ten. Sei nun A das Ereignis ,,die Summe der Augenzahlen ist 6“, in Mengenschreibweise

A={(a,b) €| a+b=56}.

Dann ist
A= {(1’ 5)7 (2’4)’ (373)’ (4a 2)7 (57 1)}

mit 5 Elementen, folglich gilt P(A) = 36

3. Ein wenig Kombinatorik

Um die Wahrscheinlichkeiten bei Zufallsexperimenten zu berechnen, die aus der wiederholten
Durchfiihrung eines Experiments bestehen, muss man wissen, wie man alle moglichen Ausginge
solcher sogenannter mehrstufiger Zufallsexeperimente, die zu einem Ereignis gehoren, zdhlt. Dies
ist die Doméne der Kombinatorik.

Seien etwas allgemeiner k Zufallsexperimente gegeben, mit Ergebnismengen €y,..., Q. Fiihrt
man diese k Zufallsexperimente gleichzeitig oder nacheinander aus, ist dies wieder ein Zufallsexpe-
riment, deren Ergebnismenge ' die Menge aller geordneten k-Tupel mit Eintrigen in den Mengen
Q; ist:

Q' = {(wi, w2, ..., wp) |wi € Q}.
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Diese Menge nennt man auch das Produkt der Mengen ();, geschrieben als

k
91XQQX~"XQk:HQi.
=1

I
2

Wird das gleiche Zufallsexperiment k& mal wiederholt, sind alle £2; gleich, also 2y = --- = Q
und man schreibt ' = Q".
Sind alle Ergebnismengen €2; endlich mit #€2; = n,, so gilt

#(QlXQQ><...><Qk):n1~n2-...-nk,

denn fiir den ersten Eintrag w; kann man aus n; Elementen wihlen, und zu jeder dieser Wahlen
gibt es ny Moglichkeiten, ein wo zu wihlen, und so fort. Mit anderen Worten:

Satz 3.1. Seien Q;, 1 < i < k, endliche Mengen mit #2; = n;. Dann gilt

k k
# ][ =]]#%.
i=1 i=1

Beispiel 3.2. Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander k von ihnen
gezogen, wobei man nach jeder Ziehung die Kugel wieder zuriicklegt. Der obige Satz beantwortet
die Frage, wieviele mogliche Resultate es gibt: Numeriert man die Kugeln von 1 bis n, so ist
die Ergebnismenge dieses Experiments ,,k mal zichen mit Zuriicklegen“ nédmlich die Menge aller
geordneten k-Tupel (wy,...,w;, mit w; € {1,2,...,n}, und es gibt n* Moglichkeiten. (Bei diesem
Beispiel kommt es auf die Reihenfolge an! Soll es nicht darauf ankommen, ist das ein anderes
Experiment, siehe unten.)

Will man Reihenfolgen ignorieren, muss man wissen, in wievielen verschiedenen Reihenfolgen man
die Elemente einer endlichen Menge ordnen kann; mann nennt so etwas eine Anordnung oder
Permutation der endlichen Menge.

Satz 3.3. Die Menge X habe n Elemente x1,...,x,. Dann lassen sich diese Elemente auf
n
nl=1-2-3-....n=]]*k
k=1

Weisen anordnen. (Das Symbol n! spricht man ,n Fakultdt®.)

Am einfachsten kann man sich das durch folgende Uberlegung plausibel machen: Fiir das erste
Element x; stehen n Plitze zur Verfiigung, fiir das zweite dann noch n — 1 (denn ein Platz ist
bereits durch z; belegt), fiir das dritte n — 3, und so weiter, bis schlielich fiir das letzte Element
noch genau ein Platz frei ist. Das ergibt n(n—1)(n—2)-2-1 = n! Moglichkeiten. (Streng genommen
sollte man einen Induktionsbeweis fiihren.)

Beispiele 3.4. (a) Es gibt 3! = 6 Moglichkeiten, die Buchstaben A, B, C' anzuordnen, ndmlich
ABC, ACB, BAC, ,BCA, CAB, CBA.
(b) Eine 7-elementige Menge hat 7! = 5040 Permutationen.

Wir ziehen nun wieder k£ Kugeln aus einer Urne, in der sich n verschiedene Kugeln befinden, aber
diesmal, ohne die Kugeln zuriickzulegen; es muss dann natiirlich £ < n sein. Bei der ersten Ziehung
konnen wir aus n Kugeln wahlen, bei der zweiten gibt es noch n — 1 Mdoglichkeiten, bei der dritten
n — 2, und so weiter, bis zur k-ten Ziehung, bei der noch n — k + 1 Kugeln in der Urne sind. Die
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Anzahl der moglichen Resultate, unter Beriicksichtigung der Reihenfolge, ist demnach

n!

n~(n—l)-(n—2)-...~(n—k+1):m.

Wir fassen zusammen:

Satz 3.5. Werden aus n verschiedenen Objekten k unter Beriicksichtigung der Reihenfolge aus-
gewdhlt, so ist die Zahl der méglichen Resultate

wenn nicht zurickgelegt wird (k < n),

n!
(a) m,
(b) n¥, wenn zuriickgelegt wird (k € N beliebig).

Beispiel 3.6 (Das Geburtstagsproblem). Wie grofl muss eine Gruppe von Personen sein, damit
die Wahrscheinlichkeit, dass zwei von ihnen am gleichen Tag Geburtstag haben, mindestens 50%
ist? Da es sinnvoll erscheint anzunehmen, dass alle Tage des Jahres als Geburtstage gleichwahr-
scheinlich sind, handelt es sich bei diesem Problem um ein Laplace-Experiment. Um die Antwort
zu finden, muss man also fiir gegebenes k die Zahl der Elemente des Ereignisses

A: (Mindestens) zwei aus k Personen haben am gleichen Tag Genurtstag

bestimmen, also auf wieviele Weisen es geschehen kann, dass von k Personen zwei am gleichen Tag
Geburtstag haben. Zu Vereinfachung gehen wir dabei von 365 Tagen im Jahr aus (ignorieren also
Schaltjahre). Leichter zu zdhlen als das Ereignis A ist das Komplementérereignis

A: alle k Personen haben verschiedene Geburtstage,

denn dies ist entspricht einem k-maligen Ziehen (von Geburtstagen) ohne Zuriicklegen, mit dem
Ergebnis

— 365!
A= ———.
# (365 — k)!
Da es insgesamt 365* mogliche Geburtstagsverteilungen gibt, folgt

K !
#Fille, in denen A eintritt (35§E'k)!

P(4) = H#insgesamt mogliche Fille  365F
und
P(A)=1-P(A).

Man erhélt so zum Beispiel fiir

k=22: = 0.476 = 47.6%,

k =23: ~0.507 = 50.7%,

k =29: ~0.681 = 68.1%,

k=57~ 0.990 = 99.0%.

Es geniigt also eine Gruppe von 23 Personen.

Bisher hatten wir beim Ziehen auf die Reihenfolge Wert gelegt. Ist sie unwichtig (wie etwa beim
Zahlenlotto), so ist das ein anderes Zufallsexperiment. Um beim Ziehen ohne Zuriicklegen die
Zahl der moglichen Ergebnisse zu erhalten, muss man noch durch die Zahl der Anordnungen
des Ergebnisses teilen. Fiir das Ziehen mit Zuriicklegen ist die Angelegenheit ein klein wenig
komplizierter, lasst sich aber auf den ersten Fall zuriickfithren: Das Ziehen von k Kugeln aus einer
Urne mit n berschiedenen Kugeln mit Zuriicklegen ist, wenn man die Reihenfolge ignoriert, analog
zum Verteilen von Markierungen zwischen Kugeln verschiedener Farbe: Stellen wir uns eine Reihe
von Platzen vor, auf die wir Kugeln umd Markierungen verteilen, so haben wir n — 1 Markierungen
und k& Kugeln, also n — 14k Plétze, und das einzige, worauf es ankommt, ist, wo die Markierungen
beziehungsweise die Kugeln sitzen. Damit ist dieses Experiment gleichbedeutend mit der Auswahl
von k aus n + k — 1 Objekten ohne Zuriicklegen.

Mit diesen Uberlegungen sollte der folgende Satz plausibel sein:
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Satz 3.7. Werden aus n verschiedenen Objekten k ohne Berticksichtigung der Reihenfolge aus-
gewdhlt, so ist die Zahl der méglichen Resultate

|
(a) (Z) = m, wenn nicht zurickgelegt wird (k <n),
= — 1)
(b) (n —|—Z 1) _ %, wenn zuriickgelegt wird (k beliebig).
Hn — !

Die in diesem Satz auftauchenden Symbole (Z) nennnt man Binomialkoeffizienten und spricht sie

»n iiber k. Eine andere Formulierung von Teil (a) ist, dass eine n-elementige Menge X genau (Z)
k-elementige Teilmengen besitzt. Da eine k-elementige Teilmenge A durch ihr (n — k)-elementiges
Komplement X \ A eindeutig bestimmt ist, gilt

(1) =0

was auch sofort aus der definierenden Formel hervorgeht.
Niitzlich ist oft die folgende Formel:

3.8. Fiir natiirliche Zahlen 1 < k < n gilt
n n n+1
<k>+<k—1>_< b )
Dies rechnet man einfach nach: es ist

(Z)*(kﬁl):ku;ikﬂ+(k—nxg—k+1ﬂ

B n! (nkarl_'_l)
- (k—Dln—-k+ 1) k
n! n+1

T h-Din—k+D! &

_(n+1

N k
Mit Hilfe dieser Formel kann man leicht eine Liste von Binomialkoeffizienten in einem Pascalschen
Dreieck anfertigen: in jeder Zeile stehen die Binomialkoeffizienten (g), e (Z), und die néchste
Zeile erhdlt man, indem man je zwei aufeinanderfolgende Eintridge addiert und zwischen diesen

beiden Zahlen (eine Zeile tiefer) plaziert.

n (&)

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 ) 1

6 1 6 15 20 15 6 1

Die Spiegelsymmetrie dieses Schemas entspricht der schon erwidhnten Identitét

(1) =("0)
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Beispiel 3.9 (Zahlenlotto). Die Zahlenlotterie ,,6 aus 49 ist ein Zufallsexperiment, bei dem 6
Zahlen aus der Menge {1,2,...,49} ohne Zuriicklegen gezogen werden. Es gibt also

(469) = 13983816

verschiedene Moglichkeiten.

Wie sieht jedoch die Situation bei 3 Richtigen aus, also wieviele Moglichkeiten gibt es, dass von
6 getippten Zahlen 3 unter den 6 gezogenen Zahlen vorkommen? Nennen wir dieses Ereignis As;
es entspricht der Auswahl einer 3-elementigen Teilmenge einer 6-elementigen Menge und ande-
rerseits (unabhiingig davon) der Auswahl einer 3-elementigen Teilmenge (den Nieten) aus einer
43-elementigen Menge (den nicht gezogenen Zahlen). Man erhiilt somit

6 43
Az = . = 246 820
#h () (5) =20
Moglichkeiten.

Bei 4 Richtigen erhilt man analog

HA, = (6

<432 =1354
4> 3 3545,

bei 5 Richtigen #As = 6 - 43 = 258 (eine von den 6 Richtigen (nicht), eine von den 43 Nieten),
und fiir 6 Richtige gibt es schliefflich genau eine Moglichkeit. Fiir das Ereignis A: , mindestens drei
Richtige* gibt es also

H#A=H#(A3U AL UAs U Ag) = #A1 + #Ay + # A3 + #A, = 260624

verschiedene Moglichkeiten; die Wahrscheinlichkeit, mindestens drei Richtige zu haben ist demnach

pA) = T4

= 13083816 ~ 0.0186 = 1.86%,

ziemlich gering also. Noch schlimmer wird es bei 4 Richtigen, dort ergibt sich eine Wahrschein-
lichkeit von 0.09 Prozent.

Ein weiteres, hiufig auftretendes Problem ist das folgende: Angenommen wir haben k Kugeln,
die wir auf n Urnen verteilen wollen, so dass sich in der i-ten Urne k; Kugeln befinden (dann ist
k1 + ko + -+ k, = k). Um zu ermitteln, wieviele mégliche Aufteilungen es gibt, ordnen wir die
k Kugeln zunichst beliebig an — dafiir gibt es k! Moglichkeiten — und legen die ersten k; Kugeln
in die erste Urne, die nichsten ks in die zweite, und so weiter. Jede der k;! Permutationen des
Inhalts der i-ten Urne liefert das gleiche Ergebnis, so dass wir die gewiinschte Zahl erhalten, wenn
wir durch kq!- ks!--- k,! teilen. Dies zeigt:

Satz 3.10. Seik = k1 +ko+---+ky,. Die Anzahl der Méglichkeiten, k Objekte aufn Abteilungen
mit k1, ..., k, Elementen aufzuteilen, ist

k!
kilko!. .. Kkn!”

Beispiel 3.11. Ein Restaurant habe vier Tische, einen mit zwei Platzen, zwei mit vier Plétzen
und einen mit sechs Plédtzen. Dann kann man 16 Personen auf

16!

Weisen auf die vier Tische verteilen.
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4. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Oft tritt die Frage auf, wie wahrscheinlich ein Eregnis A unter der Bedingung ist, dass ein anderes
Ereignis B bereits eingetreten ist. In diesem Fall hiangt die Eintrittswahrscheinlichkeit von A von
der Wahrscheinlichkeit von B ab.

Beispiel 4.1. Eine Familie hat zwei Kinder. Wir betrachten die Frage nach dem Geschlecht der
Kinder als Zufallsexperiment; der Ergebnisraum ist dann

Q= {(‘]7‘])’(JaM)v(Mv‘])?(MvM)}v

wobei J fiir Junge und M fiir Méddchen stehe. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
Miédchen sind, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {(M, M)}, also 1/4.
Wie ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass beides Madchen sind, wenn wir schon wissen, dass eines
der Kinder ein Méddchen ist? Wenn man nicht aufpasst, kénnte man glauben, diese sei 1/2, denn
es geht ja nur noch um das zweite Kind. Aber das ist falsch, denn es ist ja nicht gesagt, ob das
iltere oder das jiingere Kind ein Méadchen ist. Am einfachsten untersucht man dies, indem man
die richtige Ergebnismenge betrachtet: Ist ein Kind ein Méadchen, so ist die Ergebnismenge fiir
diese Frage

Q=0 \ {(Ja J)} = {(JvM)v (M7 J)v (MaM)}
mit drei Elementen, so dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit 1/3 ist.
Die Wahrscheinlichkeit 1/2 erhélt man, wenn man schon weiss, dass das erstgeborene Kind ein
Maédchen ist, denn dann reduziert sich die Ergebnismenge auf {(M,J), (M, M)}.
Eine letzte Variante: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Méadchen sind, wenn
eines der Kinder ein Mddchen namens Ida ist? Hier scheint einem die Intuition zu sagen, der Name
spielt doch keine Rolle, die Wahrscheinlichkeit ist nach wie vor 1/3. Weit gefehlt! Betrachten wir
zundchst das Experiment ohne die Zusatzbedingung ,,eines der Kinder ist ein Madchen namens
Ida“: Schreibt man I fiir ,M#dchen namens Ida“ und M1 fiir ,M#dchen, dessen Name nicht Ida
ist“, so erhélt man als Ergebnismenge

Q= {(J,J),(J,MI),(J,MT),(MI,J),(MT,J),(MI,MI),(MI, MT),(MT, MI),(MT, M)} .

Durch die Bedingung, eines der Kinder sei ein Maddchen namens Ida, reduziert sich die Ergebnis-
menge zu
O ={(J,MI),(MI,J),(MI,MI),(MI,MI)},

jedenfalls wenn man auschlie3t, dass die Eltern den Namen Ida zweimal vergeben. Lésst man eine
mogliche Praferenz der Eltern bei der Namensgebung fiir die Erstgeborene aufler acht, kann man
annehmen, dass diese vier Félle gleich wahrscheinlich sind. In zwei von ihnen sind beide Kinder
Médchen, die Wahrscheinlichkeit ist also 1/2. Wen das nicht iiberzeugt, der stelle sich vor, in einem
riesigen Raum seien 30 Millionen Familien versammelt, die zwei Kinder haben, von denen eines
ein Méadchen ist. Von vorhin wissen wir schon, dass etwa 10 Millionen Familien zwei Méadchen und
etwa 20 Millionen nur ein Médchen haben werden. Jetzt versammeln wir nur die Familien, in denen
eines der Médchen Ida heifit. Nun ist Ida ein seltener Name, er kommt unter 200 000 Madchen etwa,
einmal vor (eine grobe, aber realistische Schiitzung). Von den Ein-Midchen-Familien bleiben daher
etwa 100 iibrig, aber eben auch 100 von den Zwei-Mé#dchen-Familien, 50, weil die Erstgeborene
Ida heiit, und 50, weil die Zweitgeborene so heifit. (Eine solche Simulation ist oft hilfreich zum
Verstehen, auch wenn sie natiirlich keine Beweiskraft hat.)

Die Frage nach der Berechnung der Wahrscheinlichkeit von Ereignisses, die von anderen Ereignissen
abhéngen, wurde systematisch zum ersten Mal von dem englischen Geistlichen Thomas Bayes
(1701-1761) untersucht. Hier noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel 4.2. Eine Firma hat einen Metalldetektor fiir die Gep#ckkontrolle entwickelt, der 90%
der Koffer, die metallische Gegenstéinde enthalten, entdeckt, aber auch mit Wahrscheinlichkeit 5%
Alarm schliagt, wenn sich in dem Koffer kein Metall befindet. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
beliebiger Koffer etwas metallisches enthélt, sei 20%.
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1. Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit 16st der Detektor bei einem beliebigen Koffer aus?

2. Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist tatsichlich Metall im Koffer, wenn der Detektor das
behauptet?

Bei dem Zufallsexperiment ,,Untersuchung eines Koffers“ hat man es mit zwei Ereignissen zu tun,
die voneinander abzuhéngen scheinen:

A: Der Detektor schlidgt an.
B: Es ist Metall im Koffer.

Bekannt ist P(B) = 0.2, aber auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

o die Wahrscheinlichkeit, dass der Detektor anschligt (Ereignis A), wenn Metall im Koffer
ist (Ereignis B) — wir wollen sie im Vorgriff auf spéitere Notation mitP(A|B) bezeichnen —
betriigt P(A|B) = 0.9,

e die Wahrscheinlichkeit, dass der Detektor anschligt (Ereignis A), wenn kein Metall im
Koffer ist (Ereignis B), ist P (A|B) = 0.05

Da entweder Metall im Koffer ist oder nicht, erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, indem
wir die Wahrscheinlichkeiten P(A|B) und P (A|B) mit den Wahrscheinlichkeiten ihrer Bedingun-
gen B, B gewichten und die Ergebnisse addieren:

P(A) = P(A|B)P(B) + P (A|B) P (B) =0—9-0.2+0.04- 0.8 = 0.22.

Die zweite Frage ist die nach der Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, falls A eingetreten ist, also
P(BJA); dies berechnen wir gleich.

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit Ergebnismenge 2, einem Wahrscheinlichkeitsmaf§ P und
zwel Ereignisse A, B mit P(B) > 0. Will man die Wahrscheinlichkeit von A bestimmen unter
der Voraussetzung, dass B eingetreten ist, so hat man eine neue Ergebnismenge, ndmlich B. Das
Wahrscheinlichkeitsmafl P muss dann renormiert werden, so dass das sichere Ereignis B wieder
den Wert 1 zugewiesen bekommt. Dies erreicht man mit Division durch P(B) und erhélt so ein
Wahrscheinlichkeitsma$ auf B. Diese Uberlegung ist die Grundlage fiir die folgende Definition.

Definition 4.3. Sei Q) die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments und P ein Wahrscheinlich-
keitsmafS auf Q. Seien A, B Ereignisse und P(B) > 0. Unter der bedingten Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedingung B wversteht man den Wert

P(A|B) = %

Bemerkung. Auch fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt natiirlich die Regel von den Komple-
mentérereignissen, das heift

P (A|B) =1- P(A|B)
wie im Additionssatz 2.2, denn man hat ja nichts weiter getan, als die Ergebnismenge auf B zu

reduzieren.

Beispiel (Fortsetzung von 4.2). Wir hatten P(B) = 0.2 und P(A|B) = 0.9, daraus schlieflen wir
P(ANB) = P(A|B)P(B) =0.9-0— 2 = 0.18

und damit

P(ANB) 0.8

P(BIA4) = P(A) 022

~ 0.818 = 81.8%.

Wir haben auch noch

P(ANB) =P (AB) P (B) = (1- P (AB)) P (B) = 0.95- 0.8 = 0.76
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und daher
P(AnB) P(ANB) 0.76

P (Bl4) = P(@A) ~ 1-P(4) 01

~0.974,

das heifit wenn der Detektor anschligt, geschieht dies in 81.8% der Fille zu recht, und wenn er
nicht anschléigt, ist mit Wahrscheinlichkeit 97.4% auch kein Metall im Koffer.

Aus all diesen Beispielen geht hervor, dass man um die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen
Eintretens zweier Ereignisse zu berechnen, im allgemeinen die Einzelwahrscheinlichkeiten nicht
einfach multiplizieren darf; dies geht nur, wenn die Ereignisse nicht voneinander abhéingig sind.

Definition 4.4. (a) Zwei Ereignisse A, B eines Zzufallsexperiments heiffen stochastisch un-
abhingig, wenn P(A|B) = P(A) (oder dquivalent P(B|A) = P(B), also

P(AN B) = P(A)P(B)

gilt.
(b) n Ereignisse Ay, ..., A, heiffen (vollstindig) stochastisch unabhdingig, wenn fir jede Aus-
wahl {i1, ..., ik}, 2 <k <n, von k verschiedenen Zahlen i; € {1,2,...,n}
k k
P ﬂ A | = H P(A;)
j=1 j=1
gilt.

Beispiele 4.5. (a) Beim Wiirfeln mit einem Wiirfel ist die Ergebnismenge bekanntlich Q =
{1,2,3,4,5,6}. Wir untersuchen die Ereignisse

A: ,gerade Augenzahl®, also A = {2,4,6} mit P(A) =1/2,

B: ,Augenzahl > 3%, also B = {4,5,6} mit P(B) =1/2,

C: ,weder 1 noch 6 Augen“, also C = {2,3,4,5} mit P(C) =2/3
auf stochastische Unabhéngigkeit. Es gilt

P(ANB) = P({4,6}) = % P(A)P(B) = i

P(ANC) = P({2,4}) = % = P(A)P(C)

P(BNB) = P({4,5}) = % — P(B)P(C)
P(ANBNC) = P({4}) = % — P(A)P(C)P(C)

Folglich sind A und C sowie B und C stochastisch unabhéngig, aber A, B, C nicht vollstindig
unabhéngig.

(b) Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln ist Q = {(i,5) | i,5 € {1,...,6}}. Wir betrachten hier die
Ereignisse

A: 1. Wiirfel zeigt eine 6,

B: 2. Wiirfel zeigt eine 6,

C: ,beide Wiirfel zeigen die gleiche Zahl*
mit P(A) = P(B) = P(C) =1/6. Esist P(ANB) = P(ANC) = P(BNC) = 1/36. was jeweils
dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten entspricht, so dass je zwei der Ereignisse unabhéngig
sind. Es gilt jedoch

1 1
PANBNC) = P{(6,6)} = o= # 5= = PA)P(B)P(C),

so dass A, B, C nicht vollstdndig unabhéngig sind.
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(¢) Wir betrachten den n-fach wiederholten Wurf einer Miinze. Sei p die Wahrscheinlichkeit von
Kopf und damit 1 — p die Wahrscheinlichkeit von Zahl. Seien ferner A; und K}, die Ereignisse

Aj;: beim j-ten Wurf erscheint Kopf,
Ky unter den n Wiirfen tritt & mal Kopf auf.

Die Ereignisse A; sind offenbar unabhéngig. Ist nun {w} € K}, ein Elementarereignis, bei dem bei

den Wiirfen Nummer 41,...,4; (1 <43 < iz < -+ < i < n) Kopf und bei den iibrigen Wiirfen
Tk41,-- -, in Zahl gewiirfelt wurde, so ist
{why=4;, N4, N...NA, NA,, N4, ,N...N4,

mit
P({w}) = P(Ay,)P(Ai, -~ P(Ay,) - P(Ai ) P(Ai,,,) - P(A;,) = pF(1—p)"F.
Es ist aber #K), = (}), so dass

P(Ky) = (Z)pk(l -
ist.
Bemerkung. Wendet man die Formel P(AN B) = P(A|B)P(B) auf drei Ereignisse an, erhélt man
P(ANBNC)=PAIBNC)P(BNC) = P(A|BNC)P(B|C)P(C).
Fortgesetzte Anwendung auf n Ereignisse A1, ..., A, liefert dann

P(AiN...NAy)
= P(AnAn_1 N ...NAD)P(Ap_1|Ap_s ... 0 A1) - P(As|As N A1) P(As| A1) P(Ay)

Diese Formel nennt man auch den Multiplikationssatz.

Beispiel 4.6. In einer Urne befinden sich 26 blaue und 4 rote Kugeln. Man entnimmt eine Stich-
probe von 4 Kugeln. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle 4 Kugeln blau sind? Dazu
definieren wir die Ereignisse

A: alle Kugeln sind blau,

A;: die i-te Kugel ist blau (i = 1,2,3,4),
dann ist A = A;NAsNA3N Ay. Das Experiment entspricht viermaligem Ziehen ohne Zuriicklegen,
so dass wir folgende Wahrscheinlichkeiten fiir die vier Ziehungen haben:

(i) In der ersten Ziehung gibt es 26 blaue und 4 rote Kugeln, also ist P(A;) = 25.
(ii) In der zweiten Ziehung gibt es, Wenn die erste Kugel blau war, noch 25 blaue unter 29
Kugeln, folglich ist P(Az|A;) = 23.
(iii) In der dritten Ziehung gibt es unter der Annahme, dass A; und As eingetreten sind, noch
24 blaue unter 28 Kugeln, also gilt P(As|A; NAz) = 5%
(iv) In der vierten Ziehung schliefilich gibt es, wenn die ersten drei Kugeln blau waren, noch 23
blaue unter 27 Kugeln, also ist P(A4|41 N A3 N As) = 2

Mit dem Multiplikationssatz erhélt man damit

7

26 25 24 23

Sei nun ) die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments und seien By, ..., B, Ereignisse, so dass
gilt:

(i) B; N B; = @ fiir i # j (paarweise Unvereinbarkeit),
0=



4. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT 58

Man sagt dann, ) sei die disjunkte Vereinigung der B;. Ist nun A ein weiteres Ereignis, so ist

n

A=|]J(AnB)

i=1

die disjunkte Vereinigung der Schnitte AN B;, und da sich die Wahrscheinlichkeiten unvereinbarer
Ereignisse addieren, folgt

P(A) = zn:P(AﬂBi). (4.1)

Satz 4.7 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, Formel von Bayes).
Die Ergebnismenge §) eines Zufallsexperiments sei die disjunkte Vereinigung von FEreignissen
By, ...,B, mit P(B;) > 0. Dann gilt fiir jedes Ereignis A

P(A) =} P(AIB,)P(B))

sowie fir jedes k

_ P(A|By)P(By)
P(By|A) = ST P(/];|B,»)Pk(Bz‘) '

Nach der Definition bedingter Wahrscheinlichkeit und (4.1) gilt ndmlich

n

S PABP(B) = 30 T SO P(B) = 3 P(AN B) = P(A):
v i=1

i=1 i=1
dies zeigt die erste Formel. Die zweite Formel folgt aus der ersten, denn es ist

_ANnBy _ P(A|By)P(By)
PBUA) = 50y = 57 pAIB)P(B) -

Beispiel 4.8. In einer Automobilfabrik gibt es drei Fliebéinder, an denen das gleiche Fahrzeug-
modell montiert wird. Das erste Band liefert die Hilfte der Fahrzeugproduktion, das zweite 30%
und das dritte die verbleibenden 20%, wobei beim ersten Band erfahrungsgméif 3%, beim zweiten
4% und beim dritten 1% der Fahrzeuge Méngel aufweisen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiges Fahrzeug Méngel hat?
Wir betrachten die Untersuchung eines beliebig der Produktion entnommenenn Fahrzeugs als
Zufallsexperiment; seien dazu A und B; (i = 1,2, 3) die Ereginisse

A: das Fahrzeug hat Méngel,
B;: das Fahrzeug stammt vom Band Nummer 4.

Bekannt sind aus der Berschreibung die Wahrscheinlichkeiten P(A|B;) = %, P(A|Bs) = ﬁ,

P(A|Bs) = 15, P(B1) = 3, P(B:) = & und P(B3) = &. Es ist dann

P(A) = P(A|By)P(B1) + P(A|By) P(By) + P(A|B3)P(Bs) = —o+ —o > = 20 _ 995,
a R e $)5E8) =500 T 1000 T 1000 1000 %

(b) Ein defektes Fahrzeug sei ausgewiihlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt es von Band
Nummer 7
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Hier benutzen wir die zweite Formel: es ist

P(A|B\)P(B1) _ 55 _ 15

P(By|A) = - = ~51.7%,
P(A) % 29
P(A|B2)P(By)  1o%5 12

P(By|A) = - = = ~41.4%,
P(A) % 29
P(A|B3)P(Bs) 15 2

P(B3|A) = - = ~6.9%.

(Bald) = =500 2= 5

5. Zufallsvariable und Verteilungsfunktion

Bei Zufallsexperimenten kommt es oft nicht so sehr auf den Ausgang des Experiments selbst an,
sondern vielmehr auf einen daraus abgeleiteten Wert, der meist in Form einer reellen Zahl daher-
kommt. Mit anderen Worten, man interessiert sich fiir Abbildungen X von der Ergebnismenge 2
in eine Menge €, die man meist als Menge von Messgrofien auffassen kann.

Beispiele 5.1. (a) Die Ergebnismenge des Ziehens von Lotterielosen ist zunéchst die Menge der
Lose selbst. An dem (physischen) Los ist man allerdings kaum interessiert, sondern nur an dem
damit verbundenen Gewinn (der jedoch meist Null ist). In diesem Fall wiirde X den Losen den
dazugehorigen Gewinn zuordnen.

(b) Beim einfachen Miinzwurf hat man als Ergenismenge {Kopf, Zahl}, wobei man Kopf und Zahl
auch die Zahlen 1 und 0 zuordnen kann. Beim n-fachen Miinzwurf kann X die Anzahl der Wiirfe
mit dem Ausgang ., Kopf“ sein, was in der eben beschriebenen Kodierung durch 0 und 1 die Summe
der einzelnen Ergebnisse wiire; genauso ist aber auch die Anzahl der Ergebnisse ,,Zahl* moglich.

(¢) Beim wiederholten Wurf zweier Wiirfel kann X die Anzahl der Wiirfe mit gleicher Augenzahl
bei beiden Wiirfeln sein, oder die Anzahl der Wiirfe mit Summe der Augenzahlen > 5.

(d) Ebenso ein Zufallsexperiment ist der Wurf einer Nadel auf eine Ebene, die wir uns als xy-Ebene
vorstellen wollen. Dann definiert der Winkel der Nadel mit der z-Achse eine solche Abbildung X,
mit Werten im Intervall [0, 27].

Definition 5.2. Sei () die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments. Fine Zufallsvariable ist eine
Funktion X auf der Menge ), deren Werte reelle Zahlen sind.

Die Menge aller Werte, die von der Funktion auch tatséichlich angenommen werden, nennt man
das Bild von X, das auch in vielen Biichern als Wertebereich bezeichnet und daher mit dem
Buchstaben W versehen wird, also

W = Bild(X) = {X(w) | w € Q} C R.

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2 und X eine Zufallsvariable auf Q mit Bild W. Fir
eine Teilmenge A C W kann man nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass der Wert der
Zufallsvariablen in A liegt!, als die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {w € Q | X(w) € A}. Mit
anderen Worten, man erhélt ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf W = Bild(X): Fiir eine Teilmenge
A C X (also ein Ereignis) setzt man

PX(A) =P{we| X(w) e A}).

LOhne weitere Einschrinkung geht das nur fiir diskrete Zufallsvariablen, wie sei im néichsten Abschnitt behan-
delt werden. Ist X nicht diskret, so gilt dies aber immerhin noch fiir Intervalle A.
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Ein kleines Diagramm zur Veranschaulichung:

Q - Bild(X) C R

»

[0,1]

Um die Notation nicht zu iiberfrachten, schreiben wir meist wieder P statt PX, wenn es aus dem
Kontext klar ist, welche Zufallsvariable betrachtet wird.

Oft ist man nicht daran interessiert, ob ein bestimmter Wert angenommen wird, sondern ob ein
bestimmter Wert nicht iiberschritten wird. Diese Wahrscheinlichkeiten werden durch sogenannte
Verteilungsfunktionen beschrieben.

Definition 5.3. Sei X eine Zufallsvariable und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Ergeb-
nismenge Q. Dann heifft die Funktion

F=F*R—[0,1]
definiert durch
Fz)=P({we | X(w) <z})
die Verteilungsfunktion von X.

Man benutzt auch vielfach die suggestive Schreibweise
P(X <z)=F(z).

Verteilungsfunktionen haben folgende Eigenschaften, die sich unmittelbar aus den Wahrschein-
lichkeitsaxiomen ergeben:

5.4. Sei F' die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X. Dann gilt:
(a) F ist monoton wachsend,
(

)

(c) xli)n;o F(z) =1,
)
)

(d) Pla< X <b)=P(X <b)— P(X < a) = F(b) — F(a),
() PX>a)=1-P(X<a)=1

6. Diskrete Zufallsvariablen

Wir werden uns zuéchst nur mit Zufallsvariablen beschéftigen, deren Bild sogar eine abzéhlbare
Teilmenge {z,x1,z2,...} von R ist, wie zum Beispiel die natiirlichen Zahlen, oder jede endliche
Teilmenge von R. Solche Zufallsvariablen nennt man diskret. In den einleitenden Beispielen 5.1
sind die in (a) — (c) betrachteten Zufallsvariablen diskret, aber auch in Beispiel (d) kann man
eine diskrete Zufallsvariable etwa dadurch erkléren, dass man das Intervall [0, 27] in endlich viele
Teilintervalle Iy, ..., I, aufteilt und X (w) als die Nummer ¢ des Intervalls definiert, in dem der
beobachtete Winkel liegt. (Damit tragt man der Tatsache Rechnung, dass die Messung des Winkels
sowieso nicht beliebig genau sein kann.)

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und X eine diskrete Zufallsvariable auf einer Ergebnismenge
Q. Wie vorher erhalten wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf W; fiir die Wahrscheinlichkeit eines
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einzelnen Wertes € W schreibt man auch P(X(w) = z) oder noch kiirzer als P(X = z), wenn
dies zu keinen Missverstdndnissen fiihrt. Damit gilt

P(X =)= P(we | Xw) =ah= 3 Pw).
wEN mit
X(w)=z

Beispiel 6.1. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln ist
Q={1,...,6} x{1,...,6} = {(w1,w2) | w; € {1,...,6}}.

Sei X die Summe der gewiirfelten Augenzahlen, also X (w1, ws) = wy +we. Dann ist W = Bild(X)
die Menge {2,3,...,12}, und man hat folgende Wahrscheinlichkeiten:

z | {w]| X(w) =z} P(x)
2 [ (L,1) 1/36
31(2,1),(1,2) 2/36
41(3,1),(2,2),(1,3) 3/36
51(4,1),(3,2),(2,3),(1,4) 4/36
6(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5) 5/36
71(6,1),(5,2),(4,3),(3,4),(2,5),(1,6) 6/36
81 (6,2),(5,3),(4,4),(3,5),(2,6) 5/36
91(6,3),(5,4),(4,5),(3,6) 4/36
10 | (6,4),(5,5), (4,6) 3/36
11| (6,5),(5,6) 2/36
12 1 (6,6) 1/36
Man erhélt also 6 lk_17
P(X =k)= 7|36 | .

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und X eine diskrete Zufallsvariable auf  mit W = Bild(X) =
{zo,21,...}, so dass x; < ;4. Schreibt man p; := P(X = i), so muss offenbar » .. p; = 1 sein.
Fiir die zugehorige Verteilungsfunktion gilt B

Fx)= Y PX=wz)= Y p

i x; <x i x,<x

Insbesondere ist F'(z) = 0, wenn & < xq ist. Fiir einen endlichen Wertebereich {xg,z1,...,2,}
hat man

0 fir z < xo,

k
F(z) = Zpi fir o <z <211, k=0,1,2,...,n— 1,
i=0
1 fiur z,, < z.

Fiir diskrete Zufallsvariablen sind die Verteilungsfunktionen also Treppenfunktionen, die an den
Stellen x; Spriinge haben (kénnen).

Beispiel 6.2. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Wurf zweier Wiirfel mindestens 9 Augen
zu erzielen? Dazu betrachten wir die Zufallsvariable X von Beispiel 6.1 mit X (w1, ws) = w1 + wa.
Aus der Tabelle entnehmen wir die Wahrscheinlichkeiten p, = P(X = k) der einzelnen Werte und
erhalten A434241 5
P(X >9) =p = = —

(X >9) =py +p1o +p11 + pi2 36 13
Als néchstes wollen wir einige spezielle Verteilungen untersuchen.
A. Laplace- oder Gleichverteilung.
Eine Zufallsvariable X mit W = Bild(X) = {z1, ..., 2z, } heiit gleichverteilt, wenn gilt:

1
Di ::P(X:xi)zﬁ (t=1,2,...,n).
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F(z) |

t + + + + + + + +
Z1 2 Tn

ABBILDUNG 6. Verteilungsfunktion der Laplace-Verteilung

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist

xr < 21

Flz)=P(X <z)= o <x<xpy1, k=1,2,...,n—1,

= 3w ©

Ty < T.

Beispiel 6.3. Der Wurf eines Wiirfels mit W = {1,2,3,4,5,6} und X=Augenzahl ist gleichver-
teilt.

B. Binomialverteilung.
Eine Zufallsvariable X mit W = {0,1,2,...,n} heift binomialverteilt, wenn fiir ein festes p mit
0<p<1gilt:

po= e =)= (1)1 = ).

Aus dem binomischen Lehrsatz ergibt sich, dass dies tatséchlich eine Wahrscheinlichkeit ist, denn
es gilt
n n n

Zpi = Z (i>pl(1 -p)" ' =p+1-p"=1.

=0 =0
Diese Verteilung hat die beiden Parameter n und p; man nennt eine so verteilte Zufallsvariable
daher auch %, ,-verteilt.
Die zugehorige Verteilungsfunktion ist

k
Fi =P i =3 (T)pa-p. osksa.
=0

Zufallsexperimente, die aus n-maliger Wiederholung eines Experiments mit zwei moglichen Aus-
gingen 1 (fiir Erfolg) mit Wahrscheinlichkeit p und 0 (fiir Misserfolg) mit Wahrscheinlichkeit
1 — p bestehen, sind binomialverteil. Genauer gesagt ist die Zufallsvariable X, die die Anzahl der
erfolgreichen Ausgéinge zdhlt, binomialverteilt: dies hatten wir in Beispiel 4.5 bereits ausgerechnet.

Beispiel 6.4 (Qualitéitskontrolle durch eine Stichprobe I). Ein Lieferant gibt an, dass seine Lie-
ferung eine Ausschussquote von 2% hat. Das will man iiberpriifen, indem man 100 mal ein Ein-
zelstiick der Lieferung zuféllig herausgreift und priift (Stichprobe mit Zuriicklegen). Die Lieferung
soll zuriickgewiesen werden, wenn mehr als 4 mal ein defektes Teil gezogen wird. Die Entnahme
einer solchen Stichprobe ist %, ,-verteilt mit p = 0.02 und n = 100. Die Wahrscheinlichkeit, &k
defekte Einzelstiicke zu finden, ist dann

Pe = (12()) (0.02)%(0.98)100—F
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Gefragt ist P(X > 4) (Ausschlusskriterium). Man errechnet
po = 0.1326, p1=02706, po=0.2734, p3=0.1822, ps = 0.0902

und daher
P(X>4)=1-P(X <4) =1~ (po+p1+p2+ps+ps) =0.051.
Die Lieferung wir also mit Wahrscheinlichkeit 5.1% abgelehnt.

C. Geometrische Verteilung.

Eine Zufallsvariable X mit Bild W = {1, 2, 3,...} heifit geometrisch verteilt, wenn fiir jedes k € W
pr = P(X =k) =p(1-p)*!

fiir ein festes p, 0 < p < 1, gilt.

Diese Verteilung liegt dann vor, wenn bei der wiederholten Durchfithrung eines Experiments mit
zwel Ausgingen w, W mit Wahrscheinlichkeiten p beziehungsweise 1 — p die Wahrscheinlichkeit ge-
fragt ist, dass is der k-ten Wiederholung das Ergebnis w zum ersten Mal auftritt, denn (k — 1)-mal
@ hintereinander liefert die Wahrscheinlichkeit (1 — p)*~!, die dann noch mit der Eintrittswahr-
scheinlichkeit p von w multipliziert werden muss.

Wie priifen wieder nach, dass diese Verteilung den Wahrscheinlichkeitsaxiomen geniigt: Da 0 <
p < 1 ist, folgt aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe

i—1
pi=) pl—p) " =p) A-p)=p —F——=p-—=1.
S
1= 1= J=
Ferner gilt fiir die Verteilungsfunktion

1—(1—p)
1-(1-p)

Dies ist auch klar, denn das Komplementérereignis zu {w | X (w) < k} ist das Ereignis, dass jede
der ersten k Wiederholungen das Ergebnis w hat.

k k—1
F(k)=P(X <k)=> p(l—-p) ' =p> (1-py =p- =1-(1-p*.
i=1 Jj=0

Beispiel 6.5. Was ist die Wahrscheinlichkeit, fiinfmal hintereinander keine 1 zu wiirfeln? Die
Wahrscheinlichkeit, eine 1 zu wiirfeln, ist p = 1/6, die Wahrscheinlichkeit des Komplementérereig-
nisses (,keine 1¢) also 5/6. Hier ist X die Zufallsvariable, die einer Folge von Wiirfen den ersten
Versuch, in dem eine 1 Auftritt, zuweist; gesucht ist die Wahrschienlichkeit P(X > 6). Es gilt

5 i—1
1/(5
P(X>6)=1-P(X<5)=1-) 5 (6> = 1—0.598 = 0.402 = 40.2%.

i=1

D. Hypergeometrische Verteilung.

Gegeben sei eine Menge von N Objekten, die in zwei Sorten auftreten, d von der Sorte 1 und N —d
von der Sorte 2. Man entnimmt eine Stichprobe von Umfang n, ohne Zuriicklegen. Wie ermittelt
man die Wahrscheinlichkeit, genau k Objekte (k < d) der Sorte 1 gezogen zu haben?
Numerieren wir die Elemente Ausgangsmenge mit 1,2,..., N durch, so kénnen wir die Ergebnis-
menge dieses Experiments als die Menge

Q={AcC{L,2,....N} | #A=n)

der n-elementigen Teilmengen von {1,2,..., N} schreiben; nach Satz 3.7 ist #Q = (]7\[) Als Zu-
fallsvariable X nehmen wir die Abbildung, die einer Stichprobe S € 2 die Zahl der in ihr vorkom-
menden Objekte der Sorte 1 zuordnet; der Wertebereich dieser Zufallsvariablen ist dann

W =Bild(X) ={0,1,2,...,min(n,d)}.
Es bezeichne K das Ereignis
K ={S| S enthilt k Objekte der Sorte 1}.
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Gefragt ist dann P(X = k) = P(K). Die Anzahl der Moglichkeiten, aus d Objekten k auszuwiihlen,
betragt (d) Auflerdem miissen noch n — k Objekte der zweiten Sorte gewdhlt werden, dafiir gibt
es (n k) Moglichkeiten. Folglich ist #K = ( )(17\::]?) und daher
d\ (N—d
() (o)
()

Diese Verteilung nennt man die hypergeometrische Verteilung mit Parametern N, d und n < N,
und die Zufallsvariable H hypergeometrisch oder %% g ,-verteilt.

Um einzusehen, dass es sich dabei wirklich um ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Bild(X) handelt,
muss man zeigen, dass die Summe aller p; (0 < k < min(n,d)) Eins ergibt. Dazu zeigen wir

zunéchst
min(n,d) (d) <N _ d) (N) (6 1)
Z k)\n—k n '
k=0

mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes: diesem Satz zufolge gilt

(1+x)d:§<f)xi sowie (1+z)N _Zd:<N d>j.

J=

Pk ‘= P(X = k) = = %N,d,n(k) .

multipliziert man diese beiden Ausdriicke erhédlt man

(SO (S09) =52 O0)-

i=0 3=0 s=0 k=0

und die Behauptung ergibt sich durch Koeflizientenvergleich. Folglich ist

min(n,d)
e e (V)X (G5 ()
> o= D AR N
ECECH D0

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist

F<k):P(X§k)_i(d>(]X_?>_

=

Ist nun N sehr grofl im Vergleich zu n (dies schreibt man héufig als N > n), kann man davon
ausgehen, dass bei einer geniigend groflen Stichprobe der Anteil der Sorte 1 in etwa dem Anteil
der Sorte 1 der gesamten Menge entspricht, also

k

~ 4
n_ N

In duesem Fall hat man die N&herung

()G o)
k n — k n k —k . d
~ 1—p)" tp=—
N ( k)p (1-p) mit p =
n
das heiﬁt die hypergeometrische Verteilung %y 4., wird durch eine Binomialverteilung %,, , mit
P=+ approxmnert
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Beispiel 6.6 (Qualititskontrolle II). Eine Firma hat mit dem Lieferanten gewisser Bauteile ver-
einbart, dass eine Ausschussquote von 5 Prozent akzebtabel ist. Um eine Lieferung von 100 Teilen
zu iiberpriifen, entnimmt der Kunde eine Stichprobe von 10 Bauteilen mit der Absicht, die Liefe-
rung zuriickzuschicken, wenn mehr als ein Bauteil defekt ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird
eine Lieferung mit 7 defekten Bauteilen abgelehnt?

Das Zufallsexperiment ist hier die Auswahl einer Stichprobe im Umfang von 10 Elementen. Die
Zufallsvariable X ordnet einer Stichprobe die Anzahl der in ihr enthaltenen defekten Bauteile zu,
sie ist Jf00,7,10-verteilt. Gefragt ist

7\ (93 7\ (93
PX>2)=1-(P(X=0)+P(X=1))=1- (0)(1011:%0)(1)(9) = 7% ~0.144.

Die Wahrscheinlichkeit ist also nur 14.4%!
(Die Approximation durch die Binomialverteilung mit p = d/N = 0.07 liefert

1— ((1)(0.93)1 + (1) - 0.07- (0.93)°) =~ 15.2%;

gar nicht so schlecht.)
In folgender Tabelle listen wir die auf gleiche Weise errechneten Wahrscheinlichkeiten auf, dass
eine Lieferung mit d defekten Teilen abgelehnt wird.

2| 09% | d=8|182%
3| 26% | d=9|221%
41 4.9% | d=10|26.2%
5
6
7

7.7% || d =16 | 50.0%
10.9% || d =33 | 90.4%
14.4% || d =39 | 95.5%

Q2 Q8 a Q
I

Mit 50prozentiger Wahrscheinlichkeit kann bei diesem Test der Lieferant also eine miserable Lie-
ferung mit 16 defekten Bauteilen einschmuggeln.

E. Poissonverteilung.

Eine Zufallsvariable X mit W = Bild(X) = Ny = {0, 1,2,3,...} heifit poissonverteilt mit Parame-
ter A > 0, wenn

pk:P(X:k):ﬁe_

ist. .

Benutzt man die Potenzreihenentwicklung e* =), . %7 der Exponentialfunktion, so ergibt sich

o o AR
_ AT x - [A S
gpk— k!e =e g k!—e et =1,
k=0 k=0 k=0

also definieren die p; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf W.

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist
ki
Fh)=P(X <k)=e*) =

Die Poissonverteilung ist unter bestimmten Voraussetzungen eine gute Approximation an die Bi-
nomialverteilung: Wenn n sehr grof§ und p sehr klein ist, gilt mit A = np
)\k

b(k,n,p) ~ ﬁe”‘.
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Das sieht man mit der Stirlingschen Formel n! ~ +/27n (%)n, n > 0:

n n: k
p= ()= ort =

2 n k n—k
~ ™k < n ) (np) (1 N @)
27r(n — k;) n—=k k! n

~ |k n—k+k’1kmmk@_fwy“k
k n—=k k!

n— n
n—k \L n—~k k
= i ek 1JrL )\— l—é zA—e*)‘.
n—=k n—=k k! n k!
———
~1 ~ek ~e—A

Als Faustregel gilt, dass die Approximation akzeptabel ist, wenn np < 10 und n > 1500p ist. Fiir
n = 1000 und p = 0.01 ist dies sicherlich erfiillt; in folgender Tabelle listen wir die Quotienten
pr/qr der beiden Wahrscheinlichkeiten

k k

auf:

Pr/qr | 0.960 | 0.969 | 0.977 | 0.984 | 0.989 | 0.995 | 0.999 | 1.001 | 1.004 | 1.005

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1.005 | 1.004 | 1.001 | 0.999 | 0.995 | 0.989 | 0.983 | 0.976 | 0.969 | 0.960

Die Poisson-Verteilung liefert also Voraussagen iiber die Anzahl (k) des Eintretens seltener, zufil-
liger und voneinander unabhéngiger Ereignisse.

Genauso hat man fiir n > 0, A =np und p = % klein:

() =) N
()

das heifit die Poissonverteilung approximiert fiir (sehr) grole N die hypergeometrische Verteilung.

Beispiel 6.7. Sei X die Anzahl der monatlichen Piratenangriffe vor dem Horn von Afrika. Dann
kann man annehmen, dass X poissonverteilt ist mit A = 10 (Erklidrung folgt spéter). Mit welcher
Wahrscheinlichkeit gibt es in einem Monat wenigstens einen Angriff?

Gesucht ist
10°
PX>1)=1-P(X=0)=1- F6*10 =1-¢e1~99.99%.
Beispiel 6.8. Die Anzahl der Anrufe, die pro Minute be einer Hotlilne eingehen, sei poissonverteilt
mit A = 5. Das Callcenter kann in jeder Minute 7 Anrufe bearbeiten, weitere Anrufe miissen in
die Warteschleife. Wir wollen die drei folgenden Fragen beantworten:

1. Was ist die wahrscheinlichste Zahl von Anrufen pro Minute?

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss in einer Minute mindestens ein Anrufer in die War-
teschleife?

3. Wie grofl miisste die Kapazitit des Callcenters mindestens sein, damit mit Wahrscheinlich-
keit 95% kein Anrufer warten muss?



7. ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZ DISKRETER ZUFALLSVARIABLEN 67

k
Esist pp, = P(X =k) =

= ye’5; fiir die erste Frage betrachten wir den Quotienten

Pr+1 5 <1 fﬁl‘k25,
o k4+1)>1 firk<4.

Daher gilt py < ps fiir jedes k; die wahrscheinlichste Zahl ist also 5.
Fiir 2. ist P(X > 7) gefragt; wir rechnen aus:

x5 2701
PX>T)=1-P(X<T)=1-c¢ Zﬁzlfe S ~0.133=13.3%.
k=0

In der dritten Frage ist eine moglichst kleine Zahl m gesucht, so dass P(X < m) > 0.95 ist. So
wie oben rechnet man aus

P(X <8)~0.93,
P(X < 9) ~ 0.968.

Das Callcenter sollte also wenigstens 9 Anrufe pro Minute bearbeiten kénnen.

7. Erwartungswerte und Varianz diskreter Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen nehmen jeden ihrer Werte mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit an.
Daher kénnen wir der Verteilung einen gewichteten Mittelwert zuordnen.

Definition 7.1. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebreich W = {xg, z1,x2,...} und
Wahrscheinlichkeitsmaff P. Sei p; = P(X = xz;). Wenn die Reihe Y .o pi|ai| konvergiert, so
heifst

oo
E(X) = Zpil’i
i=0

der Erwartungswert von X.

Bemerkung. Die Bedingung > :° p;|z;| < co garantiert nicht nur, dass der Erwartungswert exi-
stiert, sondern auch, dass es nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge man summiert.

Der Erwartunsgwert ist also der Wert, den die Zufallsvariable im Mittel annimmt.

Beispiel 7.2. Bei einer Tombola werden 500 Lose verkauft. Der Hauptgewinn sei 1000€, dazu
gebe es noch zwei Gewinne a 100 € und 4 Gewinne a 10€. Der Erwartungswert des Gewinns X
ist

E(X)=0-P(X=0)+10- P(X =10) 4 100 - P(X = 100) 4+ 1000 - P(X = 1000)
4 2 1
=10 — 4100 - — 41000 - — = 2.48
500 + 500 + 500

Der Erwartungswert, obwohl eine wichtige Kenngrofle einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, sagt
fiir sich genommen noch recht wenig iiber die Verteilung aus, genausowenig wie der Mittelwert
einer Zahlenreihe iiber die ganze Zahlenreihe. Man mochte auch wissen, wie die Werte um diesen
Erwartungswert (beziehungsweise den Mittelwert) herum streuen. Ein Maf fiir diese Streuung ist
die Varianz: Dazu betrachtet man das Quadrat der Abweichung (um Vorzeichen zu umgehen) der
Werte vom Erwartungswert als neue Zufallsvariable und bestimmt deren Erwartungswert.
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Definition 7.3. Die Varianz einer diskreten Zufallsvariablen X ist
Var(X) := E (X — E(X))?) .
Die Standardabweichung von X ist definiert als

o(X) :=y/Var(X).

Erlduterung: Ist also P ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, {z, z1, 22, ...} das Bild von X und p; =
P(X = x;), so ist

Var(X Zpt 2 — B(X))”. (7.1)

Allgemeiner kann man durch Rechenoperatlonen aus Zufallsvariablen neue Zufallsvariablen er-
zeugen. Sind zum Beispiel X und Y zwei Zufallsvariablen auf der gleiche Ergebnismenge €2 und
a,b € R Konstanten, so ist Z = aX + bY wieder eine Zufallsvariable auf : fiir ein w €  ist
Z(w)=a-X(w)+b-Y(w).

Bemerkung. (a) Eigentlich miisste man zur Definition noch hinzufiigen: ,sofern die definierende
Reihe konvergiert®; gemeint ist die Reihe (7.1).

(b) Haben die Werte der Zufallsvariablen eine bestimmte Interpretation als MaBeinheiten, wie zum
Beispiel Meter, oder (Temepratur-)Grade, so ist die Mafleinheit der zugehorigen Varianz das Qua-
drat dieser Einheit. Durch das Wurzelziehen wird das wieder , korrigiert“; die Standardabweichung
hat also dieselbe Mafleinheit wie die Zufallsvariable selbst.

Satz 7.4. Ist die Varianz der diskreten Zufallsvariablen X definiert, so gilt
Var(X) = E(X?) — E(X)?.

Beweis.

Var(X Z pi(x; )2

*Z]y 2? — 20, B(X) + E(X)?)

= Z pir? —2E(X) Z pizi +E(X)? Y pi
- - —~
=B(X?) =E(X) =1
= EB(X?) - 2B(X)E(X)+ E(X)? = E(X?) -~ E(X)?. O

Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 7.2). Fiir die Tombola hat man als Varianz gemé8 der Defi-
nition

493
500

Andererseits ist

4 2 1
Var(X) = ——(0—2.48)% + — (10 — 2.48)? + —— (100 — 2.48)% + %(1000 — 2.48)?% = 2034.6496

500 ' 500

493
E(X?) =022 102— 1002— 10002 = 2040.8
(X% = 500 V500 " 500 500

so dass die Formel des Satzes E(X?) — F(X)? = 2040.8 — (2.48)2 = 2034.6496 wie erwartet das
gleiche Ergebnis liefert. (Die Standardabweichung ist o(X) = 45.)
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In der Folge bestimmen wir Erwartungswert und Varianz der im letzten Abschnitt beschriebenen
diskreten Verteilungen.

A. Diskrete Gleichverteilung. Sei X gleichverteilt mit Werten in {x1,...,z,} und sei p; =
P(X =x;)=1/n,1 <i<n.Dann gilt

I 1 -
EX)=— — == i
(X)=— n;:lfv
1 ()
_ 2 2 _ 2
Var(X) = E(X*) — E(X) _n;_lxi_nz<;_1mi> .

Im Spezialfall z; = 4, also Bild(X) = {1,2,...,n}, erhilt man

i:” 1 nn+1)_n+1
“n 2 7

2
I, 1 [ In(n+1)@2n+1) 1 n*n+1)?* n?-1
Var(X):nZZQ_n?<ZZ> T 6 11
=1

; n2
=1

mit Hilfe der iiblichen Summenformeln.

B. Binomialverteilung. Sei X binomialverteilt mit Parametern p, n, also Werten in {0,1,...,n}.
Dann ist p; = P(X =) = (7)p’(1 — p)"~, also

gy%—z()<u>i

=1

—Z n—l (n—i4+1)

i—1 n—1i
oD - 1—
i1 p-p” (1—p)

denn die letzte Summe berechnet die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses, und

Zzp—; () -pr
;) (k+1) ( l)p’%l—p)”—l"“

n—1

n—1 1 n—1 n—l—

=np k( L )pk(l—p)” E np ) ( 5 )p’“(l—p) o
k=1 k=0

=(n—1)p (wie oben) =1

=n(n—1)p? +np = n*p* —np*> + np
und damit gilt

Var(X) = B(X?) — E(X)? = n%p® —np® + np — n’p* = np(1 — p).
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C. Geometrische Verteilung. Sei Bild(X) = {1,2,3,...} und p;. = P(X = k) = p(1 — p)*~ L.
Dann gilt

> : 1 1
-3 2’“ pm:a
Var(X) = E(X?) — Zkz - = ——i—pz +1)%(1—p

- _iz +pZ(j+ (G +2)(1—p)! _pZ(]’+ (1 - p) = 1 —210.
! J=0 =0 p

=2 — 1
(1—(1-p))? (1—(1-p))?

Hierbei wurde die Formel

oo
|
Z(kj+1)(k+1)-~-(k+n)xk = nil fir |z <lundn eN
k=0 (I =y
benutzt, die man wiederum aus der Formel d‘;n (1"”_7) = ﬁ erhalt.

D. Hypergeometrische Verteilung. Sei X hypergeometrisch verteilt mit Parametern N (Grund-
menge), d (interessierende Objekte) und n (Umfang der Stichprobe); esist P(X = k) = v an(k) =
(D) G=id)

(7 Sei ferner m = min(n, d). Dann gilt
L)m- A0
o e )

5 (L) -0 ),

S

denn teilt man die Summe der letzten Zeile durch (17\{ :11), so erhélt man die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten aller Elementarereignisse der %y _1,4—1,n—1-Verteilung. Es folgt

B(X) = d%.
Analog rechnet man aus:
()reer=e () () =G (0 6 y)
(Y (L) () ()

_n (N i
_N(n) wie oben
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woraus dann wiederum
dn

NN - =)

Var(X) =
folgt.

E. Poissonverteilung. Sei X: Q — Ny poissonverteilt mit Parameter A > 0. Dann gilt

X) =S ke ey AT s Yy,
)—Z H@ = A€ ZW— € Z?— € e =
k=0 k=1 7=0

wobei wir die Reihendarstellung der Exponetialfunktion benutzt haben. Genauso rechnet man aus

e k)\lcl

= k!
:Aekzmlj ‘*Z ZW
( AZ}):AM(&H@A):HV

woraus dann

folgt.
Zusammengefasst:
Verteilung von X E(X) Var(X)
kit af ) Ly ! i Z
eichverteilung auf {zy,...,x, — Z; — i — Z;
° v = =
n+1 n2 — 1
f{1,...
auf {1,...,n} } =
Binomialverteilung %, ,, np np(l —p)
Geometrische Verteilung auf {1,2,3,...} 1 1-p
mit Parameter p p p?
d dn(N — d)(N —
Hypergeometrische Verteilung %y 4,n Fn n(N2 (N) (_ ) n)
Poissonverteilung mit Parameter A > 0 A A

Bemerkung. Fir eine Zufallsvariable X und Konstanten a,b € R gilt

E(aX +b)=aE(X)+b, Var(aX +b)=a®Var(X) + b falls a # 0.
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AuBerdem hat man die sogenannte Tschebycheff-Ungleichung: Sie ¢ > 0 und Bild(X) = {x}.
Dann kann man die Varianz folgendermafien abschéitzen:

Var(X) = E (- BE(X))*) = Y prlae—EX))? + > plor — B(X))?
|$k—E]EX)|>E |3L';C—EIEX)\§5
> Y p=P(X -~ B(X)| >¢) = 52(1 —P(X - E(X)| < a))
k

lzy—E(X)|>e

woraus folgt:

Var(X)

P(E(a:)—ESXSE(X)+5)21— =

8. Stetige Zufallsvariablen

Anwendungen aus der realen Welt zwingen einen dazu, auch andere als diskrete Zufallsvariablen
zu betrachten: Wiederholte Messungen physikalischer Gréfien sind meist nicht exakt, sondern sind,
wegen der eingeschrinkten Genauigkeit von Messverfahren und -instrumenten, zuféllig um eine
Wert herum verteilt. Diese Verteilungen sind allerdings im allgemeinen nicht diskret, sondern
konnen jedesn beliebigen Wert eines Intervalls annehmen. Als Beispiel hatten wir schon frither
das Werfen einer Nadel als Zufallsexperiment aufgefasst und den Winkel der Nadel mit einer
vorgegebenen Gerade als Zufallsvariable, mit Werten im Intervall [0, 27].

Ist nun aber das Bild der Zufallsvariablen X nicht mehr diskret, also iiberabzihlbar, so aknn
man nicht linger jedem einzelnen Wert eine positive Wahrscheinlichkeit zuordnen, denn dann
wird die Summe aller Wahrscheinlichkeiten seBild(x) * (X = z) unendlich grof}. Man kann aber
zeigen, dass man jedem echten Intervall, jeder abzéhlbaren Vereinigung von Intervallen und den
Komplementen dieser Mengen Wahrscheinlichkeiten zuordnen kann, so dass mit diesen Mengen
als Ereignissen die Axiome eines Wahrscheinlichkeitsmafles erfiillt sind.?

Wir erklédren hier stetige Verteilungen nicht axiomatisch, sondern iiber ein Konstruktionsprinzip:

Definition 8.1. FEine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F heifit stetig verteilt, wenn es
eine stickweise stetige Funktion f: R — R gibt mit

F(z)=P(X <z) = /f(u)du

Die Funktion f nennt man die die Verteilungsdichte der Verteilungsfunktion.

Die Verteilungdichte ersetzt die aus den Einzelwahrscheinlichkeiten bestehenden Koeflizientenfol-
gen (p;)ien einer diskreten Verteilung; dabei wird aus der Summation ein Integral.
Mit dieser Definition ergeben sich leicht einige Eigenschaften:

2Diese Mengen bilden die sogenannte Borelsche Sigma-Algebra.
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Satz 8.2. Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Verteilungsdichte f und Verteilungs-
funktion F.

(a) F ist stetig, und ist f stetig im Punkt ug, so gilt f(ug) = F'(up).

(b) f(z) = 0.

(©) 7}0 Fu)du=1.

(d) Pla< X <b)=F(b)— F(a) = [ f(u)du.

(a) ist ein klassisches Resulat der Analysis. (b) folgt, da F als Verteilungsfunktion monoton wach-
send ist, und (c) wegen

oo x

/ f(u)du = Jl;nolo f(u)du= lim F(z)=1

T—0o0
— 00

aus Eigenschaft 5.4 (c) einer Verteilungsfunktion.
Zu beachten ist noch P(X = a) = [ f(u)du = 0 fiir jedes a, so wie wir es in dem einleitenden-

Abschnitt schon vermutet hatten. (Das bedeutet aber nicht, dass a als Wert nicht engenommen

werden kann.)

Die Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeiten einer stetigen Verteilung kann man als Flichen
unter dem Graphen der Verteilungsdichte veranschaulichen, so wie in Abbildung 7 angedeutet.

N

x a b

ABBILDUNG 7. Stetige Verteilung

Umgekehrt definiert jede stiickweise stetige Funktion f mit f(z) > 0 und [ f(u)du = 1 ein

Wahrscheinlichkeitsmafl
b
P(lab) = FO) - Fla) = [ f(u)du

auf der Menge der Intervalle (besser gesagt, auf der Borelschen Sigma-Algebra).

Erwartungswert und Varianz stetiger Zufallsvariablen kann man nun nucht mehr iiber die Summa-
tion iiber alle Werte definieren; dies ersetzt man durch Integration iiber die mit der Verteilungs-
dichte gewichteten Werte. Zusétzlich zur schon bekannten Notation E(X) und Var(X) haben sich
auch die Bezeichnungen p(X) und o?(X) durchgesetzt.
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Definition 8.3. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsdichte f.
(a) Der Erwartungswert von X ist das Integral

o

u(X) = BC0) = [ uf(w)du.
(b) Die Varianz ist i
7*(X) = Vax(X) = B((X ~ BQ)) = [ flu)(u— B(X))? du

(¢) Die Standardabweichung oder Strewung ist o(X) = /Var(X).
(d) Fiir ein e mit 0 < e < 1 heifst die Zahl q., fir die

F(QE):P(XSQE):a
gilt, e-Quantil von X .

Die Standardabweichung ist also wie frither die Wurzel aus der Varianz. e-Quantile sind neu;

es folgt aus dem Zwischenwertsatz und der Monotonie von F', dass sie existieren und eindeutig
bestimmt sind. Ebenfalls wie im diskreten Fall hat man:

Satz 8.4. Sei X eine stetige Zufallsvariable.
(a) 0*(X) = E(X?) - E(X)?,
(b) Fliir jedes € > 0 gilt

2
Pu(X)—e< X <p(X)+e)>1-— 7 6(5() (Tschebycheffsche Ungleichung).

Als néchstes wollen wir einige wichtige Verteilungen vorstellen.

A. Die Rechteck- oder stetige Gleichverteilung.
Fiir ein Intervall [a, b] definiere eine Dichtefunktion durch

—— fiir u € [a, ],
fluy=4b-a
0 sonst.
Die zugehorige Verteilungsfunktion ist dann
0 fir x < a,
F(z) = — fira <z <b,
b—a
1 fir b < z.
flu)s
17 F(x)
bia | / : f(“>
| i »
a

ABBILDUNG 8. Rechteck- oder stetige Gleichverteilung
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Fiir Erwartungswert und Varianz erhélt man

1 b2 —a? a+b

sowie

1 a+b\> 10 —dd a+b\> (a —b)?
2 _ — 2 — = — — =
U(X)—Var(X)—b_a/u du < 5 > TR ( 5 > 5

B. Exponentialverteilung.
Fiir ein A > 0 sei

e M fiir u > 0.

alu) = {O fiir u <0,

Mit partieller Integration rechnet man aus

x
/)\67)‘“ du = {—64‘“}0 =1—e
0

daher ist die Verteilungsvunktion der Exponentialverteilung zum Parameter A gegeben durch

0 firx <0
F(z) = -7
A7) {1—6_)"” fir x > 0.

0.1 J—
\‘
) 0.8
oosl |
\ 0.6
0.06 \
\
\ 0.4
0.04
0.2
0.02 -
16 5 ) 577115 20 -10 0 10 30 30 40
Verteilungsdichte fo.1(u) Verteilungsfunktion Fy 1(z)

ABBILDUNG 9. Exponentialverteilung mit A = 0.1

Wiederum mit partieller Integration erhélt man

wX)=EX)= / ue M du = /)\ue*’\“ du = [—ue*/\“]zo + /e’A“ du
5o b A
-1 00 1 1 1
== Jim ue™ =0 [Fe] F0- 3 lim ek 5= 5
Ganz dhnlich berechnet man (etwa mit zweimaliger partieller Integration)
oo
w(X?) = EB(X?) = //\u267)‘“ du = %,

0
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woraus man schliellich
2 1 1
o?(X) = Var(X) = u(X?) — u(X)* = VARV Y

erhélt; die Standardabweichung ist folglich o(X) = 1.

Die Exponentialverteilung tritt oft auf, wenn die Zufallsvariable Wartezeiten oder Lebensdauer
beschreibt.

Beispiel 8.5. Die Entladedauer T eines Akkus sei exponentialverteilt mit A = ﬁ pro Stunde.
(Mit anderen Worten, der Erwartungswert fiir die Entladedauer sei 100 Stunden.) Wie grof} ist

die Wahrscheinlichkeit, dass der Akku mehr als 5 Tage, also 120 Stunden, durchhalt?
Zu berechnen ist

P(X >120) =1 — P(X < 120) = 1 — Fp.01(120) = 1 — (1 - e—%) = e 12~ 0.301.

Die Wahrscheinlichkeit betrigt also etwa 30%.

C. Normalverteilung.

Die Normalverteilung ist eine der bekanntesten und wichtigsten Verteilungen iiberhaupt, da sie
fiir viele andere Verteilungen unter geeigneten Voraussetzungen eine gute Nédherung darstellt. Sie
hat zwei parametrische KenngroBen p und o2, die aus offensichtlichen Griinden (siehe unten) diese
Bezeichnungen haben.

Definition 8.6. Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Parametern p und o2, wenn
sie eine Verteilungsdichte f,, 52 mit

fu,U:’ (u) =

besitzt. In diesem Fall nennt man X auch kiirzer N(u,o?)-verteilt.

1 _ (u—m?
e 202

oV 2T

Die Funktion f, ,2 ist sicherlich nichtnegativ, und es gilt auch

1 _(u—p)?
S0z (w) du = e 22 du=1, (8.1)
oV 2w
— 00 — 00

auch wenn das mit unseren elementaren Mitteln nicht ohne weiteres einzusehen ist. Daher definiert
diese Dichtefunktion tatséichlich eine stetige Verteilung. Sie ist gerade, ihr Graph also spiegelsym-
metrisch zur vertikalen Achse. Fiir u — 400 geht sie gegen Null (wie jede Dichtefunktion), sie hat
ein Maximum bei v = 1 und Wendepunkte an den Stellen p + o.

Fiir eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable X gilt

oo o0

M(X) = E(X) = / ufp,,(ﬂ(u) du = / (M - (u - M))fu,cﬂ(u) du
_ooinfty _Oooo
=p / fu,o’z(u> du + / (u_:u)fu,tﬂ(u) du.

Das erste Integral hat den Wert 1 nach (8.1) und das zweite ist Null, da der Integrand eine ungerade
Funktion ist. Es folgt also

u(X)=p.
Mit etwas mehr Aufwand erhilt man auch
o? (X)= o?;

diese Ergebnisse rechtfertigen die Bezeichnungen der Parameter.
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2
u

ABBILDUNG 10. Normalverteilungsdichte mit y =0, 0 =1 und ¢ = 0.5

2
X

ABBILDUNG 11. Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit ¢ = 0, 0 = 1 und
o=0.5

T
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Da das Integral

nicht elementar berechenbar ist, gibt es also auch keine geschlossene Formel fiir die Verteilungs-
funktion. Wie wir gleich sehen werden, reicht es aber, die Verteilungsfunktionen fiir ein Paar von
Parametern zu kennen, denn fiir andere Parameterwerte kann man die Verteilungsfunktion leicht
aus der einen (bekannten) gewinnen.

Definition 8.7. Die Normalverteilung zu dem Parametern u = 0 und o = 1 heif§it die Standard-
normalverteilung. Ihre Verteilungsfunktion ist

®(z) = V%_w / &% du.

— 00

Die Werte von ®(x) liegen in Tabellenform vor. Um zu rechtfertigen, dass ihre Kenntnis geniigt,
zeigen wir:

X —
Satz 8.8. Sei X eine N(u,a?)-verteilte Zufallsvariable. Dann geniigt Y = B der Standard-
o
normalverteilung.
. . . . u—p .
Beweis. Mir der Substitution t = —— | also du = o dt, gilt
o
1 [ _(u=p)? 1 I +2 T — [
F, 2(x) = e 202 duz/e‘?dtz@( )
o (@) oV2w / V271 o
O

Beispiel 8.9. Ein Unternehmen kauft Rohren mit 20cm Durchmesser; Abweichungen von bis zu
1mm werden toleriert. Man kann annehmen, dass die Réhren, die ein Produzent liefert, normal-
verteilt mit p = 20cm sind.

(a) Es sei 0 = 2mm. Welcher Anteil der Rohren wird abegelehnt? Und wie sieht es bei 1.2mm
aus?

Gefragt ist zuerst die Wahrscheinlichkeit

—01 _X-20 0.1
P(19.9<X<20.1):P(—0.1<X—20<0.1):P<002< 03 <02)
0.1 0.1
=0 —)-d(-=) =28(1/2) —1~0.
(I)(o.z) (o.z) (1/2) 0383
——

—1-a(34)

Es werden also 61.7% der Rohren abgelehnt. Bei einer Standardabweichung von 1.2mm erhéilt man
mit dem gleichen Rechenverfahren

0.1
P(19.9< X <20.1) = P(—0.1 < X —20 < 0.1) = 20 (012) —1=20(5/6) — 1~ 0.595

und es werden 41.5% abgelehnt.
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(b) Wie grof ist o, wenn 5% abgelehnt werden?
Da 95% akzeptiert werden, ist eine Zahl o gesucht, so dass

005 p (0L X =20 01N o5 (01
o 0.2 o o

gilt, also ® (%) = 0.975. Die Tabelle liefert ®(1.96) = 0.975002; es folgt o = 0.051.

Wegen der Symmetrie der Dichtefunktion um die Stelle u = p gilt fiir beliebiges ¢ > 0

X —
P(,u—ca<X<,u+ca):P<—c< M<c):2<1>(c)—1.
c

Fiir einige Werte wichtige von ¢ fassen wir diese Wahrscheinlichkeiten in einer Tabelle zusammen:

Plu—o<X<pu+o) =20(1)—1 =0.682
P(p—1.960 < X < p+ 1.960) = 20(1.96) — 1 =~ 0.95 (Statistische Signifikanz)
Plp—20 < X < p+20) —20(2) 1 ~0.954
Plpu—30 <X < p+30) =29(3)—1 =~0.997

Die Normalverteilung ist auch deshalb so wichtig, weil man mit ihr die Binomialverteilung appro-
ximieren kann, wenn die Umsténde geeignet sind.

Satz 8.10 (Grenzwertsatz von De Moivre und Laplace). Sei X binomialverteilt mit Parametern
n und p. Falls n geniigend grof$ ist, ist X ndherungsweise normalverteilt mit Erwartungswert
w=np und Varianz 0> = np(1 — p), das heifit fir die Verteilungsfunktion F von X gilt

F(k)w@( k—np

——— = |, k=0,1,2,...,n.
np(l —p)

Bemerkung. 1. Die Parameter i und o2 entsprechen also genau dem Erwartungswert und der
Varianz der Binomialverteilung.

2. Man kann erwarten, dass die Approximation einigermafien gut ist, wenn o2 > 9 ist.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt also

P(k<X<€)m<I><£_np> —@(7““_"1’) .
np(1l —p) np(1 —p)

Allerdings macht man, da die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung stiickweise konstant ist,
einen kleinen Fehler: Links von k ist noch das ganze Intervall bis k — 1 dabei, wiahrend rechts von
¢ nichts hinzukommt — die Formel berechnet die Wahrscheinlichkeit fiir das Intervall [k — 1,¢].

Daher ist es besser,
o £+1/2—np _ k—1/2—mnp ,
np(1 — p) np(1 — p)

also das Intervall [k —1/2, £+ 1/2] zu benutzen. Diese Verbesserung der Niherung bezeichnet man
als Stetigkeitskorrektur.

Beispiel 8.11. Was ist die Wahrscheinlichkeit, bei 1000 Versuchen mindestens 170 Einsen zu
wiirfeln? Dieses Experiment ist binomialverteilt mit n = 1000 und p = 1/6, die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit also

169 k 1000—k
1 1
P(X >170) =1 - P(X <169) =1 Y ( ok()o) (6> (2) 7

k=0
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was ziemlich unangenehm auszurechnen ist. Die Ndherung durch die Normalverteilung mit Para-
metern = 1000/6 und o2 = 1000 - (1/6) - (5/6) liefert

169 — 1000
P(X>170)=1-P(X <169)~1—® 76 =1-0.5784 = 0.4216.
1

1/1000 - 5 - g
(Der mit der Binomialverteilung errechnete Wert ist 0.4016.)

Macht man daraus 10000 Versuche und fragt nach mindesten 1700 Einsen, erhélt man

1699 — 10000
P(X >1700) ~1—® |~ 6 | —1-0.807 = 0.193.

1/ 10000 - % 2
Fiir den , tatséchlichen“ Wert

1699 10000—k
1
~ Z ( 0000) ( ) <2> —1-0.8110 = 0.189

hat MAPLE auf einer Sun Workstation iiber eine Stunde lang gerechnet.

9. Zusammengesetze Zufallsvariablen

Sei X: 2 — R eine Zufallsvariable und h: R — R eine Funktion. Dann ist auch die Kompo-
sition oder Hintereinanderausfithrung ¥ = h o X definiert durch Y (w) = h(X(w)) wieder eine
Zufallsvariable.

Ist nun X stetig mit Verteilungsdichte f und Verteilung F' und h streng monoton wachsend, so
kann man die Verteilungsfunktion G von Y leicht ausrechnen. Wegen der Monotonie von h gilt
némlich h(X (w)) <  genau dann, wenn X (w) < h~!(x) ist, wobei h~! die Umkehrfunktion zu h
bezeichne (die wegen der strengen Monotonie auch existiert); es folgt

G(x) = P(Y <) = Pho X <a) = P(X < h™)(x)) = F(h™(x)),

also G = F o h~!. (Ist h hingegen streng monoton fallend, so gilt h(X (w)) < = genau dann, wenn
X (w) > h~Y(x) ist, und es folgt

G(z)=P(Y <z)=P(hoX <z)=P(X >h'(z)) =1-F(h '(2)),
also G=1—foh™1)

Nimmt man zusétzlich noch an, dass h differenzierbar ist, so kann man die Verteilungsdichte g
von Y duch Differenzieren gewinnen: ist wieder h streng monoton (wachsend oder fallend), so gilt
nach Kettenregel und Umkehrsatz

d o L )
G PO ) = O ) s =

g(u) = G'(u) = G @)l (W)

Insbesondere gilt fiir ' > 0

i N () W L, f
/ug(u)du- uh’(h—l(u))d = /h(t)f(t)h’(t) dt = /h(t)f(t)dt

—00 — 00 —00 —00

wobei wir die Substitution v = h(t), also du = h't)dt benutzt haben. Dies zeigt im Spezialfall
h' > 0 den ersten Teil des folgenden Satzes.
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Satz 9.1. Sei X: Q — R eine Zufallsvariable, h: R - R und Y = ho X.
(a) Sei X stetig mit Verteilungsdichte f. Dann gilt

EY)= / h(t)f(t)dt.
(b) Sei X diskret mit Bild(X) = {xo,x1,...} und p; = P(X = x;). Dann gilt
E(Y) = Z h(%)pz
i=0

Der zweite Teil des Satzes geht unmittelbar aus der Definition des Erwartungswerts hervor; wir
hatten ihn im Spezialfall h(z) = 22 bei der Herleitung der Formel fiir die Varianz auch schon
benutzt.

Beispiele 9.2. 1. Sei X eine stetige Zufallsvariable und Y = aX + b fiir Konstanten a,b € R,
a > 0. Dann ist also h(t) = at + b mit #'(t) = a und h~!(u) = “=2; es folgt

sty =a-f ()

E(Y):/(at+b)f(t)dt:a~/tf(t)dt+b-/f(t)dtzaE(X)—i—b.
S —c0 —0c0
=E(X) =1

2. Sei X rechteckverteilt (gleichverteilt) auf dem Intervall [0,2]. Dann ist die Verteilungsdichte f
gegeben durch

fu) =

% fir 0 <u <2,
0 sonst.

Sei Y die Fliche eines Quadrats mit Kantenlinge X, also Y = X2. Dann ist ¥ = h o X mit
h(t) = t? und somit

o] 2

1 12 312 4

E(Y) = /h(t)§dt:/§dt: [6}025'
—00 0

Wir wenden uns nun Verkniipfungen von zwei oder mehr Zufallsvariablen durch arithmetischen
Operationen zu. Dazu ist es hilfreich, sich eine Familie (X7, ..., X,,) von Zufallsvariablen als eine
neue, vektorwertige Zufallsvariable vorzustellen, auch wenn das unserer fritheren Definition, dass
Zufallsvariable Wete in den reellen Zahlen haben sollen, nicht entspricht: n-wertige Zufallsvaria-
blen (wenn wir sie so nennen wollen) haben Werte in R™. Dies ist aber ein Scheinproblem; wir
konnten schlicht darauf verzichten, solche n-Tupel von Zufallsvariablen wieder als Zufallsvariablen
zu bezeichnen.

Wir beginnen mit zwei Zufallsvariablen, die auf der gleichen Ergebnismenge definiert sein sollen.

Definition 9.3. Seien X,Y: Q — R 2wei Zufallsvariablen. Unter ihrer gemeinsamen Vertei-
lungsfunktion versteht man die auf 2 x Q definierte Funktion

F(z,y) = P{X <z} n{P(Y <y}).
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Man schreibt meist kiirzer
P(X <z,Y <y) statt P{X <z}n{PY <y}).
Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Zufallsvariablen ist ganz analog: die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion von n Zufallsvariablen X, ..., X, die alle auf der Ergebnismenge 2 definiert sind,
ist die (auf 2" erklirte) Funktion

F(zy,...,zq) = P(X5 <21,..., X5 < x,).

Die Verteilungen der einzelnen Komponenten X; nennt man die Randverteilungen und bezeichnet
sie mit Fx, (1 <i<n).

Satz 9.4 (Eigenschaften). Seien X,Y: Q — R Zufallsvariablen und F' ihre gemeinsame Vertei-
lungsfunktion.

(a) ZEIPOO F(z,y) =0 und lim F(z,y)=1.
Yy——00 Yy—00
(b) 0 < F(z,y) < 1.
(c) yll)n;o F(z,y) = Fx (), wll)rrgo F(z,y) = Fy (y).
(d) F ist in beiden Argumenten monoton: fir x1 < xo und y1 < yo gelten die Ungleichungen
F(z1,y1) € F(w2,y1) < F(x2,92), Flz1,y1) < F(21,92) < F(22,92) -
(e) Es gilt P(X > z,Y <y) =Fy(y) — F(z,y) und P(X <z,Y > y))Fx(z) — F(z,y).
(f) Fira<bundc<d gilt

Pla< X <bc<Y <d) = (F(b,d) — F(b,c)) — (F(a,d) — F(a,c)).

Diese Eigenschaften sind nicht schwer nachzurechnen und rechtfertigen die Vorstellung von F'(z,y)
als der Verteilungsfunktion einer neuen, mehrwertien Zufallsvariablen.

Nimmt man an, dass F(x,y) zweimal stetig differenzierbar ist (also insbesondere die Randvertei-

lungen stetig), so gilt
x oy
0’F
F(z,y) = / / 8W{j’v(u,v)dualv.

— 00 —0O0

Das legt folgende Definition nahe:

Definition 9.5. Seien X,Y: Q — R stetige Zufallsvariablen. Ist die gemeinsame Verteilungs-
funktion F(z,y) zweimal stetig differenzierbar, so nennt man

0’F
f(u, ’U) = m(um)

die gemeinsame Verteilungsdichte von X und Y .

Die individuellen Verteilungsdichten von X und Y nennt man die Randverteilungsdichten und
bezeichnet sie mit fx beziehungsweise fy. Die Eigenschaften fassen wir wieder zusammen:
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Satz 9.6 (Eigenschaften). Seien X,Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
F(z,y) und gemeinsamer Verteilungsdichte f(u,v). Dann gilt

(a) F(z,y) = /z /yf(u,v)dudv.

(b) f(u,v) > 0.

oo oo

(c) fx(x)= /f(x,v)dv, frly) = /f(u,y)du.

() 7 7f(u,v)dudv —i,

— 00 — OO

(e) Fiir einen Bereich B C R? ist P((X,Y) € B)) = // f(u,v) dudv.
B

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff, dem der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen. Hat
man zwei Zufallsvariablen auf der gleichen Ergebnismenge, so ist es héufig der Fall, dass das
Ergebnis der einen mit dem der anderen zusammenhéngt. Nimmt man bei Produktion und Vertrieb
eines Gutes als eine Variable etwa den Ausschussanteil und als zweite die Reklamationskosten, so
ist kénnen sie sich durchaus beeinflussen.

Definition 9.7. Zwei Zufallsvariablen X,Y : @ — R mit gemeinsamer Verteilungsfunktion
F(z,y) heiflen stochastisch unabhingig, wenn

F(z,y) = Fx(x) - Fy (y)
gilt.

Bemerkung. 1. X und Y sind also genau dann stochastisch unabhéngig, wenn
PX<z,Y<y)=PX <z) P(Y <y)

gilt, mit anderen Worten, wenn die Ereignisse {X < z} und {Y < y} unabhéngig sind (daher der
Name).

2. Sind X, Y stetig und haben eine gemeinsame Verteilungsdichte f(u,v), so sind sie genau dann
stochastisch unabhéngig, wenn die gemeinsame Verteilungsdiche das Produkt der Randverteilungs-
dichten ist, also
flu,v) = fx(u) - fy (v)

gilt.
3. Die Definition lasst sich leicht auf mehr als zwei Variablen verallgemeinern: X, ..., X,, sind
unabhéngig, wenn

F(zy,...,z,) = Fx, (1) - ... - Fx, (z3)

gilt. Insbesonder folgt dann, dass die Variablen X; auch paarweise unabhéngig sind.

Beispiel 9.8. Sei

0 fir u < 0 oder v <0,
f(’U,, U) = —u—2v ..
2e firu>0und v >0

die gemeinsame Verteilungsdichte der Zufallsvariablen X,Y. Wir iiberpriifen zunéchst, dass f

tatséchlich als eine Dichtefunktion in Frage kommt: es gilt

o0

/ / flu,v) dudv z/ 2e™"2 du dv = /26_2“[—6_“]30 = /26_2” dv = [—6_2”]30 =1
0

—00 —00 0 0 0
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wie verlangt.

Es ist f das Produkt seiner zwei Randverteilungen fx(u) = e~% und fy(v) = 2e~2%; dies sind
beides Exponentialverteilungen mit den Parametern A = 1 beziehungsweise A = 2, so dass man
sich X und Y als Wartezeiten mit Erwartungswerten 1 und 1/2 vorstellen kann.

Was ist nun die Wahrscheinlichkeit P(X > Y'), also dass man auf das Ereignis mit Erwartungswert
1 mindestens so lange warten muss wie auf das Ereignis mit Erwartungswert 1/27

Diese Wahrscheinlichkeit ist laut Satz 9.6 (¢) gegeben als

P(XZY)://f(u,v)dudv mit B = {(u,v) |u>v>0};
B

man rechnet daher aus

PX>Y)= 207" P dudv = [ 27 [ ] T dv= [ 227 dv=|-Ze | ==.
v 3 0 3
0 v 0 0

Als néchstes wollen wir einfache Funktionen wie Summe und Produkt zweier Zufallsvariablen be-
trachten. Seien also X,Y:  — R zwei Zufallsvariablen, dann sind auch X + Y und X - Y wieder
Zufallsvariablen, und es stellt sich die Frage, ob und wie, gegebenenfalls mit Zusatzvoraussetzun-
gen, man Kenngroflen wie Erwartungswert und Varianz dieser neuen Variablen aus denen der
Verteilungen von X und Y erhalten kann.

Wie beginnen mit dem diskreten Fall. Sei also Bild(X) = {zo, 1, ...}, und Bild(Y) = {yo,v1,...}
mit p; = P(X = ;) und ¢; = P(Y = y;). Fiir die gemeinsame Verteilung F' sei noch

Tij :P(X:.’L'“Y:yj)

X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn r;; = p; - ¢; gilt.

Satz 9.9. Seien Xi,...,X, diskrete Zufallsvariablen auf der gleichen Ergebnismenge Q und
ai,...,ay, € R. Dann gilt:
(a) Der Erwartungswert ist linear. das heift,

(b) Sind X, ..., X, unabhdingig, so gilt

n

n
Var (Z aiXi> = Z a? Var(X;) .
i=1 i=1

(¢) Sind X1,...,X,, unabhingig, so gilt

E (ﬁ XZ-> = ﬁE(XZ-).
=1 =1

Beispiel 9.10. Zwei unterscheidbare Wiirfel werden geworfen. Es seien X; und X die dabei
erzielten Augenzahlen der beiden Wiirfel. X; und X sind sicherlich unaghingig. Seien ferner
X = max(X;, X2) mit Bild(X) = {1,2,3,4,5,6} und Y die Anzahl der geraden Augenzahlen mit
Bild(Y) = {0, 1,2}. Dann gilt P(X = 4) = 7/36, denn das Ereignis X = 4 besteht gerade aus den
7 Paaren (4,1),(1,4),(4,2),(2,4), (4,3), (4,4). Weiterhin ist P(Y = 1) = 1/2, denn in der Hélfte
aller moglichen Ausgénge ist genau eine der beiden Augenzahlen gerade. Andererseits ist

4 7 1
P(X=4Y=1)=P({(4,1),(1,4),(4,3),(3,4)}) = 36 # 36 5= P(X=4)-PY=1).
Die Zufallsvariablen X und Y sind also nicht unabhéngig.
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Als Anwendung von Satz 9.9 erhilt man noch
E(X1+X5)=E(X1)+FE(X3)=354+35=7,
35 35 35
Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(Xs) = E) + =6
E(X;-Xo)=E(X1) E(X2)=(35)-(3.5) =12.25.
Der obige Satz zeigt, wie man den Erwartungswert der Summe diskreter Zufallsvariablen bestim-
men kann. Bevor wir die gleiche Frage fiir stetige Variablen behandeln kénnen, muss erst einmal
geklart sein, welche Verteilungsdichte der Summe entspricht; dabei beschranken wir uns auf un-

abhiingige Variablen. Wegen der Ahnlichkeit des Problems geben wir den diskreten Fall gleich mit
an.

Satz 9.11. Seien X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen.
(a) Seien X,Y diskret mit Bild(X) = {zg, z1,...} und Bild(Y) = {yo,91,...}. Dann gilt

P(X+Y=z)ziP(X:xi)P(Y:z—xi).

(b) Seien X,Y stetig mit Verteilungsdichten f fir X und g fiir Y. Die Verteilungsdichte fiir
X +Y ist die Funktion

mw = [ fOg—tdt= [ st d.

Diese Funktion schreibt man auch als h(u) = (F % g)(u) udn nennt sie die Faltung von f
und g.

Der diskrete Teil des Satzes ist leicht einzusehen: man summiert einfach die Wahrscheinlichkeiten
aller Félle auf, in denen die Summe der Zufallsvariablen X + Y den Wert z ergibt: wegen der
Voraussetzung der Unabhingigkeit ist die Wahrscheinlichkeit jedes Summanden P(X = z;,Y =
z — x;) gerade das Produkt P(X = x;)P(Y = z — z;). Der stetige Fall iibersteigt die hier zur
Verfiigung stehenden technischen Moglichkeiten, ebenso wie der Beweis des folgenden, wichtigen
Spezialfalls:

Satz 9.12. Sei X; normalverteilt mit Erwartungswert p; und Varianz o? fir i = 1,2. Dann ist

die Summe X1+ X5 ebenfalls normalverteilt, und zwar mit Erwartungswert piy + ps und Varianz
2 D

o]+ 03.

Im Fall von normalverteilten Zufallsvariablen ist die Situation also wie im diskreten Fall.



