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Ubungen Topologie Il Sommersemester 2006

Blatt 1 Abgabe: Donnerstag, 13.4.06

Aufgabe 1: Die Gruppe G sei von den Elementen a, b erzeugt mit den definierenden
Relationen ab? = b3a und ba? = a®b. Zeigen Sie, dal G nur aus einem Element besteht.

Aufgabe 2: Zeigen Sie: Jede endlich préisentierte Gruppe ist isomorph zur Fundamen-
talgruppe eines endlichen Polyeders. Dabei heifit eine Gruppe G endlich prasentiert, wenn
es eine endliche Menge von Erzeugenden und eine endliche Menge definierender Relatoren
in G gibt.

(Ein Relator ist ein Wort in Elementen von G, das das neutrale Element definiert. Worter
der Form gg~! nennt man triviale Relatoren. Eine Menge R von Relatoren heifit definie-
rend oder vollsténdig, wenn sich jeder Relator durch die folgenden Operationen erhalten
1i8t: (i) Einschieben oder Anfiigen eines trivialen Relators, eines Wortes R oder R~! fiir
r € R; (ii) Streichen eines dieser Relatoren.)

Aufgabe 3: Sei E ein regelmifliges 2¢g-Eck (¢ > 2) mit Ecken pi,...,p2g, so daBl die
Verbindungsstrecke von p;_1 nach p; eine Kante von E ist. Sei M der Identifikationsraum,
der durch Identifizieren der Kante von po;—1 nach po; mit der Kante von py; nach pg;iq
entsteht. Triangulieren Sie M und berechnen Sie die kombinatorische Fundamentalgruppe.
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Blatt 2 Abgabe: Donnerstag, 20.4.06

Aufgabe 1: Zeigen Sie: Fiir jedes endliche Polyeder K ist 71 (K)®® = Hy(K;Z).
(Hinweis: Bei der Berechnung der kombinatorischen Fundamentalgruppe wurde jedem
1-Simplex ein geschlossener Kantenweg zugeordnet.)

Aufgabe 2: Sei (L, £) ein simplizialer Komplex. Sei (K, &) der Kegel iiber L, d.h.

Ry = /Q()U{OO},
Ry = LyU{o"|oel,1}, o"=0U{oo}.

Zeigen Sie: H,(K;Z) =0 fir n > 0.

Aufgabe 3: Seim > 1 eine natiirliche Zahl und 7 = Z/m. Definiere einen Kettenkomplex
C, durch

m—1
o i Lo
c; = @Zej fiiri >0
=0
m—1
o)y = D ey, i>0,0<j<m—1
k=0
241\ _ 2% 2
8((3jZ ) = e —ejin

wobei untere Indizes der e modulo m zu nehmen sind.
(a) Berechnen Sie die Homologie von Cl.

(b) Konstruieren Sie einen Kettenkomplex D, mit D; = Ze’, i > 0, so da§ die durch
e} — e’ definierte Abbildung C, — D, ein Kettenhomomorphismus ist.

(c) Berechnen Sie die Homologie von D, mit Koeffizienten in Z und in Z/m.
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Blatt 3 Abgabe: Donnerstag, 27.4.06

Aufgabe 1: Fiir Untermoduln eines R-Moduls A gilt:
(a) Ist C C B C A, so gibt es eine exakte Sequenz

0—B/C—A/C—A/B—0.

(b) Ist By C A; und By C Ay , so gibt es eine exakte Sequenz

0— (AlﬂAg)/(Bl ﬂBg) —>A1/B1 @AQ/BQ — (A1+A2)/(Bl —|—B2) — 0.

Aufgabe 2: Man fithre den Beweis des Satzes von der langen exakten Homologie-Sequenz
direkt aus, ohne das Schlangen-Lemma zu benutzen.
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Blatt 4 Abgabe: Donnerstag, 4.5.06

Aufgabe 1: Sei (0 — A B2 ¢ — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Zeigen
Sie: Genau dann existiert ein Homomorphismus s: C' — B mit po s = id¢, wenn es einen
Homomorphismus ¢: B — A mit t o4 = id4 gibt, und in diesem Fall gilt B = A& C.

Aufgabe 2: Sei 0 0 0

A

0—>C —C, —C" —0

ool

0—=D. —+D,—D' —+0

A S

0—+E —+F, —+E'—+0

ool

0 0 0

ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen und Kettenabbildungen mit exakten
Zeilen und Spalten. Zeigen Sie, dafl das Diagramm

m OF /

/| K

Hn(cfk/) _80’ n—l(ci)

*

antikommutativ ist (0.0F = —9¢9.).

Aufgabe 3: Sei f: C, — D, ein Homomorphismus von Kettenkomplexen. Definiere
graduierte Moduln XC, und E, durch (XC.), = C,_1 sowie E, := D, @ XC,; sei

o: Cp_1 =, (XCy)y, als Identitéit von Cy,_; erkldrt. Zeigen Sie:

(a) Durch d,,(0z) := —od,—1(z) wird XC, zu einem Kettenkomplex, und H,,_1(Cy) —
H,(XC,), [x] — [ox] ist ein Isomorphismus.

(b) Durch d,(z,0y) := (dn() + fn-1(y), —0dp—1(y)) wird E, zu einem Kettenkomplex.

(c¢) Seien i: D, — FE, und j: E, — XC, die Inklusion bzw. Projektion. Dann ist

0 — D, R FE, 2, ¥.C, — 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen.

(d) Sei 0, der verbindende Homomorphismus in der langen exakten Homologiesequenz
der kurzen exakten Sequenz in (c). Dann ist 0, die Komposition

Hoi1 (SC,) = H,(CL) 25 Hy (D).
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Blatt 5 Abgabe: Donnerstag, 11.5.06

Aufgabe 1: Beweisen Sie das Schmetterlingslemma: Sei

O\A a A//O
N, A
B/ KB'
0/ B \0

ein kommutatives Diagramm von Moduln und Modulhomomorphismen mit exakten Dia-
gonalen. Dann gilt:
Bild(¢)/ Bild(8) = Bild(¢d)/ Bild(«) .

Aufgabe 2: (a) Definieren Sie Kategorien A und B mit folgenden Objekten:

A: kurze exakte Sequenzen von Kettenkomplexen abelscher Gruppen;

B: lange exakte Sequenzen abelscher Gruppen.

(b) Konstruieren Sie einen (nichttrivialen) Funktor A — B.

Aufgabe 3: Seien C und C’ Objekte der Kategorie C und seien F, F’: C°? — Set die
darstellbaren Funktoren mit F(X) = C(X,C) und F'(X) = C(X,C"). Zeigen Sie: Es gibt
eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der natiirlichen Transformationen von F' in
F’ und der Menge der C-Morphismen von C nach C".

Aufgabe 4: Sei C die Kategorie mit Objekten n = {0,1,... ,n — 1} fiir n € N (wobei
0 = 0) und Morphismen C(m,n) = Abb(m,n). Bezeichne Set; die Kategorie der endli-
chen Mengen und F': C — Set; den Inkklusionsfunktor. Konstruieren Sie einen Funktor
G: Set; — C sowie natiirliche Aquivalenzen G o F 2 Idc und F o G = Idget 5
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Blatt 6 Abgabe: Donnerstag, 18.5.06

Aufgabe 1: (a) Sei A ein Retrakt von X. Zeigen Sie: die lange exakte Homologiese-
quenz des Paares (X, A) zerfillt in spaltende kurze exakte Sequenzen.

(b) Sei A ein wegzusammenhéngender Teilraum von X. Zeigen Sie, dafl die Inklusion
(X,0) — (X, A) einen Epimorphismus H;(X) — H;(X, A) induziert.

Aufgabe 2: In dieser Aufgabe bezeichne H,, Homologie mit Koeffizienten in Z.
(a) Berechnen Sie H,,(R¥) fiir alle k,n € N.

(b) Berechnen Sie H; (R, Q).

Aufgabe 3: Sei X =Y xIund A=Y x {0,1} C X.
(a) Konstruieren Sie einen Isomorphismus H,(A4) = H,(Y) & H,(Y).
(b) Berechnen Sie H, (X, A).

Aufgabe 4: Sei R ein kommutativer Ring und (M;, a;);en ein gerichtetes System von
R-Moduln und R-Homomorphismen. Seien (M, o)ieny und (M, o )ien zwel weitere ge-
richtete Systeme von R-Moduln und (f;: M} — M;) sowie (g;: M; — M) Familien von
R-Homomorphismen, so dafl o; f; = fir10 und o g; = gi10y fiir jedes ¢ gilt. Zeigen Sie:

(a) Die Familien (f;) und (g;) induzieren eindeutig bestimmte Homomorphismen

f:lim M, —limM; und g: lim M; — lim M.

(b) Ist jede Sequenz 0 — M/ RN VANCR M!" — 0 exakt, so auch die resultierende

Sequenz
0 — lim M} — lim M; — lim M/ — 0.

—
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Blatt 7 Abgabe: Montag, 29.5.06

Aufgabe 1: Seien X D Y D Z topologische Rdume. Leiten Sie aus den Eilenberg-
Steenrod-Axiomen die lange exakte Sequenz

T

S H(Y, Z) — Ho(X,Z) — Ho(X,Y) 25 Hy (Y, Z) — -

des Tripels (X,Y, Z) her.

. l f..
Aufgabe 2: Sei f: R — R definiert durch f(z) = sin(z)  fir 2> 0,
0 fir x <0.
(a) Sei Xo der Graph von f. Zeigen Sie: Hy(Xo) = Z & Z.
(b) Seien

X1 = {(z,y) eR?*|y > f(@)}U{0} x [-1,1],
Xo = {(z,y) eR?*|y < f(x)}U{0} x [-1,1].

Zeigen Sie, dafl die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir das Paar (X1, X2) nicht exakt ist.

Aufgabe 3: (a) Sei T = S'xS! der Torus, U C T eine kleine offene Scheibe, T/ = T—U
der gelochte Torus und AT’ sein Rand. Berechnen Sie die Homologie von T’ sowie
die Abbildung H;(0T") — Hy(T').

(b) Sei M das Mobiusband und OM sein Rand. Berechnen Sie die Abbildung H;(0M) —
H{(M).
Aufgabe 4: Fiir zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y sei
Zpg =Y UXxI/((2,0) ~ f(z), (z,1) ~g())

der doppelte Abbildungszylinder von f und g. Sei weiterhin i: Y — Z die offensichtliche
Inklusion.

(a) Zeigen Sie: es gibt eine lange exakte Sequenz
-+ — Hp(X) Lo, Hn(Y) = Hn(Zy4) — Hp1(X) oo, Hy oy (Y) — -

(b) Benutzen Sie diese exakte Sequenz, um die Homologie der Kleinschen Flasche zu
berechnen.
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Blatt 8 Abgabe: Donnerstag, 1.6.06

Auf diesem Blatt bezeichne H,, stets Homologie mit Koeffizienten in dem kommutativen
Ring R mit Eins.

Aufgabe 1: Sei (X, A) ein Raumpaar. Definiere einen Kettenkomplex S, (X) wie folgt:

~ [ Su(X)  fiir n# —1 oder X =0,
' R fir n = —1 und X # 0.

Fiir X # () ordne der Randoperator dy jedem O-Simplex das Element 1 € R zu. Sei
weiterhin Sy, (X, A) := Sp(X)/Sn(A). Zeigen Sie: Die Homologie des Komplexes S, (X, A)
ist kanonisch isomorph zu

Kern(Ho(X) — Ho(pt)) fallsn=0, X #0 und A =10,

H,(X,A) =
H,(X,A) sonst.

H,(X, A) nennt man die reduzierte Homologie des Paares (X, A). Wenn A = {) ist, schreibt
man auch kiirzer H,(X) statt H,(X, A).

Aufgabe 2: Sei zg € X. Zeigen Sie:
(a) Die Inklusion (X,0) < (X,zo) induziert einen Isomorphismus Ho(X) 2 Ho(X, zo).

(b) Die Inklusion {zo} < X induziert eine Spaltung Ho(X) = R & Hy(X).

Aufgabe 3: Sei (X, A) ein Raumpaar. Zeigen Sie: Die lange exakte Homologiesequenz
des Paares (X, A) induziert eine lange exakte Sequenz

s Ho(A) S Ho(X) L2 Ho(X,A) 2 Hyy(A) — -

in reduzierter Homologie.

Aufgabe 4: Sei (X7, X») ein ausschneidendes Paar in X = XU X5 und sei X = X;NXo.
Zeigen Sie: Die Mayer-Vietoris-Sequenz von (Xi, X2) induziert eine wiederum exakte
reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz

~ ai\/lV ~

s Hy(Xo) 5 Ho(X1) @ Ho(Xy) L Hoy(X) 2 Hyoq(Xg) — -+
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Blatt 9 Abgabe: Donnerstag, 15.6.06

Aufgabe 1: Seien X,Y wohlpunktierte topologische Rdume und Z = X VY die Ein-
punktvereinigung von X und Y.

(a) Zeigen Sie: Die Inklusionen i1: X < Z und i2: Y < Z induzieren Isomorphismen
H,(X)® H,(Y) — H,(Z), n e N.

(b) Sei F': ¥X — XX VXX gegeben durch

i (2t 2]) L0<t<1/2,
(2t —1,2]) ,1/2<t<1.

F([t,z]) := {

Zeigen Sie: Fir u € H,(XX) gilt Fi(u) = (u,u) (mit dem Isomorphismus aus (a) ).

(c) Seien f: X — W und ¢g: Y — W zwei Abbildungen sowie h = fV g: Z — W.
Zeigen Sie: hy(u,v) = fi(u) + g« (v).

(d) Sei r: 8" — S die Spiegelung am Aquator. Zeigen Sie: 7,: H,(S") — H,(S") ist
die Multiplikation mit —1.

(e) Konstruieren Sie eine Abbildung f: S”™ — S", so daB f.: H,(S") — H,(S") die
Nullabbildung ist.

Aufgabe 2: Sei X =S' x S! und Y = St v S! v §? die Einpunktvereinigung von S? und
zwei Kopien von S'.

(a) Zeigen Sie: Hyp(X) = Hy(Y) fur alle k.
(b) Sei X die universelle Uberlagerung von X. Zeigen Sie: Hy,(X) = 0 fiir k > 0.

(c) Sei Y die universelle Uberlagerung von Y. Zeigen Sie: Hy(Y) # 0.
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Blatt 10 Abgabe: Montag, 26.6.06

Aufgabe 1: Sei X ein (Tp)-Raum und = € X. Die k-te lokale Homologie von X bei z sei
definiert durch
HY(X;2) = He(X, X — {z}).

Zeigen Sie:

(a) Sei U eine Umgebung von z in X. Dann induziert die Inklusion U — X Isomor-
phismen H°¢(U; ) & HI*°(X;z).

(b) Ist X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so gilt

Z fir k=n,

HkOC(X;x) = {0 sonst

(c) Sei X =S'VS! und z € X der Doppelpunkt. Berechnen Sie H}°°(X; ).

Aufgabe 2: Sei f: S" — S" eine stetige Abbildung (n > 0) und y € S™ ein Punkt mit
endlichem Urbild, etwa f~!(y) = {x1,... ,2m}. Seien Uy, ..., U, disjunkte Umgebungen
der x; und V eine Umgebung von y mit f(U;) C V. Definiere den lokalen Grad grad(f;x;)
von f bei x; als Bild der 1 unter der Komposition

Z=H,(S") = HIS": ;) < HIUs;z;) L5 HIV:y) = HOS™ y) <= Hy(SY)=1Z.

Zeigen Sie:

grad(f) =) _ grad(f;z:).
=1

Aufgabe 3: Sei f € C|z] ein Polynom vom Grad d und f: S? — S? die Erweiterung von
f auf die Einpunktkompaktifizierung S? von C. Zeigen Sie:

N

(a) grad(f) =d.
(b) Der lokale Grad von f bei p ist die Vielfachheit von p als Nullstelle von f.
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Blatt 11 Abgabe: Montag, 3.7.06

Ziel dieses Blattes ist die Berechnung der Homologie der projektiven Réume.
Betrachte die CW-Zerlegung der n-Sphére mit zwei Zellen in jeder Dimension i, 0 < i < n:

S"=elue’ U...Uel Uel U...uetue;

hierbei sei el (bzw. e?) die obere (bzw. untere) Hemisphére von S?. Die charakteristischen
Abbildungen sind gegeben durch

XL:D?— S,z (z,£/1—|z]?).
Dann ist x%|g—1 die Einbettung des Aquators (d.h. des (g — 1)-Skeletts).

Aufgabe 1: Sei (C.(S™),d,) der zelluldre Kettenkomplex zu dieser Zerlegung. Zeigen Sie:
Der zelluldre Randoperator ist gegeben durch

Ay (17) = dyir (e71) = (et — ).

Aufgabe 2: Bezeichne A die Antipodenabbildung S™ — S™. Zeigen Sie: Fiir die von A
induzierte Kettenabbildung A, gilt

Al (ed) = (—1)%%.
(Hinweis: Sei A: D¢ — D9 gegeben durch A(z) = —a; dann gilt A o XL =xLo A und

Algar = Alga.)

Aufgabe 3: Sei S"” mit obiger CW-Struktur versehen und 7: S* — RP" die Projektion.
Dadurch wird RP" zu einem CW-Komplex mit einer Zelle e? = 7(ef) = n(el) in jeder
Dimension ¢ von 0 bis n.

(a) Sei 7, die durch 7 induzierte Abbildung zellulirer Komplexe. Zeigen Sie:

me(el) = (—1)%".

(b) Folgern Sie, da8 der zelluldre Randoperator durch

. (e9) 2¢9~1 ¢ gerade
e =
I 0 q ungerade

gegeben ist.

(c) Berechnen Sie die Homologie von RP" mit ganzzahligen und mit Z/2-Koeffizienten.
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Blatt 12 Abgabe: Montag, 10.7.06

Aufgabe 1: Sei (X, X) ein CW-Komplex. Ein Teilraum Y C X heifit Unterkomplex von
X, wenn es eine Teilmenge ) C X gilt, so daf gilt:

(i) v=]]o,

o€
(ii) o C Y fiir jedes 0 € Q).
Zeigen Sie:

(a) Seien Xi, X2 Unterkomplexe von X. Dann sind auch X; N X2 und X; U Xy Unter-
kompleze von X.

(b) Sei (X, X) ein endlicher CW-Komplex und X1, X2 Unterkomplexe von X. Dann gilt

e(X1UXs)+e(X1NXa) =e(X1) +e(X2).

Aufgabe 2: Seien X und Y endliche CW-Komplexe. Zeigen Sie:
(a) X xY ist in kanonischer Weise wieder ein CW-Komplex.

(b) e(X x Y) = e(X) - e(Y).

Aufgabe 3: Sei X ein endlicher CW-Komplex und k ein Korper. Zeigen Sie:

e(X) = (1) dimy, Hy(X; k).
>0

Aufgabe 4: Sei X ein endlicher simplizialer Komplex und X eine n-fache Uberlagerung
von X.
(a) Zeigen Sie: X ist in kanonischer Weise wieder ein endlicher simplizialer Komplex.

(b) Zeigen Sie: e(X) =n-e(X).

(c) Berechnen Sie die Euler-Charakteristik von RP".



