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1 Wiederholung: Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen sind dadurch definiert, dafl die Abbildung
R? — C mit (z,y) — = + iy

eine Bijektion ist. Das Bild von (0, 1) ist die imaginére Einheit . Ist z = x+4y mit z,y € R,
so ist Re(z) = z der Realteil von z und Im(z) = y der Imaginirteil von z. Die konjugiert
komplexe Zahl zu z ist dann zZ = x — iy.

Die Multiplikation mit z als R-lineare Abbildung C — C wird beziiglich der Basis (1,4) von

C durch die Matrix
T -y
Hz = Yy T

beschrieben. Die Abbildung

u:CH{(i Z) € Mat(2 x 2;R) |d =a, c = —b}
S . . . 0 -1 9 .
ist ein Isomorphismus von Ringen. Insbesondere ist u; = 1 0 und i = —1. Es wird
z2+z z2—Z

Re(z) = 5 und Im(z) = 5

Ist (z,y) € R? — {0}, so gibt es eindeutig bestimmte r, € R mit
r>0, 0<p<27

und
r=rcosp, Yy=rsing.
Wir setzen mit z = x + iy
|zl =r und arg(z)=¢ .
Genau genommen ist arg der Hauptwert des Arguments von z, denn der Ubergang zu ¢ =
@ + 2km mit k € Z fithrt zu
z=r(cosp +ising) =r(costp +isin) .

Fiir z = 0 vereinbaren wir als Hauptwert arg(0) = 0.

_ [cosp —sinp)
uz_r(singa cosgo>_'GT’¢

Es wird dann

die Drehstreckung mit Drehwinkel ¢ und Streckungsfaktor 7.
Wichtig ist die Dreiecksgleichung

|21 + 22| < [z1] + [22] - (1)
Ist 21 # 0 # 23, so gilt in (1) genau dann die Gleichheit, wenn arg(z;) = arg(zz) ist. Zum
Beweis von (1) sei r; = |2;| und ¢; = arg(z;). Dann wird
|21 + zz|2 = (ricosp; + racos @2)2 + (rysinp; + rosin <p2)2
= 7% 412 4 2r175(cos @y cos g + sin g sin y)

= rf + r% + 2r17g cos(p1 — @2) -
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Nun ist cos(¢1 — p2) < 1 mit Gleichheit genau dann, wenn @1 — o = 0 ist. Damit ist (1)
bewiesen.

Beziiglich der Multiplikation gilt offensichtlich
|21 - 22| = |21] - | 22]

und
arg(zy - z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 27Z) .

Die 2-Sphire ist
S2={(2,0) eCxR ||z +¢*=1}.

Es sei
n:=(0,1) € 8?

der Nordpol von S2. Die stereographische Projektion

®:8% - {n}—-C

ist wie folgt definiert: Fiir p € S2—{n} sei ®(p) der Schnittpunkt des Strahls {n+¢-(p—n) |
>0} mit C = C x 0.

Lemma: Fiir (z,() € S? — {n} ist

z
1-¢°
® : S? — {n} — C ist bijektiv mit Umkehrabbildung

<1>—1(w):( 2w |w|2_1>.

w2+ 1" |Jw|?2 +1

(I)(ng) =

Beweis: als Ubungsaufgabe. (I

Lemma: Fiir wy, wy € C ist

_ _ 2wy — w1
O Nwy) — d H(w =
|| ( 1) ( 2)” \/|w1|2+1\/‘w2|2+1

und

Beweis: als Ubungsaufgabe. O
Man nennt

X(wi,wa) = @7 (wy) — @7 (wa) |

auch den chordalen Abstand von wi und ws.
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Wir setzen C = C U {00} und erweitern ® zu einer Bijektion

:8?2-C

=

durch ®(n) = oo.

Wir erinnern daran, dafl eine Folge (z,) komplexer Zahlen genau dann den Grenzwert a € C
hat

)

lim 2z, =a,
n— oo

wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so daf fiir n > ng stets |z, — a| < € ist.
Wir schreiben
lim z, =00,

n— oo

1
wenn es zu jedem e > 0 ein ng € N gibt, so daf§ fiir n > ng stets |z,| > — ist.
5

Sei U C C eine Teilmenge, f : U — R™ eine Abbildung. Ist z, € C ein Hiufungspunkt von
U, so ist
lim f(z)=a

Z— Zx

genau dann, wenn fiir jede Folge (z,) mit z, € U — {2z} und lim z, = z, der Grenzwert

n— oo

lim f(z,) = aist. Ist z, € U, so heifit f stetig in 2., wenn lim f(z) = f(2,) ist.

Wir betrachten nun noch Potenzreihen

oo

f2)= enlz—20)" (2)

n=0

Es folgt leicht: Ist (2) fiir ein z; € C konvergent, so ist f(z) fiir alle z mit |z — zo| < |21 — 20|
absolut konvergent.

Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe (2) und

A:=limsup {/|e.| €R .

n— oo

Wie in der reellen Analysis beweist man die Formel von Cauchy-Hadamard

Satz: Es ist
0 fir A=0,
R— O1 fiir A = o0
N sonst
Hieraus folgt unmittelbar
Lemma: Sei f(2) = . c,(z — 20)" und
n=0
9(2) =Y _(n+ Denga(z — 20)"
n=0

die durch gliedweise Differentiation von f(z) erhaltene Potenzreihe. Dann haben ¢(z) und
f(z) den gleichen Konvergenzradius.
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Schon aus dem Quotienten-Kriterium folgt leicht, dafl

oo n

e® =exp(z) = Z %
n=0
und - -
sin(z) = ;::0 (-1)“m
> Z2n
cos(z) = 7;) (-1) o)

den Konvergenzradius co haben. Damit sind diese Reihen fiir alle z € C absolut konvergent.
Man erhélt so die Funktionalgleichung

e*l . p¥2 — gF1ta2
Es gilt die wichtige Formel _
e'? = cos(p) + isin(yp) .

Wir merken noch an, dafl

€™ = —1
und
ez+27ri ez
ist. Fiir n € Ny hat die Gleichung
2" =1
genau die Losungen
2mji
z=en, j=1...n

Sei A = (Ccl Z) eine reelle 2 x 2-Matrix mit det(A) # 0. Fiir z € C mit cz +d ¢ 0 sei

az+b

MA(Z) = CZ+d .

Die Zuordnung z — M4(z) heifit eine Mobius-Transformation (oder auch gebrochen lineare
Transformation). Es gilt

Ma, (MA2 (Z)) =Ma,a, (Z) )

denn es wird (mit offensichtlicher Notation)

(a22+b2) _ al(agz+b2)+b1(022+d2)

"Neaz + do ci(azz + ba) + di(coz + d>)
(a1a2 + b102)2 + (a1b2 + b1d2)
(crag + dic2)z + (c1be + dids)
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.. (0 1Y\ ..
FurA—<1 0) ist

1
M =-
alz) =~
die sogenannte Inversion.
. _fa bY .
Fir A = <O 1> wird
Ma(z) =az+b

eine affin-lineare Abbildung.
Wir erweitern M4 fiir A = (Ccl Z) zu einer Abbildung
MA . C — 6

wie folgt:

Ist ¢ =0, so ist M4 auf ganz C definiert; wir setzen M4(c0) := 0.

d
Ist ¢ # 0, so ist M4 auf C — {——} definiert; wir setzen
c

MA(—%) = 0,
My(oc0) = %.

Jede Mobius-Transformation ist Produkt von Inversionen und affin-linearen Abbildungen,
denn es ist fiir ¢ # 0

EDEY6H-GHEY-( )

WasfﬁrB:gundA:b—a—dzu (a b) wird.
c c c d

Fiir vier paarweise verschiedene komplexe Zahlen zg, z1, 22, 23 heifit
zZo — %1 Z9 — 21 Zo — k1 k2 — Z3

DV (2o, 21, 22, 23) := : =
20 — X3 22 — X3 22 —Z1 20— %3

ihr Doppelverhéltnis.

Lemma: Seien z1, 29, 23 drei paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Dann gibt es genau
eine Mébius-Transformation M mit
M(z1) =0, M(z)=1und M(z3) =00 .
Beweis: Man verifiziert leicht, daff die Mobius-Transformation
M(z) := DV(z, 21, 29, 23)

diese Eigenschaften hat. Fiir die Eindeutigkeit reicht es, den Fall z; = 0, z5 = 1, z3 = 00 zu
betrachten. Aber aus Ma(z;) = z; erhalten wir in diesem Fall die Gleichungen

b a+b a
2= —1und = = o0 .
=0 g T lmd =

Es folgt M4 = id. O
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2 Komplexe Differenzierbarkeit

2.1 Definition: Sei U C C eine offene Teilmenge und z, € U. FEine Funktion f : U — C heifit
in z, komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

Fle) = tim L2 =FG)

z2— 2. Z— 2y

existiert. Dieser heifit dann die Ableitung von f im Punkte z,.

Wir erinnern daran, dafl die Funktion f im Punkte z, reell differenzierbar ist, wenn es eine
R-lineare Abbildung D f(z.) : C — C gibt, so daB

i )= 1) = DFG( — 2)

22 |z — 2]

=0
ist.

2.2 Lemma: Ist f in z, komplex differenzierbar, so ist [ in z, auch reell differenzierbar, und
es ist

Df(z)(C) = f'(z) - €.
Wir wollen eine Umkehrung hiervon finden.

2.3 Hilfssatz: Sei A : C — C eine R-lineare Abbildung. Dann ist A genau dann C-linear,
wenn es ein A € C gibt mit
A(z) = Az .

Beweis: Es ist A(z) = A(z-1) = z- A(1). O

‘Wir erhalten nun:

2.4 Satz: Sei f : U — C in z, € U reell differenzierbar. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f ist in z, komplex differenzierbar.
2. Die Ableitung Df(z,) : C — C ist C-linear.

3. Mit u := Re(f) und v := Im(f) gelten im Punkte z, die Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen:
Oou Ov ou Ov

== d —=——. 3
dr Oy u dy ox (3)

Beweis: 1. = 2. ist gerade das obige Lemma.

2. = 1. folgt aus dem Hilfssatz: Ist D f(z.)(¢) = A(, so wird

L S fe) A=)
' = ZI—’Z* (z — 24)

ITICEVIESINY

2 — Zx

Z—rZx
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2. & 3.: Die Jacobi-Matrix

ou Ou

_ | 0x 0Oy

J=1 v av

dr Oy
von f im Punkte z, représentiert genau dann die Multiplikation mit einer komplexen Zahl,
wenn die Gleichungen (3) erfiillt sind. O

Definition: Sei U € C offen. Eine Funktion f : U — C heifit holomorph, wenn f in jedem
Punkt z, € U komplex differenzierbar ist.

Satz: Die Potenzreihe -

F) =3 ealz = 20)"

n=0

habe den Konvergenz-Radius R > 0. Dann ist f auf
Dr(z0) = {2 ||z — 20| < R}

holomorph mit Ableitung

o0

f(z) = Z(n + 1) cp1 (2 —20)" .
n=0
Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 1.4. O

Wegen Satz 2.4 kénnen wir alle Folgerungen aus der reellen Differenzierbarkeit auf die kom-
plexe Differenzierbarkeit anwenden.

Satz: Seien f, g: U — C in z, € U komplex differenzierbar.

1. Seien A\, v € C und h = Af + vg. Dann ist h in z, komplex differenzierbar mit
W (z) = Af' () + v (24).

2. h = f-g ist in z, komplex differenzierbar mit h'(z,) = f'(z«) - 9(2«) + f(24) - ¢ (24)-

1
3. Ist f(z) # 0, so ist h(z) = [iE) in einer Umgebung U; C U von z, definiert und in
/
z. komplex differenzierbar mit h'(z,) = — JJ:((Z;% .
Zx

Satz: Seien U,V C C offen, und seien f : U —V und g : V — C. Sei h(z) := g(f(z)). Sei f
in z, und g in f(z.) komplex differenzierbar. Dann ist h in z, komplex differenzierbar mit

W (z) = g'(f(2:))f (25)-
Die analogen Aussagen gelten dann natiirlich auch fiir Holomorphie.

Satz: Seien U,V C C offen und f : U — V bijektiv und holomorph. Sei f~! stetig und sei

f'(2) # 0 fiir alle z € U. Dann ist auch h = f~' holomorph und h'(f(z)) = .
I'(2)
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Bemerkung: Wir werden spéter sehen, daf8 die Stetigkeit von f~! und das Nicht-Verschwinden
von f’(z) aus den anderen Voraussetzungen folgen.

Beispiel: Sei U = {z+iy € C |z >0und -7 <y <7} und V = C — {z € C | z reell
und < 0}. Dann ist exp ’U : U —V bijektiv. Es sei Log : V — U die holomorphe Umkehr-
Abbildung. Dies ist der sogenannte Hauptwert des Logarithmus.

Fiir eine differenzierbare relle Funktion f : U — R hatten wir die Ableitung an der Stelle
2z« € U auch mit
df|, =Df(z):C—R

bezeichnet. Es ist iiblich, auch fiir komplexe reell differenzierbare Funktionen f : U — C
diese Bezeichnung zu verwenden. Ist v = Re(f) und v = Im(f), so wird also

df|z* = du’z* —l—idv‘z* :C—=C

als reelle lineare Abbildung. Es wird insbesondere (wenn wir noch den Zusatz | unter-

driicken) ’
dz=dr+idy und dz=dxr —idy,

also ) i
dzx = 5((12 +dz) und dy = Z(dz —dz) .
Nun ist of of
df = 9z dz + Jy dy ,
wobei natiirlich a—f = % + z@ und % = a—u + z@ gesetzt ist. Es folgt:

Jor Ox ox oy Oy dy

df = %(g_i_ig_z)dz+}(8_f+i8_f) dz

2\ 0x dy
Dies veranlaf3t zu den Bezeichnungen

08 () 2L L)

ox Z(‘)y

9z 2

i
ox + oy
Diese werden auch als Wirtinger-Ableitungen bezeichnet. Es gilt dann

W g U

df_az Z+£

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen schreiben sich nun einfach als

of _

82_0'
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3 Der Integralsatz

Definition: Sei U C C offen, f : U— C stetig. Sei w : [a,b] — U ein stiickweise stetig
differenzierbarer Weg (d.h. es gibt eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b von [a,}], so
daB w auf jedem Teilintervall [t;_1,t;] stetig differenzierbar ist). Fiirt € [a,b] sei w(t) € C
der Tangentenvektor von w. Das Integral von f entlang w ist definiert durch

/wf(z) dz := /abf(w(t))@(t) dt .

Im folgenden werden wir einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg kurz einen Integra-
tionsweg nennen.

Bemerkung:
1. Ist g : [a,b] — C und u(t) = Re(g(t)), v(t) = Im(g(t)), so ist

/abg(t)dtz/abu(t)dt—i-i/abv(t)dt.

2. Daf} w(t) an endlich vielen Stellen ¢ nicht definiert ist, spielt keine Rolle. Ebenso
braucht fiir f nur die Stetigkeit auf der Menge

Spur(w) = {w(t) |a <t < b}
mit Ausnahme endlich vieler Punkte vorausgesetzt werden.

3. Ist ¢ : [¢,d] — [a,b] stetig differenzierbar mit ¢(c) = a und ¢(d) = b, so ist
1) = [ 1)z
wop w
nach der Substitutionsregel.

Hilfssatz: Sei U C C offen, f : U— C stetig. Seien w : [a,b] = U und n : [¢,d] = U
Integrationswege mit w(b) = n(c). Sei w *n: [a,b+d — c] — U der Weg mit

() w(t) fiira <t <D,
w =
K gt —b+e) firb<t<btd-—ec

sowie w™1: [a,b] — C der zu w entgegengesetzte Weg mit w~'(t) = w(a + b —t). Dann ist
L [, f(2)dz = [, f(z)dz + [, f(2)dz;
2. [ f(z)dz=— [ f(z)dz.
Beuweis: als Ubungsaufgabe. [
Satz: Sei F : U — C holomorph mit stetiger Ableitung f(z) = F'(z). Dann gilt
[ 16z = Fw) - Fl(a)

Insbesondere ist fiir einen geschlossenen Weg w (d.h. mit w(a) = w(b)) das Integral

j{)f(z)dz:o.
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Beweis: Die Funktion F(w(t)) hat als Ableitung die Funktion f(w(t))w(t). O
Wegen der vorausgesetzten (stiickweisen) Stetigkeit werden alle unsere Integranden absolut
integrierbar sein. Insbesondere ist also

‘/wf(z)dt‘ = ‘/abf(w(t))w(t)dt’

IA

b
/ |f(w(t)) - w(t)|dt .
Hieraus folgt die Standard-Abschétzung

Hilfssatz:

IR RS
wobei M = sup{|f(w(t))| |a < ¢ < b} und

b
L(w) = / ()| dt

die Lidnge von w ist.

Beispiel: Sei w(t) = z9 + re' fiir 0 <t < 27. Dann ist fiirn € Z mit n # —1

/(z—zo)ndz:o,

Y"1, Fiir n = —1 erhalten wir aber

denn (z — zp)™ hat die Stammfunktion

_|_
d 27
/ i :/ idt = 2mi .
wZ_ZO 0

Satz: Sei f : U — C stetig. Dann besitzt f genau dann eine Stammfunktion, wenn fiir jeden
geschlossenen Integrationsweg w in U gilt:

/dz:()

Beweis: Sei 0.B.d.A. U zusammenhéngend. Sei z, € U und fiir jedes z € U sei w, ein
Integrationsweg in U mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z. Dann ist

1(2—20

F(z):= [ f(Q)dS

Wz

unabhéngig von der Wahl des Verbindungsweges w,. Fiir k € C — {0} sei v(¢) := z + tk fiir
0 <t <1. Ist |k| so klein, dafl v ganz in U verlduft, so ist

Feth-FG) %/Mkf(C)dC—%/wzf(OdC

SR RLCES

/1f(z+tk)dt.
0
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Es folgt

Als Ubungsaufgabe zeige man (mit dem gleichen Beweis):

Lemma (Lemma von Morera): Sei U € C offen und sternférmig beziiglich z, € U. Sei
f U — C stetig. Ist fiir jedes ganz in U enthaltene Dreieck D

f(z)dz=0,
oD

so hat f eine Stammfunktion.

Hierbei ist 9D der Rand des Dreiecks D. Hat D die Eckpunkte zp, z; und z3 (in dieser
Reihenfolge), so ist 9D der Weg

zo + t(z1 — 20) , 0<t<1,
t— Zl+(t71)(2’2721) , 1<t§27
2+ (t—2)(z0—22) , 2<t<

Sei R ={z € C |a < Re(z) < bund ¢ < Im(z) < d} ein abgeschlossenes (nicht-entartetes,
achsenparalleles) Rechteck. Die Eckpunkte von R sind rg = a+ci, 11 =b+ci, ro =b+di
und r3 = a + di. Unter dem Rand R von R verstehen wir den Weg

ro +t(r1 — o) , 0<t<1,
rt+ =12 —r) , 1<t<2,
ro+(t—=2)(rs—r2) , 2<t<3,
7‘3+(t73)(7‘077’3) 5 3St§4

t—

Satz (Integralsatz fiir Rechtecke): Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Dann
ist fiir jedes ganz in U liegende (achsenparallele) Rechteck R

f(z)dz=0.
OR

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dafl
I:= ‘ f(z)dz‘ #0
AR

ist. Es sei L die Léinge von OR und diam(R) = D der Durchmesser von R.

Wir finden dann durch fortgesetztes Vierteln eine Folge von achsenparallelen Rechtecken
R=RO>RD 5. 5R"> R 5 .

mit

L(OR™) = 27" L sowie diam(R™) =27"D
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und

‘/8R<n> f(z)dz‘ >47"1 .

Seipe), R(™). Dann ist fiir z in einer Umgebung von p

f(z) = f(p) + f'(p)(z —p) + o(2) ,

wobei
lim o(2) =
z—p |z — p|

ist.

Sei € > 0 und sei § > 0 so gewahlt, dafl gilt
|z—pl <d=le(2)| <|z—p|-€.
Ferner sei n so gewihlt, daB fiir z € R stets
|z —p| <o

ist. Fiir € R ist dann |o(2)| < 27" De.

/8 RS /R o)

da f(z) — o(2) eine Stammfunktion hat. Es folgt

‘ / f(x)dz| = ’ / o(z)dz
OR(1) OR()
27" De - L(OR™)

27"De -2 "L
47 "DLe .

Nun ist

IAINCIA

12

1
Waihlen wir also € < DL so erhalten wir einen Widerspruch zu der fritheren unteren

Abschétzung (4).

O

Satz (Integralsatz fiir singulire Rechtecke): Sei U C C offen, f : U — C holomorph.
Weiter sei R C C ein achsenparalleles Rechteck und ¢ : R — U stetig differenzierbar. Dann

ist

/ f(z)dz=0.
@odR

Beweis: Sei |Dy,,y| < C fiir alle p € R. Dann gilt fiir jeden in R verlaufenden Weg w die

Ungleichung
L(pow) <C - L(w) .

Nun nehmen wir an, dafl

= ’L06Rf(z)dz‘ £0
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ist. Es sei wieder L die Liénge von R und diam(R) = D der Durchmesser von R. Wir
finden dann wie oben eine Folge von achsenparallelen Rechtecken

R=RO>RYD 5. . >R"> R 5 .
mit
L(OR™) = 27" L sowie diam(R™) =27"D
und
| / F(2)dz| > a7 . (5)
@odR(n)
Seige), R™ und p = v(q) € U. Wieder schreiben wir fiir z in einer Umgebung von p

f(z) = f(p)+ f'(p)(z —p) + o(2) ,

wobei

ist.

Sei e > 0 und sei § > 0 so gewéhlt, daf gilt
lz=pl <d=lo(z)| <|z—pl-e.
Fiir w € R™ ist |p(w) — p| < 27"CD. Sei n so gewihlt, daB fir w € R™ stets
lp(w) —pl <6

ist; dann ist fiir w € R™ stets |o(p(w))| < 27"CDe.

[ e[ e
podR(M) @odR™

da f(z) — o(2) eine Stammfunktion hat. Es folgt

G
poOR™ podR(M)

27"CDe - L(p o R™)
27"CDe - 27"CL
47"C?DLe

Nun ist

IAN A A

I
iDL so erhalten wir einen Widerspruch zu der fritheren unteren
Abschitzung (5). O

Wihlen wir also ¢ <

Satz: Sei U C C ein Gebiet, das sternférmig beziiglich z, € U ist. Ist f : U — C holomorph,
so hat f eine Stammfunktion.

Beweis: Dies folgt nun sofort aus dem Integralsatz und dem Lemma 3.7 von Morera. O



3.11

3.12

E.Ossa Funktionentheorie I (SS 05) Integralsatz 14

Satz: Seien U C C offen und f : U — C holomorph. Seien wy, wy : [a,b] — U Integrations-
wege. Es gebe eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : [a,b] x [0,1] — U mit

©(t,0) = wo(t) und @(t,1) =wi(t) .

Ferner sei
p(a,s) =wp(a) und @(b,s) =wy(b) fiir alle s (6)
oder
v(a,s) = (b, s) fiir alle s . (7)
Dann ist

f(z)dz = -/w1 f(z)dz .

wo

Man nennt ¢ eine Homotopie zwischen wy und w;. Genauer spricht man im ersten Fall von
einer Homotopie mit festgehaltenen Endpunkten und im zweiten Fall von einer Homotopie
geschlossener Wege.

Satz: Seien U C C offen und f : U — C holomorph. Seien r < R positive reelle Zahlen, so
daf} der Kreisring
{z |r <|z— 20| < R}

ganz in U enthalten ist. Dann ist

/ f(z)dz = /f(z)dz.

|z—z0|=R |z—z0|=r

Hierin bezeichnet f f(2) dz das Integral iiber den positiv orientierten Rand des Kreises
|z—z0|=R

um zo mit Radius R, das heit iiber den Weg w(t) = 2o + Re?™ mit 0 <t < 1.



4.1

4.2

4.3

E.Ossa Funktionentheorie I (SS 05) Integralformel von Cauchy 15

4 Die Integralformel von Cauchy

Generalvoraussetzung: U C C ist eine offene Teilmenge und f : U — C ist holomorph.
Fiir z9 € U und eine positive reelle Zahl r, so daf3

D, (20) =1z ’ |z — 20| <1}
ganz in U enthalten ist, setzen wir
M(f;z0,7) == sup{|f(2)| | |z — 20| =1} .

Wir setzen im folgenden stets stillschweigend voraus, dafi r > 0 ist.

Satz (Integralformel von Cauchy): Seizy € U und D,.(z9) C U. Dann ist fiir |z—zo| < r
1 f(¢)d¢
f(z) = 2mi / C—2z
[¢—zol|=r

Beweis: Es ist fiir geniigend kleines € > 0

/ fécjcic: / fg(éjcf’

I¢="z0l=r I¢—2l=e

wie man leicht mit Satz 3.11 einsieht. Es wird weiter

[ Q[ IOy [

[(—z2|=¢ I¢—z|=e |¢—z|=¢
Das rechte Integral haben wir zu 27i berechnet. Aber das erste konvergiert gegen 0 fiir
€ — 0, wihrend die linke Seite unabhéngig von ¢ ist. O
Korollar (Mittelwert-Eigenschaft): Unter den Voraussetzungen des Satzes ist
Lo it
f(z) = 2 flz+ret)dt .

Hieraus erhalten wir:

Satz (Maximum-Prinzip I): Nimmt |f(z)| in z = zo € U ein lokales Maximum an, so ist
f in einer Umgebung von zy konstant.

Beweis: Wire die Behauptung falsch, so géibe es ein 21 € D,.(z0) mit |f(21)] < |f(z0|. Fiir
r1 = |21 — 20| wire dann aber

1 27 .
‘— Flzo + ety dt| < | f(z) . O
2 Jo
Wir werden spiéiter sehen, daf fiir zusammenhéngendes U sogar die Konstanz von f auf ganz
U folgt.



E.Ossa Funktionentheorie I (SS 05) Integralformel von Cauchy 16

4.4 Satz (Potenzreihen-Entwicklung): Sei D, (z) C U und
1 / f(Q)d¢
Cp = —

270 (¢ — zo)ntt
I¢=z0l="
Dann gilt fiir z € D,(zo)
B Sp—
n=0

mit absoluter Konvergenz.
Beweis: Fir ¢ € U mit |( — zo| = 7 ist

fQ) f(©)

(—= (¢ —20) — (2 — 20)
1O 22yt

@—z@<1*<—z$

- Z K=y

Diese Funktionenreihe konvergiert absolut und gleichméfig auf {¢ | |¢—20| = 1}. Wir diirfen
daher gliedweise integrieren und erhalten aus der Integralformel die Behauptung. ]

4.5 Korollar: Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft (komplex) differenzierbar.

4.6 Korollar: Sei D,(zy) C U. Dann ist

G =g [

— 2
[(—zo|=r

Wie im Beweis von Satz 4.1 erhélt man hieraus, da$ fiir |z — zo| < r auch

n! f(¢) d¢
SRl e
[¢—zo|=r

f™(z) =
ist.
4.7 Korollar: Sei D,(zy) C U. Dann ist
n!
£ o)l < 5 M(f520,7) -

Als Folgerung erhalten wir

4.8 Satz (Satz von Liouville): Sei f : C— C holomorph und beschréinkt. Dann ist f kon-
stant.

C
Beweis: Ist |f(z)| < C fiir alle z, so folgt |f'(z0)| < - also f'(z9) = 0. O

FEine auf ganz C definierte holomorphe Funktion nennt man auch eine ganze Funktion.
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Hilfssatz: Sei D,.(z9) C U und
m = inf{| f(2)| | |z — 20| =1}

Gilt | f(z0)] < m, so hat f in D,(z9) eine Nullstelle.

1 -
Beweis: Andernfalls wire g(z) := [iE) in einer Umgebung von D,.(z) holomorph. Es folgt
z
= lg(o)l < Mg z0,m) = -
= |g9(z0)| < M(g;20,7) = —
|f(z0)] m
im Widerspruch zur Voraussetzung. (|

Als Folgerung erhalten wir den

Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Sei f(z) = Y a;27 € C[z] ein komplexes Poly-
=0

nom vom Grad n > 0. Dann hat f eine Nullstelle.

n—1
Beweis: Es ist mit b= )" |a;| fir 2| > 1
§=0

IF(2)l

Y

n—1

an] - 12" = | > a2
=0

> anl 2" = be 2"

was fiir z— oo gegen oo geht. Es gibt also ein r > 0, so daB fiir |z — zo| > r stets |f(2)] >
|f(0)] ist. Die Behauptung folgt nun aus dem Hilfssatz. O
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5 Nullstellen holomorpher Funktionen

Satz (Identitiitssatz fiir Potenzreihen): Habe

oo

flz)= Z en(z—2)"

n=0
den Konvergenzradius R > 0. Seien zj, € {z |0 < |z — z,| < R} mit

f(zg) =0 und lim zp =z, .

— OO

Dann ist f(z) =0 (d.h. alle ¢, sind Null).

Beweis: Es ist f(z.) = 0, also ¢ = 0 und f(z) = (z — 2z.)g(z). Auf g(z) treffen die
Voraussetzungen wieder zu. Induktiv erhélt man so das Verschwinden aller ¢,,. (|

Satz (Identititssatz fiir holomorphe Funktionen): Sei U C C ein Gebiet und f :
U — C holomorph. Sei z, € U und seien z, € U — {z,} mit

f(zr) =0 und klim Zk = Zx .
Dann ist f(z) =0 fiir alle z € U.

Beweis: Sei W := {z € U | f(¢) = 0 fiir ¢ in einer Umgebung von z}. Dann ist W offen in
U. Esist z, € W nach Satz 5.1. Ware W # U, so gibe esein (, € U — W und (; € W mit
limy — o ¢ = (i Aus Satz 5.1 folgt nun ¢, € W. O

Definition: Sei f : U — C holomorph und k > 1.

1. f hat in zy € U eine k-fache Nullstelle, wenn gilt:

f(20) =0 und f0) () =0 fiir 1 <7 <k, aber f*(z) #0 .

2. Sei wy € C. Dann hat f hat in zy € U eine k-fache wo-Stelle, wenn g(z) = f(z) —wo
in zg eine k-fache Nullstelle hat.

Satz: Sei f : U— C holomorph. Hat f in zy € U eine 1-fache wqy-Stelle, so ist f in
einer Umgebung U’ von zy biholomorph (d.h. f : U'— f(U’) ist bijektiv und auch die
Umkehrbildung f=* : f(U') — U’ ist holomorph).

Satz: Sei f : U— C holomorph und sei zg € U eine k-fache Nullstelle von f mit k > 1.
Dann gibt es eine Umgebung V' von zy in U und eine holomorphe Funktion h : V — C, die
in zg eine einfache Nullstelle hat, so daf} gilt:

f(z) =h(z)" fiir zeV .
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Bemerkung: Es folgt, dafl h in einer Umgebung von zy biholomorph ist.

Beweis: In einer Umgebung von zj ist

flz)=2"-g(z)

wobei g holomorph ist mit g(z9) =: wy # 0.

Nun gibt es eine Umgebung W von wyg, auf der ein Zweig A des Logarithmus definiert ist.
Sei V := g~ (W) und
1
h(z) == z - exp(L- - Mg(2)))

Dann ist auf V'
h(z)" = 2 exp(Mg(2))) = 2* - g(2) -
O

Korollar: Sei f : U— C holomorph. Sei zg € U und wg € C, so da f in zy eine k-fache
wg-Stelle hat mit k > 1. Dann gibt es ein € > 0, so dafl mit

W= {w ||w—wo| <e} und V= f""(W).
gilt:
1. wq hat genau ein Urbild unter f in V, ndmlich z.

2. Jedes w € W — {wo} hat genau k Urbilder unter f in V.

Bemerkung: Wenn ¢ diese Eigenschaften hat, so auch jedes ¢’ mit 0 < &’ < ¢.

Beweis: Wir wenden den Satz auf die Funktion f(z) —wp an. O

Satz (Satz von der Gebietstreue): Sei U C C ein Gebiet und f : U — C holomorph.
Ist f nicht konstant, so ist die Bildmenge f(U) C C wieder ein Gebiet.

Beweis: Dafl f(U) zusammenhiingend ist, ist klar. Der wesentliche Punkt ist die Offenheit,
die nun aus dem Korollar folgt. ([

Korollar: Seien U,V C C offen. Sei f : U—V bijektiv und holomorph. Dann ist f
biholomorph (d.h. auch die Umkehrbildung f=*:V — U ist holomorph).

Beweis: Ist f(zp) = wo, so hat f nach Korollar 5.6 in 2, eine einfache wp-Stelle. (Il
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6 Isolierte Singularitéiten

Definition: Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Ein zy € C—U heifit eine isolierte
Singularitéit von f, wenn es ein & > 0 gibt, so daff die Menge {z € C |0 < |z — zo| < ¢} ganz
in U enthalten ist.

Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz): Sei zyp € C — U eine isolierte Singularitédt von
f. Ist f auf {z € U |0 < |z — 20| < €} beschréinkt, so existiert eine holomorphe Funktion
g:UU{z}—C mitg|U =f.

Beweis: V := U U {z} ist wieder offen. Sei h : V — C definiert durch h(zp) = 0 und
h(z) = (z — 29) f(2) sonst. Dann ist h stetig und auflerhalb z; holomorph. Mit Hilfe des
Lemmas 3.7 von Morera folgt leicht, daf§ h holomorph auf V ist. Dann ist

h(z)
go)={ smm 0 ST

hl(z(]) , 2 =20,

die gesuchte Funktion. (|

Bemerkung: Unter der Voraussetzung des Satzes nennt man zy eine hebbare isolierte Sin-
gularitidt von f.

Definition: Sei zg € C — U eine isolierte Singularitdt von f, die nicht hebbar ist. Dann
heiit zy eine Polstelle von f, wenn es ein k > 1 gibt, so daB g(z) = (z — 20)" f(z) in 2y eine
hebbare isolierte Singularitidt hat. Andernfalls heifit zy eine wesentliche Singularitét von f.

Bemerkung: Ist zg Polstelle von f und ist die natiirliche Zahl k in der Definition minimal
gewahlt, so ist

9(z

f(z)= —( ) - und g(z) #0,
(z — 20)

wobei g : U — C holomorph ist. Insbesondere ist lim f(z) = co.

z— 2z

Man nennt dann zy genauer eine Polstelle k-ter Ordnung von f.
Beispiel: Sei f: C — {0} — C durch

1

f(z) =sin (—)

z
definiert. Dann hat f im Nullpunkt eine wesentliche Singularitéit, denn fiir jedes £ € N hat

die Funktion z* - sin (;) unendlich viele Nullstellen in einer Umgebung des Nullpunkts.
Definition: Sei U C C offen und
f:U—-CU {0}

eine Abbildung. Sei Uyeg := {2 € U | f(2) # oo}. Dann heifit f eine meromorphe Funktion
auf U, wenn f auf U,ez holomorph ist und wenn alle Punkte von U — U,eg Polstellen von

f Usen sind.
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Lemma: Sei U C C ein Gebiet und seien g,h : U — C holomorph, wobei h nicht konstant
gleich Null ist. Dann definiert

9(z)
) o 29 ey =0
¢—=h(¢) 7 ’

eine meromorphe Funktion auf U.

Bemerkung: Die Nullstellen von h sind entweder Polstellen von f oder hebbare isolierte

Singularitéiten von f.
Beispiel: tan(z) = sin(z) definiert eine meromorphe Funktion auf C, welche (fiir k¥ € Z)

cos(z)

in den Punkten ng = kn einfache Nullstellen und in den Punkten py =

1
7 Polstellen

erster Ordnung hat.

Lemma: Sei U C C ein Gebiet und M(U) die Menge der meromorphen Funktionen auf U.
Dann ist M(U) ein Kérper.

Es ist klar, dafl die Ableitung einer meromorphen Funktion wieder meromorph ist. Eine
meromorphe Funktion braucht aber keine Stammfunktion zu haben, wie das Beispiel der
meromorphen Funktion f(z) = 27! auf C zeigt.

Satz (Casorati-Weierstraf3): Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei z, € C—-U
eine wesentliche isolierte Singularitét von f. Dann gibt es zu jedem w, € C eine Folge (zy)
von Punkten von U mit

lim zp =z, und lim f(z) = ws .
k — oo k — oo

Beweis: Die Behauptung ist dquivalent dazu, dafl es zu jedem € > 0 ein z € U gibt mit
|z — z¢| < e und |f(2) — ws| < e. Wiire dies nicht der Fall, so gibe es ein € > 0 mit

|z — 2z <e = |f(2) —w.| > €.

Dann hétte aber
() = s
9(2) ==
f(z) = w.
bei z, als beschréinkte Funktion eine hebbare Singularitét, und f(z) wére nach Lemma 6.5
bei z, meromorph. O

Bemerkung: Es gilt sogar der folgende Satz von Picard: Ist f : U — C holomorph und z.
eine wesentliche Singularitéit von f, so gibt es ein wg € C, so daf} zu jedem w, € C — {wp}
eine Folge (zx) von Punkten von U existiert mit

lim z; = 2z, und f(zx) = wy -

k — oo

Definition: Eine Laurent-Reihe um zq ist eine Reihe der Gestalt

o0

f(z) = Z cnlz = 20)"

n=—oo



6.9

6.10

6.11

6.12

E.Ossa Funktionentheorie I (SS 05) Singularitéiten 22

Bemerkung: Genauer sollte man f(z) als ein Paar von Potenzreihen

o0

fe(2) = enlz —20)"
und n=0
f-(2) = Zc—n(szO)”

auffassen. Man nennt f_(z) den Hauptteil von f und f;(z) den Nebenteil von f.

Hilfssatz: Sei R der Konvergenzradius von f(z) und s der Konvergenzradius von
Fo(¢) = eng”
1 n=1
sowie r = —. Ist r < R, so ist
s
f)= 3 elz—=)"

fiir alle z mit r < |z — 29| < R absolut konvergent. Insbesondere ist dann f eine holomorphe
Funktion auf dem Kreisring {z |r < |z — 20| < R}.

Satz (Cauchy-Formel fiir Laurentreihen): Ist
f2)=Y calz—2)"
n=-—oo

in dem Kreisring {z | r < |z — 20| < R} konvergent, so gilt (fiir jedes o mit r < 9 < R)

L f(Q)d¢
Qm“G _ (¢ —zo)"*t

Cp =

Korollar: Unter den Voraussetzungen des Satzes ist

len] < 07" - M(f;20,0) -

Satz (Laurentreihen-Entwicklungssatz): Die Funktion f sei auf dem Kreisring U :=
{z |7 < |z — 20| < R} holomorph. Seir < o < R. Dann ist fiir z € U

oo

@)= enlz—2)"
mit A
1 f(Q) d¢

wobei die Laurentreihe auf jedem Kreisring U’ :={z |’ < |z — 2| < R’} mit r <1’ < R’ <
R absolut und gleichméBig konvergiert.
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Beweis: Zunichst ist klar, da8 ¢,, unabhingig von der Wahl von g ist. Sei z = ue’® mit
r<u<R.

Wir definieren fiir positive reelle Zahlen ¢, ¢, ¢ sowie a geschlossene Integrationswege

Y(t) =z +ee®™ fir 0 <t < 1

und
20 + Q//e(¢+(2t—1)a)i , 0<t<L1,
5o ) A ((E=Dd +(@2—1)g"elet | 1<t<2,
o(t) = 20 + o eleH(E-20a)i , 2<t<3,
20+ (4 —1)o' + (t —3)g")e?=2 | 3<t<4.
Fur

r<¢g<u—e<u+e<g’" <R

verlaufen beide Wege ganz in dem betrachteten Kreisring; ist € klein im Vergleich zu a und
a <, so liegt v ganz im Inneren von §,.

Unter diesen Voraussetzungen haben wir dann

1RO 1 [ FQde
f(z)Qm/7 -z 27m'/5a C—z

wie man leicht mit dem Integralsatz 3.9 fiir singulére Rechtecke einsieht. Fiir a = 7 ist aber

1 [ fQdd 1 / f(Qd¢ 1 f(¢)d¢
2mi Js, (—z  2mi (—z  2mi C—z
[¢—20/=0" [(—201=0’

Nun schreiben wir fiir | — 29| = 0"

und fiir [ — 20| = ¢’

-1 1 I R N (O
C—z_z—zo(l z—zo) _Z(z—zo)"ﬂ'

n=0

Mit gliedweiser Integration folgt die Behauptung. [l

Der Satz 6.12 lisst sich insbesondere anwenden auf Funktionen, welche in 2 eine isolierte
Singularitdt haben, da diese in einem Kreisring um zp holomorph sind.



