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Blatt 1 Abgabe: Montag, 18.04.05

Aufgabe 1: Sei S? = {(2,{) e Cx R | |z|?+ (2 =1} und n := (0,1) € S%. Zeigen Sie:

(a) Fiir p € S? — {n} ist der Schnittpunkt ®(p) des Strahls {n+t-(p —n) | ¢ > 0} mit

C = C x 0 der Punkt 1j—<

(b) ®: S? — {n} — C ist bijektiv mit Umkehrabbildung
_ 2w |w]? -1
o (w) = :
= (R o)

2”LU2—QU1|
\/\w1|2 + 1\/\w2|2 + 1

(c) @7 (w1) — @ (wa)l| =

2

VIwiP+1

|07 (w1) —nl| =

Aufgabe 2: Bezeichnungen wie in Aufgabe 1. Zeigen Sie:

(a) Seien a,d € R, v € C mit |y]|?> —ad > 0. Dann ist {z € C | azZ + vz +7Z + § = 0}
ein Kreis oder eine affine Gerade. Jeder Kreis und jede affine Gerade 148t sich so
erhalten.

(b) Ist K C S? ein Kreis, so ist ®(K — {n}) C C ein Kreis oder eine affine Gerade. Jeder
Kreis und jede affine Gerade 148t sich so erhalten.

Aufgabe 3: Sei (2,)nen eine Folge komplexer Zahlen, a € C und bezeichne x den chor-
dalen Abstand. Zeigen Sie:

lim z, =a < lim x(2zn,a)=0.
n—oo n—oo
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Blatt 2 Abgabe: Montag, 25.04.05

Aufgabe 1: Sei M eine Mobiustransformation und seien zg, 21, 29, z3 € C paarweise ver-
schiedene Punkte. Sei z; = M(z;). Zeigen Sie:

DV (2, 21, 23, z3) = DV (20, 21, 22, 73)

Aufgabe 2: Fiir F € Homg(C,C) sei T(F)(z) = %F(zz) Zeigen Sie:
(a) F' ist komplex linear < T'(F') = F.
(

(c) T(T(F)) = F.

(d) Jedes F' € Homg(C, C) 148t sich zerlegen in F' = Fy + F_ mit Fy C-linear und F_
C-antilinear.

)

b) T(F) = —F < es gibt ein A € C mit F(z) = AZ. (F heifit dann C-antilinear.)
)
)

Aufgabe 3: In welchen Punkten sind die folgenden Funktionen komplex differenzierbar?
(z =z +1iy)

(a) f(2) = a%y? +ia?y’

(b) f(2) = ?cos(y) + 1y

(c) f(z) = 2|z[?

(d) f(z) = |zl(|2* - 2)

(e) f(z) = —sin(z)(e™¥ +e¥) +icos(z)(e ¥ —e)
(f) f(2) = cos(z)(e™¥ + e¥) +isin(z)(e™ — e¥)

Aufgabe 4: Sei U C C offen und ¢: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann
0? 0%
heilt ¢ harmonisch, falls 7e + —

922 T 9y = 0 gilt.

(a) Sei f: C — C zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie: Ist f holomorph,
so sind Re(f) und Im(f) harmonisch.

(b) Finden Sie alle Polynome p: R? — R der Gestalt p(x,y) = az® + bx?y + cxy? + dy?
(a,b,c,d € R), so da3 p eine harmonische Funktion ist.

(c) Seip ein Polynom wie in b). Finden Sie — wenn moglich — eine holomorphe Funktion
f: C— C mit p=Re(f).
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Blatt 3 Abgabe: Montag, 2.5.05
Aufgabe 1: Sei U C C offen und F: U — C komplex differenzierbar, u = Re(F'), v =
ou ov
Im(F"). Zei ie: o = — Im(F’ = —.
m(F'). Zeigen Sie: Re(F’(2)) o und Im(F'(z)) e

Aufgabe 2: Sei U C C ein Gebiet und f: U — C holomorph. Zeigen Sie:
(a) f hat nur reelle Werte = f ist konstant.

(b) |f| ist konstant = f ist konstant.

Aufgabe 3: Seien w: [a,b] — U und n: [¢,d] — U Integrationswege mit w(b) = n(c). Sei
wxn:[a,b+d—c] — U der Weg mit

() w(t) fir a <t <b,
w =
7 nt—b+c) firb<t<b+d-—ec,

sowie w!:

Sie:

@)Amf@M%=[j@M%+Lf@Ma

o) [ 1= [ s

[a,b] — C der zu w engegengesetzte Weg mit w=!(t) = w(a + b —t). Zeigen

Aufgabe 4: (a) Sei R das Rechteck mit Ecken 0,1,1+1,i. Berechnen Sie / Re(z)dz.
OR

(b) Sei w(t) = acos(t) + ibsin(t) fiir 0 < ¢ < 27. Berechnen Sie / |2)?dz.

n

Aufgabe 5: Sei p(z) = > apz* ein komplexes Polynom, a € C und 7 > 0 eine reelle
k=0
Zahl. Zeigen Sie:
/ p(2)dz = 2mir?p (@).
|z—al|=r
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Blatt 4 Abgabe: Montag, 9.5.05

Aufgabe 1: Sei U C C ein Gebiet und f: U — C stetig. Fiir jedes Dreieck A C U gelte
(z)dz = 0. Zeigen Sie: f ist holomorph.
OA
[Hinweis: Es geniigt, sich zu iiberlegen, dafi f auf jeder offenen Kreisscheibe in U eine
Stammfunktion hat.]

Aufgabe 2: Seir >0und U ={z | |z — 20| <7}. Sei f: U — C stetig und auf U — {2}
holomorph. Zeigen Sie: f ist holomorph auf U.
[Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 1.]

Aufgabe 3: Sei U ={z||z| <1} und Uy = {2z € U | Im(z) > 0}. Sei f: Uy — C stetig,
so daB f auf Uy — R holomorph ist und auf Uy N R nur reelle Werte annimmt. Definiere
g: U — C durch

) f(z) fir z € Uy,
g(z){ﬁ fir ze U - Us.

Zeigen Sie: g ist holomorph.
[Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 1.]

Aufgabe 4: Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Sei D,(z9) C U, z € D,(20),
0 >0und |z — 29| <r—J. Zeigen Sie:

'r’.n'

1) < T M(fi20,7)

(wobei M (f; z0,7) = sup{f(C) | IC — 20| = r}.)
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Blatt 5 Abgabe: Montag, 23.5.05

Aufgabe 1: Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Cauchyschen Integral-
formel.

dz
(2) / (z4+1)(2—1)3

|z+1|=1
dz
b e
) / 22 + w2
|z+2i|=3
d
(c) / = a)”?z “pym fir |a] <r < |b| und n,m > 1.
|2|=r

Aufgabe 2: Sei f eine ganze Funktion, die auf R nur reelle Werte annimmt. Zeigen Sie:

es gilt f(Z) = f(2).

Aufgabe 3: Sei 20 € Cmit 0 < |z9] < 1. SeiU ={z€C|2z0 # 1} und V ={z € C |
2Zo # —1}. Sei f(z) = 1z —_202 fiir z € U. Zeigen Sie:
0

(a) f bildet U biholomorph auf V' ab.

(b) f bildet K = {z | |z| < 1} bijektiv auf sich ab. [Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, daf
f die Kreislinie {z | |z| = 1} bijektiv auf sich abbildet.]

Aufgabe 4: Sei f eine ganze Funktion. Es gebe Konstanten r und M, so daf |f(z)| <
M - |z|™ ist fiir |z| > r. Zeigen Sie: f ist ein Polynom von Grad < n.

Aufgabe 5: Sei U ein beschriinktes Gebiet, f holomorph auf U und stetig auf U = UUJU.
Zeigen Sie: es existiert ein zg € OU mit |f(z9)| = sup{|f(z)| | z € U}.
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Blatt 6 Abgabe: Montag, 30.5.05

Aufgabe 1: Finden Sie in einer Umgebung von 0 holomorphe Funktionen, die die folgen-
den Bedingungen erfiillen, oder beweisen Sie ihre Nichtexistenz.

(a) f(2) = . n €Ny
(b) f(35) = 4. Flgher) =0, ne N
(©) f(2) = (-1t neN,.

1

Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Laurentreihen-Entwicklung von f(z) = m
2(z—=1)(2 =

im Kreisring {z | r < |z| < R} fiir
(a) r=0,R=1,
(b) r=1, R=2;

(c) =2, R= 0.

Aufgabe 3: Klassifizieren Sie die Singularitdt 0 € C fiir die folgenden Funktionen und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Hauptteil.

1 1
1—e* (b) e

(c) Cos(l) (d)

z z

(a)

[

sin(z)
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Blatt 7 Abgabe: Montag, 6.6.05

Aufgabe 1: Seien m,n € Z und r # 1 eine positive reelle Zahl. Sei y(t) = e>™m 4-ye2mint

0 <t < 1. Bestimmen Sie
(a) 1(7;0),
(b) I(y;r+2).

Aufgabe 2: Sei U € C offen. Sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf U, die
gleichméfig gegen die Funktion f: U — C konvergiert. Zeigen Sie:

(a) f ist holomorph.

(b) Sei w ein stetiger geschlossener Weg in U. Dann ist

/ f(z)dz = HILH;O fn(2)dz.

Aufgabe 3: Sei v eine stetige geschlossene Kurve. Man sagt, z € C — Spur(y) liege im
AuBeren von 7, wenn es eine stetige Abbildung ¢: R — C — Spur(7y) gibt mit ¢(0) = =
und tlim () = co. Zeigen Sie: Liegt z im Aufleren von ~, so ist I(v;z) = 0.

— 00

Aufgabe 4: Seien m,v € C — {0} und ~: [-1,1] — C der Weg ~(t) = m + tv. Sei
D ={z] |z—m| < |v|} und 7 ein stetiger Weg in C — D mit Anfangspunkt (1) und
Endpunkt (—1). Sei w der geschlossene Weg w = v *n. Fiir e € R mit 0 < ¢ < 1 sei
p+ = m+iev und p_ = m — icv. Beweisen Sie die ,,Vorfahrtsregel“ (Skizze!)

I(w;p+) = I(w;p-) =1.

[Hinweis: Nehmen Sie zunéchst n stiickweise stetig differenzierbar an und betrachten Sie
den Limes ¢ — 0.]
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Blatt 8 Abgabe: Montag, 13.6.05

Aufgabe 1: Sei v der hier aufgezeichnete geschlossene Kantenweg. Bestimmen Sie fiir
jeden Punkt im Komplement der Spur von v die Umlaufszahl. (Genau an den mit e
markierten Punkten biegt die Kurve ab; keine Kante wird zweimal durchlaufen.)

Aufgabe 2: Bestimmen Sie die Singularitdten und die zugehorigen Residuen fiir die Funk-
tionen
2

VA
@ 6= ey
) 1) = 4 s

Aufgabe 3: Sei f: {z‘ |z] > C} — C holomorph. Definieren Sie das Residuum an der

Stelle oo durch Resso(f) := — Resg(f), wobei f(z) = 272 f(27!) ist. Zeigen Sie:

(a) Fir R > C gilt / f(¢)d¢ = —2mi Resso(f).
I<I=R
(b) Die Funktion f: C — {0} — C mit f(z) = 2! hat in co eine hebbare Singularitit,
aber es ist Reso(f) = —1.

Aufgabe 4: Berechnen Sie die Integrale
00 1.2
——d
(2) /_OO 24+ 622+ 1370
*  dx
DN =
—o0

o0 dx
b .
(@A Era@ e “0
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Blatt 9 Abgabe: Montag, 20.6.05

sin(z)

Aufgabe 1: Sei 0 <7 < 27 und f: D,(0) — {0} — C definiert durch f(z) = cos(23) — 1
s(23) —

Bestimmen Sie die Ordnung des Pols bei 0 sowie Reso(f).

Aufgabe 2: Sei f: D.(a) — {a} — C holomorph. Zeigen Sie: Res,(f) ist die eindeutig
bestimmte komplexe Zahl ¢, fiir die die Funktion g(z) = f(z) — zi

in D.(a) eine

Stammfunktion hat.

Aufgabe 3: (a) Sei R eine komplexwertige rationale Funktion in zwei Variablen, die
keine Singularitéit auf dem Einheitskreis hat, und f die durch

f(z) = zflR(%(z + 271), Qil(z — zfl))
definierte meromorphe Funktion. Zeigen Sie:

2T
/O R(cos(t),sin(t))dt = 2r > Res:(f).

z€D1(0)

(b) Berechnen Sie die Integrale

2w dt
(b1) /0 sin(t) — 2cos(t) + 3

T cos(3t)
(b2) /0 5—4cos(t)dt

T d
(b3) /Om’ a>b>0

Aufgabe 4: Sei y > 0 eine reelle Zahl. Zeigen Sie:

o0
29 2
/ e T2y = \me Y
— o0
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Blatt 10 Abgabe: Montag, 27.6.05

o] 18X
e

Aufgabe 1: Seien ¢, s € R und ¢ > 0. Berechnen Sie / —dx.
oo T —1C

[Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille s > 0, s = 0, s < 0 und integrieren Sie (fiir s # 0)
iiber einen geeigneten Halbkreis. |

Aufgabe 2: (a) Sei f: C — C meromorph mit einer Nullstelle bei co. Weiterhin habe
f auf R genau eine Polstelle ¢y, welche von erster Ordnung ist. Zeigen Sie, daf fiir
den Cauchyschen Hauptwert gilt:

H-/OO f(t)edt = miResy, (f(2)e) + 2mi Z Res,(f(2)e”)

Im(s)>0

x X

(b) Berechnen Sie H—/ COS(J:)dx und/ sin(x) d.
0

—00

Aufgabe 3: (a) Seia € C,a c Rund D:={z=a+7e% |r>0, a<p < a+r}
1

a—aj

Zeigen Sie: Sind ai,...,a, € D, so ist
j=1

(b) Sei f(z) =c(z—a1) -+ (2 — ay) mit ay,... ,a, € C. Sei b € C so gewéhlt, dal der
Kreis K = {z| |z — b| <r} alle a; enthilt. Zeigen Sie: Ist a Nullstelle von f’(2), so
istae K.

[Hinweis: Benutzen Sie (a) um zu zeigen, daf fiir a ¢ K die logarithmische Ableitung

]}’((;)) bei z = a nicht verschwindet.]

Aufgabe 4: Sei f(z) = z* + 6z + 3. Wieviele Nullstellen hat f in
(a) D1(0),
(b) D2(0) = D1(0)?

[Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Rouché, um f mit den Funktionen g(z) = z* und
h(z) = 6z + 3 zu vergleichen.]
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Blatt 11 Abgabe: Montag, 4.7.05

1 n=Y2 und as, = n~ V2. Definiere b,, durch

m

14+by, =14 azn—1)(1 + agy). Sei py, = H(l + ay). Zeigen Sie:

n=1

Aufgabe 1: Firn > 1 sei agp—1 = n~

o0
(a) > ag ist nicht konvergent.
k=1

(b) H(l + by,) konvergiert absolut.
n=1

(c) Sei b der Grenzwert aus (b). Dann gilt lim p,, =b.

(d) lim_ [T+ azn) = o

n=1

o0
Aufgabe 2: Zeigen Sie: Das Produkt H(l + 22") ist genau dann absolut konvergent,
n=0

1
1—2"

o0
wenn |z| < 1 ist, und dann gilt H(l +22") =
n=0

Aufgabe 3: Leiten Sie aus der Partialbruchzerlegung fiir 7 cot(nz) die folgende Partial-
bruchzerlegung her:

=1
Aufgabe 4: Sei ((z) die Reihe Z v (wobei n* = ez10g(n)).
n=1

(a) Zeigen Sie: ((2) definiert eine holomorphe Funktion auf {z| Re(z) > 1}.
(b) Die Zahlen Bjy,, seien definiert durch die Gleichung

22n

z-cot(z) = Z(_l)ntQ”z% :
n>0

(2%)2"

2-(2n)!

[Hinweis: Benutzen Sie die Partialbruchzerlegung von cot(z) aus der Vorlesung.]

Zeigen Sie: ¢(2n) = (—1)" Bay,.
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Blatt 12 Abgabe: Montag, 11.7.05

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dafl fiir die WeierstraBschen Elementarfaktoren Fy(z), k > 1,
gilt:

2 Zk

(a) E;/C(z) = —zk’exp(z—|— % NI _)

oo
(b) Ist Ex(z) = Zanz” die Taylorreihe von Ej um den Nullpunkt, so ist ap = 1,
n=0
ap=as=...=a=0und a, <0 fir n > k.

(c) Fiir |z < 1ist |Ep(z) — 1] < |z[F+L.

Aufgabe 2: Entwickeln Sie cos(mz) in ein unendliches Produkt. [Hinweis: sin(2t) =
2sin(t) cos(t)]

/
Aufgabe 3: Sei U(z) := I‘((zz) . Zeigen Sie:
(a) ¥ ist meromorph mit einfachen Polstellen in den Punkten z = —n, n € N, und

Res_,(¥) = —1.

(b) U(2) = —vy — 1 i( LI %), wobei v = lim ((zn:%) - log(n)) ist.

z = z+n n—oo\ ‘LT
() T(1)+~=0.
(d) U(z+1) - U(z) = %

(e) U(1l—2)—¥(z) =m cot(mz).



